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Aufgabe 1. Es sei M C R". Zeigen Sie:

a. M := M UOM ist abgeschlossen.

Beweis. Die Behauptung ist dquivalent zu der Aussage R™\ M ist offen (Lemma 4.10.ii). Wir
konnen diese Menge umschreiben

R"\ 7 = R"\ (M UdM)
= R"\ M) N R"\ M)
— (R"\ M)\ OM
= R*\ M)\ O(R" \ M),

in der letzten Umformung haben wir Beispiel 3 aus Vorlesung 14 benutzt. Nach Lemma 4.15
a) ist die Menge (R™\ M)\ O(R"™ \ M) offen. O

b. A abgeschlossen und M C A = M C A.

Beweis. Sei p € M, angenommen p € R"\ A (dquivalent zu p ¢ A). Insbesondere folgt,
dass p € OM, denn M ist in eine Teilmenge von A. Da R"™ \ A offen ist (Beispiel 3, nach
Definition 4.8) gibt es ein r > 0, sodass B,(p) C R"\ A (Lemma 4.11). Da M C A ergibt sich,
dass B.(p) N A = (. Die widerspricht jedoch der Beobachtung p € 9M, es folgt p € A und
M cC A. ]

c. M =N{ACR"| M C Aund A abgeschlossen}.

Beweis. Wir zeigen beide Inklusionen.

C: Jede abgeschlossene Menge, die M enthilt, enthilt auch M (vergleiche b). Damit ist M
auch im Schnitt all dieser Mengen enthalten.

O: M ist eine abgeschlossene Menge, welche M enthilt (verg_leiche a). Daher ist der Schnitt
iiber alle Mengen mit dieser Eigenschaft eine Teilmenge von M. O]
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Aufgabe 2. Es sei d € N.

a. Fiir alle n € N sei K,, C R? eine kompakte Menge und es gelte ﬂ K # () fiir alle endlichen
fer
Teilmengen F' C N. Zeigen Sie, dass ﬂ K, # 0 gilt.

neN

Beweis. Fiir alle k € N betrachten die Menge M), = (), ., K,. Nach Voraussetzung gilt M, # 0.
Zu jedem M, wihlen wir ein Element z;, € M;. Da M, C K, fiir alle k, ist (x)ren eine Folge
in K. Nach der vorausgesetzten Kompaktheit von K gibt es eine (in K;) konvergente Teilfolge
(@K, )ien, wir bezeichnen den Grenzwert mit z* € K. Die Teilfolge von (xy,) bestehend aus allen
Elementen deren Index k; > 2 erfiillt ist eine Folge in K5. Als Teilfolge einer konvergenten Folge
konvergiert auch (zy, )x,>2, der Grenzwert ist wieder z*. Da jede kompakte Menge abgeschlossen
ist folgt * € K. Das selbe Argument gilt fiir alle K, und die Teilfolge mit Indizes k; > n. Wir
sehen also, dass fiir alle n € N gilt 2* € K,,. Also 2" € [,y Kn- O

b. Geben fiir alle n € N abgeschlossene, nichtleere Mengen A,, C R? an mit A, ., C A, fiir alle
n € N, aber ﬂAn:(Z).

neN
(In dieser Situation sind beliebige endliche Schnitte notwendigerweise nichtleer!)

Beweis. Wir betrachten die Mengen A, = [n,00)%. Dann ist A, abgeschlossen nach Vorle-
sung und A,,; C A, fir alle n € N. Es bleibt zu zeigen, dass ﬂneN A, = (. Fiir jedes
= (z1,...,74) € R? gibt es ein N € Nmit N > x;. Dann gilt ¢ Ay, also auch z ¢ Mnen An-
Da z beliebig war, folgt dass der Schnitt leer ist. m
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Aufgabe 3. Sei Cj := [0, 1], und ist per Induktion

on
Cn = U In,k
k=1

gegeben als Vereinigung von 2" disjunkten abgeschlossenen Intervallen I,, ; der Linge 37", so
sei Cy41 definiert als Vereinigung aller disjunkten abgeschlossenen Intervalle 1,11 ok—1, Ipt1,2k,
die durch Entfernung des offenen mittleren Drittels aus I, von C,, entstehen, d.h.

on 2n+1
Cpy1 = U([n+1,2k71 Ulpt10k) = U Inii g
k=1 k=1
Auf diese Art wird rekursiv eine Folge Cj, C,... von Teilmengen von R definiert, und wir
setzen C' 1= ﬂ C,,. Diese Menge heifit Cantor Menge. Nach Aufgabe 2 a) ist C' nicht leer.

neN

Zeigen Sie:

a. (' ist kompakt.

Beweis. Allgemein kann man zeigen, dass abgeschlossene Teilmengen kompakter Mengen wie-
der kompakt sind.

In dem vorliegenden Fall ist C' abgeschlossen, als Schnitt von abgeschlossenen Mengen. Jedes
C,, ist abgeschlossen als endliche Vereinigung abgeschlossener Mengen. Da C' C Cy = [0, 1]
ist C' eine abgeschlossene, beschriankte Teilmenge von R. Mit dem Satz von Heine—Borel ist C

kompakt. [
27l
b. Die Gesamtlinge von C,, geht gegen 0: lim Z |1.k] = 0.
n—00 —1
Beweis. Jedes I, hat Linge 37", die Gesamtlange von C), ergibt sich als Ziil \Loi] = 2.

Es bleibt zu zeigen, dass die Folge (%)n gegen 0 konvergiert. Da die Folge monoton fallend

und nach unten beschréankt ist bleibt nur die Behauptung iiber den Limes zu zeigen. Mit (%)n

konvergiert auch die Teilfolge (%)HJrl und zwar mit demselben Grenzwert. Sei ¢ = lim (g)n

3
Damit ergibt sich

¢ = lim 2 n—l'm 2 n+1—21'm 2 n—2c

-3 TM3) T3"™Mi\3) T3“

Wir sehen, dass dies nur fiir ¢ = 0 moglich ist. O]

0.

c. Das Innere von C ist leer: C

Beweis. Per Widerspruch nehmen wir an, es gebe ein x € C. Dann gibt es ein ¢ > 0 mit
(x —e,x +¢) C C C C. Dann gilt auch fiir alle n € N, dass (x — e,z +¢) C C,. Die
Gesamtlinge von C,, erfiillt also 26 < 372 |Lx| = 2> = (2)". Dies widerspricht jedoch der in
b. bewiesenen Konvergenz. O]



Analysis 1 - 20/21 - Blatt 9 Kevin Wiegand Losungsvorschlag

d. Fiir jeden Punkt ¢ € C gibt es eine Folge (¢ )ken in C' mit ¢ — ¢, aber ¢ # ¢Vk € N.

Beweis. Sei ¢ € C. Dann gilt fiir alle n € N, dass ¢ € (), also gibt es ein [, mit ¢ € I,
fir ein 1 < k < 2" Falls ¢ # inf I, so setzen wir ¢, = inf I, , falls ¢ = inf I, so setzen
wir ¢, = sup I, ;. Da alle C), abgeschlossen sind gilt ¢, € C,,. Wir miissen noch zeigen, dass ¢,
gegen ¢ konvergiert und dass die Folge in C' liegt.

Zur Konvergenz: Da ¢, und ¢ im selben Intervall I, ;, liegen folgt, dass |c — ¢,| < |1, x| = 37™.
Dies zeigt die Konvergenz, da 37" eine Nullfolge ist.

Zu ¢, € C: Wir haben ¢,, = inf I,, ;, oder ¢,, = sup I, .. Da die Intervalle von C,,;; aus denen von
(), durch entfernen des mittleren Drittels, das heifit insbesondere, dass inf I, 11 251 = inf I, %
und sup I, 41,2r = sup I, . Damit liegt ¢, in C), 1. Induktiv folgt, dass ¢, in allen C}, liegt und
damit auch in C'. O



