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KAPITEL 1

Grundlagen

Das Thema der Vorlesung ist die Analysis von Funktionen in einer reellen Variablen, die Sie in
einer anschaulich motivierten und nicht stringent durchbewiesenen Variante natiirlich bereits
aus der Schule kennen. Diese Theorie soll bei uns nun schrittweise und beweisorientiert aufge-
baut werden, was Ihnen die Chance gibt, den systematischen Aufbau einer mathematischen Theorie in
einem vertrauten und tiberschaubaren Fall mitzuverfolgen. Entsprechend geben wir fiir alle verwen-
deten Objekte formale Definitionen, wobei wir den jeweils definierten Begriff durch Fettdruck
hervorheben, und folgern daraus Sitze (Aussagen, die wichtig sind und/oder einen lingeren
Beweis erfordern) und Propositionen (weitere Aussagen), fast immer mit Beweisen. Wenn eine
Aussage hauptséachlich bewiesen wird, um eine andere Aussage zu zeigen, nennen wir das ein
Lemma.

Wichtig beim Lernen von Mathematik sind Beispiele und zum Abgrenzen auch Gegenbeispiele,
die, genau wie die ausdauernde Beweistdtigkeit im Umfeld der jeweiligen Begriffe, dabei helfen,
ein konzeptuelles Verstindnis fiir diese aufzubauen. Als Ubung konnen Sie sich selbst zu jedem
neuen Konzept passende Beispiele und Gegenbeispiele iiberlegen.

In diesem ersten Kapitel verschaffen wir uns zunichst einen Uberblick iiber die mathemati-
sche Fachsprache, Methoden und wichtige Grundkonzepte. Da wir aktuell noch nicht genug
mathematische Objekte eingefiihrt haben, um schone Beispiele angeben zu konnen, greifen wir
in diesem Kapitel verschiedentlich auf unser Vorwissen aus der Schule zuriick. Ab Kapitel 2
werden wir als wahre Aussagen kein solches Vorwissen mehr akzeptieren, sondern nur noch
diejenigen Aussagen, die wir im Laufe der Vorlesung als Axiome eingefiihrt oder als Sitze
bewiesen haben. Auf diese Weise bauen wir die aus der Schule bereits bekannten Inhalte der
Analysis axiomatisch fundiert neu auf. Die in der Schule erworbenen Vorkenntnisse und Anschau-
ungen bleiben aber wertvoll! In dieser Vorlesung und dem zugehorigen Ubungsbetrieb werden
wir oft auf diese zuriickgreifen und sie mit dem Vorlesungsstoff in Beziehung setzen.
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1.1 Aussagen

Definition 1.1. Eine (mathematische) Aussage ist ein sprachliches Konstrukt, dem wir eindeutig
einen Wahrheitswert (wahr / falsch) zuordnen kénnen.

Beispiel 1.2. (a) 2 ist eine ungerade Zahl.” ist eine Aussage (und zwar eine falsche).

(b) , Blau ist eine schone Farbe.” ist keine Aussage.

(c) ,Der Kuckuck und der Esel” ist keine Aussage.

Wir kénnen Aussagen A und B verkniipfen. Im Folgenden betrachten wir die wichtigsten dieser

Verkniipfungen anhand von Wahrheitstafeln, in denen wir ,wahr” mit w und ,falsch” mit f
notieren. Es gilt:

A | B| Aund B | Aund/oder B | entweder A oder B A || nicht A
w | w w w f w f

w | f f w w f w
flw f w w

flf f f f

Bemerkung 1.3. (a) Mit ,oder” ist in der Mathematik stets ,,und / oder” gemeint. Meint man
,entweder . ..oder", so muss man das auch ausdriicklich so schreiben.
(b) Es gelten die Notationen ,\" fiir ,und”, ,N“ fiir ,oder” und ,,—~" fiir , nicht”.

Beispiel 1.4. Die Aussage AN (—A) ist immer waht, unabhingig vom Wahrheitswert von A. Dieser
Umstand ist fiir das mathematische Argumentieren von grofler Bedeutung und als tertium non datur
oder Satz vom ausgeschlossenen Dritten bekannt.

Wir untersuchen nun, wie sich Aussagen gegenseitig bedingen: Mit A = B bezeichnen wir
eine neue Aussage. Diese bedeutet , A impliziert B” und kann als ,falls A gilt, so gilt auch B”
gelesen werden. Formal definieren wir:

Definition 1.5. Seien A und B Aussagen. Dann ist die Aussage A = B durch (—=A) V B
gegeben. Gilt A = B, so sagen wir auch: A ist eine hinreichende Bedingung fiir B bzw. B ist eine
notwendige Bedingung fiir A.

Schliefilich schreiben wir abkiirzend A <= B fiir (A = B) A (B = A) und sagen ,A ist
dquivalent zu B”, was als ,, A gilt genau dann, wenn B gilt” gelesen werden kann.
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In Form von Wahrheitstafeln lassen sich Implikationen und Aquivalenzen wie folgt ausdriicken:

A[B]A=B A[B|A<B
w | w w w | w w
w| f f w| f f
flw w flw f
fl1f w flf w

A Wihrend man die ersten beiden Zeilen der linken Tafel vermutlich so erwarten wird, wirken
die letzten beiden Zeilen unintuitiv: Wenn A falsch ist, dann ist die Implikation A = B immer
richtig — unabhéngig davon, ob B wahr oder falsch ist. Aus einer falschen Aussage lasst sich
somit stets alles folgern! Das bedeutet andersherum natiirlich auch: Ist A falsch und A = B
wabhr, dann kénnen wir nicht sagen, ob B wahr oder falsch ist.

Dieser Begriff der Implikation wirkt anders, als Sie ihn aus der Schule kennen. Das liegt nattirlich
daran, dass man in Situationen, in denen man normalerweise von Implikationen spricht, den
Wahrheitsgehalt der zu folgernden Aussage zunéchst nicht kennt und die obige Wahrheitstafel
somit nicht direkt zum Einsatz kommt. Es gilt dann, einen Beweis fiir die Aussage zu finden.
In Abschnitt 1.4 werden wir verschiedene Strategien zum Fiihren (und Finden!) eines Beweises
kennenlernen.

Mitmachaufgabe 1.6. Betrachten Sie die folgende Behauptung und den anschliefSenden Beweis,
bei dem das Zeichen O anzeigt, dass der Beweis vollstindig ist:

Behauptung. Falls 1+ 2 = 4 gilt, so auch 2 = 4.
Beweis. Es gelte 142 = 4. Durch Multiplikation mit 2 folgt daraus 2 +4 = 8.
Subtrahieren wir nun 4 von beiden Seiten, so erhalten wir 2 = 4, wie behauptet. [
Entscheiden Sie:
(a) Ist die Behauptung wahr?
(b) Ist der angegebene Beweis korrekt?

Lisung.
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O
Beispiel 1.7. (a) Die Aussage
(A= B) <= ((-B) = (—A))

heifit Kontraposition und ist unabhingig von den Wahrheitswerten von A und B immer wahr,
denn: Um das einzusehen, stellen wir die folgende zusitzliche Wahrheitstafel auf:

A|B| -A| =B | (-B) = (—A)

wl|wl| f | f w

w| f| f | w f

flw| w | f w

flfl w| w w
Ein Vergleich mit A = B zeigt nun, dass (—B) = (—A) dieselben Wahrheitswerte hat, so dass
die beiden Aussagen dquivalent sind. #

Das Konzept der Kontraposition werden wir uns in Abschnitt 1.4 zunutze machen, um die Methode
des indirekten Beweises einzufiihren.

A Die Kontraposition (—B) = (—A) einer Implikation A = B ist nicht dasselbe wie deren
Umkehrung B = A! Umgangssprachlich wird das oft verwechselt.

Die Aussage
(A= B) <= —(AA(-B))

heifit Prinzip des Widerspruchsbeweises und lisst sich analog beweisen. Das Konzept des Wi-
derspruchs werden wir uns in Abschnitt 1.4 zunutze machen, um die Methode des Widerspruchs-
beweises einzufiihren.

Durch Priidikate konnen wir auch ganze Familien von Aussagen gleichzeitig beschreiben. Dabei
wird ein sprachliches Konstrukt mit Platzhaltern (oder Variablen) erstellt. Werden konkrete
Werte fiir die Platzhalter eingesetzt, so ergibt sich daraus eine Aussage.

Beispiel 1.8. Schreiben wir Prim(n) fiir ,n ist eine Primzahl.”. Dann ist etwa Prim(3) eine wahre
Aussage und Prim(4) eine falsche Aussage.

Als weitere Bausteine fiir die Aussagenlogik bendtigen wir Quantoren. Die wichtigsten sind:

¢ der Allquantor V, gesprochen: , fiir alle”,

¢ der Existenzquantor 3, gesprochen: ,es gibt”.

Auflerdem benutzen wir

¢ J!, gesprochen: ,es gibt genau ein”.
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Aus einem Pradikat P(-) und einem Quantor lassen sich Aussagen machen:
e Vx: P(x) bedeutet , fiir alle x gilt P(x)“,
e dx: P(x) bedeutet ,es gibt ein x, fiir das P(x) gilt”,
e Jlx: P(x) bedeutet ,es gibt genau ein x, fiir das P(x) gilt”.
A Letzteres sind eigentlich zwei Aussagen:
(i) Fx: P(x),
(i) Vx,y: (P(x) AP(y)) = x=y).

Um auf diese Weise Mathematik betreiben zu kénnen, miissen wir genauer angeben, welche
Werte die Variablen annehmen diirfen. Dazu benétigen wir Grundlagen aus der Mengentheorie,
die wir uns in Abschnitt 1.2 beschaffen werden. Entsprechend unfundiert, aber anschaulich
fiihren wir dennoch bereits hier einige Uberlegungen durch:

Bemerkung 1.9. Quantoren miissen in Aussagen angegeben bzw. aufgeschrieben werden, wobei
dies auch in Worten geschehen kann, wenn es prizise gemacht wird. Die Reihenfolge der Quantoren
ist dabei essentiell! Das sehen wir durch das folgende Beispiel:Fiir alle Topfe t und alle Deckel d

kénnen wir das Pridikat
Passt(t,d) :<=  Deckel d passt auf Topf t

definieren. Fiir dieses bedeuten in dieser Notation:

(i)  Vt,3d: Passt(t,d), dass es zu jedem Topf einen passenden Deckel gibt,
(i) 3d,Vt: Passt(t,d), dass es einen Deckel gibt, der auf alle Topfe passt.

Diese Aussagen sind aber im Allgemeinen offensichtlich unterschiedlich.

Tipp: Zu Beginn ist es hilfreich, die logische Aussage von links nach rechts zu verbalisieren, um
sich deren Sinngehalt zu erschlieflen. Aussage (i) lautet dann zundchst etwas umstindlich: Fiir alle
Topfe t existiert ein Deckel d, so dass d auf t passt.

Oft ist es notwendig, Aussagen zu negieren. Wir erkunden, wie das funktioniert:

Mitmachaufgabe 1.10. Fiir alle Wege w kinnen wir das Pridikat
Rom(w) :<=  Weg w fiihrt nach Rom
definieren. Wir betrachten nun die Aussage
Alle Wege fiihren nach Rom. bzw. Yw Weg: Rom(w).

Wie lautet deren logische Negation?

Lisung.
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Die folgenden Negationsregeln fiir Aussagen lassen sich leicht herleiten (Ubung!):

Bemerkung 1.11. Sei P(-) ein Pridikat. Dann gilt:

(@) ~(AAB) <~ (-AV-B),
(b) —(AVB) <~ (-AA-B),
© (A= B) <~ (AA-B),
(d) —(Vx: P(x)) <= (3x:-P(x)),
(e) ﬂ(EIx (x)) <= (Vx:—-P(x)).

Mitmachaufgabe 1.12. Machen Sie aus dem bekannten Liedtitel
Everybody needs somebody sometimes
eine formale Aussage und negieren Sie diese.

Losung.

1.2 Mengen

Definition 1.13 (Cantor (1895)). Eine Menge ist eine Zusammenfassung von wohlbestimmten

und wohlunterschiedenen Objekten zu einem Ganzen. Die Objekte heiflen Elemente der Menge.
Dabei bedeutet

* wohlbestimmt, dass von jedem Objekt feststeht, ob es in der Menge enthalten ist oder nicht,
* wohlunterschieden, dass jedes Element hichstens einmal in der Menge vorkommt.
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Ist ein x ein Element bzw. kein Element einer gegebenen Menge X, so schreiben wir x € X bzw.
x & X. Eine Menge ohne Elemente heifit leere Menge und wird @ geschrieben.

Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor,
geboren am 3. Médrz 1845 in Sankt Peters-
burg und gestorben am 6. Januar 1918 in
Halle an der Saale, war ein deutscher Ma-
thematiker. Cantor lieferte wichtige Beitra-
ge zur modernen Mathematik. Insbeson-
dere ist er der Begriinder der Mengenlehre
und er verdnderte den Begriff der Unend-
lichkeit. Der revolutiondre Gehalt seines
Werks wurde erst nach seinem Tod rich-
tig erkannt. Das Foto zur Rechten zeigt ihn
im Jahr 1870, im Alter von 25 Jahren.

Mitmachaufgabe 1.14. In einer kleinen mittelalterlichen Stadt rasiert der Barbier nach Zunftgesetz
genau die Minner, die sich nicht selbst rasieren. Rasiert sich der Barbier selbst?

Lésung.

Bertrand Arthur William Russell, 3. Earl
Russell, geboren am 18. Mai 1872 bei Trel-
lech (Wales) und gestorben am 2. Februar
1970 in Penrhyndeudraeth (Wales) war ein
britischer Philosoph, Mathematiker, Reli-
gionskritiker und Logiker und erhielt 1950
den Nobelpreis fiir Literatur. Zusammen
mit Alfred North Whitehead veroffentlich-
te Russell die Principia Mathematica, eines
der bedeutendsten Werke des 20. Jahrhun-
derts iiber die Grundlagen der Mathema-
tik. Das Foto zur Rechten zeigt ihn im Jahr
1907, im Alter von 35 Jahren.
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Definition 1.15. Seien X,Y zwei Mengen. Dann heifit Y eine Teilmenge von X bzw. alternativ X
eine Obermenge von Y, falls jedes Element von Y auch ein Element von X ist. Ist dies der Fall, so
schreiben wir Y C X. Formal schreiben wir

YCX = (yeY = yeX),
— WeY:yeX

wobei :<=> bedeutet, dass die linke Aussage per Definition dquivalent zur rechten Aussage ist.
Gilt fiir zwei Mengen X,Y sowohl Y C X als auch X C Y, so sagen wir, X und Y seien gleich und
schreiben X =Y.

Beispiel 1.16. Sei X = {1,2,3}. Dann gilt 2 € X und {2} C X. Der Unterschied ist also, dass 2 ein
Element von X ist, wihrend {2} eine Teilmenge von X ist.

Proposition 1.17. Sei X eine beliebige Menge. Dann gilt @ C X.

Beweis. Da in @ keine Elemente enthalten sind, gilt offensichtlich Vy € @: y € X. O

In der Situation von Proposition 1.17 gilt im Allgemeinen nicht @ € X, denn es gilt etwa
©¢X=1{123}

A Um zu zeigen, dass eine allgemeine Aussage nicht gilt, reicht es aus, ein einziges Gegenbei-
spiel anzugeben. Der Nachweis der Giiltigkeit einer Aussage mittels einzelner Beispiele ist in
der Regel nicht moglich.

Definition 1.18. Sei X eine Menge. Dann heifst die Menge aller Teilmengen von X die Potenz-
menge P (X) von X. In Pridikatenschreibweise formulieren wir:

VY: (Y e P(X) <= Y CX).

Beispiel 1.19. Fiir die Menge X = {1,2,3} aus Beispiel 1.16 gilt
P(X) = {2 {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3}, {2, 3}, X}.
Definition 1.20. Die Anzahl der Elemente einer endlichen Menge X heifSt ihre Michtigkeit und

wird | X | geschrieben. Wie man unendliche Mengen miteinander vergleicht, werden wir in Abschnitt
2.4 genauer studieren.

Beispiel 1.21. Ist X eine endliche Menge mit | X| = n € IN, so gilt |P(X)| = 2", da es fiir jedes der n
Elemente von X die zwei Mdglichkeiten gibt, enthalten bzw. nicht enthalten zu sein.
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Wir iiberlegen uns nun, welche Méglichkeiten es gibt, Mengen zu beschreiben:

(a) Die erste Moglichkeit ist am natiirlichsten. Wir haben sie bereits in Beispiel 1.16 benutzt.
Das ist die Darstellung einer Menge durch Aufzdhlung:

N:={1,234,...} Menge der natiirlichen Zahlen,
7 :={0,+1,£2,43,...} Menge der ganzen Zahlen.

Hierbei bedeutet ,:=", dass die linke Seite per Definition gleich der rechten Seite ist,
die Elemente werden jeweils durch Mengenklammern {...} gefasst und ,,£“ l4sst beide
Vorzeichen zu.

(b) Weiter gibt es die Darstellung durch Beschreibung der Elemente einer Menge anhand von
Elementen einer bereits bekannten anderen Menge:

Q= {Z :p€Z,qeN} Menge der rationalen Zahlen.

(c) SchliefSlich ldsst sich eine Menge als Teilmenge einer bereits bekannten Menge durch An-
gabe einer charakterisierenden Eigenschaft in Form eines Pradikats beschreiben:

P:= {n € IN : nist eine Primzahl}
= {n e IN: Prim(n)} Menge der Primzahlen.

Nach der Einfithrung eines neuen Begriffs interessiert uns immer, ob es Methoden gibt, um aus
bekannten Beispielen fiir diesen Begriff weitere Beispiele zu gewinnen. Im Falle der Mengen
gibt es hier zahlreiche Moglichkeiten:

Definition 1.22. Seien X und Y Mengen. Dann nennen wir

(@) XUY:={x:x e Xoderx € Y} die Vereinigung von X und Y.

(b) XNY:={x:xe€ Xundx €Y} den (Durch-)Schnitt von X und Y. Gilt X N Y = @, so
heiflen X und Y disjunkt.

(0 X\Y:={x:xe€ Xundx ¢ Y} die Differenz(-menge) von X und Y bzw. das (relative)
Komplement von Y in X. Gilt speziell Y C X, so schreiben wir auch YC = XY und
nennen Y das Komplement von Y in X.

Diese Begriffe lassen sich auch schon mittels Mengendiagrammen darstellen:
Y Y Y

X X X
XnY XuY X\Y
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Lemma 1.23. Seien X,Y,Z Mengen. Dann gelten die folgenden Rechenregeln:

(@ XU(Yuz)=((XuY)uZz (Assoziativgesetz fiir U )
(b) XUY=YUX (Kommutativgesetz fiir U )
© XNniYnz)=XnYy)nz (Assoziativgesetz fiir N )
d XNY=YnX (Kommutativgesetz fiir N )
() Xu(YNnz)=(XUuYy)n(Xuz),

XN(YUuzZ)=(XnNnY)u(Xn2z) (Distributivgesetze fiir U und N )
f (XuY)¢=XCnYC,

(XNY)C =Xcuye (De Morgan’sche Regeln)

Wir beweisen Lemma 1.23 in Ubungsaufgabe 1.2.

Augustus De Morgan, geboren am 27. Ju-
ni 1806 in Madurai und gestorben am 18.
Mairz 1871 in London, war ein englischer
Mathematiker. Er war Mitbegriinder und
erster Prasident der London Mathemati-
cal Society. Am bekanntesten wurde er
durch zwei nach ihm benannte Regeln, die
De Morgan’schen Gesetze. De Morgan gilt
heute gemeinsam mit George Boole als Be-
griinder der formalen Logik. Das Bild zur
Rechten zeigt ihn 1860, im Alter von 54 Jah-
ren.

Auch fiir mehr als zwei Mengen kénnen wir den Durchschnitt und die Vereinigung definieren:

Definition 1.24. Sei I eine nichtleere Menge und X; fiir jedes i € I eine Menge. Da wir hier
die Menge I nutzen, um die Mengen X; zu indizieren, nennen wir I in diesem Kontext auch eine
Indexmenge. Wir nennen nun:

(@) Uic; Xi == {x:3i € I: x € X;} die Vereinigung der Mengen X,
(b) Nic; Xi == {x:Vi e I: x € X;} den Durchschnitt der Mengen X;.

Manchmal ist es von Interesse, Elemente aus verschiedenen Mengen gleichzeitig zu betrachten.
Hier hilft ein wenig Buchhaltung:

Definition 1.25. Seien Xy, ..., X, fiir ein n € IN endlich viele Mengen. Dann definieren wir:

(a) Ein (geordnetes) n-Tupel ist eine Liste (xi,...,x,) mit Eintrigen x; € X; fiir alle i €
{1,...,n}, wobei es hier auf die Reihenfolge der Eintrige ankommit.
(b) Das kartesische Produkt

Xix.ooox Xy ={(x1,...,x0) : Vie {1,...,n}: x; € X;}



13 Kapitel 1. Grundlagen

ist die Menge aller geordneten n-Tupel, wobei genau dann (xq,...,x,) = (x,...,x},) gilt,
wenn bereits fiir alle i € I die Identitit x; = x| gilt. Ist speziell X; = ... = X, =: X, s0
schreiben wir auch einfacher X" fiir X1 X ... X X,.

Beispiel 1.26. Die Karten eines (franzdsischen) Skatblatts kénnen wir beschreiben als Elemente F x W
mit
F={0,0,86,&} und W:=1{7,89B,D,K,10,A}.

1.3 Relationen

Definition 1.27. Sei X eine Menge. Eine (zweistellige) Relation auf X ist eine Teilmenge R C
X x X. Fiir (x,y) € R schreiben wir dann auch xRy.

Beispiel 1.28. Sei X = {1,2,3}. Dann gelten die folgenden Aussagen:
(@) {(1,3),(2,1)} ist eine Relation.
(b) R:={(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,3)} ist eine Relation. Diese kinnte man auch durch
xRy <= x<y
beschreiben. Tatsichlich sind fiir bestimmte Standardrelationen bestimmte Schreibweisen, wie etwa

<, iiblich und die Notation R fiir eine Relation wird uns spidter nicht mehr oft begegnen.

Definition 1.29. Sei R eine Relation auf einer nichtleeren Menge X. Dann nennen wir R

reflexiv, falls fiir alle x € X gilt: xRx,

symmetrisch, falls fiir alle x,y € X gilt: xRy = yRx,
antisymmetrisch, falls fiir alle x,y € X gilt: xRy AyRx = x =y,
transitiv, falls fiir alle x,y,z € X gilt: xRy A yRz = xRz,
total, falls fiir alle x,y € X gilt: xRy V yRx.

Definition 1.30. Eine Relation heifit eine . . .

e ... Totalordnung, wenn sie reflexiv, antisymmetrisch, transitiv und total ist.
e ... Aquivalenzrelation, wenn sie reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

Beispiel 1.31. (a) Die Relation aus Beispiel 1.28 (a) ist antisymmetrisch, aber nicht reflexiv, symme-
trisch, transitiv oder total.

(b) Die Relation R aus Beispiel 1.28 (b) ist eine Totalordnung.



1.3. Relationen 14

(c) Sei X eine Menge. Dann ist C eine reflexive, antisymmetrische und transitive Relation auf P(X),

denn:
e VA € P(X): A C A, sodass Reflexivitit gilt.
e VA,Be P(X): ACBABC A= A = B, sodass Antisymmetrie gilt.
e VA,B,Ce P(X): ACBABCC = A CC,sodass auch Transitivitit gilt.
#

Hat X mindestens zwei Elemente x,y, so ist C nicht total, denn es gilt weder {x} C {y} noch
{y} < {x}-
Mitmachaufgabe 1.32. Wir definieren auf der Menge M aller Menschen zwei Relationen durch

x~Yy <= xundy haben dasselbe Geburtsjahr,
x~y <= die Geburtstage von x und y unterscheiden sich um weniger als ein Jahr.

Untersuchen Sie die Relationen ~ und = darauf, ob sie Aquivalenzrelationen sind!

Lisung.

Definition 1.33. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X und x € X. Wir nennen
[ ={yeX:y~x}

die Aquivalenzklasse von x und jedes Element y € [x| einen Vertreter von [x]. Die Menge aller
Aquivalenzklassen X/~ = {[x] : x € X} heifit Quotientenmenge bzw. Faktormenge von ~.
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Lemma 1.34. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X und seien x,y € X. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

i x~y.
(i) [x] = [y].
i) [x] N [y] # 2.

Beweis. Gelte zundchst Aussage (i), also x ~ y und aufgrund der Symmetrie von ~ genauso
y ~ x. Aufgrund der Transitivitdt von ~ erhalten wir so
x~y
x| ={zeX:iz~x} C {zeX:z~y} =1y,

[y]:{ZEX:Zwy}yéx{zeX:ZNx}:[x].

Zusammen ist das Aussage (ii).

Gelte nun Aussage (ii), also [x] = [y]. Dann gilt
Nyl =[x #2,

da die Aquivalenzklasse [x] auf jeden Fall das Element x enthilt. Das ist Aussage (iii).

Gelte schliefSlich Aussage (iii), also [x] N [y] # @. Dann gibt es ein z € X mitz € [x] N [y]. Fur
dieses gilt z ~ x und z ~ y. Aufgrund der Symmetrie und der Transitivitdt von ~ folgt hieraus
x ~ y und also Aussage (i).

Offensichtlich lassen sich aus den bewiesenen drei Implikationen samtliche behaupteten Aqui-
valenzen herleiten, so dass wir uns auf geschickte Weise Arbeit gespart haben. Dieses Vorgehen
nennt sich ein Ringschluss und ist eine beliebte Beweistechnik.

(i) =———(ii)

N S

(iii)

Definition 1.35. Eine Partition auf einer Menge X ist eine Menge P nichtleerer Teilmengen von
X, welche die folgenden Eigenschaften erfiillt:

(i)  UpepP =X,
(ii) Fiiralle P,Q € P gilt P = Qoder PN Q = @.

Eine Partition P = {Xj, X», X3} lasst sich wie folgt graphisch veranschaulichen:
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Beispiel 1.36. Eine mdgliche Partition der Menge IN der natiirlichen Zahlen ist durch die Teilmengen
der geraden bzw. ungeraden natiirlichen Zahlen gegeben.

Wir kénnen nun den ersten substantiellen Satz der Vorlesung zeigen:

Satz 1.37. Sei X eine Menge. Dann bilden die Aquivalenzklassen einer Aquivalenzrelation auf X
eine Partition von X. Umgekehrt definiert jede Partition von X eine Aquivalenzrelation auf X

Beweis. Sei zundchst ~ eine Aquivalenzrelation auf X. Nach Konstruktion sind dann die Aqui-
valenzklassen beziiglich ~ allesamt nichtleer. Trivialerweise gilt zudem

U =Uk=x
[x]leX/~ xeX

und also Eigenschaft (i) einer Partition. Da nach Lemma 1.34 je zwei voneinander verschiedene
Aquivalenzklassen disjunkt sind, gilt auch Eigenschaft (ii), so dass wir insgesamt gezeigt haben,
dass jede Aquivalenzrelation eine Partition definiert.

Sei nun umgekehrt P eine Partition von X. Wir definieren dann eine Relation ~ durch
x~y = dPcP:xycP.
Diese ist bereits eine Aquivalenzrelation,

denn:

¢ Nach Eigenschaft (i) einer Partition gibt es fiir alle x € X ein P € P mit x € P. Es folgt
x ~ x und also die Reflexivitiat von ~.

* Seien x,y € X mit x ~ y. Dann gibt es ein P € P mit x,y € P und also auch mity, x € P.
Es folgt y ~ x und also die Symmetrie von ~.

® Seien x,y,z € X mit x ~ y und y ~ z. Dann gibt es Mengen P,Q € P mit x,y € P
und y,z € Q. Nach Eigenschaft (ii) einer Partition und aufgrund von y € P N Q ist in
dieser Situation bereits P = Q und wir haben x,z € P. Es folgt x ~ z und somit auch die
Transitivitit von ~.
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Wir haben fiir diesen Satz auf verschiedene Weisen argumentiert. Damit ist das der richtige
Moment, um kurz innezuhalten und uns zu fragen, welche gingigen Beweismethoden es gibt
und wie man beim Beweis einer komplizierteren Behauptung tiberhaupt vorgeht. Das werden
wir im folgenden Abschnitt 1.4 tun und schlieffen vorher diesen Abschnitt noch mit einem
Beispiel zum Vorherigen ab:

Beispiel 1.38. Fiir ein fest gewdhltes n € IN ist durch
a~b <  ntelta—1>
eine Aquivalenzrelation auf der Menge Z. der ganzen Zahlen definiert,

denn: Reflexivitidt und Symmetrie ergeben sich unmittelbar aus der Definition. Zum Beweis der Tran-
sitivitit betrachten wir a,b,c € Z mit a ~ b und b ~ c. Dann gibt es k,{ € Z mit a —b = kn und
b—c=/{n.Esfolgta—c=(a—b)+ (b—c)=kn+{In= (k+¢)-nundsomitaucha ~ c. #

Die — nach Satz 1.37 paarweise disjunkten — Aquivalenzklassen von Z. beziiglich ~ heifien Restklassen
und wir schreiben auch a = b mod (n) fiir a ~ b.

1.4 Beweisen

Wie schon nach Definition 1.5 angemerkt, ist der Aufbau eines mathematischen Satzes im
Grundsatz immer derselbe, ndmlich eine Implikation vom Typ A = B fiir zwei Aussagen
A (hier: die Voraussetzungen) und B (hier: die Behauptung). Um einen Satz zu beweisen,
miissen wir zeigen, dass diese Implikation wahr ist. Dies iiber Wahrheitstafeln zu machen, ist
umstandlich, liefle sich aber theoretisch umsetzen. In der Praxis geht man zumeist anders vor.
In den folgenden Unterabschnitten fiihren wir die gingigsten Beweismethoden ein und geben
Beispiele fiir diese an. Hilfe beim Formulieren von Beweisen liefert etwa das kurzweilige Buch
Das ist 0. B. d. A. trivial von Beutelspacher.

Elementare Beweismethoden

Als direkten Beweis bezeichnen wir es, wenn eine Folge von Implikationen gezeigt wird. Um
die Implikation A = B zu zeigen, finden wir also Aussagen A, A, ..., A, und zeigen die
Implikationen

A— A, Ay =— Ay, ..., A, — B.

Fiir einen indirekten Beweis nutzen wir die Kontraposition aus Beispiel 1.7 (a): Statt der Impli-
kation A = B zeigen wir die d4quivalente Aussage (—~B) = (—A), indem wir diese wie beim
direkten Beweis in Teilimplikationen zerlegen.

Fiir einen Widerspruchsbeweis nutzen wir den Widerspruch aus Beispiel 1.7 (b): Statt der
Implikation A = B zeigen wir die d4quivalente Aussage —(A A (=B)), indem wir annehmen,
dass A und —B beide wahr sind, und hieraus mit als wahr bekannten Implikationen eine
bekanntlich falsche Aussage herleiten.

Oft bestehen Beweise aus mehreren Schritten, in denen verschiedene Beweisverfahren kombi-
niert werden:
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* Um beispielsweise die Aquivalenz A <= B zu beweisen, kénnen wir die Implikationen
A = Bund B = A getrennt voneinander — und auch mit verschiedenen Methoden —
beweisen.

e Ist eine Aussage mit Pradikaten formuliert, beispielsweise Vi € IN: P(n) <= Q(n), so
kann es sich anbieten, eine Fallunterscheidung zu machen, also beispielsweise die Aussage
zundchst fiir alle geraden und dann fiir alle ungeraden n € IN zu zeigen. Wichtig dabei ist,
dass alle Fille abgedeckt sind!

Beweise gut leserlich aufzuschreiben ist in gewissem Umfang eine Kunst. Als solche ist es aber
auch eine Fihigkeit, die Sie durch Uben ausbilden konnen. Der erste Schritt dazu ist, Beweise zu
lesen und nachzuvollziehen. Seien Sie dabei kritisch und iiberlegen Sie, was Sie anders machen
wiirden. Adaptieren Sie dann Beweise bekannter Aussagen fiir neue Situationen. Und wenn Sie
dann eigene Beweise schreiben, seien Sie genauso kritisch wie bei fremden: Ist die Aussagenlogik
unmissverstandlich wiedergegeben, ist die Anzahl der Zwischenschritte angemessen, ist die
Notation klar? ...

Wir beweisen die folgende Aussage auf jede der drei diskutierten Weisen:
Fiir jede natiirliche Zahl n € IN gilt: Ist n + 1 gerade, so ist n ungerade.

Diese Aussage ist natiirlich sehr einfach, eignet sich aber gerade dadurch sehr gut, um die
Beweisstrategien zu verdeutlichen. Wenn Sie letztere selbst ausprobieren, werden Sie sehen,
dass sich fiir die meisten Aussagen manche der Strategien sehr kiinstlich anfiihlen, wiahrend
andere sehr einleuchtend sind. Dieses simple Beispiel soll klarmachen, dass es trotzdem nicht
die eine ,richtige” Strategie gibt.

Fir die Beweise nutzen wir nun, dass eine Zahln € IN . ..

(i) ... genau dann gerade ist, wenn es ein k € IN mit n = 2k gibt und n bei Division durch 2
also den Rest 0 hat.
(ii) ... genau dann ungerade ist, wenn es ein k € IN mit n = 2k — 1 gibt und n bei Division

durch 2 also den Rest —1 hat.

Man kann leicht zeigen (Ubung! ), dass ,, Liasst bei Division durch 2 denselben Rest” eine Aqui—
valenzrelation auf IN ist, deren Aquivalenzklassen gerade durch die Mengen der geraden bzw.
ungeraden natiirlichen Zahlen gegeben sind. Nach Lemma 1.34 ist daher eine natiirliche Zahl
stets entweder gerade oder ungerade.

Direkter Beweis: Sein +1 € IN gerade. Nach (i) gibt es dann ein k € IN mit n 4+ 1 = 2k. Hieraus
folgt unmittelbar n = 2k — 1. Aufgrund von k € IN und (ii) ist schliefslich # ungerade. O

Indirekter Beweis: Sein € IN nicht ungerade und also gerade. Nach (i) gibt es dann ein k € IN mit
n = 2k. Hieraus folgt unmittelbar n +1 =2k +1 = 2(k+ 1) — 1. Aufgrund von k + 1 € IN und
(ii) ist schliefdlich 7 + 1 ungerade und also nicht gerade. Wir haben gezeigt:

n nicht ungerade == n + 1 nicht gerade.
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Es gilt daher auch die Kontraposition
n+1gerade = n ungerade.
Ul

Widerspruchsbeweis. Sein € IN. Wir nehmen nun an, n + 1 wére gerade und n nicht ungerade,
also gerade. Nach (i) und (ii) gdbe es dann k, ¢/ € IN mit n + 1 = 2k und n = 2/. Hieraus folgte
unmittelbar

2k=n+1=2¢+1,
also
2-(k—40)=1,

wask— ¥ = % ¢ Zimplizierte. Die Aussage, es gibe natiirliche Zahlen k, £ wie oben beschrieben,
ist daher falsch. Also kann, wenn n + 1 gerade ist, nicht auch n gerade sein, also muss n ungerade
sein. OJ

Vollstéandige Induktion

Wie in Abschnitt 1.2 schon sichtbar wurde, ist in dieser Vorlesung stets
N ={1,23,...} die Menge der natiirlichen Zahlen,
No:={0,1,2,3,...} =INU{0}.

A Das wird in der Literatur uneinheitlich gehandhabt! Oft wird auch 0 als Element der natiir-
lichen Zahlen IN gefiihrt.

In den natiirlichen Zahlen gilt das folgende Prinzip:

Prinzip der vollstindigen Induktion. Sei P(-) ein Pridikat derart, dass P(n) fiir jedes n € IN
eine Aussage ist. Gelten dann die beiden Voraussetzungen

(IA) Induktionsanfang: P(1),
(IS) Induktionsschritt: Vn € N: P(n) = P(n+1),
so gilt P(n) fiir allen € IN.

Die vollstandige Induktion ist also eine Methode, um simultan Aussagen {iber alle natiirlichen
Zahlen zu treffen. Die Idee dahinter ist eine Art ,, Domino-Effekt”:

<P(1) und (P(1) = P(2))> = P(2),
(P(Z) und (P(2) = P(3))> — P(3)
A Wir werden spéter auch Varianten der vollstindigen Induktion verwenden. Beispielsweise

kann der Induktionsanfang auch bei einer beliebigen ganzen Zahl n liegen, ohne dass sich am
Vorgehen etwas Wesentliches dndert.
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Proposition 1.39. Jede nichtleere Teilmenge von IN hat ein kleinstes Element, die natiirlichen Zahlen
IN sind also wohlgeordnet.

Beweis. Wir zeigen die Aussage mit vollstandiger Induktion. Wir definieren das Pradikat

P(n) :<= Jede Teilmenge M C N, die ein Element < n enthilt,

besitzt ein kleinstes Element.

Induktionsanfang: Fiir n = 1 ist die Aussage klar, denn enthilt eine Teilmenge M C IN die
Zahl 1, so ist diese als kleinste natiirliche Zahl bereits das Minimum von M.

Induktionsschritt: Sei n € IN. Wir nehmen an, dass die Aussage P(n) gilt. Sei weiter M C IN
eine Teilmenge, in der eine natiirliche Zahl < n 4 1 enthalten ist. Wir unterscheiden nun zwei
Félle: Im ersten Fall enthélt M eine natiirliche Zahl < n und besitzt so nach P(n) ein kleinstes
Element. Im zweiten Fall enthilt M keine der natiirlichen Zahlen 1,...,n, so dass n + 1 das
kleinste Element von M ist. Da in beiden Fallen ein kleinstes Element von M existiert, haben
wir so P(n + 1) gezeigt.

Nach dem Prinzip der vollstandigen Induktion gilt also P(n) fir alle n € IN. O

Mitmachaufgabe 1.40. Betrachten Sie die folgende Behauptung und den anschlieflenden Beweis:
Behauptung. Alle Menschen sind gleich grofs.

Beweis. Wir zeigen die Aussage mit vollstindiger Induktion. Dafiir definieren
wir auf der Menge M der Menschen das Pradikat

P(n) :<= inallen n-elementigen Teilmengen von M

sind alle Menschen gleich grof3.

Induktionsanfang: Fiir n = 1 ist die Aussage klar.

Induktionsschritt: Sei n € IN. Wir nehmen an, dass die Aussage P(n) gilt. Sei
nun {my, ..., My41} C M eine Menge aus n + 1 Menschen. Mit P(n) wissen wir,
dass dann sowohl in {my,...,m,} als auch in {my,...,m, 1} alle Menschen
gleich grof sind. Es folgt, dass auch in {my,...,m, 1} alle Menschen gleich
grof sind und also P(n +1).

Nach dem Prinzip der vollstandigen Induktion gilt also P(n) furallen € IN. [

Da die bewiesene Aussage offensichtlich falsch ist, muss der Beweis fehlerhaft sein. Wo ist das
Problem?

Lisung.
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Um mathematisch interessante Beispiele fiir den Einsatz der vollstandigen Induktion elegant
formulieren zu konnen, fithren wir nun fiir die Summe und das Produkt endlich vieler reeller
Zahlen ay,, a,,+1, .. .,an, zwei Schreibweisen ein:

Im Fall n; > n, bezeichnen wir die Summe bzw. das Produkt als leer und setzen
np nyp
Z a,=:0 bzw. H ag =
k=nq k=ny

Fiir n1,n, € IN mit nq < np setzen wir rekursiv

ny— 1
Z ay == Z ag + ay, fiir die Summe, (1.1)
k= ny k= nq

ny— 1
H ay ‘= H Ay - Ay, fiir das Produkt. (1.2)

Als Beispiele fiir Beweise mittels vollstindiger Induktion zeigen wir nun zu Summen und
Produkten jeweils ein Resultat:

Proposition 1.41. Sei n € IN. Dann gilt die Gauf8’sche Summenformel

Zk_Ll)

=1

Johann Carl Friedrich Gauf8, geboren am
30. April 1777 in Braunschweig und ge-
storben am 23. Februar 1855 in Géttingen,
war ein deutscher Mathematiker, Statisti-
ker, Astronom, Geodit, Elektrotechniker
und Physiker. Wegen seiner iiberragenden
wissenschaftlichen Leistungen galt er be-
reits zu seinen Lebzeiten als Princeps ma-
thematicorum (First der Mathematiker).
Das Gemalde zur Rechten zeigt ihn im Jahr
1803, im Alter von 26 Jahren.

Beweis. Wir betrachten fiir jedes n € IN die Aussage
n
1
P(n) = ) k= nin+1)

und fithren einen Induktionsbeweis.
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Induktionsanfang: Fiir n = 1 gilt

N
—_

-2

Lk=1="

und also P(1).

Induktionsschritt: Sei n € IN. Wir nehmen an, dass P(n) gilt. Dann gilt

n+1 (1.1) n
Y k=Y k+(n+1)
k=1 k=1

P(n) n(n+1)

= B ()

n 2
ZE-(n—{—l)—i-E-(n—{—l)

_n 42— 2 (n+1)
(1) ((n+1)+1)
2
und somit P(n +1).
Nach dem Prinzip der vollstindigen Induktion gilt also P(n) fiir alle n € IN. O

Bemerkung1.42. Diese Formel war bereits in der vorgriechischen Mathematik bekannt. Ihren heute
verbreiteten Namen erhielt sie von einer anekdotischen Erzihlung iiber den neunjihrigen Gauf, der
sie 1786 fiir n = 100 von seinem Lehrer Biittner gestellt bekommen haben soll. In Gaufs zum
Gedaéchtnis schreibt sein Biograph Sartorius:

Das Herkommen [gemeint ist: die Konvention] brachte es nidmlich mit sich, dass der
Schiiler, welcher zuerst sein Rechenexempel beendigt hatte, die Tafel in die Mitte eines
grofien Tisches legte; iiber diese legte der zweite seine Tafel u.s.w. Der junge Gauss war
kaum in die Rechenclasse eingetreten, als Biittner die Summation einer arithmetischen
Reihe aufgab. Die Aufgabe war indess kaum ausgesprochen als Gauss die Tafel mit den
im niedern Braunschweiger Dialekt gesprochenen Worten auf den Tisch wirft: , Ligget
se’.” (Da liegt sie.) Wihrend die anderen Schiiler weiter rechnen, multipliciren und
addiren, geht Biittner sich seiner Wiirde bewusst auf und ab, indem er nur ab und zu
einen mitleidigen und sarcastischen Blick auf den kleinsten Schiiler wirft, der lingst
seine Aufgabe erledigt hatte. [. . . | Am Ende der Stunde wurden darauf die Rechentafeln
umgekehrt; die von Gauss mit einer einzigen Zahl lag oben und als Biittner das Exempel
priifte, wurde das seinige zum Staunen aller Anwesenden als richtig befunden . . .
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Anders als wir ging Gauf§ nicht induktiv vor, sondern addierte

N 1 2 ... 100
100 99 ... 1
101 101 ... 101
und erhielt so
100
100-101 =2 - k.
k=1

Proposition 1.43. Sein € INg. Dann ist

die Anzahl der Anordnungen der Menge {1, ..., n}. Wir nennen dabei n! die Fakultdit von n.

Beweis. Wir betrachten fiir jedes n € IN die Aussage

P(n) :<= n!istdie Anzahl der Anordnungen der Menge {1,2,...,n}
<= n!ist die Anzahl der geordneten n-Tupel, in denen jedes Element

der Menge {1,2,...,n} genau einmal vorkommt
und fiihren einen Induktionsbeweis.
Induktionsanfang: Fiir n = 0 gilt
Anzahl der Anordnungen der Menge @ = 1 = 0!

und also P(1).

Induktionsschritt: Sei n € INg. Wir nehmen an, dass P(n) gilt. Wir verteilen nun die Elemen-
te der Menge {1,2,...,n+ 1} auf n + 1 Pldtze. Fiir den ersten Platz haben wir dabei n + 1
Méglichkeiten. Fiir die tibrigen n Plitze gibt es aufgrund von P(n) genau n! Moglichkeiten der
Anordnung. Es folgt

Anzahl der Anordnungen der Menge {1,2,...,n+1} = (n+1) -n! = (n+1)!

und somit P(n +1).

Nach dem Prinzip der vollstandigen Induktion gilt also P(n) fiir alle n € IN. O

Beispiel 1.44. Fiir kleine n gilt:

1'=1,2'=23'=6, ..., 10! = 3628800, ...
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Die Mengen der mdglichen Anordnungen der nach Proposition 1.43 dazu passenden Mengen

{1},{1,2},{1,2,3},...

sind
{®} {12,021} {123),(132),(213),(231),312),(321)},

wobei wir die Anordnungen der 10-elementigen Menge {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} aus offensichtlichen
Griinden nicht mehr mit auffiihren.

Exkurs: Problemltsen

Dieser Abschnitt wird in der Vorlesung nicht behandelt und ist nicht priifungsrelevant.

Wir haben nun Méglichkeiten zum Fiihren von Beweisen diskutiert. Dies zeigt uns zentrale
Werkzeuge und Handlungsoptionen auf, nimmt uns jedoch fiir eine gegebene Problemstel-
lung das Auffinden eines Beweises nicht ab! Eine zentrale Kompetenz von Mathematikern
ist daher die Fahigkeit, mathematische Probleme zu 16sen. Das Thema ist natiirlich ein wei-
tes Feld. Einen schonen Einstieg im Sinne einer Checkliste liefert das von Pélya verfasste
Standardwerk How to solve it aus dem Jahr 1945.

George Pélya, geboren am 13. Dezem-
ber 1887 in Budapest und gestorben am
7. September 1985 in Palo Alto, war
ein Mathematiker ungarischer Herkunft.
Seine Arbeitsgebiete waren insbesonde-
re Wahrscheinlichkeitstheorie, Analysis,
Kombinatorik und Zahlentheorie. Da er
relativ spédt zur Mathematik kam, inter-
essierte ihn nach eigenen Worten vor al-
lem die Frage, wie mathematische Resul-
tate und Lehrsatze entdeckt werden; in
der zweiten Hélfte seines Schaffens kon-
zentrierte er sich insbesondere auf die
Vermittlung und Charakterisierung von
Problemldsestrategien.

A. Verstehen des Problems

Lesen Sie das Problem genau durch:
* Was ist gegeben?
* Was ist gesucht?

o Verstehen Sie alle Worter?
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¢ Konnen Sie das Problem mit eigenen Worten umformulieren?
¢ Was sind die Voraussetzungen?
* Schnellcheck: Sind ausreichend Informationen gegeben? Sind irrelevante Informatio-
nen gegeben?
B. Untersuchen des Problems
Allgemeine Strategien und Fragestellungen:

¢ Versuchen Sie, ein Gefiihl fiir das Problem zu bekommen und sich damit vertraut zu
machen: Betrachten Sie Beispiele! Ist die Aussage plausibel oder steht sie vielleicht gar
in Widerspruch zu anderen bekannten Resultaten?

¢ Haben Sie bereits ein dhnliches Problem gesehen?
¢ Konnen Sie zunidchst ein einfacheres Problem betrachten?

¢ Greifen Sie das Problem von beiden Seiten an! Vorwirtsarbeiten: Was kénnen Sie mit
den Voraussetzungen anfangen? Riickwirtsarbeiten: Wie kénnen Sie das Ziel errei-
chen?

¢ Fiihren Sie geeignete Notation ein

¢ Formulieren Sie Vermutungen

¢ Konnen Sie ein Muster entdecken?

o Was ist wesentlich, worauf kommt es an?

¢ Konnen Sie sinnvolle Zwischenziele formulieren? Iterieren Sie gegebenenfalls Thr Vor-
gehen!

Spezielle Strategien — Auswahl einer passenden Beweistechnik wie in Abschnitt 1.4:
¢ direkter Beweis
¢ indirekter Beweis
¢ Widerspruchsbeweis
* Beweis iiber vollstindige Induktion
Fiihrt eine dieser Methoden nicht zum Ziel, so probieren Sie eine andere!
Metastrategie fiir Ubungsaufgaben — Vorlesungsstoff nachbereiten:
* Lesen Sie Definitionen und Sitze nach
* Sehen Sie Beweise aus der Vorlesung an und analysieren Sie deren Strategien

* Merken Sie sich Tricks aus der Vorlesung
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Stellen Sie einen Bezug des Problems zum aktuellen Stoff her

Schliefsen Sie fiir das gegebene Problem irrelevanten Stoff aus: Was kann es nicht sein?

Was, wenn Sie nicht weiter wissen?

Bleiben Sie flexibel: Wenn eine Strategie nicht weiterhilft, versuchen Sie eine andere

Bleiben Sie hartnickig: Es ist normal, dass sich ein mathematisches Problem nicht auf
Anbhieb 16sen lasst! Geben Sie nicht auf, bis samtliche Moglichkeiten erschopft sind

Haben Sie aufgrund eigener Erschopfung aufgegeben: Nehmen Sie in spéter, in aus-
geruhtem Zustand einen neuen Anlauf

C. Geordnetes Aufschreiben der Lé6sung

Achten Sie auf Folgendes:

Argumentieren Sie schliissig

Achten Sie auf korrekte Logik, fragen Sie sich insbesondere: Zeigen die Folgepfeile stets
in die richtige Richtung? Werden Quantoren korrekt verwendet? Dies gilt ebenso,
wenn Aussagen in deutscher Sprache und also nicht formelhaft verfasst sind.

Prasentieren Sie Ihre Argumente in einer sinnvollen Anordnung
Benutzen Sie Fachbegriffe

Schreiben Sie verstindlich

Schreiben Sie leserlich

Finden Sie eine Balance zwischen Textlange und Verstandlichkeit: Erldutern Sie
schwierige Stellen angemessen und schreiben Sie keine Romane tiber Trivialitdten

D. Riickschau auf das Problem

Nach Losung des Problems konnen Sie sich weitere Fragen stellen:

Was haben Sie gelernt?

Ist die Losung sinnvoll?

Gibt es andere, bessere Losungswege?

Was war der schwierigste Teil? Was war ,,des Pudels Kern*?

Waurden alle Voraussetzungen verwendet? Wofiir waren sie wichtig?
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1.5 Abbildungen

In diesem Abschnitt fithren wir mit den Abbildungen einen zentralen Begriff der Analysis ein:

Definition 1.45. Eine Abbildung f von einer Menge X in eine Menge Y ist ein Tripel
f = (G fr X, Y)/

wobei Gy eine Teilmenge von X x Y von der Gestalt ist, dass es fiir jedes x € X genau einy € Y
mit (x,y) € Gy gibt. Wir nennen dann Gy den Graphen, X die Definitionsmenge und Y die
Zielmenge von f. Wir schreiben f(x) := y und beschreiben die Abbildung als

X =Y,
f:
x = f(x).
Wir nennen zwei Abbildungen f,g: X — Y gleich, falls
Vx e X: f(x) = g(x)

gilt, und schreiben dann f = g.

Anschaulich ist eine Abbildung eine Vorschrift, die jedem x € X genau ein y € Y zuordnet:
S e

=<
X

Der Begriff der Abbildung ist sehr allgemein. Fiir dieMengen X = {1,2,3} undY = {A, B,C, D}
ist etwa durch die Vorschrift

f(1) = A, f2) = C, f(3) = A
eine Abbildung f: X — Y definiert. Die Vorschriften
§(1) =4, g(2) =B,
h(1):== A, h(2)=C, h(1) =B, h(3) == A

liefern jedoch keine Abbildungen, da sie die Bedingung verletzen, dass jedem x € X genau ein
y € Y zugeordnet werden muss. Im Falle der ersten Vorschrift ldsst sich das durch Anpassen
der Definitionsmenge auf {1,2} korrigieren.

A Hier sieht man, dass es notwendig ist, zur Definition einer Abbildung nicht nur ihren Gra-
phen sondern auch Definitions- und Zielmenge anzugeben.
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Definition 1.46. Seien X,Y Mengen und f: X — Y eine Abbildung und A C X. Dann heifst

A =Y,
fla: { o £(x)

die Einschrinkung von f auf A.

Beispiel 1.47. (a) Ein besonders einfaches Beispiel einer Abbildung ist die Identitit auf einer gege-
benen Menge X. Diese notieren wir als

X X,
X =X

(b) Im fiir unsere Vorlesung wichtigen Fall, dass die Zielmenge Y einer Abbildung f: X — Y eine
Menge von Zahlen ist, nennen wir diese Abbildung auch eine Funktion. Erstaunlicherweise ist
dabei der Begriff der Zahl nicht mathematisch definiert, sondern lediglich ein gemeinsprachlicher
Oberbegriff fiir verschiedene mathematische Konzepte. In der Mathematik sprechen wir, wenn wir
uns mit Zahlen befassen, stets iiber bestimmte wohldefinierte Zahlbereiche, deren Elemente zusam-
menfassend alle als Zahlen bezeichnet werden. Im folgenden Kapitel 2 werden wir uns mit dieser
Frage auseinandersetzen und neben den aus der Schule schon lange bekannten natiirlichen, ganzen,
rationalen und reellen Zahlen auch die komplexen Zahlen sorgfiltig einfiihren. Im weiteren Verlauf
Ihres Studiums konnen Sie dariiber hinaus aber noch mehr Zahlbereiche kennenlernen!

(c) Eine Abbildung a: IN — Y, deren Definitionsmenge die Menge IN natiirlichen Zahlen ist, heifSt auch
eine Folge. Hier ist dann iiblicherweise die Notation eine andere: Im Kontext von Folgen schreiben
wir zumeist a, statt a(n) und (a,)nen statt a: IN — Y. Folgen werden wir in Kapitel 3 intensiv
studieren.

Mitmachaufgabe 1.48. Zur Veranschaulichung von Funktionen und ihren Graphen erinnern wir
uns in dieser Aufgabe an die in der Schule thematisierten Zusammenhinge zwischen ,algebraischen
Operationen” an einer Funktion f: R — R und ,geometrischen Operationen™ am zugehdrigen
Funktionsgraphen Gy C IR2. Beschreiben Sie dafiir ausgehend von den jeweils in Abhingigkeit von
einem a € R angegebenen Anderungen an der Funktion f, wie sich die Graphen der nachfolgenden
Funktionen geometrisch aus dem Graphen von f ergeben:

(@ f+a
(b) a-f,
() x— f(x+a),
(d) x— f(a-x).

Lisung.
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Definition 1.49. Sei f: X — Y eine Abbildung zwischen zwei Mengen X,Y. Dann setzen wir:
e Fiir jede Teilmenge A C X heifit f(A) == {f(x) : x € A} das Bild von A unter f. Im
Spezialfall A = X sagen wir auch, dass f(X) das Bild von f ist.
* Fiir jede Teilmenge B C Y heifst f~1(B) := {x € X : f(x) € B} das Urbild von B unter f.

Lemma 1.50. Seien f: X — Y eine Abbildung zwischen zwei Mengen X,Y und A, A C X sowie
B, B C Y Teilmengen. Dann gelten die folgenden Aussagen:
@ f(BUB)=f"(B)Uf(B).
(b) f(BNB)=f"1(B)N f7(B).
_ _ C
© £18) = (£18)°
(d) f(AUA) = f(A)Uf(A).
A Im Gegensatz zum Urbild ist das Bild im Allgemeinen nicht mit Durchschnitten und
Komplementen vertriglich (Ubung}).

(© ACf(f(A)) und f(f~1(B)) € B.

Kapitel 1. Grundlagen
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A Die umgekehrten Inklusionen sind im Allgemeinen falsch (Ubung!).

Beweis. Die verschiedenen Behauptungen lassen sich ganz dhnlich zeigen und wir fithren ex-

emplarisch nur den Beweis von Behauptung (d) vor. Die restlichen Aussagen verbleiben als eine
Ubung. Wir miissen nun zeigen:

VyeY:ye f(AUA) <y e f(A)Uf(A).
O~
A @
(O —m
A

Fiir ein beliebiges y € Y gilt aber:

yef(AUA) < Ixc AUA: f(x) =y
< (Ix € A: f(x) =y) oder (Ix € A: f(x) =)
<= y € f(A)odery € f(A)
= y € fA)UF(A).

O]

Definition 1.51. Fiir eine beliebige Abbildung f: X — Y zwischen zwei Mengen X, Y setzen wir:

f ist injektiv = <Vx,3? eXix#% = f(x)# f(a?))
1.7(a) - - -
= (Vx,xeX:f(x):f(x) = x:x>,

f ist surjektiv <= VyeY,xeX: f(x)=y,

f ist bijektiv <= f ist injektiv und surjektiv.

NN N NN
L % L
[ —
] >\ = ) >\
X X X
injektiv, aber nicht surjektiv  surjektiv, aber nicht injektiv bijektiv
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Beispiel 1.52. Die Funktion

. {]R R,

x  —x?

ist weder injektiv noch surjektiv. Sie wird jedoch injektiv, wenn wir Ihre Definitionsmenge auf R>
einschrinken, und surjektiv, wenn wir ihre Zielmenge auf ihr Bild f(R) = Rx¢ einschrinken.

Bemerkung 1.53. Der Begriff der Bijektivitit ist fiir unendliche Mengen manchmal etwas unin-
tuitiv. So ist offensichtlich die Abbildung

/. {]No N\

n —n+1

zwischen der Menge INog und ihrer Teilmenge IN injektiv und surjektiv, also bijektiv. Um diese
verbliiffende Tatsache zu veranschaulichen, hat Hilbert 1924 das folgende Gedankenspiel entworfen:

In einem Hotel mit endlich vielen Zimmern kinnen keine Gdste mehr aufgenommen
werden, sobald alle Zimmer belegt sind. Hilberts Hotel hat nun unendlich viele Zimmer,
die mit den natiirlichen Zahlen durchnummeriert sind. Man kénnte nun annehmen, dass
das gleiche Problem auch hier auftreten wiirde, nimlich dann, wenn alle Zimmer durch
(unendlich viele) Giste belegt sind. Es gibt jedoch einen Weg, Platz fiir einen weiteren
Gast zu schaffen, obwohl alle Zimmer belegt sind: Der Gast von Zimmer 1 geht in
Zimmer 2, der Gast von Zimmer 2 geht in Zimmer 3 usw. Damit wird Zimmer 1 frei fiir
den neuen Gast (der bei uns die Nummer 0 hat). Da die Anzahl der Zimmer unendlich
ist, gibt es keinen ,letzten “ Gast, der nicht in ein weiteres Zimmer umziehen kinnte.

Tatsdchlich kann man auf dhnliche Weise leicht auch Platz fiir unendlich viele neue Gdste schaffen,
wenn sich diese wiederum mit den natiirlichen Zahlen durchnummerieren lassen (Ubung!). Diese
Uberlegungen fiihren in Verallgemeinerung der Elementanzahl auf nicht notwendigerweise endliche
Mengen zu dem Begriff der Gleichmiichtigkeit von Mengen, die gerade dariiber definiert ist, dass
die betreffenden Mengen in Bijektion zueinander stehen. Wir werden dieses Konzept in Abschnitt
2.4 weiter studieren.
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David Hilbert, geboren am 23. Januar 1862
in Konigsberg und gestorben am 14. Fe-
bruar 1943 in Géttingen, war ein deutscher
Mathematiker, Physiker und Philosoph. Er
gilt als einer der bedeutendsten Mathema-
tiker der Neuzeit. Mit seinen Vorschldagen
begriindete er die bis heute bedeutsame
formalistische Auffassung von den Grund-
lagen der Mathematik und veranlasste eine
kritische Analyse der Begriffsdefinitionen
der Mathematik und des mathematischen
Beweises. Das Foto zur Rechten zeigt ihn
1886, im Alter von 24 Jahren.

Definition 1.54. Sei f: X — Y eine bijektive Abbildung zwischen zwei Mengen X,Y. Dann heifSt
die Abbildung f~1: Y — X, die als Teilmenge

{(y,%): (x,y) € f} CYxX

definiert ist, die Umkehrabbildung oder auch Inverse von f. Durch diese Festsetzung wird f 1 (y)
das eindeutige Element x € X mit f(x) = y.

A Die Umkehrabbildung und das Urbild werden mit denselben Symbolen bezeichnet, sind
aber nicht dasselbe. Die Umkehrabbildung bildet Elemente auf Elemente ab, wéahrend das
Urbild einer Menge wieder eine Menge ist. Eine Umkehrabbildung existiert nur fiir bijektive
Abbildungen, wahrend Urbilder von Teilmengen der Zielmenge immer existieren.

Definition 1.55. Die Hintereinanderausfiihrung bzw. Komposition zweier Abbildungen
f: X —=Yundg:Y — Z von Mengen ist die Abbildung

o f {X - Z,
1 - o) = g(f(),

die als ,g nach f* oder ,,g komponiert f* ausgesprochen wird.

Proposition 1.56. Seien X,Y,Z,W Mengen und f: X — Y, g: Y — Z sowie h: Z — W
Abbildungen. Dann gelten fiir die Hintereinanderausfiihrung die folgenden Aussagen:

(@) Esgiltho(gof)=(hog)of=thogof.

(b) Sind f und g beide injektiv bzw. surjektiv bzw. bijektiv, so trifft dies auch auf g o f zu.

(c) Sind f und g beide bijektiv, so gilt (go f) ' = flog™L

Beweis. Zum Beweis von Behauptung (a) sehen wir lediglich ein, dass ho (¢ o f) und (hog)o f
jeweils eine Funktion X — W definieren, die beide dieselben Werte annehmen.



33 Kapitel 1. Grundlagen

Nun zeigen wir Behauptung (b). Sind f und g beide injektiv, so folgt fiir alle x, ¥ € X

(80 f)(x) = (8o f)(X) = g(f(x)) = g(f(%))
= £ = £)
f:m; xX=x
und also die Injektivitdt von g o f. Sind f und g beide surjektiv, so folgt

gsurj.

(g0 F)(X) = g(f(x)) "2 g(v) 2V 7

und also die Surjektivitdt von g o f. Die Behauptung iiber die Bijektivitat ergibt sich unmittelbar
hieraus, da eine Abbildung genau dann bijektiv ist, wenn sie injektiv und surjektiv ist.

Behauptung (c) folgt schliefslich wie Aussage (a). O

Proposition 1.57. Sei f: X — Y eine Abbildung zwischen zwei nichtleeren Mengen X,Y. Dann

gelten die folgenden Aussagen:

(a) Genau dann ist f injektiv, wenn es eine Abbildung g: Y — X mit go f = idx gibt.

(b) Genau dann ist f surjektiv, wenn es eine Abbildung g¢: Y — X mit f o ¢ = idy gibt.

(c) Genaudannist f bijektiv, wenn es eine Abbildung g: Y — Xmitgo f =idxund f og = idy
gibt. Diese Abbildung ist dann eindeutig und durch f~' gegeben.

Beweis. Zum Beweis von Behauptung (a) nehmen wir zunéchst an, f sei injektiv. Wir konstru-
ieren dann eine Abbildung g¢: Y — X durch die Zuordnung

L falls ein x € X mit f(x) = y existiert,
4 Xg sonst,

wobei xg € X beliebig gewihlt ist. Da es aufgrund der Injektivitét fiir jedes y € Y hochstens ein
x € X mit f(x) = y gibt, ist ¢ wohldefiniert. Nach Konstruktion von g gilt dann g o f = idx. Sei
nun umgekehrt ¢: Y — X eine Funktion mit ¢ o f = idx und seien x, ¥ € X mit f(x) = f(%).
Dann gilt

¥=idx(%) = (g0 )(A) =g(f(¥)) =g(f(x)) = ... = x.
Hieraus folgt die Injektivitdt von f und insgesamt Behauptung (a).

Zum Beweis von Behauptung (b) nehmen wir zunéchst an, f sei surjektiv. Wir konstruieren
dann eine Abbildung ¢: Y — X, indem wir jedem y € Y ein x € X mit f(x) = y zuordnen.!
Aufgrund der Surjektivitdt von f ist dies moglich. Nach Konstruktion gilt dann f o ¢ = idy. Sei
nun umgekehrt g: Y — X eine Funktion mit f o ¢ = idy und sei y € Y beliebig. Dann gilt

flgW) = (fog)ly) =idy(y) =¥

1Das geht aufgrund des Auswahlaxioms der Mengenlehre, das wir an dieser Stelle als gegeben annehmen.
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und also y € f(X). Hieraus folgt die Surjektivitdt von f und insgesamt Behauptung (b).

Wir beweisen nun Behauptung (c). Dass f bijektiv ist, wenn es eine Funktion g wie in der
Behauptung gibt, folgt unmittelbar aus (a) und (b). Ist umgekehrt f bijektiv, so ist die Umkehr-
abbildung f ! nach Definition 1.54 eine Funktion mit f ! o f = idx und f o f~! = idy. Fiir jede
weitere Funktion ¢: Y — X mit go f = x und f o ¢ = y gilt des Weiteren

_1y 1.56(a) _ .
g=go(fof™) = (gof)of = f"
und also ¢ = f 1. Das zeigt den Rest der Behauptung. O
Beispiel 1.58. Mitmachaufgabe 1.48 ldsst sich noch einmal besser verstehen, wenn wir die dort in (a)—(d)

gegebenen Funktionen als Hintereinanderausfiihrungen von Abbildungen deuten. Hierfiir betrachten wir
fiireina € R

R — R,

e die Translation t,:
X —=x+a,

e die zentrische Streckung s, : {]R R
X —=a-x.
Fiir f: X = Y mit X =Y = R ist dann:
(a) Hier betrachten wir t, o f. Es wird in Y um a verschoben.
(b) Hier betrachten wir s, o f. Es wird in' Y um den Faktor a gestreckt.

(c) Hier betrachten wir f o t,. Es wird in X um —a verschoben. Das Vorzeichen entsteht, weil wir bei
Einsetzen von t; ' (x) = x — a in f o t, die Werte der urspriinglichen Funktion f in x erhalten.

(d) Hier betrachten wir f o s, fiira # 0. Es wird in X um den Faktor 1 gestreckt. Die Inversion entsteht,
weil wir bei Einsetzen von s;'(x) = % in f os, die Werte der urspriinglichen Funktion f in x
erhalten.

Mitmachaufgabe 1.59. In Analogie zu Mitmachaufgabe 1.48 lisst sich im Spezialfall einer bijekti-
ven Funktion f: R — R auch der Graph der Umkehrfunktion f~1 geometrisch in Zusammenhang
mit dem Graphen von f bringen. Beschreiben Sie diesen Zusammenhang.

Lisung.
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1.6 Ubungsaufgaben

Aufgabe 1.1. Es ist Mittwoch und morgen ist die Abgabe fiir den ersten Ubungszettel der
Analysis 1. Viele Zettelgruppen sitzen noch im Help-Desk und arbeiten gemeinsam. Zu Beginn
des Studiums stehen viele Studierende vor der Herausforderung, ein tragfahiges konzeptuelles
Verstandnis mathematischer Inhalte zu entwickeln, etablierte Verfahren und Beweismethoden
korrekt einzusetzen sowie mathematische Argumentationen prézise und logisch stringent zu
fithren. Versetzen Sie sich in die Rolle der Coaches und helfen Sie den verschiedenen Gruppen die
typischen Fehler, die sich in den Abgaben eingeschlichen haben, zu finden. Dafiir . . .

* ...16sen Sie dazu zunéchst selbst die Aufgabe, um einen Uberblick zu bekommen.
¢ ...analysieren Sie dann die Losungen der Studierenden auf mogliche Fehler.

¢ ...formulieren Sie jeweils eine kurze Riickmeldung an die Gruppe, in der Sie den zugrun-
de liegenden Denkfehler nachvollziehbar erkldren und der Gruppe einen Hinweis fiir ihr
weiteres Vorgehen geben, ohne ihnen die Losung zu verraten.

(a) Seien A, B Aussagen. Beweisen oder widerlegen Sie, dass dann gilt:

(A= B) = (B= A).

Namen: Aoel & Baoel Woungsblad 1 123 ]a] =
Q)  Bawes:
| A= B
Bogh A=8 gegotten hooen g
v

bare nun B Dann wudl  oeratl A -geken- da B |0 aus A entsient.
AS0 B =2 A

Doy 13- dde Mﬁﬁ(’, wanv D

(b) Im Folgenden seien L, B die folgenden Aussagen:
L: Das T-Shirt ist lila.

B: Die Hose ist blau.
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Wie lautet die Negation von L V B?

ZETTEL 1

112134l =
L e

ANNGIOAL | Ken , kevin

Awﬂoloe 1b)
ubevwsvmgr
LVE : 0al Thitk €t ula oder die Woge 1§k blawm: @ odev G

0An: ey die uaaanm von LV B¢ f)("

v OGS TENICE 1§t micht W\A ﬁ)
odey g

oder die  wole i} nicar  plaw' y -\

Jehach dem  wellthe Aussage vorner vicv'ha wayr 2 gertt igt el aevmu A aerSrinvm

Wanheit{obelle
@Ma | @/am/| S|
W { W W w
o W

+
¢ W £

(c) Priifen Sie die beiden Aussagen auf Korrektheit:
(i)  Fiiralle n € IN ist n? + n ungerade.

(ii) Firalle n € INist n? + n + 1 ungerade.

\‘/ibvmjsbmﬂ 1 Abgaoe v Mox S, Max 2., Laurg evade: (4|23 (a2

) () Talsch: venn  ltar 26N gu 21%22-4+2=46 0 geade. #

() won:  Pge: . w=4 AbeArA =3 > ungerade
N -
n=2: 22421 =3 > ungaade §L4
IREES
n-=3: ¥r3+1-=-13 = ungerade n=2—1:513505:
. w=400° 10101
\AS'V\I h= 20264106 t03

= e§ 1aslk Sith cein begenofp. hnden 4

Aufgabe 1.2. Zeigen Sie die Rechenregeln fiir Mengen aus Lemma 1.23.
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Aufgabe 1.3. Sie sitzen wieder im Help-Desk und bekommen die Diskussionen einer anderen
Zettelgruppe mit. Setzen Sie sich mit den Uberlegungen der anderen Studierenden auseinander
und unterstiitzen Sie diese bei der Klarung ihrer Fragen.

Justus: Ich verstehe gar nicht, warum wir jetzt plétzlich von Abbildungen reden. In der Schule
waren das doch einfach Funktionen.

Bob: Sind Funktionen nicht einfach Abbildungen???
Justus: Dann kénnte man doch auch direkt immer , Funktion” sagen.

Jonas: Bei Abbildungen geht es jetzt eher um die Zuordnung und man muss priifen, ob alle
Elemente einer Menge getroffen werden.

(@) Zuerst reflektieren Sie den Zusammenhang von Funktionen und Abbildungen und setzen sich mit
den Eigenschaften injektiv, surjektiv und bijektiv auseinander. Dafiir . . .

e ...erldutern Sie in eigenen Worten, inwiefern Abbildungen und Funktionen zusam-
menhédngen. Geben Sie ein Beispiel fiir eine Abbildung an, welche keine Funktion ist
und die in der Schule bereits vorkommt.

e ...untersuchen Sie die Zuordnung {Studierende} — {Namensschilder} auf Injek-
tivitat, Surjektivitat und Bijektivitdt. Beschreiben Sie vier Szenarien, in denen die
Zuordnung jeweils injektiv, surjektiv, bijektiv bzw. weder injektiv noch surjektiv ist.
Ist die Zuordnung immer eine Abbildung?

Justus: Okay, ich glaube, Abbildungen hab ich jetzt besser verstanden, aber zum Beispiel Injek-
tivitat kann ich mir immer noch nicht vorstellen.

Bob: Da habe ich eine gute Anschauung: Bei einer injektiven Funktion darf jede waagerechte
Gerade den Graphen hochstens einmal schneiden. Der Graph muss also dauerhaft ansteigen
bzw. abfallen und die injektiven Funktionen sind gerade die streng monotonen Funktionen!

(b) Nun reflektieren Sie Anschauungen zur Injektivitit. Dafiir . ..

* ...erldutern Sie, wie Bobs Vorstellung , injektive Funktionen sind streng monoton”
entstehen kann und arbeiten Sie den logischen Zusammenhang zwischen injektiv und
streng monoton heraus.

e ...Dbeurteilen Sie, in welchen Situationen die Vorstellung hilfreich sein kann und wo
ihre Grenzen liegen.

¢ ...entwickeln Sie eine eigene Anschauung oder ein Beispiel zur Veranschaulichung
von Injektivitdt und erldutern Sie die Starken und Grenzen davon.

Bob: Na gut, das passt dann nicht immer perfekt, aber trotzdem hilft es mir eine Idee zu
bekommen. Die kann ich dann ja im zweiten Schritt formal {iberpriifen.

Justus: Das stimmt! Und zum Beispiel bei der e-Funktion aus der Schule hilft dein Ansatz ja
super. Sie steigt streng monoton und man sieht, dass kein Wert doppelt getroffen wird. Ich
kenne aus der Schule sogar ihre Umkehrfunktion, den natiirlichen Logarithmus. Also muss sie
sogar bijektiv sein!



1.6. Ubungsaufgaben 38

(c) Zuletzt untersuchen Sie die Bedeutung von Definitions-, Ziel- und Bildmenge fiir Abbildungen
und ihre Umkehrabbildungen. Dafiir . . .

¢ ...{berpriifen Sie die Injektivitdt und Surjektivitdt der Abbildung

. {]R R,

x e

und untersuchen Sie unter Riickgriff auf Ihr Wissen {iiber die e-Funktion aus der
Schule, auf welchen (typischen) Fehler Justus hier reingefallen ist.

¢ ...erldutern Sie, welche Rolle Definitions-, Ziel- und Bildmenge fiir die Bijektivitat
einer Abbildung spielen.



KAPITEL 2

Zahlbereiche

Ziel dieses Kapitels ist es, die fiir die Analysis zentralen Zahlbereiche R und C der reellen und
komplexen Zahlen einzufiihren. Bevor wir dies jedoch tun, sprechen wir nun anhand der bereits
in Abschnitt 1.2 eingefiihrten Zahlbereiche IN, Z und Q der natiirlichen, ganzen und rationalen
Zahlen ein wenig tiber die Geschichte des Zahlbegriffs:

* Die nattirlichen Zahlen N = {1,2,3,...} sind seit vorhistorischer Zeit bekannt und wer-
den seit jeher dazu benutzt, Anzahlen als gleichartig betrachteter Objekte (etwa: Apfel,
Birnen, ...) zu beschreiben. In den natiirlichen Zahlen kénnen wir auf bekannte Weise
addieren und multiplizieren. Die natiirlichen Zahlen sind dabei unter Inversenbildung
beziiglich beider Verkniipfungen nicht abgeschlossen, es gibt also in IN keine Losungen
fiir Gleichungen der Form x +5 = 0 oder 2x = 1.

e Ny = INU {0}. Die Verwendung von Stellenwertsystemen machte die Einfithrung eines
Symbols notwendig, das anzeigt, dass etwas nicht da ist. Dieses Symbol ist die Null — in
Zeichen: 0. Zuerst erschien sie ca. 300 v. Chr. in Indien. Mit dem Einzug des Stellenwert-
systems kam auch die Null im 12. Jahrhundert nach Europa.

* Die ganzen Zahlen Z = Ny U {—a : a € IN}. Im Zuge der Buchfithrung bei der Steuerer-
hebung kam im China des 2. Jahrhunderts v. Chr. der Wunsch auf, nicht nur Guthaben,
sondern auch Ausstdnde notieren zu kénnen. Mittel der Wahl war damals — und man-
cherorts auch noch heute — Guthaben in schwarz und Schulden in rot zu notieren. Nach
Europa kamen die negativen Zahlen erst im 15. Jahrhundert, als in Florenz das moderne
Bankwesen entstand. Die Addition und die Multiplikation der natiirlichen Zahlen lassen
sich nattirlich auf die Menge der ganzen Zahlen fortsetzen. Diese enthdlt dann — wichtig
fiir die Buchfithrung — zu jedem ihrer Elemente das Negative und somit das additive
Inverse. Unter multiplikativer Inversenbildung ist jedoch auch die Menge der ganzen
Zahlen nicht abgeschlossen, so dass sich auch in Z Gleichungen der Form 2x = 1 nicht
16sen lassen.

¢ Die Menge der rationalen Zahlen Q = {g 1 p € Z,q € N} wird algebraisch realisiert als

39
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Quotient
Q= (Z xN)/ ~ mitder Aquivalenzrelation (p,q) ~ (r,s) <= ps = gqr,

wobei 5 die Aquivalenzklasse von (p,q) bezeichnet. Wiahrend diese Beschreibung der
rationalen Zahlen natiirlich vergleichsweise rezent ist, lassen sich die ersten Beispiele
fiir Bruchrechnung bereits ca. 1000 v. Chr. in Agypten nachweisen. Als Verhiltnisse von
Langen waren sie in der antiken Mathematik und ihren Anwendungen — etwa in der Ar-
chitektur — weit verbreitet, auch wenn ihnen damals noch nicht der Status von Zahlen aus
eigenem Recht zugestanden wurde. Die Addition und die Multiplikation der natiirlichen
Zahlen lassen sich kanonisch auch auf die rationalen Zahlen fortsetzen, indem wir setzen:

a ¢ ad+bc
(a,b) + (c,d) i= (ad + b, bd)  bzw. o+ =~
a ¢ ac
(a’b) : (C/ d) T (aC, bd) bZW. B E = @.

Diese Verkniipfungen sind wohldefiniert, das heifdt, wir erhalten dasselbe Ergebnis, wenn
wir verschiedene Vertreter einer Aquivalenzklasse nutzen, vgl. Lemma 1.34. Auflerdem
ist die Menge der rationalen Zahlen unter Inversenbildungen beziiglich Addition und
Multiplikation abgeschlossen.

Im folgenden Abschnitt halten wir nun eine Liste der wichtigsten Rechenregeln der rationalen
Zahlen — wie etwa die Existenz von Inversen — in einer algebraischen Struktur fest, um mit
diesen als Anforderung auf die Suche nach weiteren Zahlbereichen gehen zu kénnen.

2.1 Die Korperaxiome

Definition 2.1. Ein Kérper ist ein Tripel (K, +,-) bestehend aus einer Menge K und zwei Abbil-
dungen +,-: K x K — K, die wir als

(a,b) —a+b (Addition)
(a,b) —a-b=ab (Multiplikation)

schreiben. Diese miissen die folgenden Axiome (Ky)—(K3) erfiillen:

(K1) Fiir die Addition + gelten:
(Ki1) Assoziativitit: Va,b,c € K: a+(b+c)=(a+b)+c
(Ki2) mneutrales Element: 30€ K,Vaec K: a+0=0+4+a=a,
(Ki3) inverses Element: NVacK,FbeK: a+b=0,

(K14) Kommutativitit: Va,b € K: a+b=>b+a.

(Ka) Fiir die Multiplikation - gelten:
(Kp1) Assoziativitit: Va,b,c € K: a-(b-c)y=(a-b)-c
(Kz2) mneutrales Element: 31 € K* =K~ {0},VaeK: a-1=1-a=a,
(Kp3) inverses Element: Va € K*,3b € K: a-b=1,
(Kya) Kommutativitit: Va,b € K: a-b=>b-a.

(Ks) Distributivitit: Va,b,c € K: a-(b+c)=ab+ac.
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Beispiel 2.2. (a) Die Menge Q mit der iiblichen Addition und Multiplikation ist ein Korper.

(b) Die Menge Z mit der iiblichen Addition und Multiplikation ist kein Kérper, da etwa die Zahl 2 € Z.
kein multiplikatives Inverses in Z besitzt.

(c) Die Menge {0,1} wird mit den Verkniipfungen

+]0 1 -0 1
0/0 1 0[0 o
1)1 0 1{0 1

zu einem Korper, den wir Iy nennen.

Lemma 2.3. Sei K ein Korper. Dann sind die neutralen Elemente 0, 1 in K durch die Axiome bereits
eindeutig bestimmt. Weiter sind zu einem gegebenen a € K das Inverse unter der Addition und
das Inverse unter der Multiplikation jeweils eindeutig bestimmt. Wir schreiben —a fiir das additive
Inverse und a~"! fiir das multiplikative Inverse.

Beweis. Fiir je zwei additiv neutrale Elemente 0, 0 in K gilt

0 (K1,2):ﬁir 0 0 + 0 (Kl/z):fﬁr 0 0.

Das neutrale Element 0 in K ist also eindeutig. Sei weiter a € K gegeben und seien b und b zwei
zu a additiv inverse Elemente in K. Dann gilt

(K1/3) fii (K1’3) fiir b

By 0L (a4 5) " (0 4a) 45 LT 048

(Kéz) =

b b.

Zu einem gegebenen Element a € K ist also das additiv inverse Element in K eindeutig.

Das zeigt die ersten beiden Behauptungen des Lemmas. Die anderen beiden Behauptungen
zeigt man analog. O

Statt a + (—b) schreiben wir a — b und statt ab—! manchmal 5+ Aus den Korperaxiomen folgen
wieder die Bruchrechenregeln, die wir in der Kapiteleinleitung fiir die rationalen Zahlen Q
festgehalten hatten. Uberhaupt gelten in Kérpern viele der vertrauten Rechenregeln:

Lemma 2.4. Seien a, b, c Elemente eines Korpers K. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Die Gleichung a + x = b hat genau eine Losung in K. Diese Losung ist x = b — a.

(b) Ista € K*,dann hat die Gleichung ax = b genau eine Losung in K. Diese Losung ist x = a~'b.
(¢) Esgilt —(—a)=a.

(d) Istaec K*, sogilt (a')!=a.

() Esgilt —(a+b)=-b—a=—a+(-b).

(f) Sinda,b € K*,s0gilt abe K*und (ab)"'=bla ! =a"1p"L.

(g) Es gilt die umgekehrte Distributivitit  (a+b) - ¢ = ac + be.
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(h) Esgilt 0-a=a-0=0.

(i)
()

Esgilt (—1)-a= —a und insbesondere (—1)-(—1)=
Es gilt die Nullteilerfreiheit ab=0 — (a =0V b=0).

Beweis. (a) Es gilt

(b)
()

(d)
(e)

(8)
(h)

(i)
()

(K (K1) (Ky3)

a+ (b—a) é4)a+((—a)+b) =" (a+(—a))+b = 0+b "

b,

so dass b — a tatsdchlich eine Losung ist. Sei nun x eine beliebige Losung von a 4+ x = b.
Dann gilt

x 82 g 4y (02 ((—a)+a)+x )

x Losung

—a+(a+x) = —ayp "

b—a,
so dass diese Losung bereits gleich b — a ist.
Das geht genau wie der Beweis von (a).
Nach (Kj3) gilt
a+(—a)=(—a)+a=0,
so dass a das additive Inverse von —a in K ist. Das ist gerade die Behauptung.
Das geht genau wie der Beweis von (c).
Es gilt

(a+0)+(-b—a) 2 at b+ (-0) T ar0-0" -0 20,

so dass wir die erste Gleichheit gezeigt haben. Die zweite Gleichheit folgt mit (K 4).
Das geht genau wie der Beweis von (e).

Das folgt mit (Kj 4) und (Kp4) aus (K3).

Es gilt

(0-0)+a "2 ©0.a)+ (1) Z04+1)-0 1.2,

Durch Abziehen von a auf beiden Seiten und Anwenden von (Kj 3) folgt die Behauptung.
Das geht genau wie der Beweis von (h).

Gelte ab = 0 und sei weiter a # 0. Dann gilt

o(i)a*l.():afl-(a-b)u(él) (a’l-a)-b(:’ 1-b ="b

und die Behauptung folgt.
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Mitmachaufgabe 2.5. In Definition 2.1 haben wir in einem Korper, genau wie in der Schule im
Spezialfall K = Q, das inverse Element nur fiir Elemente a € K* = K\ {0} eingefiihrt. Warum
eigentlich? Welche zu vermeidenden Konsequenzen hat also die Existenz eines inversen Elements
0~ in einem Korper K?

Lisung.

O]

Wenn wir mit vielen Elementen eines Korpers arbeiten, etwa ay, ..., a, € Kfiireinn € IN, dann
erkldren wir die Summe Y _|_; a;, und das Produkt [];_; ax wie in (1.1) bzw. (1.2) fiir natiirliche
Zahlen rekursiv, wobei es in Verallgemeinerung der Assoziativgesetze nicht auf die Reihenfolge
der Summanden bzw. Faktoren ankommt. Aufserdem nutzen wir fiireina € Kund einn € IN
die tibliche Notation

n
n-a:za—l—...—i—a:Za,

n Mal k=1
n
at=a-...-a= a.
H/_/
n Mal k=1

Das ist fiir den Moment nur eine Notation und es ist unerheblich, ob IN in K enthalten ist! Wir
konnen beide Schreibweisen auf Null und die negativen Zahlen fortsetzen, indem wir
0-a=0 und (—=n)-a=mn-(—a),
=1 und fallsa#0, a":= (a‘l)”
setzen. Hieraus ergeben sich fiir a,b € K* und n, m € Z leicht die Potenzrechenregeln
av.am = an+m

a" - b" = (ab)".

Schliefilich lasst sich auch das Distributivgesetz auf viele Elemente erweitern: Sind fiir n,m € IN
Elemente a4, ...,a, und by, ..., by, von K gegeben, so gilt

Zﬂk'Zbg: (a1+...—|—an)-(b1+...—|—bm) = ZZakbg:ZZakbg,
k=1 /=1

k=1/(=1 (=1k=1
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wobei die Summationsreihenfolge wieder beliebig ist.

Um diese Notationen zu beiiben, zeigen wir abschlieffend fiir diesen Abschnitt in diesem
Kontext zwei Sétze, die im weiteren Verlauf der Vorlesung noch eine wichtige Rolle spielen
werden. Der erste lautet:

Satz 2.6 (geometrische Summenformel). Seien a # 1 ein Element in einem Kérper K und

n € No. Dann gilt
n 1— an—i—l

ya=1s

—a

Beweis. Dieser Satz lasst sich leicht induktiv beweisen (Ubung!). Das fithren wir hier jedoch
nicht durch und nutzen stattdessen die Gelegenheit, eine neue Beweistechnik zu studieren:
Betrachten wir 1 — a als ein Element von K, so folgt mit dem erweiterten Distributivgesetz

n

(1-a)- Y d"=(1-a)-1+1-0a)-a+...+(1—a)-a"
k=0
Can @) ..t @ -

Ky 4 ((—a)+a)+ ((—a®) +a®) +...+ ((—a") +a") —a"*!

(K13) 1 — g1

und nach Division mit 1 — 2 somit die Behauptung. Eine solche Summe, in der sich aufeinan-
derfolgende Summanden paarweise ausldschen, nennt man eine Teleskopsumme: Ein einfacher
Rechenausdruck wird durch Addition von komplizierten Nullen in eine Summe ,,auseinander-
gezogen”. O

Um den zweiten Satz geschickter formulieren zu kénnen, fithren wir zunédchst noch eine neue
Schreibweise ein:

Definition 2.7. Fiir n,k € INg setzen wir

k 0 fiirn <k,

nennen dies einen Binomialkoeffizienten und lesen ,n iiber k”.

Offensichtlich haben wir dann

n n! n
= = § <k<
<n —k> R <k> furalle0 <k <mn,
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und insbesondere

n_n_n! _q
n) \o) ol-n

(n:) - <711> :1!.(2!_1);=n (fir n > 1).

Es gilt nun die folgende Rechenregel:

n\ (n-—1 o n—1

k) \k—1 k )
Dieser Sachverhalt lisst sich auch schon mit dem Pascal’schen Dreieck darstellen, in dem jeder
Eintrag die Summe der beiden diagonal iiber ihm gelegenen Eintriige ist:

Lemma 2.8. Fiir 0 < k < n gilt

1 n=20

1 1 n=1

\+/
2 n=2

1 3 3 1 n=3
\+/
1 4 6 4 1 n=4
k=20 k=1 k=2 k=3 k=4

Blaise Pascal, geboren am 19. Juni 1623
in Clermont-Ferrand und gestorben am 19.
August 1662 in Paris, war ein franzgsischer
Mathematiker, Physiker, Literat, Erfinder
und christlicher Philosoph. Die Beschfti-
gung mit dem Gliicksspiel — einem typisch
adeligen Zeitvertreib —brachte ihn 1653 da-
zu, sich der Wahrscheinlichkeitsrechnung
zuzuwenden. In seiner Abhandlung Traité
du triangle arithmétique tiber das Pascal’sche
Dreieck und die Binomialkoeffizienten for-
mulierte er auch erstmals das Beweisprin-
zip der vollstindigen Induktion explizit.
Das Bild rechts entstand 1691 posthum.

Beweis. Es gilt

(Z:i) + (n;) B (k—(11;!_-(1n)!—k)! + k!-((Z:;)—!n!
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(m—=1)-k+(n—-1)!(n—k)

k! (n—k)!
_(n=1)l-n
k! (n—k)!

()

Der namensgebende Satz, in dem die Binomialkoeffizienten eine Rolle spielen, ist die folgende
Verallgemeinerung der aus der Schule bekannten ersten binomischen Formel:

O]

Satz 2.9 (Binomischer Lehrsatz). Fiir Elemente a, b eines Kérpers K und n € INg gilt

L (n
(a+b)" = ];) <k>a"_kbk.
Beweis. Wir zeigen den Satz per Induktion iiber n.

Induktionsanfang: Fiir n = 0 gilt

und also die Behauptung in diesem Fall.

Induktionsschritt: Sei n € INg. Wir nehmen an, dass die Behauptung fiir n gilt. Dann haben wir
(a+b)" = (a+b)-(a+b)"

=(a+Db)- i (Z)an—kbk

k=0

= (n —k+12k = (n —kpk+1
:Z a" +b—i—Z: a" Rt
k = k

Fiihren wir nun in der zweiten Summe eine Indexverschiebung durch, indem wir k durch k — 1
ersetzen und den Laufbereich von k entsprechend anpassen, so erhalten wir

(a+4Db)"! = i (k) gtk Ik Z < 1>ank+1bk

k=0

(1) l;(() (o)) s (1) oo

28 (M+1\ wi v ”+1 gD —kpk (P e
—< 0 > +) LA b

k=1
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_ "il <” + 1>a(n+1)—kbk
s\ K
so dass die Behauptung auch fiir n + 1 gilt. O

2.2 Die Anordnungsaxiome

Eine wichtige und in der Schule als natiirlich wahrgenommene Eigenschaft der rationalen
Zahlen Q haben wir nicht in die Definition eines Kérpers aufgenommen: Die Elemente von
Q lassen sich der Grofse nach anordnen. Tatsédchlich gilt dies nicht in allen Kérpern. Um die
Anordenbarkeit der Elemente eines Korpers erzwingen zu konnen, bendtigen wir also einen
neuen Satz an Axiomen:

Definition 2.10. Ein angeordneter Kérper (K, P) bzw. (K, >) ist ein Kérper K zusammen mit
eine Teilmenge P C K, welche die Anordnungsaxiome (A1) und (Az) erfiillt. Fiir a € P schreiben
wir dabei auch a > 0 und sagen, a sei positiv.

(A1) Fiir jedes a € K gilt genau eine der Aussagen

i) ae€Pp bzw. a >0,
(i) a=0,
(ili) —aeP bzw. —a > 0.

(Ap) a,b€e P = a+babeP bzw. ab>0 = a+b,ab>0.

Beispiel 2.11. (a) (Q, {% : p,q € IN}) ist offensichtlich ein angeordneter Krper und die so auf Q
definierte Anordnung > stimmt mit der bekannten Anordnung aus der Schule iiberein.

(b) Der Kérper o aus Beispiel 2.2 (c) kann nicht angeordnet werden,

denn: Aufgrund der Beziehung 1+ 1 = 0 ist in Iy das Element 1 additiv zu sich selbst invers, es
gilt also —1 = 1. Nehmen wir nun an, es gibe eine Teilmenge P C Iy, die die Anordnungsaxiome
(A1) und (A) erfiillt. Dann gilte

1#40 (ég entweder 1 > 0oder —1 >0

= 150

(Aég 0=1+1>0,

was via (A1) im Widerspruch zu 0 = 0 stiinde und somit nicht sein kann. #
Seien (K, >) ein angeordneter Korper und 4, b € K. Dann definieren wir:

¢ Gilt —a > 0, so heifit a negativ und wir schreiben a < 0.

e K:={aeK:a>0tundK :={ae€K:a<0}
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a>b <= a—-b>0,
a<b <= b>a,

a>b <= a>bodera=1y,
a<b <= a<bodera=>.

In einem Korper mit gegebener Anordnung gelten nun eine Reihe weiterer Rechenregeln:

Le

mma 2.12. Seien (K, >) ein angeordneter Kérper und a,b,c,d € K. Dann gelten die folgenden

Aussagen:

(a)

Esgilt a>b,b>c = a > c. Dasist die Transitivitit der Anordnung.

(b) Es gilt genau eine der Aussagen a > b,a = b, a < b.

(©

Esgilt a#0 = (—a)?=a® > 0. Insbesondere gilt 1 > 0.

(d) Esgilt a>0 = 1>0

(e)
()

(g) Esgilt a>b —=

Esgilt a>b>0 = 1<

Esgilt a>b — a+c>b+c.
ac > bc fiirc >0,
{ac<bc fiir ¢ < 0.

(h) Esgilt a>bc>d = a+c>b+d.

(i)

Esgilt a>b>0,c>d>0 = ac>bd > 0.

Beweis. (a) Es gilt

(b)

()

(d)

a>bb>c = a—-b>0b—c>0 A a—c=((b—-c)+(@a—b)>0 = a>c.

und somit die Behauptung.

Nach (A1) gilt fiir a — b genau eine der Aussagena —b > 0,a —b = 0 odera — b < 0. Die
Behaputung folgt sofort daraus.

Es gilt

(—a)* = ((—1)«1)2 = (—1)2-a? 240 72

und somit die erste Teilbehauptung. Fiir die zweite Teilbehauptung unterscheiden wir zwei
Fille: Ist a > 0, so folgt mit (A;) unmittelbar a2 >0.Ista <0, so gilt —a > 0 und mit (A)
folgt (—a)? > 0, was nach der ersten Teilbehauptung gleichbedeutend mit a> > 0 ist.

Seia > 0. Wire dann % = 0, so gdlte
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(f)

(8)

(h)

(i)

Hieraus folgte einerseits unmittelbar 1 < 0, was nach (c) und (A;) nicht sein kann. Nach
(A1) muss also die Behauptung 1 > 0 wahr sein.

Zunichst gilt

a>b>0 = ab-(i—i)za—b>0.

Mit (A;) folgt aus der Voraussetzung a > b > 0 aber auch ab > 0 und mit (d) somit aib > 0.
Wieder mit (A;) erhalten wir daher

1 1 1 1 1

und also die Behauptung.
Es gilt

a>b = (a+c)—(b+c)=a—-b>0 = a+c>b+c
und somit die Behauptung.

Das geht wie der Beweis von (f), wobei wir eine Fallunterscheidung nach dem Vorzeichen
von ¢ machen miissen.

Es gelten

a>b & a+c>b+e,
c>d <L btce>b+d
und zusammen mit (a) die Behauptung.

Das geht genau wie der Beweis von (h).

O]

Wir konnen diese Regeln benutzen, um ein fundamentales und im Verlauf der Vorlesung
mehrfach verwendetes Resultat der Analysis zu zeigen:

Korollar 2.13. Sei (K, >) ein angeordneter Korper. Dann gilt fiir jedes x € K mit x > —1 und
jedes n € INg die Bernoulli’sche Ungleichung

14+x)">1+n-x

Beweis. Die Bernoulli’sche Ungleichung ldsst sich mit vollstindiger Induktion beweisen.

Induktionsanfang: Fiir n = 0 gilt

1+x)0=1>1=1+0-x fur alle x € K mit x > —1
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und so die Aussage in diesem Fall.
Induktionsschritt: Sei n € INy gegeben. Wir nehmen an, es gelte
(1+x)">1+n-x fiir alle x € K mit x > —1.
Mit 1+ x > 0 folgt dann
(1+x)" = (1+x)"- (1+2x)
>1+n-x)-(1+x)
=1+x+n-x+n-x°
2.12(c)
> 1+x+n-x
=1+(n+1)-x fur alle x € Kmitx > —1.
Nach dem Prinzip der vollstindigen Induktion gilt die Behauptung fiir alle n € INy. O

Jakob I Bernoulli, geboren am 6. Januar
1655 in Basel und gestorben am 16. August
1705 ebenda, war ein Schweizer Mathema-
tiker und Physiker. Die Bezeichnung ,Ja-
kob I” dient zur Unterscheidung von sei-
nem Grofsneffen Jakob II Bernoulli (1759-
1789). Jakob Bernoulli hat wesentlich zur
Entwicklung der Wahrscheinlichkeitstheo-
rie sowie zur Variationsrechnung und zur
Untersuchung von Potenzreihen beigetra- o
gen. Zudem hat er zusammen mit seinem )
jiingeren Bruder Johann I Bernoulli die In-
finitesimalrechnung von Leibniz bearbei-
tet und verbreitet. Das Gemélde zur Rech-
ten zeigt ihn 1689 im Alter von 34 Jahren.

JAC. BERNOULLI,MATH.P.

Weiter liefern die Regeln aus 2.12 einen Ansatzpunkt dafiir, wie wir leicht nachweisen kénnen,

dass ein Korper nicht angeordnet ist:

Korollar 2.14. Sei K ein Kérper. Hat die Gleichung x*> = —1 in K eine Losung, so kann K nicht

angeordnet werden.

Beweis. Erfiillte K die Anordnungsaxiome (A;) und (A), so géilte Lemma 2.12 (c). Fur alle
a € K~ {0} miisste dann a? > 0 gelten. Daher und wegen 0% = 0 folgt das Korollar, wenn wir
—1 < 0 zeigen kénnen. Das ist aber synonym zu 12 = 1 > 0 und folgt somit wieder aus Lemma

2.12 (c).

O]

Hiermit werden wir in Abschnitt 2.5 erkennen, dass sich die komplexen Zahlen nicht anordnen

lassen. Auch endliche Kérper lassen sich nicht anordnen, wie der folgende Satz besagt:
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Satz 2.15. Ein angeordneter Korper K hat stets unendlich viele Elemente. Genauer ist die Abbildung

N —K
as
n —mn-1

injektiv.

Beweis. Induktiv konnen wir zeigen, dass die Abbildung ! additiv ist, dass also
t(m+n) =1(m)+i1(n) fur allem,n € IN (2.1)

gilt; das geht mit der Assoziativitit (Kj;) in K und der rekursiven Definition der n-fachen
Summe.

A Ein einfaches Anwenden von Lemma 2.4 (g) ist hier nicht méglich, da wir nicht von N C K
ausgehen konnen.

Induktiv folgt auch, dass ¢ positiv ist, denn wir haben

2.12(c)
()=1-1=1"5 0, (2.2)
i(n) =1((n—1)+1) @ n—1)+1(1) =un—-1)+1
2.2),2.12(f)
> u(n—1) furallen > 1, (2.3)

wobei (2.2) den Induktionsanfang fiir n = 1 liefert und (2.3) den Induktionsschritt von n — 1
auf n unter der Annahme, dass bereits ((n — 1) > 0 gilt.

Seien nun m # n € IN zwei verschiedene nattirliche Zahlen, wobei ohne Einschrankung m > n
gelte. Dann gibt es ein k € IN mit m = n + k. Nach unseren Voriiberlegungen gilt fiir dieses
(k) > 0 und somit

(2.1) 2.12(f)
i(m) =1n+k) =" 1(n)+uk) > i(n). (24)
Nach (A1) sind ¢(m) und ((n) also verschieden, was die Injektivitit von : zeigt. O

Wir haben im Beweis noch mehr gezeigt als behauptet wurde, indem wir in (2.1) bzw. (2.4)
eingesehen haben, dass die Abbildung : die Addition und die Anordnung respektiert.

Bemerkung 2.16. Die Abbildung 1: IN — K aus Satz 2.15 lisst sich

zunichst  tiber 1(0) = 0und —n — —i(n) auf Z

und danniiber £ — ‘l((—Z; auf Q
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fortsetzen. Es ist eine Ubung zu zeigen, dass diese Fortsetzung beziiglich Kiirzen von Briichen
wohldefiniert und injektiv ist, die Anordnung respektiert und die Rechenregeln

1(0)=0 und 1(1)=1, (Erhalt neutraler Elemente)
(a+b)=1(a)+ub) fiirallea,bec Q, (Additivitat)
t(a-b)=1(a)-u(b) fiirallea,b e Q (Multiplikativitat)

erfiillt. Allgemein nennen wir eine additive und multiplikative Abbildung zwischen zwei Kérpern,
die die neutralen Elemente erhilt, einen Homomorphismus von Kérpern und einen Isomorphis-
mus, falls sie zusitzlich bijektiv ist. In unserer konkreten Situation konnen wir in dieser Sprache
festhalten, dass es zu jedem angeordneten Korper K einen anordnungserhaltenden, injektiven Kor-
perhomomorphismus von Q nach K gibt.

Ist ein Korper angeordnet, so lassen sich in diesem auf natiirliche Weise Abstinde zwischen
Elementen messen. Das untersuchen wir nun:

Definition 2.17. Das Maximum bzw. das Minimum zweier Elemente a,b eines angeordneten
Korpers (K, >) ist gegeben durch

a fiira>b,
b fira<b

b fiira>b,
a fiira <b.

max{a, b} = { bzw. min{a, b} := {

Definition 2.18. Sei (K, >) ein angeordneter Korper. Dann ist der Absolutbetrag eines Elements
a € Kdas durch

a  fiira>0,
—a fiira <0

la| := max{a, —a} = {

gegebene Element von K.
Der Absolutbetrag erfiillt die folgenden Eigenschaften:

Proposition 2.19. Seien a,b Elemente eines angeordneten Korpers (K, >). Dann gelten fiir den
Absolutbetrag die folgenden Aussagen:

(a) Es gilt die positive Definitheit und also  |a| > 0 sowie |[a| =0 <= a =0.

(b) Es gilt die Multiplikativitit la-b| =|a|-|b|.

(c) Es gilt die Dreiecksungleichung la+b| < |a| + |b|.
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hat Linge |a+b |

ol

\\hat Linge |a|

S hat Linge |0 |

Beweis. (a) Im Falla > Qist |a] =a > 0,im Fall a < O ist |a] = —a > 0. Es gilt daher stets
|a| > 0. Aus der Definition wissen wir weiter |0] = 0. Ist umgekehrt |a| = 0 fiireina € K,
so folgt a = 0 oder —a = 0 und also in jedem Fall a = 0.

(b) Im~ Fall a,b > 0 ist nichts zu zeigem.~ Ansonsten schreiben wir 4 = +d und b = +b mit
d,b > 0.Nach (A;) ist dann auch 7 - b > 0 und es gilt

ja-b] =|=(a-b)| = |a-b| = |a] - |b| = |a] - [b].

(c) Aus +a < |a| und £b < |b| folgt mit Lemma 2.12 (f) und (h) bereits
a+b<|a|+1|b| und —(a+Db)=(—a)+(=b) <|a|+|b|

Hieraus folgt sofort die Behauptung.

Korollar 2.20. Seien a, b Elemente eines angeordneten Korpers (K, >). Dann gilt die umgekehrte
Dreiecksungleichung
[la] = [b]] < |a =],

Beweis. Es gilt

al = |(a—b)+b] < Ja—b|+ b
und also

la| — |b] < |a—b|.
Die Behauptung folgt, da wir analog

|b] = |a] < b —a| = |a—b]

zeigen konnen. O
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2.3 Das Vollstandigkeitsaxiom

In der 6. Klasse werden die rationalen Zahlen eingefiihrt und sogleich mit der , Zahlengeraden”
veranschaulicht. Man lernt dabei anschaulich, dass man jeden Punkt dieser Geraden beliebig
gut durch rationale Zahlen approximieren kann, indem man etwa sukzessive eine Dezimalbru-
chentwicklung durchfiihrt. In der 8. Klasse lernt man dann, dass die rationalen Zahlen aber
trotzdem nicht die gesamte Zahlengerade ausmachen, und fiillt diese mit irrationalen Zahlen
auf. Wir zeigen zunichst die folgende Proposition:

Proposition 2.21. Es gibt kein x € Q mit x> = 2.

Beweis. Nehmen wir an, es gibe ein x € Q mit x2 = 2 > 0. Dann konnten wir ohne Einschran-
kung x > 0 annehmen und es gidbe auch natiirliche Zahlen p,q € N mit x = g, wobei wir ohne
Einschrankung annehmen diirfen, dass p und g teilerfremd waren. Dann gélte

2
<Z> =2 = p*=2-9> = p®gerade = p gerade,

wobei der letzte Schritt gilt, weil die Ungeradheit von p via p = 2k + 1 und p? = (2k +1)? =
4 - (k* +k) 4+ 1 auch die Ungeradheit von p? implizierte. Schrieben wir nun p = 2 - p fiir ein
p € N, so erhielten wir analog

4.;52:2.5]2 e 2-;522512 — ngerade — qgerade.

Hieraus folgte, dass p und g beide gerade waren und also im Widerspruch zu unserer Annahme
nicht teilerfremd. Ein x mit x> = 2 kann es in Q also nicht geben. O

Mitmachaufgabe 2.22. Fiir welche anderen Zahlen als 2 lisst sich dieser Beweis komplett analog
durchziehen?

Losung.

O

Man kann die Aussage von Proposition 2.21 so verstehen, dass dem Koérper der rationalen
Zahlen Q ein Element fehlt und er also unvollstindig ist — immerhin bedingt sie, dass es in Q
keine Zahl gibt, die die Lange der Diagonalen im Einheitsquadrat beschreibt. Dieser Sachverhalt
storte insbesondere die Pythagoreer im 6. Jahrhundert v. Chr. sehr, die geméfs ihrem Leitsatz
Alles ist Zahl die Welt durch Verhiltnisse (ganzer) Zahlen erkldren wollten. Passend zu den
Uberlegungen zu Beginn des Kapitels, wo wir beim Aufbau des Zahlensystems die Losbarkeit
linearer Gleichungen gefordert und in den rationalen Zahlen Q auch erhalten haben, konnen wir
dies auch algebraisch formulieren. Wir erhalten dann, dass die quadratische Gleichung x? = 2
in Q keine Losung hat und wir gerne eine solche in unserem Zahlbereich hitten, um mehr
Rechnungen durchfithren zu kénnen. Diese Uberlegungen werden wir bei der Konstruktion
der komplexen Zahlen noch weiterverfolgen. Momentan hilft uns die Idee der ,Liicke” in der
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Menge aller geometrischen Liangen weiter, die wir im Folgenden nun erst verstehen und dann
schliefSen werden. Dafiir verschaffen wir uns zunédchst die passenden Werkzeuge:

Seien (K, >) ein angeordneter Kérper und a < b Elemente in K. Dann heiflen

[a,b] ={x € K:a<x<b} ein abgeschlossenes Intervall,
(a,b) ={xeK:a<x<b} ein offenes Intervall,

,b = & K . < S b
(a,b] :== {x a<X } halboffene Intervalle.
la,b) = {x € K:a<x<b}

Aufierdem definieren wir

[a,00) :={x € K:a < x},
(—o0,b] :={x € K:x <b}

sowie analog (a,00), (—o0,b) und (—o0, ).

Bemerkung 2.23. Der Durchschnitt von zwei Intervallen (gleich welcher Art) ist nach Konstruktion
stets wieder ein Intervall.

Definition 2.24. Sei X eine Teilmenge eines angeordneten Korpers (K, >). Dann sagen wir

X ist von unten beschrinkt <= Jn € K,Vx € X:a<x <= Ja € K: X C [g,00),
X ist von oben beschrinkt <= A€ K,Vxe X:x<b <= Jb € K: X C (—o0,b].

Falls existent, heiflen dabei a eine untere Schranke und b eine obere Schranke von X. Ist X von
oben und von unten beschrinkt, so sagen wir einfacher auch, X sei beschrinkt.

Bemerkung 2.25. Ist a bzw. b eine untere bzw. obere Schranke einer Teilmenge X eines angeordneten
Kérpers (K, >), so offensichtlich auch jedes  bzw. b mit i < a bzw. b < b.

Lemma 2.26. Fiir eine Teilmenge X eines angeordneten Kérpers (K, >) sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(i) X ist beschrinkt.
(i) JReK,Vxe X:|x| <R

Beweis. Gelte zundchst Aussage (i). Dann gibtes a,b € Kmita < x < b fiir alle x € X. Setzen
wir nun R := max{|a|, |b|} > 0, so gilt fiir alle x € X die Abschidtzung

— R = —max{|a],|b|} < —|a] <a <x<b < |b] <max{lal,|b|} =R.
Hieraus folgt

|x|] <R



2.3. Das Vollstandigkeitsaxiom 56

und somit Aussage (ii).

Gelte nun umgekehrt Aussage (ii). Dann ist offensichtlich —R eine untere Schranke und R eine
obere Schranke von X und es folgt Aussage (i). O

Definition 2.27. Eine Teilmenge X eines angeordneten Korpers (K, >) besitzt ein Minimum bzw.
Maximum, falls es eine untere bzw. obere Schranke von X gibt, die bereits in X liegt. Diese bezeichnen
wir dann mit min X bzw. max X.

Bemerkung 2.28. Das Minimum bzw. Maximum einer gegebenen Teilmenge X eines angeordneten
Kdérpers (K, >) ist dahingehend wohldefiniert, dass es eindeutig bestimmt ist,
denn: Nehmen wir an, by, by € X seien zwei obere Schranken von X. Dann gilt

by ob. Schr. von X by ob. Schr. von X
by < by < by

und also by = by. Genauso argumentiert man fiir das Minimum. #

Definition 2.29. Sei X eine Teilmenge eines angeordneten Korpers (K, >). Dann nennen wir ein
Element a bzw. b € K ein Infimum bzw. Supremum von X, falls die folgenden Bedingungen erfiillt
sind:

* q bzw. b ist eine untere bzw. obere Schranke von X.

e [st x eine untere bzw. obere Schranke von X, so folgt x < a bzw. x > b.

Bemerkung 2.30. Besitzt eine Teilmenge X eines angeordneten Korpers (K, >) ein Infimum bzw.
ein Supremum, so ist dieses eindeutig bestimmt. Wir bezeichnen dieses dann mit inf X bzw. sup X.

Beweis. Da ein Infimum stets eine untere Schranke ist und ein Supremum stets eine obere
Schranke, geht dieser Beweis genau wie der von Bemerkung 2.28. O

Lemma 2.31. Sei X eine Teilmenge eines angeordneten Korpers (K, >). Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(i)  abzw. bist Infimum bzw. Supremum von X.
(i) Ve>0,dxeX:x<a+ebzw.Ve>0,Ix € X:x>b—e

Beweis. Dieser Beweis verbleibt zur Ubung! O

Falls sie existieren, sind inf X die grofite untere Schranke und sup X die kleinste obere Schranke
von X in K. Offensichtlich gilt zudem:
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Bemerkung 2.32. Sei X eine Teilmenge eines angeordneten Korpers (K,>). Dann gelten die
folgenden Aussagen:

(@) Besitzt X ein Minimum bzw. Maximum, so auch ein Infimum bzw. Supremum und es gilt
max X =sup X bzw. minX = infX.

(b) Setzenwir —X := {—x : x € X}, sohat X genau dann ein Infimum, wenn — X ein Supremum
besitzt. Ist dem der Fall, so gilt

inf X = —sup(—X).

Mit diesen Vokabeln kénnen wir jetzt die ,Liicke” besser verstehen, die wir mit Proposition
2.21 in den rationalen Zahlen gefunden haben:

Proposition 2.33. Die Teilmenge
X={acQ:a*<2}CQ

ist nichtleer, beschrinkt und besitzt kein Supremum in Q.

Beweis. Klar, dass X nichtleer und beschrénkt ist. Dass X kein Supremum in Q besitzt, zeigen
wir per Widerspruchsbeweis und nehmen dafiir an, es gidbe ein b € Q mit b = sup X. Wir
unterscheiden nun drei Félle und leiten den Widerspruch in diesen separat her:

Fall 1: b* < 2. Aufgrund von 12 = 1 < 2 wire dann offensichtlich b = sup X > 1. Fiir ein
beliebiges ¢ € Q mit 0 < & < 1 gélte weiter

(b + €)% = b? + 2be + €
=b* +e-(2b+e)
<b*+e-(2b+1).
Waihlten wir dann etwa ¢ := min{ %, 2(22;7?:1) }, so erhielten wir
(b+e)? <V +2-b* =2,
was im Widerspruch zu b = sup X steht und also nicht sein kann.
Fall 2: b* = 2. Das ist unmdoglich nach Proposition 2.21.
Fall 3: b > 2. In diesem Fall gilte

b 1 b 1 b
0=p 32 <2<
b_ 1

so dass ¢ := 5 — 3 € Q die Abschitzung 0 < ¢ < b erfiillte. Aufgrund von b = sup X gébe es
nach Lemma 2.31 daher ein x € X mit x > b — e. Fiir dieses gélte nun

x? > (b—¢)? = b* — 2be + €2
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b 1
2.2 o (2 1
=b"+e —2b <2 b)

=+ —b+2
> 2,

was im Widerspruch zu x € X steht und also nicht sein kann.

Da unsere Annahme, es gédbe ein b € Q mit b = sup X, in allen drei Fillen zum Widerspruch
fithrt und diese Fille aufgrund von (A7) eine vollstindige Fallunterscheidung darstellen, kann
sie nicht wahr sein und wir haben die Proposition bewiesen. O

Passend hierzu definieren wir nun:

Definition 2.34. Ein angeordneter Korper (K, >) heifit vollstindig, falls er das Vollstindig-
keitsaxiom (V) erfiillt:

(V) Jede von oben beschrinkte Teilmenge @ # X C K besitzt ein Supremum in K.

Bemerkung 2.35. Im Sinne von Bemerkung 2.32 (b) kénnten wir statt (V') gleichwertig

(V') Jede nach unten beschrinkte Teilmenge @ # X C K besitzt ein Infimum in K.
fordern.

A A priori ist nicht klar, ob es einen solchen vollstindigen angeordneten Korper iiberhaupt

gibt. Unsere Hoffnung ist, dass die aus der Schule bekannten reellen Zahlen diese Eigenschaft
aufweisen. Tatsédchlich gilt der folgende Satz:

Satz 2.36. Es gibt eine Menge, die die Axiome eines vollstindigen angeordneten Korpers erfiillt.

Diese Menge ist bis auf Isomorphie eindeutig. Wir bezeichnen sie mit R und sprechen von der Menge
der reellen Zahlen.

Exkurs: Ein Beweis von Satz 2.36
Dieser Abschnitt wird in der Vorlesung nicht behandelt und ist nicht priifungsrelevant.
Ausgehend vom angeordneten Korper (Q, >) bereiten wir nun den Beweis des Satzes vor.

Definition 2.37. Ein Dedekind-Schnitt ist eine Teilmenge @ # S C Q, die kein Minimum
besitzt sowie die Eigenschaft

VxeS,VyeQ:y>x = yeSs

erfiillt und also beziiglich > nach oben abgeschlossen ist.
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Julius Wilhelm Richard Dedekind, gebo-
ren am 6. Oktober 1831 in Braunschweig
und gestorben am 12. Februar 1916 eben-
da, war ein deutscher Mathematiker. De-
dekind gab 1888 in der Schrift Was sind
und was sollen die Zahlen? die erste ex-
akte Einfiihrung der natiirlichen Zahlen
durch Axiome. In seiner Schrift Stetigkeit
und Irrationalzahlen von 1872 gab er die
erste exakte Definition der reellen Zah-
len mit Hilfe der Dedekind’schen Schnit-
te. Das Foto zur Rechten zeigt ihn 1870,
im Alter von 39 Jahren.

Beispiel 2.38. (a) Wir schreiben
(a,b)g ={reQ:a<r<b}.
Fiir beliebige a < b € Q ist dann (a, b)q kein Dedekind-Schnitt,

denn: Offensichtlich ist dann b + 1 eine rationale Zahl, die nicht in (a,b)q enthalten ist. Fiir
jedes x € (a,b)q gilt aber x < b+ 1, so dass (a,b)q nicht nach oben abgeschlossen ist. ~ #

Andererseits ist
Sa = (a,0)q
fiir ein beliebiges a € Q ein Dedekind-Schnitt.
(b) Die Menge
{xc Q" :x*>2}

ist nach Proposition 2.33 (und insbesondere Fall 3 ihres Beweises) ein Dedekind-Schnitt und
reprisentiert spiter die reelle Zahl +/2.

Seinun R C P(Q) die Menge aller Dedekind-Schnitte. Nach Beispiel 2.38 (a) ist dann die
Abbildung

; {Q — R,

a — 8§,

injektiv und wir kénnen Q tiber ¢ als Teilmenge von ‘R auffassen. Das Ziel dieses Abschnitts
ist es, Satz 2.36 nachzuweisen, indem wir zeigen, dass R der bis auf Isomorphie eindeu-
tig bestimmte vollstindige angeordnete Korper ist und somit mit den reellen Zahlen R
identifiziert werden kann. Ein erster Schritt hierfiir ist:
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Proposition 2.39. Fiir je zwei Dedekind-Schnitte S, T € R gilt
S+T:={s+t:s€5,teT}eR.

Die Menge R zusammen mit der so definierten Verkniipfung + trigt die Struktur einer
abelschen Gruppe und erfiillt also die Axiome (Ky1) — (Ky4). Hierbei ist Sy das neutrale
Element und es gilt

Sa+Sp=Ss4p fiirallea,b € Q,

so dass die Verkniipfung + auf ‘R sich zur iiblichen Addition auf Q einschrinkt.

Beweis. Seien S,T € R gegeben. Im Spezialfall S = S, und T = S, mita,b € Q ist dann
unmittelbar nach Definition S, 4+ S = S, so dass die Addition eingeschrankt auf Q mit
der Standardaddition iibereinstimmt. Wir zeigen nun, dass fiir beliebig gewihlte S, T € R
die Summe S 4 T in R liegt und die Addition auf R somit wohldefiniert ist:

e Esist® #S+TCQ,

denn: Offensichtlich ist S + T # @. Nach Voraussetzung gibt es aber auch ein x €
Q~Sundeiny € Q ~ T mit

VseS:x<s,
ViteT:y<t.

Hieraus folgt sofort
VseS,VteT:s+t<x+y,

so dass x + y nichtin S + T liegen kann. #
¢ Die Menge S + T hat kein Minimum,

denn: Seis 4+t € S 4+ T. Nach Voraussetzung gibt es dann ein § € S mit § < s und ein
feTmitf <t EsfolgtS+T>5+F<s+t,sodasss+t kein Minimum von S + T
sein kann. #

* Die Menge S + T ist in Q beztiglich > nach oben abgeschlossen,

denn: Seiens+t € S+ Tundy € Q mity > s+ t. Dann gilt y —t > s und somit
y — t € S. Nach Konstruktion gilt folglichy = (y — f) + tin S+ T. #

Es gilt nun zu zeigen, dass R mit der Verkniipfung + eine Gruppe bildet. Die Assozia-
tivitit und die Kommutativitit in @ implizieren dabei bereits direkt die entsprechenden
Eigenschaften (Kj 1) und (Kj4) in R:

S+(T+U)=(S+T)+U furalle S, T,U € R,



Kapitel 2. Zahlbereiche

S+T=T+S furalle S, T € R.

Weiter ist Sy neutrales Element von (R, +), so dass R insbesondere Axiom (Kj ) erfiillt,

denn: Es gilt zu zeigen, dass fiir ein beliebiges S € R bereits S + Sy = S ist. Seien dafiir
zundchst s € Sund t € Sy gegeben. Dann ist s +t > s + 0 = s, und weil S ein Dedekind-
Schnitt ist, gilt s +¢ € S. Das zeigt die erste Implikation S + Sp C S. Sei nun umgekehrt
s € S gegeben. Dann ist s kein Minimum von S, so dass es ein § € S mit 5 < s gibt. Dann
ists—5€ Spund s =5+ (s —§) € S+ Sp. Das zeigt die zweite Implikation S+ Sy O S. #

Es verbleibt Axiom (Kj 3) zu zeigen und dafiir zujedem S € R ein additiv inverses Element
zu konstruieren. Fiir ein beliebiges S € 'R setzen wir dafiir
S:={yeQ:y+s>0furalles € S},

g S_ falls S_ kein Minimum besitzt,
"~ 1S_~{minS_} fallsS_ ein Minimum besitzt.

Dann ist die so definierte Menge —S ein Element von R,

denn: Nach Konstruktion hat —S kein Minimum. Weiter gilt offensichtlich @ # —S C Q.
Seiennuny € —Sundr € Qmitr > y.Danngilty € S_undalsor >y > —sfiiralles € S.
Das impliziert wiederum r € S_. Da r aufgrund von r > y mit y € S_ kein Minimum von

S_ ist, erhalten wir so r € —S. Insgesamt haben wir so —S € R gezeigt. #
Hierbei gilt

S_ hat ein Minimum <= dre Q: S=S5,, (2.5)
denn: Sei zundchst S = S, mit einem r € Q. Dann ist S_ = [—r,00)q, so dass S_ ein

Minimum besitzt und —S = S_, gilt. Hat nun umgekehrt S_ ein Minimum m € S_, so
folgt wie gerade

S-={yeQ:y>m}=[mew)q.
Hieraus folgt offenbar S = S_,. #

Es folgt nun, wie erhofft,

S+ (=S) =S,

denn: Zunachst gilt offensichtlich
S+(=S)CS+S_={s+y:s€S,yeS_} CS,

denn nach Definition von S_ gilt hier stets s + y > 0. Das zeigt die Inklusion S + (—S) C S,.
Fiir die umgekehrte Inklusion unterscheiden wir nun zwei Félle:
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Fall 1: S_ besitzt ein Minimum. Nach (2.5) und seinem Beweis gibt es dann ein r € Q mit
S =S, und —S = S_,. Fiir dieses und ein beliebiges ¢ € Sy = Q" giltnunr + § € S und
—r+ 5 € —S. Das bedingt

e= <r+;>+<—r+;> €5+ (-S)

und somit die Behauptung in diesem Fall.

Fall 2: S_ besitzt kein Minimum. Dann gilt
—S=S_={yeQ:y> —sfirallesec S} ={-yeQ:y ¢S}

Seiennune € Sp = QT und y € Q \ S. Dann gibtes einn € N mity +n-¢ € S: Fiir ein
fest gewdhltes s € S konnen wir irgendein n > ? wéhlen, wie es nach dem in Q giiltigen
Archimedischen Prinzip 2.44 existiert. Fiir dieses gilt y + n - ¢ > s und somit tatsdchlich
y+mn-e € S. Sei nun speziell ny das kleinste n € IN mit dieser Eigenschaft. Dann gilt
insbesondere

y—i—(no—l)-eeés,

also
—(y+(mo—1)-¢) =—y—mng-e+ee —S
und schliefilich
e=y+mny-e)+(-y—mnp-e+e) €S+ (-5)
Das zeigt die Behauptung auch in diesem Fall. #

Als nachstes setzen wir
S<T <« SDOT furalleS,TecR.

Dadurch ist eine Totalordnung auf R definiert,

denn: Reflexivitdt, Antisymmetrie und Transitivitat sind klar. Fiir die Totalitdt miissen wir
zeigen, dass flir alle S, T € R stets S < T oder T < S gilt. Wédre dem nicht so, gélte S 2 T
und T 2 S, das heifit, es gédbe ein t € Tmitt ¢ Sund eins € Smits ¢ T. Wir hédtten dann

S Dedekind-Schnitt

s <t — tes,
¢ S s T Dedekind-Schnitt sc T,

was beides nach Konstruktion nicht sein kann. Somit haben wir auch die Totalitédt gezeigt.
#
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Wir definieren nun eine Multiplikation auf
RT:={SeR:S>5}={SeR:SCQ"}
durch
ST:=S-T={st:seS,teT}.

Analog zum ersten Teil des Beweises von Proposition 2.39 zeigen wir nun, dass diese
Multiplikation dahingehend wohldefiniert ist, dass fiir beliebig gewéhlte S, T € R" das
Produkt ST in R™ liegt:

* Offensichtlich gilt @ # ST C Q.
¢ Die Menge ST hat kein Minimum,

denn: Sei st € ST mit einem s € S und einem t € T. Da die Dedekind-Schnitte S und
T beide kein Minimum besitzen, finden wir Elemente § € Sund f € T mit§ < s und
f<t.Es folgt ST > 5F < st, so dass st kein Minimum von ST sein kann. #

* Die Menge ST ist in Q beziiglich > nach oben abgeschlossen,

denn: Nun seien x € STundy € Q mity > x. Wegen S, T > Sy gibt es danneins € S
und ein t € T mit x = st und s,t > 0. Es folgt st < y, also s < % und, weil S ein
Dedekind-Schnitt ist, auch % € S. Hieraus ergibt sich bereits y = % -t € ST. #

Ebenso analog zum Vorgehen bei der Addition zeigt man, dassin (R, -) die Assoziativitit
(Ky1), die Existenz eines neutralen Elements (K;) und die Kommutativitat (Ky4) erfullt
sind, wobei das neutrale Element hierbei durch S; gegeben ist. Diese Aussagen bleiben
wahr, wenn wir die Multiplikation durch

S-T fur S, T > Sy,
ST — —(S-(=T)) firS,—T>S,,
] -((=S)-T) fir —S,T>S,,

—~

~8)-(=T) fir —S,—T > Sg

auf ganz R fortsetzen. Wir miissen nun noch Axiom (Kj3) zeigen und dafiir zu jedem
S € R~ {So} ein multiplikativ inverses Element konstruieren. Fiir ein beliebiges S > Sy
setzen wir zunéchst

S.={yeQ:y-s>1furalles € S},

g1 S. falls S kein Minimum besitzt,
" 1S. ~{minS.} falls S. ein Minimum besitzt.

Wiederum analog zum Vorgehen bei der Addition zeigt man

S-st=5
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und setzt das Invertieren durch
Sti=—(-5)!

auf S € RmitS < S fort. Der Beweis des folgenden Satzes mit dem Nachweis der Axiome
(K3), (A1) und (Ay) ist nun nicht mehr schwer und verbleibt als Ubung:

Satz 2.40. Die Menge R zusammen mit den oben eingefiihrten Verkniipfungen + und - trigt
die Struktur eines angeordneten Korpers, wobei die zugehdrige Anordnung > durch die oben
studierte Totalordnung > induziert ist.

Tatséchlich ist der Kérper R auch vollstandig;:

Satz 2.41. R ist ein vollstindiger angeordneter Korper.

Beweis. Nach Satz 2.40 reicht es zum Beweis des Satzes zu zeigen, dass jede von unten
beschrankte Teilmenge @ # X C R ein Infimum in R besitzt und also das in Bemerkung
2.35 eingefiihrte alternative Vollstandigkeitsaxiom (V') erfiillt. Konkret zeigen wir

inffX=5:=|JT={reQ:3TeX:reT}eR.
Tex

Wir beginnen, indem wir S € R tiberpriifen. Zundchst gilt @ # S C Q,

denn: Da X von unten beschrankt ist, gibt es ein U € R mit U < T fiir alle T € X. Dieses
erfilllt dann U O T fiir alle T € X und also auch U O S. Hieraus folgt S C Q. Da S # @
trivialerweise erfiillt ist, folgt die Behauptung. #

Weiter besitzt S kein Minimum,

denn: Hitte S ein Minimum min S, ldge dieses in S und also auch in einem T € X. Als
Dedekind-Schnitt hitte dieses T wiederum kein Minimum, so dassesein t € T C S mit
t < min S gdbe. Das kann nicht sein. #

Schliefslich gilt
VseS,VyeQ:y>s = yes,

denn: Seien alsos € Sund y € Q mity > s. Dann gibtesein T € X mits € T. Da T ein
Dedekind-Schnitt ist, gilt dann y € T und somit auchy € S. #

Es gilt also tatsdchlich S € R.

Nach Konstruktion gilt aber auch S C T fiir alle T € X, so dass S eine untere Schranke
von X ist. Es bleibt zu zeigen, dass S die grdfite untere Schranke und also das Infimum von
X ist. Das geht aber schnell: Sei also U eine untere Schranke von X. Schon beim Nachweis
von S C Q haben wir eingesehen, dass dann U O S und also S > U gilt. O
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A Um den Beweis von Satz 2.36 abzuschlieflen, miissen wir noch zeigen, dass R bis auf
Isomorphie der einzige vollstandige angeordnete Kérper ist und uns somit den Koérper der
reellen Zahlen R liefert. Das fithren wir nun durch:

Beweis von Satz 2.36. Seien K und L zwei vollstindige angeordnete Korper. In der Sprache
von Bemerkung 2.16 gilt es dann zu zeigen, dass es einen anordnungserhaltenden Kérperi-
somorphismus zwischen K und L gibt, wobei wir nach Satz 2.41 ohne Einschrankung von
L = R ausgehen konnen.

Nach Bemerkung 2.16 ist durch

{Q — K,
L:

r pl
p — 71

ein anordnungserhaltender injektiver Kérperhomomorphismus gegeben. Fiir ein beliebiges
a € K definieren wir nun

Se={xeQ:ix)>a} CQ.

Wir zeigennun S, € R. Zundchst gilt @ # S, C Q,

denn: Da K nach Voraussetzung ein vollstandiger angeordneter Korper ist, gilt dort auch
das Archimedische Prinzip 2.43 und zwar in der Form, dass es ein n € IN mit ((n) > a
gibt. Hieraus folgt S, # ©@. Analog gibt es aber auch ein m € IN mit ((m) > —a, also mit
((—m) = —1(m) < a, so dass S, nicht ganz Q sein kann. #

Weiter hat S, kein Minimum,
denn: Sei x € S,, gelte also ((x) > a. Dann ist ¢ := ((x) —a > 0 und nach Korollar 2.45 (b)
gibt es ein n € IN mit

0<l(%) <e=1x)—a.

Es folgt
1 1
a<ix)— L(E) =i(x— E)'
damit x — 1 € S, und also die Behauptung. #
Schliefslich gilt

Vx €S,VYyeQ:y>x = y €S,

denn: Seien x € S, und y € Q mit y > x. Dann gilt ((y) > ¢(x) > a, so dass auch y in S,
liegt. #
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Es gilt also tatsdchlich S, € R und wir erhalten eine Abbildung

JK =R,
" la —8S,.

Dass diese ein anordnungserhaltender Kérperhomomorphismus ist, zeigt man wie in den
Beweisen von Proposition 2.39 und Satz 2.40.

Es verbleibt die Bijektivitdt von 77 zu zeigen. Der Nachweis der Injektivitat ist leicht,

denn: Seien a,b € Kmita < b. Da Q nach Korollar 2.45 (c) dicht in K liegt, gibtes einr € Q
mit a < r < b. Hieraus folgt bereits S, 2 S, und also 77(a) < 7(b). #

Tatsdchlich ist # aber auch surjektiv,

denn: Sei S € R gegeben. Da dieses als Teilmenge von Q von unten beschrankt ist, ist auch
1(S) als Teilmenge von K von unten beschriankt. Da K nach Voraussetzung vollstindig ist,
existiert inf ((S) in K und es gilt

n(infi(S)) = Sinys) € R

Die Behauptung folgt, wenn wir Sj¢,(5) = S zeigen kdnnen. Dies untersuchen wir fiir die
beiden Inklusionsrichtungen separat:

* Fiir ein beliebiges x € Sins,(s) gilt ((x) > inf(S), so dass i(x) keine untere Schranke
ist. Es gibt daher ein s € S mit «(s) < i(x), was nach Bemerkung 2.16 auch s < x
bedingt. Da S ein Dedekind-Schnitt ist, folgt damit x € S und insgesamt die erste
Inklusion Si,(5) € S.

¢ Sei nun umgekehrt ein s € S gegeben. Da S als Dedekind-Schnitt kein Minimum
besitzt, gibt es ein t € S mit t < s. Wdre nun ((s) < inf(S), so folgte ((t) < inf((S),
was nicht sein kann. Es gilt also ¢(s) > inf/(S) und also s € S, (s).-

Insgesamt folgt die behauptete Surjektivitat.
U

A Wir betrachten ab sofort, wie gegen Ende von Abschnitt 2.3, die rationalen Zahlen @ — und
nicht mehr ihr Bild ((Q) — als Teilmenge der reellen Zahlen R. Wir werden ab sofort auch die
uns aus der Schule bekannte Dezimaldarstellung der reellen Zahlen benutzen, diese aber erst
in Abschnitt 3.7 herleiten.

Ein erstes wichtiges Resultat in den reellen Zahlen ist, dass wir in R fiir alle 2 € R™ stets
die quadratische Gleichung x> = a 16sen konnen. Das zeigt, dass unser in Proposition 2.21
geschildertes Eingangsproblem fiir die rationalen Zahlen Q im Korper der reellen Zahlen R
nicht mehr besteht:
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Proposition 2.42. Zu jedem a € R~ R~ existiert genau ein x € R mit x > 0 und x> = a. Wir
nennen x die Quadratwurzel von a und schreiben x = \/a = az.

Beweis. Fiir a = 0 kénnen wir /a = /0 = 0 wahlen. Sei nun a € R* gegeben. Wir zeigen zu-
nichst die Existenz eines x € R mit x?> = 4. Da die reellen Zahlen R das Vollstandigkeitsaxiom
(V) erfiillen, existiert in R das Supremum

x:=sup{y € R:y* <a};

hierfiir miissen wir nur einsehen, dass die betrachtete Menge nichtleer und beschréankt ist. Das
ist der Fall, da die Menge offensichtlich 0 enthélt und durch max{1, v/a} nach oben beschrinkt
ist. Genau wie im Beweis von Proposition 2.33 zeigt man nun, dass die Annahmen x> > a und
x? < ajeweils zu einem Widerspruch fiihren. Nach (A;) gilt daher x> = a.

Nun zeigen wir die Eindeutigkeit von x und nehmen dafiir an, es gebe zwei Elemente x, ¥ € R
mit x? = a = ¥2. Mit der Kontraposition von Lemma 2.12 (i) folgt dann bereits x = % und also
die zu beweisende Eindeutigkeit. O

Analog zeigt man:
VaieR~R,vnueN,Ixc R R :x"=a.

Wir nennen dieses x die n-te Wurzel von a und schreiben x =: {/a =: as. Dann ist (") die ein-
deutig bestimmte nichtnegative reelle Zahl x mit x" = 4" und also (a”)% = aund trivialerweise
auch (a% ) " — 4. Ist m eine weitere natiirliche Zahl, so setzen wir daher wohldefiniert

a°:=1 sowie 0°:=1.

Diese erfiillen die folgenden Rechenregeln (Ubung!):

% b = gt

m m m

an -bn :(ab)n
r

Eine weitere spannende Aussage, die in den reellen Zahlen gilt, ist der folgende Satz:

Satz 2.43 (Archimedisches Prinzip). Die Teilmenge IN C R ist nicht von oben beschriinkt; es gibt
also fiir jedes x € Reinn € IN mit n > x.
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Beweis. Nehmen wir an, die nichtleere Teilmenge IN C R wire in R von oben beschrankt.
Aufgrund der Vollstindigkeit von R existierte dann eine reelle Zahl b € R mit b = sup IN. Nach
Lemma 2.31 wire dann b — 1 keine obere Schranke von IN, so dass es ein ny € IN mit

ng>b—1
gdbe. Hieraus folgt aber sofort
ngp+1>0b,

wobei mit np auch ng + 1 in IN ldge. Das steht im Widerspruch zu b = sup IN und kann also
nicht sein. Es folgt, dass die Teilmenge IN C R kein Supremum besitzt und also auch nicht von
oben beschrinkt sein kann. O

Archimedes von Syrakus, geboren um 287
v. Chr. vermutlich in Syrakus und gestor-
ben 212 v. Chr. ebenda, war ein griechischer
Mathematiker, Physiker und Ingenieur. Er
gilt als einer der bedeutendsten Mathema-
tiker der Antike. Seine Werke waren auch
noch im 16. und 17. Jahrhundert bei der
Entwicklung der h6heren Analysis von Be-
deutung. Das Bild rechts ist ein Gemalde
von Domenico Fetti aus dem Jahr 1620.

Bemerkung 2.44. Das Archimedische Prinzip gilt auch in Q und kann dort ohne Existenz der
reellen Zahlen und des Supremums bewiesen werden,

denn: Fiir ein beliebiges g € Q" mit p,q € N gilt

ptl>p=gq: 2

=

q
=L
n=1

Fiir alle x € Q ~ Q™ gilt zudem bereits 1 > x. #

= I
|3

Korollar 2.45. (a) Zu jedem x € R existiert eine eindeutig bestimmte ganze Zahl n € Z mit
n < x < n+ 1. Wir nennen dieses n die Gauf3-Klammer von x und schreiben | x| = n.

(b) Zujedeme>0inR gibteseinn € Nmit0 < 1 <e.

(c) DieMenge Q liegt dicht in R, in jedem Intervall (a,b) mita < b € R gibt es also (mindestens)
eine rationale Zahl.

Beweis. (a) Fir x > 0 setzen wir n := min{k € IN : k > x} — 1. Diese Zahl ist wohldefiniert,

denn: Nach dem Archimedischen Prinzip 2.43 ist die betrachtete Menge nicht leer. Nach
Proposition 1.39 besitzt aber jede nichtleere Teilmenge X der natiirlichen Zahlen ein Mini-
mum. #
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Da in den natiirlichen Zahlen mit k stets auch k + 1 enthalten ist, gilt dann bereits n < x <
n + 1. Ist m eine weitere natiirliche Zahl mit m < x < m + 1, so folgt |[n — m| < 1, also
n = m und somit die Eindeutigkeit. Fiir x < 0 argumentiert man iiber —x > 0.

(b) Nach dem Archimedischen Prinzip 2.43 gibtes einn € Nmitn > 1 > 0.

(c) Aufgrund von b —a > 0 gibt esnach (b) einn € INmit0 < % <b—a.Esfolgtl < nb—na
und also na 4+ 1 < nb. Nach (a) gilt dann

na < |na]+1<na+1<nb mit [na] +1€Z

und also
a< Lnajn—i—l <b mit M € Q.
O
Mitmachaufgabe 2.46. Wie hitten Sie in der Schule gezeigt, dass Q dicht in R liegt?
Lisung.
t

2.4 Machtigkeit und Abzahlbarkeit

Fiir endliche Mengen X, Y gilt:
dBijjektion f: X =Y <= |X|=][Y].

Diese Sichtweise ist sehr niitzlich, beispielsweise gilt:



2.4. Méchtigkeit und Abzahlbarkeit 70

Proposition 2.47 (Schubfachprinzip). Seien X und Y endliche Mengen mit |X| < |Y|. Dann
gibt es keine injektive Funktion f: Y — X.

Beweis. Wir nehmen an, es gibe eine solche injektive Funktion f: Y — X. Dann gélte

Y=Y If ()<} 1=x],

xeX xeX

was einen Widerspruch zu unserer Annahme darstellt. Also kann es eine solche Funktion nicht
geben. O

Beispiel 2.48. Seien m,n € IN mit m > n. Verteilen Sie nun m Paar Socken auf n Schubladen, so gibt
es mindestens eine Schublade mit zwei Sockenpaaren. Um das einzusehen, kénnen wir die Funktion

f: {Sockenpaare} — {Schubladen}

betrachten, die jedes Sockenpaar der entsprechenden Schublade zuordnet. Aufgrund von m > n kann
f nach dem Schubfachprinzip 2.47 nicht injektiv sein. Damit gibt es mindestens zwei verschiedene
Sockenpaare Sy und Sy in derselben Schublade f(S1) = f(Sz).

Wir wollen dhnliche Uberlegungen auch mit unendlichen Mengen anstellen kénnen und erwei-
tern das Konzept der Elementanzahl auf unendliche Mengen wie folgt:

Definition 2.49. (a) Zwei Mengen X, Y heiflen gleichmidchtig, falls eine Bijektion f: X — Y
existiert. Da die Identitit eine Bijektion ist, Bijektionen Umkehrabbildungen besitzen und Hin-
tereinanderausfiihrungen von Bijektionen nach Proposition 1.56 (b) wieder Bijektionen sind,
ist durch die Gleichmiichtigkeit eine Aquivalenzrelation gegeben. Die so definierte Méichtigkeit
von X bezeichnen wir auch im unendlichen Fall mit | X]|.

(b) Eine Menge heifit abzihlbar, falls sie endlich ist oder die Michtigkeit der natiirlichen Zahlen
besitzt, und iiberabzidhlbar sonst.

Beispiel 2.50. In Bemerkung 1.53 haben wir mit Hilberts Hotel eingesehen, dass die Mengen IN und
INy in Bijektion stehen und also gleichmdchtig sind. Analog sieht man ein, dass auch die Mengen 2IN und
Z abzihlbar sind. Dies kénnen wir uns wie folgt veranschaulichen:

 In Hilberts Hotel sind wie in Bemerkung 1.53 abzihlbar unendlich viele Giste g, mit n € INg
untergebracht, und zwar jeweils im Zimmer z,1. Insbesondere ist das Hotel voll belegt. Plétzlich
kommt es in allen Zimmern mit ungeraden Nummern zu einem Wasserschaden. Zum Gliick lisst
sich das Problem leicht Idsen: Fiir alle n € INg zieht der Gast g, aus Zimmer z,.1 in Zimmer
Zy(ng1) Und mithin in ein Zimmer mit gerader Nummer um. So erhalten wir offensichtlich eine
Bijektion zwischen den Mengen IN und 2IN.

* Gerade als die Wasserschiden in den Zimmern mit den ungeraden Nummern behoben sind, kommt
ein grofSer Bus mit abzéihlbar unendlich vielen weiteren Gdsten an. Diese heiffen g, mit n € IN
und kénnen in die frisch renovierten Zimmer einquartiert werden, indem wir fiir alle n € IN dem
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Gast g_y das Zimmer zp,_1 zuweisen. Danach sind alle Zimmer wieder belegt und wir haben
die Gdste g, fiir alle n € Z in den abzihlbar unendlich vielen Zimmern von Hilberts Hotel
untergebracht.

Die Michtigkeit der natiirlichen Zahlen ist in gewisser Weise die kleinste unendliche Méachtig-
keit, genauer gilt:

Lemma 2.51 (Kriterium fiir Abzdhlbarkeit). Sei X eine Menge. Dann sind die folgenden Aussa-
gen dquivalent:

(i) X ist abzihlbar.
(ii)  Es gibt eine Surjektion N — X oder es gilt X = @.
(iii) Es gibt eine Injektion X — IN.

Insbesondere sind alle Teilmengen der natiirlichen Zahlen abzihlbar.

Beweis. Wir zeigen einen Ringschluss. Gelte zunédchst Aussage (i) und sei also X abzdhlbar. Im
Fall eines endlichen X ist nichts zu zeigen, das deckt insbesondere den Fall X = @ ab. Im Fall
eines unendlichen X gibt es eine Bijektion N — X, die insbesondere surjektiv ist.

Gelte nun Aussage (iii). Im Fall X = @ ist nichts zu zeigen. Sei also f: N — X surjektiv.
Dann existiert fiir jedes x € X ein nichtleeres Urbild f~!({x}), das als nichtleere Teilmenge
von IN ein Minimum m(x) := min f 1 ({x}) besitzt. Die so definierte Abbildung m: X — IN ist
offensichtlich wohldefiniert und injektiv. Das zeigt Aussage (iii).

Gelte schliefllich Aussage (iii) und existiere also eine Injektion f: X — IN. Dann stehen X
und f(X) in Bijektion zueinander, so dass es zum Nachweis von Aussage (i) ausreicht, eine
Abzédhlung von f(X) C IN anzugeben. Dies tun wir rekursiv, indem wir #; := min f(X) und
Ngyq = min f(X) ~ {ny,...,n;} fir alle k € N setzen. O

Um zu zeigen, dass auch die rationalen Zahlen abzédhlbar sind, verwenden wir das von Cantor
verdffentlichte Erste Diagonalverfahren, das dieser nach Erkenntnissen aus dem Jahr 2026 in
von ihm unerwédhnter enger Zusammenarbeit mit Dedekind entwickelt hat:

Satz 2.52 (Cantor (1874)). Die rationalen Zahlen @ sind abzihlbar.

Beweis. Nach Beispiel 2.50 sind IN und Z gleichméchtig. Um den Satz zu zeigen, reicht es daher
aus, die Existenz einer Bijektion zwischen Z und Q nachzuweisen. Das ist wiederum dquivalent
dazu, zu zeigen, dass es eine Bijektion zwischen IN und Q" gibt, weil diese durch Einfiigen
eines Vorzeichens unmittelbar eine Bijektion zwischen —IN und Q~ liefert und wir zuletzt die
Null auf die Null schicken kénnen. Nach dem Kriterium fiir Abzédhlbarkeit 2.51 reduziert sich
der Beweis des Satzes schlieSlich darauf, eine Surjektion IN — Q" anzugeben. Das wollen wir
nun tun. Die Idee dabei ist:

* Schreibe den Bruch % € Q" an die Stelle (p, ) des Gitters IN x IN.

¢ Zihle entlang der Diagonalen auf.
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So erhalten wir zunéachst

T)

=N

W

SIS

Jede durchlaufene Diagonale listet dabei die Briiche mit einer jeweils fest vorgegebenen Summe
von Zahler und Nenner in absteigender GrofSe auf. Wir erhalten hieraus eine Folge rationaler
Zahlen, die offensichtlich Dubletten aufweist:

1213214321

1°1°2°17273"1"2"3"4"""
Da diese Folge samtliche positiven rationalen Zahlen trifft, haben wir so eine surjektive Abbil-
dung N — Q' gefunden und damit den Satz gezeigt. O

Bemerkung 2.53. Der Beweis von Satz 2.52 zeigt stirker, dass fiir je zwei abzihlbare Mengen
X, Y auch ihr kartesisches Produkt X x Y wieder abzihlbar ist. Iterativ sehen wir, dass dann auch
beliebige (endliche) kartesische Produkte von abzihlbaren Mengen wieder abzihlbar sind. Das trifft
insbesondere auf die Potenzen IN", Z* oder Q" mit einem n € IN zu.

Mit dem Ersten Diagonalverfahren kann man zudem zeigen, dass abzihlbare Vereinigungen abzihl-
barer Mengen wieder abzihlbar sind, das also

Vn € N: X, abzihlbar — U X,, abzihlbar
n=1

gilt. Hierfiir schreibt man fiir jedes n € IN eine Abzihlung von X, in die n-te Zeile und durchliuft
die so notierten Elemente von | J;—, X, genauso in Diagonalen wie die positiven rationalen Zahlen
im Beweis von Satz 2.52.

Dass es tatsdchlich verschiedene unendliche Michtigkeiten gibt, zeigte Cantor mit seinem Zweiten
Diagonalverfahren, mit dem wir nun die Uberabzahlbarkeit der reellen Zahlen beweisen:

Satz 2.54 (Cantor (1877)). Die reellen Zahlen R sind iiberabzihlbar.
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Beweis. Wir nehmen an, dass R und damit nach dem Kriterium fiir Abzihlbarkeit 2.51 auch
das Intervall [0,1) C R abzdhlbar wire. Dann gébe es eine Abzihlung

[0,1) = (x(l), @, xB) . ). (2.6)
Wir kénnten nun eine reelle Zahl a € [0, 1) durch die Dezimaldarstellung

o0
a:=Y a,107" mit a,:=

n=1

1 falls die n-te Nachkommastelle von x ") ungleich 1 ist,
2 sonst

definieren.> Als Element von [0,1) stimmte a daher nach (2.6) mit einem x" fiireinn € N
iiberein. Das kann aber nicht sein, da sich die n-ten Nachkommastellen von a und x(™ nach
Konstruktion voneinander unterschieden,

denn: Ware die n-te Nachkommastelle von x (™) gleich 1, so wére a, gleich 2. Ware andererseits
die n-te Nachkommastelle von x("") ungleich 1, so wiére 4, gleich 1. #

Unsere Annahme, R wére abzahlbar, muss also falsch sein und wir haben den Satz gezeigt. [

Mitmachaufgabe 2.55. Wo war im Beweis von Satz 2.54 die Diagonale des Diagonalverfahrens?

Lisung.

O]

Die Dezimaldarstellung der reellen Zahlen werden wir formal erst in Abschnitt 3.7 einfithren. An dieser Stelle
benétigen wir die folgenden Informationen: Jede reelle Zahl in [0, 1) besitzt eine eindeutige Dezimaldarstellung der
Form Y5> ; a,107" mita, € {0,1,...,9} fur alle n € IN derart, dass es unendlich viele n mit a, # 9 gibt. Umgekehrt
stellt jede solche Dezimaldarstellung eine eindeutige reelle Zahlin [0,1) dar.
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Bemerkung 2.56. Der Beweis von Satz 2.54 zeigt stirker, dass fiir eine beliebige Menge X mit
mindestens zwei Elementen die Menge

Abb(N, X) := {f: N — X Abbildung}

und mithin die Menge der Folgen mit Werten in X iiberabzihlbar ist. Klar, dass andererseits fiir eine
einelementige Menge X die Menge Abb(IN, X) ebenfalls nur einelementig ist.

Beispiel 2.57. Wiihlen wir in Bemerkung 2.56 speziell X = {0, 1}, so erhalten wir die Uberabzihlbarkeit
von Abb(IN, {0,1}). Hieraus folgt die Uberabzihlbarkeit von P(IN),

denn: Offensichtlich folgt die Behauptung, wenn wir die Gleichmiichtigkeit |P(IN)| = |Abb(IN, {0,1})|
zeigen konnen. Diese verstehen wir so: Jede Abbildung f: N — {0,1} wihlt eindeutig die Elemente
einer Teilmenge von IN aus, indem sie diesen den Wert 1 und den iibrigen natiirlichen Zahlen den Wert
0 zuordnet, und wir erhalten eine Bijektion zwischen Abb(IN,{0,1}) und P(IN). #

Tatsichlich kann man zeigen, dass die Michtigkeit von P (IN) mit der der reellen Zahlen R iibereinstimmt.

A Im Jahr 1878 stellte Cantor die Kontinuumshypothese als Vermutung auf. Diese besagt, dass
die Méachtigkeit des Kontinuums R in gewisser Weise die kleinste tiberabzdhlbare Machtigkeit ist.
Godel zeigte 1938, dass sich die Kontinuumshypothese im iiblichen axiomatischen Rahmen der
Mengenlehre nicht widerlegen ldsst. Cohen zeigte 1963 mit seiner eigens hierfiir entwickelten
Forcing-Methode, dass sie sich jedoch auch nicht beweisen ldsst. Wir konnen uns also unabhén-
gig von den iiblichen Axiomen der Mengenlehre entscheiden, ob wir die Kontinuumshypothese
annehmen wollen oder nicht!

Kurt Friedrich Godel, geboren am 28. April
1906 in Briinn und gestorben am 14. Janu-
ar 1978 in Princeton, war ein Osterreichi-
scher und spater US-amerikanischer Ma-
thematiker, Philosoph und einer der be-
deutendsten Logiker des 20. Jahrhunderts.
Auch seine philosophischen Erdrterungen
zu den Grundlagen der Mathematik fan-
den weite Beachtung. Das Foto zur Rechten
zeigt ihn 1925 im Alter von 19 Jahren.
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Paul Cohen, geboren am 2. April 1934 in
Long Branch (New Jersey) und gestorben
am 23. Marz 2007 in Stanford, war ein
US-amerikanischer Logiker und Mathe-
matiker. Unter anderem fiir seinen Nach-
weis der Unentscheidbarkeit der Kontinu-
umshypothese erhielt er 1966 die Fields-

Medaille. Von Cohen habe ich kein gemeinfrei- ‘
es Foto gefunden.

Was wir fiir endliche Mengen in Beispiel 1.21 bereits eingesehen hatten, gilt nach Beispiel 2.57
also auch fiir die Menge der natiirlichen Zahlen: Die Potenzmenge P(IN) hat eine grofiere
Machtigkeit als die Menge IN. Allgemeiner haben wir:

Lemma 2.58. Fiir eine beliebige Menge X hat die Potenzmenge P(X) eine grofiere Miichtigkeit
als X selbst, es gibt also eine injektive Abbildung X — P(X), aber keine surjektive Abbildung
X — P(X).

Beweis. Einerseits ist offensichtlich durch x — {x} eine injektive Abbildung von X nach P(X)
gegeben. Nehmen wir andererseits an, er gibe eine surjektive Abbildung f: X — P(X). Fur
diese konnten wir die Menge

A={xeX:x¢ f(x)} € P(X)
definieren. Aufgrund der Surjektivitdt von f gidbe es dann eina € X mit f(a) = A und es gilte:

an€A=a¢ f(a)=A,
ag A= ac f(a) = A,
was in beiden Féllen zu einem Widerspruch fiihrt. Daher kann unsere Annahme der Existenz

einer surjektiven Abbildung X — P(X) nicht wahr sein und wir haben das Lemma bewiesen.
O

2.5 Die komplexen Zahlen

Wiewohl wir in dieser Vorlesung die Analysis der reellen Zahlen untersuchen, lassen sich
einige Uberlegungen auf dem Weg dorthin ohne grofen Mehraufwand auch in einem fiir
viele mathematische Teildisziplinen sehr wichtigen allgemeineren Setting, dem der komplexen
Zahlen, durchfithren. Diese fithren wir an dieser Stelle noch kurz ein:

Auf der Menge R? = R x R definieren wir die Verkniipfungen

(a,b) + (a',b') = (a+a, b+ 1) fiir alle (a,b), (a’,b') € R?,
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(a,b) - (a',b") == (aa’ — bb',ab’ + ba') fir alle (a,b), (a',b') € R
Etwas miihselig, aber ohne konzeptuelle Schwierigkeiten, rechnet man nach (Ubung):
Proposition 2.59. (]RZ, +, -) ist ein Korper, der Korper der komplexen Zahlen C.
Hierbei ist multiplikativ das neutrale Element durch (1,0) und die Inverse zu (a,b) durch
(ﬁ, ﬁ) gegeben.
Wie man leicht tiberpriift, ist die Abbildung

.- R —C,
" la o~ (a,0)

ein injektiver Kérperhomomorphismus, so dass sich C als Zahlbereichserweiterung von R
verstehen ldsst. Visualisieren wir uns also die komplexen Zahlen als die Koordinatenebene mit
den Koordinaten x und y, so konnen wir uns die reellen Zahlen als die x-Achse darin vorstellen.
Wir nutzen dies fiir eine vereinfachte Notation der komplexen Zahlen und schreiben kiinftig

e afiir (a,0) mita € R,
e ifiir (0,1).
Auf diese Weise hat jede komplexe Zahl offensichtlich eine eindeutige Darstellung
z=ua-+bi mita,beR.
Hierbei heifit a der Realteil und b der Imagindrteil von z. Wir schreiben
a=:Re(z) und b=:Im(z).

Wenn wir von nun an eine komplexe Zahl z € C in der Form z = a + bi schreiben, meinen wir
stets diese Darstellung von z {iber Real- und Imaginérteil.

A Aufgrund von
?=i-i=(0,1)-(0,1) = (—1,0) = —1

haben wir an dieser Stelle {ibrigens in C eine Quadratwurzel aus —1 gefunden, so dass der
Korper C nach Korollar 2.14 nicht angeordnet werden kann.

Definition 2.60. Sei z = a + bi in C. Dann heifst

Z:=ua—bi

die zu z komplex konjugierte Zahl.
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Im(z)

y4
a Re(z)

-b

\]

Abbildung 2.1: Die komplexe Konjugation ldsst sich geometrisch als Spiegelung an der x-Achse
veranschaulichen.

Man {iberpriift leicht (Ubung) die folgenden Rechenregeln fiir die komplexe Konjugation, die
fir alle beteiligten z, w € C gelten:

der Absolutbetrag von z.

Fiir den Absolutbetrag und alle beteiligten z, w € C gelten die folgenden Rechenregeln (Ubung),
die wir bereits aus Satz 2.19 und Korollar 2.20 fiir den Absolutbetrag der reellen Zahlen kennen:

|z| >0und |z| =0 < z=0, (positive Definitheit)
|zw| = |z| - |w], (Multiplikativitat)
|z +w| < |z +[w| und |z —w| > ||z| - |w|

, (Dreiecksungleichungen)

Durch direktes Nachrechnen anhand der Definitionen erhilt man zudem:

Z| =|z| und |z|>=z-Z.

Komplexe Zahlen lassen sich auch in Polarkoordinaten ausdriicken. Dafiir schreiben wir

z

z=lz|- B

furallez € C* = C~ {0},
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wobei é—| offensichtlich Absolutbetrag 1 hat und sich {iber die Identifikation von C mit R? als
Punkt des Einheitskreises in der Ebene vorstellen ldsst:

1 Z

—

N[\

Der Absolutbetrag r := |z| und der Winkel ¢ € [0,277) liefern uns die Polarkoordinatenschreib-
weise

z=(r,9)

Mit etwas Trigonometrie kann man zeigen, dass sich bei der Multiplikation zweier komplexer
Zahlen (r, ¢) und (s, 1) die Betrdge multiplizieren und die Winkel addieren; es gilt also

(r, @) - (s,9) = (r5, (¢ +)an),

wobei (¢ + )2, die eindeutige reelle Zahl in [0,27) bezeichne, die sich von ¢ — ¢ um ein
ganzzahliges Vielfaches von 27t unterscheidet.

2.6 Ubungsaufgaben



KAPITEL 3

Folgen und Reihen

Der Kern der Analysis liegt in der Beherrschung des Unendlichen durch prézise Grenziibergan-
ge. Viele mathematische Objekte und Naturphdnomene lassen sich nicht mit einer endlichen
Anzahl von Rechenschritten exakt beschreiben. Hier liefern die in diesem Kapitel studierten
Folgen und Reihen die entscheidenden Werkzeuge. Ein schones Beispiel hierfiir ist die in der
Schule nur naiv eingefiihrte Dezimaldarstellung der reellen Zahlen. Was bedeutet es eigentlich,
wenn wir schreiben, dass die Kreiszahl 7w den Wert 3,14159. .. hat? Hinter dieser vertrauten
Schreibweise verbirgt sich eine Reihe, die unendliche Summe

1 4 1 5 9
3’14159”'_3+E+ﬁ+1000+10000+100000+”‘

Nattirlich kann niemand tatsdchlich unendlich viele Zahlen addieren. Wir umgehen dieses
Problem, indem wir stattdessen endliche Teilsummen betrachten:

1. Teilsumme: 3
2. Teilsumme: 3,1
3. Teilsumme: 3,14

Diese Teilsummen bilden eine geordnete Liste — eine Folge. Je weiter wir in dieser Folge voran-
schreiten, desto ndher kommen die Werte einem ganz bestimmten Ziel: dem exakten Wert von
7t. Folgen und Reihen erlauben es uns also, eine beliebige reelle Zahl beliebig genau zu appro-
ximieren, was wir in Abschnitt 3.7 kennenlernen werden. Die hiermit entwickelte Methode des
Grenziibergangs ist tiberaus méchtig und wird in den folgenden Kapiteln auf vielfiltige Weise
eingesetzt werden.

79
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3.1 Grenzwerte von Folgen

Definition 3.1. Sei (a,)new eine Folge von Elementen a, € C. Dann sagen wir:

(a) Die Folge (an)new heifit konvergent (in C), falls es ein a € C mit der folgenden Eigenschaft
gibt:
Ve > 0,3ng € N,Vn > ng: |a, —a| < e.
Ein solches a heifSt Grenzwert bzw. Limes von (a,),cn und wir schreiben a, "% 4 oder
im0 2, = a.
(b) Die Folge (a,)new heifst divergent, falls sie nicht konvergent ist.
() Giltlim,_ a, = 0, so nennen wir (a,)nen eine Nullfolge.

Beispiel 3.2. (a) (1),cn ist ein Nullfolge,

denn: Sei ein € > 0 gegeben. Nach Korollar 2.45 (b) gibt es ein ngp € IN mit 0 < an) < ¢. Fiir alle
n > ny gilt dann

Lo|- 1
n n

r
o

< &

#

A Wie dieses Beispiel zeigt, ist das Element ng € N erst nach Wahl von ¢ bestimmt. Manchmal
schreibt man daher auch ng = no(e).

(b) (n)new ist divergent,

denn: Wir erhalten eine aussagenlogische Beschreibung der Divergenz, indem wir die Definition
von Konvergenz gemdf den Regeln aus Bemerkung 1.11 negieren:

Va e C,3e>0,Vng € N,In > ny: |a, —a| > e

Sei nun ein a € C gegeben. Dann wihlen wir € := 1. Sei weiter ein ny € IN gegeben. Dann wihlen
wir

n == max{no, ||a|] +2}
und es gilt

n>mng sowie ‘an—a‘:]n—a‘zn—]ﬂZl:&

Bemerkung 3.3. (a) In Definition 3.1 kénnen wir bei Folgen (ay,)nc mit a, € R fiirallen € IN
die Bedingung ,a € C” durch ,a € R"” ersetzen. Dass dies nichts idndert, kann man leicht
sehen: Eine Folge reeller Zahlen konvergiert also genau dann in R, wenn sie in C konvergiert.
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(b) Betrachten wir in der Situation von Definition 3.1 die (komplexe) e-Umgebung
Ue(a) ={z€C:|z—a| <e},

so sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:
(i)  Die Folge (a,)nen ist konvergent mit Grenzwert a € C.
(i) Ve>0,dnge€ N,Vn >np: a, € Ug(a).

Sprachlich formuliert bedeutet (ii), dass fiir jedes € > 0 fast alle, das heifSt: alle bis auf endlich
viele, Folgenglieder in der Umgebung U, (a) liegen.

A Letzteres ist nicht dquivalent dazu, dass fiir alle ¢ > 0 unendlich viele Folgenglieder in
Ue(a) liegen, sondern dazu, dass es fiir jeden konzentrischen Kreis um a nur endlich viele
Folgenglieder gibt, die nicht in diesem Kreis liegen.

Lemma 3.4. Der Grenzwert einer jeden konvergenten Folge komplexer Zahlen ist eindeutig be-
stimmt.

Beweis. Seiena,a’ € C Grenzwerte der Folge (a,,),en. Wir nehmen an, diese wiren verschieden.
Dann gélte auch

1 ,
= —-la— 0
e 3 \a a]>

und es gibe 1y, n; € IN mit

Vn > ng: la, —al <e,
Vn > ny:la, —d| <e

Fiir alle n > n, mit np := max{ng, n; } gilten dann beide Ungleichungen und wir hitten
3re=la—d|=|a—ay+a,—d|<|a—ay|+|a,—a| <2-¢

was wegen ¢ > 0 nicht sein kann. O

A Die hier verwendete Beweisidee ist ein Standardtrick der Analysis: Um den Betrag eines
Rechenausdrucks nach oben abzuschitzen, ergidnze diesen um eine komplizierte Null und
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ziehe den Betrag mit der Dreiecksungleichung auseinander. Das ergibt immer dann Sinn, wenn
wir — wie hier — die so entstehenden Betrdge bekanntermafien abschdtzen konnen. Auch im
kommenden Beweis setzen wir diesen Trick ein:

Lemma 3.5. Jede konvergente Folge komplexer Zahlen ist beschriinkt.

Beweis. Sei (a,)ne eine Folge komplexer Zahlen mit Grenzwert a € C. Zu € = 1 gibt es dann
ein ny = np(e) mit

Vn > ng: |a, —a| < 1.
Hieraus folgt

Vn > no: lay| = |an —a+a| < |ay—al + |a] <1+ al.
Die Beschrianktheit ergibt sich nun mit

Vn € N: |a,| < max{|a1|, |az], ..., |an-1],1+ |a|}.

In den folgenden Sétzen studieren wir interessante Beispiele von Folgengrenzwerten:

Satz 3.6. Fiiralle g € C mit |q| < 1 gilt limy,_,0 q" = 0.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung zunéchst im Spezialfall ¢ € (0,1) C R. Sei dafiir ¢ > 0.
Dann miissen wir ein 19 € IN finden, so dass fiir alle n > n( die Abschédtzung g" < ¢ gilt. Dabei

gilt
= (1)
" <e = (=) >-.
q €

Aufgrund von g € (0,1) gilt % > 1 und somit x := % —1 > 0. Nach der Bernoulli’schen

Ungleichung 2.13 gilt dann

<j]> =1+x)">14+n-x.

Zum Beweis der Behauptung in diesem Fall reicht es also aus, ein 7y € IN zu finden, so dass fiir

alle n > ng die Abschdtzung 1 +n-x > % gilt. Dies gilt aber nach dem Archimedischen Prinzip
2.43.

Trivialerweise ist die Behauptung auch fiir 4 = 0 korrekt. Gehen wir nun von einem beliebigen
g € C mit |q| < 1 aus, so gilt nach Definition lim,_, q" = 0 genau dann, wenn lim,,_,|g|" = 0
gilt. Die allgemeine Behauptung folgt so unmittelbar aus dem bereits Bewiesenen. O
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Satz 3.7. Es gilt limy,_,eo ¢/n = 1.

Beweis. Fiirn >2und a, := /n—1> 0gilt

n

. n _ n=2 (n n-(n—1
n:(1+an)”2:92<k>1” Kok > <2>-ai:(2 )-a%
k=0

/[ 2
O<a, <y/——.
n—1

Ahnlich wie in Beispiel 3.2 (a) kénnen wir zeigen, dass (/27 ) e €ine Nullfolge ist,

und also

denn: Sei ein ¢ > 0 gegeben. Nach Korollar 2.45 (b) gibt es ein ngp € IN mit 0 < an) < ¢ ohne
Einschrankung konnen wir dabei 1y > 2 annehmen. Fiir alle

n>m ::Z-n%—l

2 2 2 2 1
‘\/n—l ' \/n—l_\/nl—l \/211% n0<€

gilt dann

#
Zusammen mit der obigen Abschédtzung erhalten wir hieraus
2
V£>O,E!n0€]N,Vn2n0:\\”/ﬁ—1|:|an—0|§’ n+1'<8 (3.1)
und wir haben den Satz bewiesen. O

Korollar 3.8. Fiir alle reellen a > 0 gilt limy,_,o v/a = 1.

Beweis. Wir betrachten zundchst den Fall 2 > 1. Dann gilt b, := {/a — 1 > 0 fiir alle n € IN und
mit a, wie im Beweis von Satz 3.7 gilt offensichtlich die Abschidtzung

Vn >a: |b, — 0| < |a, — 0.
Zusammen mit (3.1) folgt hieraus
Ve > 0,3n9 € N,Vn > ng: [/a—1| = |b, — 0] < |a, — 0] < ¢

und wir haben die Behauptung fiir 2 > 1 bewiesen. Im Fall 0 < a < 1 betrachten wir

n—oo n—oo

Wenn wir nun den Grenziibergang in den Bruch hineinziehen diirften, wire wegena~! > 1 die
Behauptung auch in diesem Fall bewiesen. Tatsdchlich ist dies erlaubt, und zwar nach Teil (d)
des folgenden Lemmas 3.9. O
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Wir wollen solche niitzlichen Zusammenhénge systematisieren und beschéftigen uns daher
nun mit Rechenregeln fiir Grenzwerte:

Lemma 3.9. Seien (a,)nen und (by)nen konvergente Folgen komplexer Zahlen mit

lima,=a wund limb, =0>.
n—oo n—oo

Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Fiir A € C beliebig ist (A - ap)nen konvergent mit lim,_,co Aay, = A - 4.

(b) (an £ by)new ist konvergent mit limy,_,0o(a, £ b,) = a £ b.

(©) (an - bp)nen ist konvergent mit limy, 0o (ay - by) = a - b.

(d) Istb # 0, so gibt es ein ng € N mit b, # 0 fiir alle n > ng. Dann ist (%)"2"0 konvergent mit

lim Iy — &
n—o0 p, b

A Diese Rechenregeln lassen sich nur auf konvergente Folgen anwenden!

Mitmachaufgabe 3.10. Was kann passieren, wenn wir die Rechenregeln aus Lemma 3.9 auf
nichtkonvergente Folgen anwenden? Etwa so etwas:

. .. n . .1
l1=lml=Ilm—-=Ilim#n-lim — =oc0-0.
n—oo n—o 1 n—oo n—oo 1

Was genau wurde hier falsch gemacht?
Losung.
O

Beweis von Lemma 3.9. Beim Beweis von Behauptung (a) konnen wir ohne Einschrankung von
A # 0 ausgehen. Sei also ein ¢ > 0 gegeben. Aufgrund der Konvergenz von (a,),cn gegen a
gibt es dann ein g € IN mit
p €
Vn>mng:la, —al <é =

Al
Hieraus folgt

€

|Aay — Aa| = |A| - |ay —a| < |A]- = =¢

=

und wir haben Behauptung (a) bewiesen.

Wir zeigen nun Behauptung (b). Sei dafiir ein ¢ > 0 gegeben. Da wir (a,),en und (by)nen als
konvergent vorausgesetzt haben, gibt es dann — nach Nehmen des Maximums — passend zu
¢ = 5 einng € IN mit

lay —al <& und |b,—b| <€
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Hieraus folgt
|(an £ by) — (a£b)| = |(an —a) £ (by — )| < |ay —a| + by —b| <&+ =¢
und wir haben Behauptung (b) bewiesen.

Zum Beweis von Behauptung (c) iiberlegen wir uns zunédchst
|anby — ab| = |an(by — b) + (ay — a)b| < |an| - |by — b| + |a, —al - |b].

Wir wollen die rechte Seite weiter abschédtzen. Einerseits gibt es nach Lemma 3.5 ein s > 0
mit |a,| < s fur alle n € IN, wobei wir ohne Einschriankung annehmen kénnen, dass auch
|b| < s gilt. Andererseits gibt es aufgrund der Konvergenz der Folgen (a,),en und (by)nen
fiir jedes € > 0 ein np € IN mit der Eigenschaft, dass fiir alle n > ng die Abschdtzungen
lay —al,|by — b| < € := 5 gelten. Insgesamt erhalten wir so

+

Vn > ng: |apby —ab] <s-€¢ +¢ s = =¢

N ™

und wir haben Behauptung (c) bewiesen.
Schliefslich beweisen wir Behauptung (d). Nach Aussage (c) reicht es dabei aus

lim r_1
n—o by, b
zu zeigen, wobei wir zuerst kldren miissen, wann b, ungleich Null ist und somit invertiert

werden kann. Wegen b # 0 und der Konvergenz von (b,),en gibt es zu € := ‘zﬂ >0einng € N
mit

Vn2n0:|bn—b|<|2b|
und es folgt
Vn > ng: |by| = by — — bl — bl _
> 1o bu| = by — b+ b| > |[by —b| = [b[| > [b] = 5 = > 0.

Wir untersuchen nun die Konvergenz der Inversenfolge. Fiir ein beliebiges ¢ > 0 gibt es auf-
grund der Konvergenz von (b, )en ein n; € IN mit

1B|2
Vn > mny: by, — bl <€ = 8|2’,

wobei wir ohne Einschrankung n; > np annehmen diirfen. Wir erhalten nun

Vn>ny:

11
by b

und insgesamt somit Behauptung (d). O
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Korollar 3.11. Fiir eine beliebige Folge (a,) e komplexer Zahlen gilt:

lima, =a <= lim Re(a,) = Re(a) und lim Im(a,) = Im(a).
n—oo n—oo n—oo

Beweis. Aufgrund von a, = Re(a,) +i-Im(a,) folgt die linke Seite mit Lemma 3.9 (a) und (b)
unmittelbar aus der rechten Seite.

Gelte nun umgekehrt die linke Seite. Nach Definition 3.1 gilt dann
Ve > 0,3nyg € N,Vn > ng: € > |a, — a
= |(Re(an) —Re(a)) +i- (Im(a,) — Im(a))|

= \/(Re(an) - Re(ﬂ))2 + (Im(an) — Im(”))z'

Hieraus folgt sofort

Ve > 0,3ng € N,Vn > ng: € > |Re(a,) — Re(a)

Im(ay,) — Im(a)

4 4

anschaulich ist das gerade die Aussage, dass in einem rechtwinkligen Dreieck die Hypotenuse
die langste Seite ist. Mit Definition 3.1 erhalten wir so die rechte Seite. O

In Abwandlung unserer in Bemerkung 3.3 (b) gewonnenen Anschauung im Komplexen beob-
achten wir im Reellen

x—a|<e <<= a—e<x<a+te (3.2)
Die Menge dieser Punkte ist das offene Intervall

Ug(a) ={xeR:|x—a|<e}=(a—¢a+e),

ist also der Durchschnitt der komplexen e-Umgebung von a mit der reellen Achse und wird als
die (reelle) e-Umgebung von a bezeichnet. Bildhaft haben wir:

i .
a-&\ a ja+e

Lemma 3.12. Seien (a,)nenw und (by)nen konvergente Folgen reeller Zahlen. Gilt dann a,, < b,
fiir unendlich viele n € N, so folgt

a:= lima, < lim b, = b.

n—oo n—oo

Insbesondere bleibt die Totalordnung < auf den reellen Zahlen R unter Grenziibergingen erhalten.

A Die Aussage von Lemma 3.12 wird offensichtlich falsch, wenn wir < durch < ersetzen, da
beispielsweise die Folgen (0),cw und (1), fiir alle n € IN die Bedingung 0 < 2 erfiillen, im
Grenziibergang jedoch

lim 0= 02 Jim

n—»00 n—oo 1

gilt.
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Beweis von Lemma 3.12. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis und nehmen dafiir an, es gilte

a > b. Aufgrund der Konvergenz von (a,),en und (by,)n,en existierte dann zu ¢ := ”Eb > 0 ein

ng € IN mit

Vn > ng: |a, —al, |by — b| < e.

Mit unseren Voriiberlegungen folgte hieraus im Widerspruch zu unseren Voraussetzungen

(32) b (3.2)
VnZnO:bn<b+£:a—; =a—¢& < ay.
Es kann somit nicht b > a gelten und wir haben das Lemma gezeigt. O

Korollar 3.13 (Sandwich-Lemma). Seien (a,)nen, (bn)nen, (¢n)new Folgen reeller Zahlen mit

(i) (an)new und (cp)new konvergieren mit limy, 0o @, = limy,_ye0 ¢y =: £.
(if)  Fiir fast allen € IN gilt a, < b, < cy.
Dann ist auch die Folge (by)ne konvergent mit limy,_, by, = /.

Beweis. Nach Voraussetzung (i) gibt es fiir jedes € > 0 ein 9 € IN mit

Vn > mng: |ag — L), |cn — 4| <.
Nach Voraussetzung (ii) gibt es zudem ein r; € IN mit

Vn>ni:a, < b, <cy.
Zusammengenommen ergibt sich

Vn > max{ng,n}: —e<a,—€<b,—0<c,—l<ce¢
und also

Vn > max{ng,n1}: |by — ¢] < e.

O

Wir koénnen uns die Situation so vorstellen, dass eine Folge, die — egal wie wild — zwischen

zwei gegen denselben Wert konvergierenden Folgen verlduft, stets selbst gegen diesen Wert
konvergiert:

Yy ¢,

I BEEY
] ] .0': ° J R
o’ X
e
.... ()
.o
. X
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In Ubungsaufgabe 3.1 nutzen wir das Sandwich-Lemma 3.13, um ausgehend von Schulvorwis-
sen eine weitere Anschauung fiir die Konvergenz von Folgen zu gewinnen. An dieser Stelle
tiberzeugen wir uns jedoch mit einem Beispiel von seiner unmittelbaren Niitzlichkeit:

Beispiel 3.14. Fiir reelle Zahlen a,b > 0 gilt

lim V/a" 4+ b" = max{a, b},

n—oo

denn: Ohne Einschrinkung kénnen wir a < b annehmen. Dann gilt auch a < b" fiir alle n € IN und
wir kénnen wie folgt abschitzen:

0<a" n<pn
VnelN:b= V" < Yanxbn < V2pi=/2-b.

Trivialerweise ist lim,_,o. b = b und nach Korollar 3.8 sowie Lemma 3.9 (c) gilt auch lim;, V2b =b.
Mit dem Sandwich-Lemma 3.13 folgt nun
lim Va" + b" = b = max{a,b}

n—o00

und somit die Behauptung. #

Definition 3.15. Eine Folge (a,)new teeller Zahlen heifit monoton wachsend bzw. monoton
fallend, falls gilt:
VneN:ay 1 >a, bzw. Vn e N:a,q <ay,.

Beispiel 3.16. (a) Die Folge (X

i) wen ist monoton fallend.

(b) Die Folge ((_n1 ks ), c ist nicht monoton, weder wachsend noch fallend.

Satz 3.17. Jede beschrinkte monotone Folge (a,)nc teeller Zahlen ist konvergent und es gilt

I SUp, e @n  filr (an)new monoton wachsend,
ima, = < -
n—00 inf,eya,  fiir (an)new monoton fallend.

Beweis. Ohne Einschrankung kénnen wir annehmen, (a,),en sei monoton wachsend, und an-
sonsten die gesamte Folge mit —1 multiplizieren. Dann besitzt (a,),en eine obere Schranke
b € R und aufgrund der Vollstandigkeit der reellen Zahlen existiert das Supremum

a = sup ay.
nelN

Dann gilt

Ve>0,dng e N,Vn >ng:a>a, >a—z¢,
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denn: Fiir ein beliebiges ¢ > 0 gibt es nach Lemma 2.31 ein np € IN mit a,, > a — e. Mit der
Monotonie von (a, ), folgt dann fiir alle n > ny

a>ay, > apy > a—¢
und also die Behauptung. #
Hieraus folgt
Ve > 0,3ng € N,Vn > ng: a, —a| <e

und somit die Behauptung lim,, . a, = a. O

Beispiel 3.18. Die Folge (a,)nen mit a, = (1 + %)n ist beschrinkt und monoton wachsend,

denn: Fiir alle n € IN gilt zundchst

1 n2_ n —k
(1+0) _I(;)(k)n
B 1 n-(n—l)-...-(n—k+1))
_k;)(kl nk
n 1 k—1
:Z<k.‘ (1—])>
k=0 ©j=0
Hieraus folgt zum einen die Beschrinktheit
T &1 & 1T &1 B lkae2 (1= (3
(1+E) ggﬁggﬁ_z.gﬁ_z.g(i) = = <4

k=0
n+1 1 —

J
<L(w o3ty
k=0 \'¢ =0
o 1 n+1
_(1+n+l)

#

Nach Satz 3.17 konvergiert die Folge gegen eine reelle Zahl e, die auch die Euler’sche Zahl genannt wird
und die in der Analysis eine zentrale Rolle spielt. Berechnen wir konkrete Werte fiir a,, so erhalten wir
Abschitzungen von unten fiir e. Fiir n = 10 finden wir so etwa 2,59 < e.

Man kann diese Uberlegungen noch ein wenig weiter spinnen: Die Folge (1 + %)HE]N konvergiert

offensichtlich gegen 1, so dass nach Lemma 3.9 (c) auch die Folge (by,) e der Produkte

n+1 n
by= (1+ 1" = (1+H"- 1+
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gegen e konvergiert. Analog zum Obigen kann man zudem zeigen, dass (by, ) ne fillt und die Abschitzung
1 n+1 L 1
- > _
(1+ n ) - k;;) k!

gilt. Mit dem Sandwich-Lemma 3.13 folgt so die Darstellung

der Euler’schen Zahl, mit der wir spiter weiterarbeiten werden. Berechnen wir konkrete Werte fiir by, so
erhalten wir Abschitzungen von oben fiir e. Fiir n = 10 finden wir so etwa e < 2,86. Tatsdchlich gilt

e=2,71828...

Leonhard Euler, geboren am 15. April 1707
in Basel und gestorben am 18. Septem-
ber 1783 in Sankt Petersburg, war ein
Schweizer Mathematiker, Physiker, Astro-
nom, Geograph, Logiker und Ingenieur. Er
machte wichtige und weitreichende Ent-
deckungen in vielen Bereichen der Ma-
thematik, beispielsweise der Infinitesimal-
rechnung und der Graphentheorie. Gleich-
zeitig leistete Euler fundamentale Beitra-
ge auf anderen Gebieten wie der Topolo-
gie und der analytischen Zahlentheorie. Er
pragte grofle Teile der bis heute weltweit
gebrauchlichen mathematischen Termino-
logie und Notation, beispielsweise fiihrte
er den Begriff der mathematischen Funk-
tion in die Analysis ein. Das Gemalde zur
Rechten zeigt ihn 1752 im Alter von 45 Jah-
ren.

Definition 3.19. Eine Intervallschachtelung in den reellen Zahlen ist eine Folge (I,,),en abge-
schlossener Intervalle I,, := [a,, b,| C R mit den Eigenschaften

(I1S1) Fiirallen € IN gilt 1,41 C I,

(ISy) Fiiralle ¢ > 0 gibt es ein n € N mit |I,| == |b, — a,| < &.

Satz 3.20 (Prinzip der Intervallschachtelung). Sei (I,)new mit I, = [an, by] C R eine Inter-
vallschachtelung. Dann gibt es genau ein x € R mit x € I, fiir alle n € IN. Fiir diese gilt

lim a, = lim b,, = x.
n—oo n—oo
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Beweis. Nach Konstruktion sind die Folgen (4, ) sew und (by, ) new beschrankt und monoton. Nach
Satz 3.17 konvergieren sie also und es existieren Grenzwerte a := lim, ;0 4, und b := lim,,_,c0 by.
Die Folge (b, — a,)n— strebt nun nach Konstruktion einer Intervallschachtelung gegen Null,
nach Lemma 3.9 (b) jedoch gegen b — a. Nach Lemma 3.4 gilt somit b —a = 0, also a = b.
Aufgrund von

3.17 3.17
a, <supa, = a=>b'=

inf b, < b,
nelN nelN

liegt dann x := a in jedem Intervall I, der Intervallschachtelung. Gélte dies genauso fiir ein
weiteres ¥ € R, so wire a, < & < b, fur alle n und nach Lemma 3.12 gdltea < ¥ < b = a und
also ¥ = a. O

3.2 Haufungspunkte

Definition 3.21. Sei (a,)ncn eine Folge komplexer Zahlen. Dann heifdt ein Punkt a € C ein
Hiufungspunkt von (a,)new, falls fiir alle e > 0 jeweils fiir unendlich vielen € N die Ungleichung
la, —a| < e gilt.

Beispiel 3.22. Die (divergente) Folge ((—1)”)HG]N besitzt die zwei Hiufungspunkte £1,

denn: Fiir ein beliebiges ¢ > 0 gilt

la, —1| =0<e fiir alle geraden n € N,
la, — (1) =0<e¢ fiir alle ungeraden n € IN.

Bemerkung 3.23. Konvergente Folgen haben genau einen Hiufungspunkt, ndmlich lim, e ay.

denn: Fiir ein beliebiges b # a liegen mit € := @ fast alle Folgenglieder in U, (a) und folglich nur
endlich viele in U.(b) C U.(a)C. #

A Diese Eigenschaft ist nicht charakteristisch; es gibt also auch divergente Folgen mit genau einem
Hiufungspunkt. Ein mégliches Beispiel hierfiir ist die Folge (an)nen fiir

mit 0 als einzigem Hiufungspunkt.

Mitmachaufgabe 3.24. Gibt es Folgen mit (abzihlbar bzw. iiberabzihlbar) unendlich vielen Hiiu-
fungspunkten?

Lisung.
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O

Definition 3.25. Sei (a,,)ncv eine Folge mit Werten in einer beliebigen Menge und (ny)xen eine
streng monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen, gelte also ny,, > ny fiir alle k € IN. Dann
heifit die Folge (an, )ren eine Teilfolge von (a,)uen.

Bemerkung 3.26. Man kann nun leicht zeigen (Ubung!):

(a) Teilfolgen von Teilfolgen sind auch Teilfolgen der urspriinglichen Folge.
(b) Teilfolgen konvergenter Folgen sind konvergent.

Lemma 3.27. Ein a € C ist genau dann ein Hiufungspunkt einer Folge (a,)ncw von komplexen
Zahlen, wenn es eine konvergente Teilfolge (ay, )k mit limy_, a,, = a gibt.

Beweis. Seizunichsta € Cein Hiufungspunkt der Folge (a,),cn. Dann definieren wir rekursiv
eine Teilfolge (4, )kew mit limy_,« a,, = 4, wobei wir ausnutzen, dass nach Definition in jeder
noch so kleinen e-Umgebung U, (a) von a unendlich viele Folgenglieder liegen miissen.

* Zuerst wihlen wir ein n; € N mit a,, € Uj(a).

* Fiir jedes k € IN wahlen wir des weiteren unter der Voraussetzung, dass die Zahlen
1 < ny < ... < ng_q bereits gewahlt sind, ein 1y mit ny > n,_, und a,, € U%(a).

Nach Konstruktion gilt dann

1
‘a”k - a’ < %
und also
lim a,, =a,
k—o0
so dass wir eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert a gefunden haben.
Sei nun umgekehrt a € C Grenzwert einer konvergenten Teilfolge (a,, )xen. Dann gilt
Ve > 0,3ko € IN,Vk > ko: |an, —a| <e.

Da (1y)ken streng monoton wiéchst, gibt es somit unendlich viele n € IN mit |a, — a| < ¢, so
dass a ein Haufungspunkt von (a,),cn ist. O
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Lemma 3.28. Jede Folge reeller Zahlen besitzt eine monotone Teilfolge.

Beweis. Ein Index ng heifst Gipfelpunkt einer gegebenen reellen Folge (a,),cn, wenn jedes
nachfolgende Glied kleiner oder gleich diesem Glied ist, wenn also a,, > a, fiir alle n > ng
gilt. Bei jeder beliebigen Folge gibt es nun genau zwei Moglichkeiten fiir die Anzahl dieser
Gipfelpunkte:

Fall 1: Die Folge hat unendlich viele Gipfelpunkte. Dann kénnen wir die Gipfelpunkte der
Reihenach auflisten: n; < ny < n3 < ....Dan; ein Gipfelpunkt ist, gilt fiir den Nachfolger n, die
Abschitzung a,, > a,,. Da n; ein Gipfelpunkt ist, gilt fiir den Nachfolger n3 die Abschitzung
Ap, > ay,. Iterativ entsteht eine monoton fallende Teilfolge (a4, )ken-

Fall 2: Die Folge hat nur endlich viele Gipfelpunkte. Gibt es keinen Gipfelpunkt, so wéahlen
wir n1 := 1. Ansonsten gibt es einen letzten Gipfelpunkt und wir wéhlen einen Index n1, der
hinter diesem letzten Gipfelpunkt liegt. Da n; kein Gipfelpunkt ist, muss es weiter hinten ein
grofleres Glied geben. Es existiert also ein np > n; mit a,, > a,,. Da auch n; kein Gipfelpunkt
ist, gibt es ein n3 > ny mit a,, > a,,. Iterativ erhalten wir so eine streng monoton wachsende
Teilfolge (an, )ken-

In beiden Fillen haben wir eine monotone Teilfolge gefunden und insgesamt so das Lemma
gezeigt. O

Satz 3.29 (Satz von Bolzano-Weierstraf). Jede beschrinkte Folge reeller bzw. komplexer Zahlen
besitzt eine in R bzw. C konvergente Teilfolge (und mithin einen Hiufungspunkt).

Beweis. Sei (a,)nen zundchst eine beschriankte Folge reeller Zahlen. Diese besitzt nach Lemma
3.28 eine monotone Teilfolge (a,, )ken, die nach Konstruktion wieder beschréankt ist. Der Satz in
diesem Fall folgt nun mit Satz 3.17.

Sei nun (a,),ecn eine beschrankte Folge komplexer Zahlen. Dann sind auch die Folgen

(Re(an)),cpy und  (Im(an)),

reeller Zahlen beschrankt und nach dem bereits Gezeigten existiert eine

konvergente Teilfolge (Re(ay,)), , in (Re(ay))

keN nelN’

Wieder nach dem bereits Gezeigten gibt es in der offensichtlich ebenfalls beschrankten zuge-
horigen (reelle) Teilfolge

(Im(gﬂk ) ) keIN
eine

konvergente Teilfolge (Im(ay, ), -
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Nach Bemerkung 3.26 (b) ist die zugehorige Teilfolge

(Re(a”k[ ))Ee]N

als Teilfolge einer konvergenten Folge wieder konvergent und beide sind nach Bemerkung 3.26

(a) (konvergente) Teilfolgen der urspriinglichen Folgen

(Re(an)),cpy und  (Im(an)), -

Zusammen mit Korollar 3.11 zeigt das den Satz in voller Allgemeinheit.

Bernardus Placidus Johann Nepomuk Bol-
zano, geboren am 5. Oktober 1781 in Prag
und gestorben am 18. Dezember 1848 eben-
da, war ein romisch-katholischer Priester,
Philosoph und Mathematiker. Als Mathe-
matiker betrieb er Grundlagenforschung in
der Analysis. Er konstruierte vermutlich
als erster eine Funktion, die {iberall stetig,
aber nirgends differenzierbar ist. Sein 1851
posthum erschienenen Hauptwerk Parado-
xien des Unendlichen sammelt eine Vielzahl
von Erkenntnissen tiber endliche und un-
endliche Mengen und fiihrte den Begriff
der Menge als Fachwort in die Mathema-
tik ein. Die Lithographie zur Rechten wur-
de 1849 posthum angefertigt.

Karl Theodor Wilhelm Weierstrafs, gebo-
ren am 31. Oktober 1815 in Ostenfelde im
Miinsterland und gestorben am 19. Febru-
ar 1897 in Berlin, war ein deutscher Ma-
thematiker, der sich um die logisch fun-
dierte Aufarbeitung der Analysis verdient
gemacht hat. Daneben leistete er bahnbre-
chende Beitrdge in verschiedenen Gebieten
der Mathematik, wie der Funktionentheo-
rie, der Variationsrechnung, der Differen-
tialgeometrie und der Theorie der ellipti-
schen Funktionen. Das Foto zur Rechten
zeigt ihn an seinem 70. Geburtstag.
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3.3 Limes inferior und Limes superior

Satz 3.30. Sei (a,)ne eine beschrinkte Folge reeller Zahlen. Dann ist die Menge der Hiufungs-
punkte von (a,)uew beschrinkt und hat ein Minimum und ein Maximum. Das Minimum heif$t
der Limes inferior von (a,)nen und wird iminf, . a, geschrieben, das Maximum der Limes
superior von (a,)new und wird limsup, . a, geschrieben.

Beweis. Sei R € R mit |a,| < R fiir alle n € IN. Dann ist die nach dem Satz von Bolzano-
Weierstrafl 3.29 nichtleere Menge der Haufungspunkte von (a,),en durch R beschrankt,

denn: Fiir einen beliebigen Haufungspunkt 2 € R von (a,)sen gibt es nach Lemma 3.27 eine
Teilfolge (ay,, )kew mit limy_, a,, = a. Aus |a,,| < R und Lemma 3.12 folgt dann |a| < R, was
die Behauptung zeigt. #

Aufgrund der Vollstandigkeit der reellen Zahlen besitzt die Menge der Haufungspunkte von
(ay)nen ein Supremum b in den reellen Zahlen. Tatsdchlich ist das Supremum b selbst ein
Héaufungspunkt und damit das Maximum der Menge der Haufungspunkte von (a,)ncn,

denn: Sei ¢ > 0. Nach Lemma 2.31 ist dann b — 5 keine obere Schranke fiir die Menge der
Héaufungspunkte und es muss also einen Haufungspunkt 2 mit b — § < a < b geben. Damit
liegen unendlich viele Folgenglieder von (a,),cn im Intervall

3 3 3 3 €
_ = “)c R R “lcw- .
<a 2,a+2> C <(b 5) 2,b+2> C(b—¢b+e)
Da ¢ > 0 beliebig gewihlt war, folgt, dass auch b ein Hiufungspunkt von (a,),cn ist. #

Die Existenz des Minimums zeigt man genauso. O

Beispiel 3.31. Fiir die Folge ((—1)"), _ &ilt
liminf(—1)" = -1 wund limsup(—1)" =1.

=00 n—oo

Wie fiir den Grenzwert von konvergenten Folgen gibt es auch fiir den Limes inferior und den
Limes superior von beschriankten Folgen Rechenregeln. Zum Beispiel gelten fiir beschrankte
Folgen (a,)nen und (by)nen die Regeln (Ubung!)

liminf(a, + b,) > liminfa, + liminfb,,
n—o00 n—oo n—oo

limsup(a, + b,) < limsupa, + limsup b,

n—o00 n—oo n—oo
und
limsup(r - a,) = r-limsup a, firaller > 0,
n—o0 n—oo
limsup(r - a,) = r-liminfa, fiir alle r < 0.

n—o0 n—00
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Proposition 3.32. Sei (a,)qcw eine beschrinkte Folge reeller Zahlen. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(i)  Die Folge (an)new ist konvergent.
(il) Die Folge (an)new hat genau einen Hiufungspunkt.
(iii) Esgilt liminf, ;0 a, = limsup,,_, a,.

Beweis. Dass Aussage (i) Aussage (ii) impliziert, hatten wir schon in Bemerkung 3.23 eingesehen.

Dass aus Aussage (ii) Aussage (iii) folgt, ergibt sich unmittelbar aus der Definition des Limes
inferior und des Limes superior.

Es verbleibt zu zeigen, dass Aussage (iii) auch Aussage (i) impliziert. Gelte also

a :=liminfa, = limsupa,.
n—o0 n—oco

Dann gilt

Ve > 0: a, € Ug(a) fir fastallen € IN,

denn: Waren unendlich viele a,, grofler oder gleich a + ¢, so bildeten diese eine (beschriankte)
Teilfolge von (a,)nen und besdfen daher nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl 3.29 einen
Héaufungspunkt, der grofier als a = limsup,,_, . a, wére, was nicht sein kann. Analog kann es
auch nicht unendlich viele a, kleiner oder gleich a — & geben. #

Damit ist (a,),en konvergent und hat den Grenzwert a. O
Wir wiirden gerne auch Aussagen tiber nichtbeschrankte Folgen treffen. Dafiir setzen wir:

Definition 3.33. Falls eine Teilmenge X C R nicht nach unten bzw. oben beschrinkt ist, definieren
wir

infX := —co bzw. supX = +oo.
Die Ordnung auf R setzen wir fort durch:

Vx € R: —o0o < x < +00.

Definition 3.34. Eine Folge (a,)ne teeller Zahlen heifit bestimmt divergent gegen +oo, in
Zeichen: limy, s a, = 00, falls gilt:

VR € R,dng € IN,Vn > ny: a, > R.

Die Folge (an)new heifit bestimmt divergent gegen —oo, in Zeichen: lim, ,o a, = —oo, falls
(—an)new bestimmt divergent gegen +oo ist.
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A Die Symbole +-c0 sind keine reellen Zahlen und wir kénnen auch nicht einfach die Koérperre-
chenregeln von R anwenden. Wir definieren jedoch:

00+00=00+x=x+00=:00 fur alle x € R,
—00+4 (—00) = —c0o+x =x+ (—00) = —0c0 firallex € R,
g:x-oo:oo-x:oo-oo::oo furallex € R™,
%:x-oo:oo-x:—oo-oo:oo-—oo::—oo furallex e R™.

Die Ausdriicke 0 - oo, %, =, 00 — 00, usw. sind nicht definiert!
Beispiel 3.35. Die Folge

(@n)nen = ((<1)" 1), o
ist divergent, aber nicht bestimmt divergent. Jedoch ist die Teilfolge (a2, )ne divergent gegen +oco und
die Teilfolge (az,—1)nen divergent gegen —oo.

Satz 3.36. Sei (a,)ncw eine Folge reeller Zahlen. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i)  Die Folge (an)nen ist bestimmt divergent gegen —oo bzw. oo.
(if)  Esist ay, < 0 bzw. a, > 0 fiir fast alle n € IN und die so ab einem ngy wohldefinierte Folge
(), ist dort eine Nullfolge.

an

Beweis. Offensichtlich gilt fiir eine bestimmt gegen +oco divergente Folge (4, ), die Abschit-
zung a, 2 0 fiir fast alle n € IN. Da der andere Fall genauso geht, konnen wir also fiir den
Beweis ohne Einschrankung annehmen, es gelte a,, > 0 fiir alle n € IN.

Gelte zunéchst Aussage (i). Wie gerade bereits eingesehen, gilt dann a,, > 0 fiir fast alle n € IN.
Fiir ein beliebiges ¢ > 0 und mit R := ! gibt es ein ny € N mit

Vn > ng: a, > R

und also mit

1 1
Yn>mng: |——0 = - <=
ay ay R
Zusammen ist das gerade Aussage (ii).
Gelte nun umgekehrt Aussage (ii). Fiir ein beliebiges R > 0 setzen wir ¢ := & > 0. Nach
Voraussetzung gibt es nun ein ng € IN mit
1 1
vz 2= | L -0l <
Ay ap

und also mit
1
Vnznozan>g:R.

Das zeigt gerade Aussage (i). O
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Manchmal will man nicht nur wissen, dass eine reelle Folge gegen +co oder —co divergiert,
sondern auch eine Abschdtzung dafiir haben, wie schnell dies geschieht. Hierfiir vergleichen

wir mit anderen Folgen:

Definition 3.37 (Landau-Notation). Seien (a,)new und (b, )new Folgen reeller Zahlen mit by, #

0 fiir fast alle n € IN. Dann sagen wir . . .

e ...dass (ay)nen in O(by) ist, wenn die Folge (Z—:) N beschriinkt ist. Wir schreiben dann
ay € O(by)
e ...dass (ay)nen in o(by) ist, wenn lim, Z—Z = 0 gilt. Wir schreiben dann

ay € o(by)

Edmund Georg Hermann Landau, geboren
am 14. Februar 1877 in Berlin und gestor-
ben am 19. Februar 1938 ebenda, war ein
deutscher Mathematiker, der sich um die
analytische Zahlentheorie verdient mach-
te. Landaus Vorlesungen und Verdoffent-
lichungen waren Kunstwerke der mathe-
matisch knappen und exakten Beweisfiih-
rung, die jede Form der Erklarung und Er-
lauterung zur Motivation auslieflen. Dies
galt vor allem fiir seine Grundlagen der Ana-
lysis. Das machte seinen Horern und Le-
sern das Verstdndnis jedoch nicht gerade
leicht. Als Hilbert 1938 vom Tod Landaus
erfuhr, soll er in Hinblick auf diese Stren-
ge und Exaktheit gesagt haben: , Er war der
Pflichttreueste von uns allen”. Das Foto zur
Rechten zeigt Landau an einem unbekann-
ten Zeitpunkt vor 1930.

3.4 Cauchy-Folgen

Definition 3.38. Eine Folge (a,)new komplexer Zahlen heifit Cauchy-Folge, falls gilt:

Ve > 0,3ng € IN,Vim,n > ng: |ay — a,| < e.

Beispiel 3.39. Sei (s,)ncn die Folge mit s, := Y }_; 1 fiirallen € IN. Seien n € IN beliebig und ¢ =

oder a, = O(by,).

oder a, = o(by).

5
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Dann gilt
2n n 2n
1 1 1 1 1
SZn_SnZE *_E T = - >n-— = =
ok Sk Sk 2n 2

Also ist (s, )nen keine Cauchy-Folge.

Augustin-Louis Cauchy, geboren am 21.
August 1789 in Paris und gestorben am
23. Mai 1857 in Sceaux, war ein franzo-
sischer Mathematiker und Physiker. Als
ein Pionier der Analysis entwickelte er
die von Gottfried Wilhelm Leibniz und
Sir Isaac Newton aufgestellten Grundlagen
weiter, wobei er die fundamentalen Aus-
sagen auch formal bewies und einer neu-
en Auffassung des Funktionsbegriffs zum
Durchbruch verhalf. Er nimmt eine dhnli-
che Stellung in der Entwicklung der Analy-
sis ein wie Leonhard Euler im 18. Jahrhun-
dertund teilte sichim 19. Jahrhundert seine _
herausragende Stellung als Mathematiker .
in der ersten Hilfte des Jahrhunderts mit

Carl Friedrich Gauf3. Das Bild zur Rechten

zeigt ihn 1840 im Alter von 51 Jahren.

Satz 3.40 (Cauchy-Kriterium fiir R und C). Ein Folge reeller bzw. komplexer Zahlen ist genau
dann konvergent in R bzw. in C, wenn sie eine Cauchy-Folge ist.

Beweis. Wir zeigen den Satz fiir reelle Folgen; die entsprechenden Aussagen fiir komplexe
Folgen zeigt man genauso.

Sei zunichst (a,),en eine konvergente reelle Folge mit Grenzwert a € R. Dann gilt

Ve > 0,3ny € N,Vn > ng: |a, —a| < g

Es folgt unmittelbar

Ve > 0,3ng € N,Vm,n > ng: |ay — an| < |am —al + |a, —a| < %-l-;:s.

Also ist die Eigenschaft einer Cauchy-Folge erfiillt.

Sei nun umgekehrt (a,),cw eine reelle Cauchy-Folge. Dann ist (a4, ) e beschrankt,
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denn: Fiir die spezielle Wahl e = 1 gilt

Ing € N,Vm,n > ng: |ay, —a,| < 1.
Das impliziert

Vn > ng: |an| < |ap — an,| + |an,| <14 |ay,]
und also

Vn € N: |a,| <max{|a1|,...,|an—1], 1+ |anl},

so dass wir die Behauptung gezeigt haben. #

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf8 3.29 besitzt (a,),cn also eine konvergente Teilfolge
(an, ) ke mit einem Grenzwert a € R. Tatsachlich gilt sogar

lim a, = a,
n—oo

denn: Fiir ein gegebenes ¢ > 0 wihlen wir ng, kg € IN mit

€
Vm,n > ng: |am — an| < >
€

Vk > ko: |an, —a| < >

Ng, > nop.
Dann gilt

e €

Vi = no: |ay —al < lay — an |+ lan, —al <5+ 5 =

und somit die Behauptung. #

Da hiermit insbesondere die Konvergenz von (4, ),c in R gezeigt ist, folgt hieraus der Satz. [

Bemerkung 3.41. (a) Das Cauchy-Kriterium 3.40 ermiglicht es, die Konvergenz einer Folge aus-
schlieflich anhand ihrer Folgeglieder zu iiberpriifen. Beim Uberpriifen der Konvergenz anhand
der Definition muss man dagegen zuvor noch den Grenzwert erraten.

(b) Der Beweis des Cauchy-Kriteriums 3.40 zeigt noch mehr als im Satz behauptet wird:

* Die Hinrichtung des Kriteriums benétigt nur die Definitionen von Folgenkonvergenz und
Cauchy-Folgen und gilt daher allgemein. So ist etwa auch jede in Q konvergente Folge
rationaler Zahlen eine Cauchy-Folge.

* Die Riickrichtung des Kriteriums zeigt: Eine Cauchy-Folge, die eine konvergente Teilfolge
mit Grenzwert a besitzt, ist selbst schon konvergent mit Grenzwert a.

(c) Die Riickrichtung des Cauchy-Kriteriums 3.40 ist eine besondere Eigenschaft. So ist etwa eine
Cauchy-Folge rationaler Zahlen nicht notwendigerweise konvergent in Q,
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denn: Es gibt jeweils eine monoton fallende und eine monoton wachsende Folge reeller Zahlen
mit Grenzwert \/2; diese lassen sich etwa durch Auswihlen von Folgegliedern in passenden -
Umgebungen von /2 definieren. Da Q nach Lemma 2.45 (c) dicht in R liegt, gibt es weiter eine
Folge (a,)new in Q, deren Folgenglieder fiir alle n € IN zwischen den entsprechenden Gliedern
dieser beiden Folgen liegen. Nach dem Sandwich-Lemma 3.13 gilt dann limy, e a, = /2 und
nach Satz 3.40 ist (a, )new eine Cauchy-Folge. Da der Grenzwert einer konvergenten Folge in R

eindeutig ist, kann die so gefundene rationale Cauchy-Folge aber keinen rationalen Grenzwert
haben. #

Beispiel 3.42. Die Folge (sp)nen aus Beispiel 3.39 ist keine Cauchy-Folge und nach dem Cauchy-
Kriterium 3.40 somit auch nicht konvergent.

Bemerkung 3.43. Das Konzept der Cauchy-Folgen ermdoglicht eine alternative Konstruktion der
reellen Zahlen aus den rationalen Zahlen wie folgt: Sei C die Menge der Cauchy-Folgen in Q und ~
die durch

(an)new ~ (bu)new <= (@n — bu)new ist Nullfolge

definierte Aquivalenzrelation auf C. Intuitiv wollen wir nun jeder Aquivalenzklasse den gemeinsamen
Grenzwert zuordnen. Mit etwas Algebra kann man zeigen, dass die Faktormenge C /~ ein Kérper
ist. Da die konstanten Folgen Cauchy-Folgen sind, lisst sich dabei jede rationale Zahl als konstante
Folge in C /~ wiederfinden. Da sich die Totalordnung von Q auf C /~ erweitern lisst und C /~ das
Volistindigkeitsaxiom (V') erfiillt — das ist noch Arbeit! — ist C/~ ein vollstindiger angeordneter
Kérper und als solcher nach Satz 2.36 isomorph zu R.

3.5 Konvergenz von Reihen

Definition 3.44. Sei (a,,),c eine Folge komplexer Zahlen. Dann heifst die Folge (s, ) e der n-ten
Partialsummen s, ==Y |_, ay fiir alle n € N die (unendliche) Reihe ), a,. Konvergiert diese,
so heif$t limy,_,« Sy, thr Reihenwert und wir schreiben auch hier limy, o0 Sy = Y ey n-

Wir betrachten hédufig auch Reihen, die mit einer 0-ten Partialsumme beginnen, also }_;> o a,.

Wir studieren nun erste Konvergenzkriterien fiir Reihen. Zunéchst ergibt das Cauchy-Kriterium
3.40 bei der Anwendung auf die Folge der Partialsummen einer Reihe unmittelbar:

Proposition 3.45 (Cauchy-Kriterium fiir Reihen). Sei Y, a, mit a, € C eine Reihe. Dann
sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:
(1) ay ist konvergent,
n=1
max{m,n}
Y. &

k=min{mn}+1

(i) Ve>0,3nye N,Vm,n > ng: < &
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Auf dhnliche Weise kann man das Sandwich-Lemma 3.13 und das Monotoniekriterium 3.17
tibertragen.

Korollar 3.46 (notwendiges Konvergenzkriterium fiir Reihen). Sei ) ;" ; a, mit a, € C eine
konvergente Reihe. Dann ist (a,),ew eine Nullfolge.

Beweis. Nach dem Cauchy-Kriterium fiir Reihen 3.45 gilt insbesondere

n+1
Ve >0,3ng € N,Vn > ng: |a| = | ) m| <e.
k=n+1
Das zeigt bereits die Behauptung. O

Beispiel 3.47. (a) Die harmonische Reihe ), % ist nach Beispiel 3.42 divergent. Aufgrund der
Positivitit aller Reihenglieder ist die harmonische Reihe damit bestimmt divergent gegen +oo.

(b) Fiir ein beliebiges g € C heifit Y ;" q" die geometrische Reihe. Diese ist genau fiir |q| < 1
konvergent mit dem Reihenwert
S
n=0 1- q/

denn: Fiir einen festen Wert n € N gilt nach Satz 2.6

n 1— n+1 .
Sn:zzqk: ﬂfq furq;él,
k=0 n+1 firqg=1

Dass die Reihe fiir |q| > 1 divergiert, folgt mit dem notwendigen Konvergenzkriterium fiir Reihen
3.46. Im Fall |q| < 1 konvergieren nach Satz 3.6 die Zihlerfolge und die (konstante und von Null
verschiedene) Nennerfolge jeweils einzeln zu 1 und 1 — q und mit Lemma 3.9 (d) folgt

[ee]

quzlimsnzl_

k=0 n—00

-
B

(c) Die Reihe Y5, - konvergiert fiir rationales s > 1 und divergiert fiir rationales 0 < s < 1,°

denn: Die Divergenz fiir 0 < s < 1 folgt mit der Abschitzung

n 1 n
Y2 L
k=1 k=1

v

0

> =

und Teil (a).

3Diese Aussage ist allgemeiner fiir reelles s korrekt. Wir haben aber in dieser Vorlesung Potenzen bislang nur fiir
rationale Exponenten definiert.
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Die Konvergenz fiir s > 1 erfordert ein subtileres Arqument: Fiir alle n € IN ist
B 1 1 1 1 1 1 1 1
Szn+1,1 —1+ ¥+§ + E+§+§+% 4+ ...+ W‘F‘f’m
<142-27°%44-4754+...42"-(2")7°

-y @

n—o0 1
1—21-s’
wobei wir fiir den letzten Schritt Teil (b) fiir ¢ = 2'7° ausnutzen. Die Partialsummen sind also
beschrinkt; monoton wachsend sind sie sowieso. Es folgt die Konvergenz mit Satz 3.17. #

Lassen wir die rationale Zahl s > 1 variieren, erhalten wir eine Funktion in s, die Riemann’sche
Zetafunktion. Diese spielt eine zentrale Rolle in der Zahlentheorie.

Georg Friedrich Bernhard Riemann, gebo-
ren am 17. September 1826 in Breselenz
bei Dannenberg (Elbe) und gestorben am
20. Juli 1866 in Selasca am Lago Maggiore,
war ein deutscher Mathematiker, der trotz
seines relativ kurzen Lebens auf vielen Ge-
bieten der Analysis, Differentialgeometrie,
mathematischen Physik und der analyti-
schen Zahlentheorie bahnbrechend wirkte.
Er gilt als einer der bedeutendsten Mathe-
matiker. Seine Arbeit legte den Grundstein
fiir die Allgemeine Relativitdtstheorie von
Albert Einstein. Das Bild zur Rechten zeigt
ihn als Student.

Die Rechenregeln fiir konvergente Reihen ergeben sich auf offensichtliche Weise aus den Re-
chenregeln fiir konvergente Folgen aus Lemma 3.9.

Mitmachaufgabe 3.48. Hat man den Wert s der geometrischen Reihe ), a" vergessen, so kann
man ihn mit dem folgenden Trick berechnen: Es gilt nidmlich

Warum kann diese Uberlegung aber den in Beispiel 3.47 (b) durchgefiihrten Beweis nicht ersetzen?
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Losung.

O

A Wie wir bereits in Beispiel 3.47 (a) gesehen haben, gilt die Umkehrung des Kriteriums 3.46 im
Allgemeinen nicht: Fiir eine Nullfolge (4, ),en muss die Reihe Y, ; a,, also nicht konvergieren.

Es gilt aber:

Proposition 3.49 (Leibniz-Kriterium). Sei (a,),en eine monoton fallende reelle Nullfolge. Dann

konvergiert die alternierende Reihe Y 5 1(—1)"ay,.

Gottfried Wilhelm Leibniz, geboren am 1.
Juli 1646 in Leipzig und gestorben am 14.
November 1716 in Hannover, war ein deut-
scher Philosoph, Mathematiker, Physiker,
Ingenieur, promovierter Jurist, Historiker,
Bibliothekar und politischer Berater der
frithen Aufklarung. Leibniz war der uni-
versale Geist seiner Zeit und (zusammen
mit Newton) der Erfinder der Infinitesi-
malrechnung. Er gilt als einer der ,grofiten
Denker aller Zeiten” sowie einer der wich-
tigsten Vordenker der Aufklarung. Diderot
bemerkte in seiner Encyclopédie zu Leib-
niz’ vielseitiger und sublimer Gedanken-
welt: ,Wenn man auf sich zuriickkehrt,
und die Talente, die man empfing, mit
denen eines Leibniz vergleicht, wird man
versucht, die Biicher von sich zu werfen
und in irgend einem versteckten Weltwin-
kel friedlich zu sterben”. Das Gemalde zur
Rechten zeigt Leibniz um 1700 im Alter von
54 Jahren.

Beweis von Proposition 3.49. Wir betrachten die Folge (s,)new der Partialsummen der Reihe

Yo 1(—=1)"a,. Fur alle n € N ist dann sp,, = $p;,—1 + a2, > Sp;—1, S0 dass durch

In = [521171; SZn]
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ein reelles Intervall von Liange |I,| = a2, gegeben ist. Da die Folge (ay) ke, eine Nullfolge ist,
gibt es daher fiir jedes ¢ > 0 ein n € IN mit |I,| < e. Da die Folge (a;)ren, monoton fallend ist,
gelten zudem

Son1 = Son—1 1 A2y — 241 = S2pn—1 firallen € N,

S2n42 = Son — Ap41 + A2n42 < Sop—1 fir allen € NN,

so dass fiir alle n € IN die Inklusion I,,11 C I, gilt. Wir erhalten so eine Intervallschachtelung,
so dass es nach dem Prinzip der Intervallschachtelung 3.20 ein eindeutig bestimmtes s € R mit

lim sp,_1 = s = lim sy,
n—o0 n—o0

gibt. Hieraus folgt die Konvergenz von (s, ),cn und also die der alternierenden Reihe. O

(="

n

Beispiel 3.50. Die alternierende harmonische Reihe ), ;
Kriterium 3.49.

konvergiert nach dem Leibniz-

3.6 Absolute Konvergenz

Definition 3.51. Eine Reihe Y, a, mit a, € C heifit absolut konvergent, wenn die Reihe
Y re1|an| konvergiert.

Bemerkung 3.52. Absolute Konvergenz impliziert gewdhnliche Konvergenz,

denn: Das sieht man mit der iterativ aus der Dreiecksungleichung hergeleiteten Abschitzung

m

)

k=n

m
< Y la| fiirallen < m (3.3)
k=n

und dem Cauchy-Kriterium 3.45, angewandt sowohl fiir die urspriingliche Reihe als auch die Reihe
der Betriige. #

A Die andere Implikation gilt nicht! So ist die nach Beispiel 3.50 konvergente alternierende harmo-
nische Reihe nach Beispiel 3.47 (a) nicht absolut konvergent.

Ein Vorteil der absoluten Konvergenz ist, dass sich diese mit einer Vielzahl von Kriterien
nachweisen ldsst:

Proposition 3.53 (Majorantenkriterium). Sei die Reihe Y, 1 b, mit b, € C absolut konvergent

und sei’y ;1 a, mit a, € C eine weitere Reihe. Gilt dann |a,| < |b,| fiir fast allen € N, so ist auch
Y1 an absolut konvergent. In diesem Kontext nennt man Y, 1 b, die Majorante.

Beweis. Es gibt ein ny € IN mit

m m
Y lal < Y |bi| fiiralle m > n > ny.
k=n k=n
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Die Behauptung folgt dann aus dem Cauchy-Kriterium 3.45. O
Von d’Alembert stammt das folgende Konvergenzkriterium:

Proposition 3.54 (Quotientenkriterium). Sei) ;> ; a, mit a, € C eine Reihe mit a,, # O fiir fast
alle n € IN. Dann gilt:

(@) Gibteseing € (0,1) mit

Ap+1
an

<g<1 fiir fast allen € IN,

so ist Y -1 a, absolut konvergent.
(b) Gilt

Ap+1

p >1 fiir fast allen € IN,
n

so divergiert Y " 1 ay.

Jean-Baptiste le Rond d’Alembert, gebo-
ren am 16. November 1717 in Paris und
gestorben am 29. Oktober 1783 ebenda,
war ein franzosischer Mathematiker, Phy-
siker und ein Philosoph der Aufkldrung.
D’Alembert arbeitete auf dem Gebiet der
Funktionentheorie, loste 1747 die heute
nach ihm benannte (eindimensionale) Wel-
lengleichung der schwingenden Saite und
wurde so der Begriinder der mathema-
tischen Kontinuumsphysik. Das Bild zur
Rechten zeigtihn 1753, im Alter von 46 Jah-
ren.

Beweis. Beim Beweis beider Behauptungen kénnen wir ohne Einschrankung davon ausgehen,
dass die jeweilige Voraussetzung fiir alle — und nicht nur fast alle — n € IN gilt und auch jeweils
alle a,, ungleich Null sind.

Beim Beweis von Behauptung (a) folgt dann aus der Voraussetzung induktiv
|ap1| < |ay|-¢g" furallen € IN,

so dass

o0 o0
Y larlg" = |a|- Y q"
n=1 n=0
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eine Majorante fiir ), ; a, ist. Da diese wegen q < 1 und Beispiel 3.47 (b) konvergiert, folgt die
Konvergenz von } ;. 4, und somit Behauptung (a) mit dem Majorantenkriterium 3.53.

Beim Beweis von Behauptung (b) folgt aus der Voraussetzung induktiv
|aps1| > lan| > ... > |ag| > 0.

Die Behauptung folgt nun unmittelbar mit dem notwendigen Konvergenzkriterium 3.46. [

Bemerkung 3.55. Die Voraussetzung

An+1
n

<g<l1 fiir fast allen € IN,

in Proposition 3.54 (a) kann nicht abgeschwicht werden,
denn: Fiir die nach Beispiel 3.47 (a) divergente harmonische Reihe Y 1 ay = Y 1 + gilt

P o fiir alle n € NN,
an n+1
aber es existiert kein q € (0,1) mit “Z—:l‘ <q. #

Andererseits ist das Kriterium nur hinreichend, aber nicht notwendig,
denn: Analog zur Arqumentation oben gilt fiir die nach Beispiel 3.47 (c) konvergente Reihe
Yoy =Y 0 % zwar

1| _ <1 fiir allen € N
an | (n+1)2 ’
aber es existiert kein q € (0,1) mit ”Z—f\ <q. #

Beispiel 3.56. Fiir cin beliebiges z € C konvergiert die Reihe ¢ := Y5 2, deren Spezialfall e = ¢!
wir bereits in Beispiel 3.18 kennengelernt haben, absolut,

denn: Nach dem Archimedischen Prinzip 2.43 gibt es ein ng € IN mit ng > |z|. Es folgt

Z?Hrl
(n+1)! z |z| 1o .
| = = 1 lle n > ny.
7 ‘ n+1' n+1<n0—|—1< fiirallen > ng
Die Behauptung folgt nun mit dem Quotientenkriterium 3.54. #

Die so entstehende Funktion z — e* heifit die Exponentialfunktion. Wir werden sie in Abschnitt ??
genauer untersuchen.

Ganz dhnlich wie das Quotientenkriterium 3.54 zeigt man das folgende, zuerst von Cauchy
entdeckte, Kriterium (Ubung!):
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Proposition 3.57 (Wurzelkriterium). Sei Y ;> ; a, mit a, € C eine Reihe. Dann gilt:
(@) Gibteseing e (0,1) mit

V0w <g <1 fiir fast allen € N,

so ist Y -1 a, absolut konvergent.
(b) Gilt

\/lan] > 1 fiir unendlich viele n € N,

so divergiert Y ;> 1 ay.

Fine wichtige Qualitit absoluter Konvergenz ist, dass diese unter Anderungen der Summati-
onsreihenfolge stabil bleibt, genauer:

Definition 3.58. Sei ) ;> ; a, mit a, € C eine Reihe und o: IN — IN eine bijektive Abbildung.
Dann heifdt die Reihe Y-3" 1 a,(,,) eine Umordnung von };° 1 ay.

Satz 3.59 (Umordnungssatz). Jede Umordnung einer absolut konvergenten Reihe Y .., a, mit
a, € C konvergiert wieder absolut und nimmt denselben Wert wie die urspriingliche Reihe an.

Beweis. Sei})_,’ 1 a, eine absolut konvergente Reihe und } ;" ; a,(,,) mit einer Bijektiono: N — IN
eine ihrer Umordnungen. Da dann die Reihe Y, ; |2, | konvergiert, existiert nach dem Cauchy-
Kriterium 3.45 fiir jedes ¢ > 0 ein np € IN mit

|Angs1| + -+ |anp| < e flrallep € IN. (3.4)
Trivialerweise gibt es dann ein kg > 7p mit
{1,...,n0} € {c(1),...,0(ko)}-

Ist daher k > ko, so treten die Zahlen a4y, ..., a,, sowohl in der Summe Zﬁ:l a, als auch in der
Summe y¥_, ag(yy auf und somit nicht mehr in deren Differenz. Es ist also

k k
Z ay — 2 ag(n) = 5n0+1an0+1 + (5n0+2an0+2 + ...+ 5n0+pan0+p
n=1 n=1
mit einem p € IN und geeigneten Vorfaktoren d,, 11, . ..,0n+p € {—1,0,41}. Es folgt
k
), =
n=1

so dass die Differenzen der Partialsummen eine Nullfolge bilden. Die Reihe Y37 1 (2 — d4(4))
konvergiert daher und nimmt den Wert 0 an. Da nach Voraussetzung auch die urspriingliche
Reihe ) ;7 ; a, konvergiert, folgt die Konvergenz der Umordnung bei selbem Grenzwert aus
Lemma 3.9 (b). O

k )

G4
Ay (n) < ‘unoJrl’ +ot ’aﬂo+r7| <&
1



109 Kapitel 3. Folgen und Reihen

Exkurs

Dieser Abschnitt wird in der Vorlesung nicht behandelt und ist nicht priifungsrelevant.

A Fiir Reihen, die konvergieren, aber nicht absolut konvergieren, stimmt das nicht,

denn: Betrachten wir die alternierende harmonische Reihe aus Beispiel 3.50. Diese kon-
vergiert und ihre Glieder bilden nach dem notwendigen Konvergenzkriterium 3.46 eine
Nullfolge. Die Teilreihen ihrer positiven bzw. negativen Glieder divergieren allerdings
gegen o0 bzw. —oo:

i k—1+1+1+ T =5 oo
—~ 246 T 2E] 2 &k /
keade

ST N N

sk 3 2 1] -1
k ungerade

ntl
1 1 1 1 T1 n—reo

Dies kénnen wir nutzen, um fiir jeden moglichen Reihenwert s € R U {+o0} eine Umord-
nung der alternierenden harmonischen Reihe zu finden, die diesen Wert annimmt! Fiir ein
s € R addieren wir dazu zunéchst der Reihe nach so viele positive Reihenglieder auf, dass
der Wert der Partialsumme grofser als s ist, dann so viele negative Glieder, dass der Wert
der Partialsumme wieder kleiner als s ist, und so fort. Da so alle Reihenglieder jeweils ge-
nau einmal zum Einsatz kommen, ist dies eine Umordnung, und da wir nach und nach die
betragsgrofiten Reihenglieder einsetzen, konvergiert diese tatsdchlich gegen s. Im Beispiel
s = 0 erhalten wir so:

L i 1+i+i+1
2 17678) 3T \o T2 1aT1s) 5T 18T 2

Mitmachaufgabe 3.60. Wie erhilt man eine Umordnung der alternierenden harmonischen Reihe,
die gegen oo divergiert?

Losung.

O]

Wir wenden uns nun der Multiplikation unendlicher Reihen zu und stofsen auf das Problem,



3.6. Absolute Konvergenz 110

dass es beim ,, Ausmultiplizieren” in dieser Situation keine kanonische Additionsreihenfolge
gibt: Je nachdem, in welcher Reihenfolge wir die entstehenden Produkte a,b,, aufaddieren,
erhalten wir eine andere unendliche Produktreihe, wobei offensichtlich alle Produktreihen
Umordnungen voneinander sind. Da konvergente Reihen ihre Werte durch Umordnen &ndern
kénnen und sich in diesem Fall ein Produkt von Reihen nicht wohldefiniert angeben liefie,
beschranken wir uns auf absolut konvergente Reihen, wo wir im Lichte des Umordnungsatzes
3.59 hoffen, dieses Problem nicht zu haben:

Satz 3.61. Sind zwei komplexe Reihen Y ;> a, und Y .., b, mit a,, b, € C absolut konvergent, so
konvergiert jede ihrer Produktreihen absolut gegen das Produkt (Y1 an) - (Lne1 bn).

Beweis. Sei ), | pn eine beliebige Produktreihe beziiglich der Reihen )" ; a, und } ;" ; b,,. Fuir
ein beliebiges ko € IN gibt es dann ein ¢y € IN mit

Pl + - k] < (o] + -+ lag]) - (Ibr] + ..+ by )

< @ann-(é\bno oo

Es folgt, dass die Folge der Partialsummen der Reihe ), ;|p,| monoton wachsend und be-
schréankt ist und somit nach Satz 3.17 konvergiert. Unsere Produktreihe ) ;" ; p,, ist also absolut
konvergent. Nach dem Umordnungssatz 3.59 sind somit alle Produktreihen beziiglich der Rei-
hen )’ ;a, und Y, b, absolut konvergent und konvergieren gegen denselben Grenzwert. Es
verbleibt zu zeigen, dass dieser Grenzwert durch das Produkt (Y521 a,) - (Xn—1 bx) gegeben
ist. Hierfiir reicht es nach dem bisher Bewiesenen aus zu zeigen, dass eine spezielle Produktreihe
diesen Wert als Grenzwert annimmt. Wir betrachten die Reihe ), ; p, mit

p1:=0,
Pn=a1by_1+...+ay_1by_1+...+a,_1b; furallen > 2.

Dann strebt
prtpt. A= @m+a+...+ay) (bi+ba+...+by)

im Grenziibergang n — oo in der Tat gegen das behauptete Produkt und wir haben den Satz
gezeigt. O

A Da in der Situation von Satz 3.61 jede Produktreihe zur Berechnung des Produkts der Rei-
henwerte herangezogen werden kann, bietet es sich an, das besonders tibersichtliche Cauchy-
Produkt

[ee]

Y (a1by—1 + azby—2 + ...+ ay_1b7)

n=1

einzusetzen.
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3.7 Die g-adischen Darstellungen der reellen Zahlen

Wie bereits in Kapitel 2 angekiindigt, sind wir nun in der Lage, die Dezimaldarstellung der
reellen Zahlen sauber herzuleiten. Da es kaum zusatzlichen Aufwand bedeutet, gehen wir etwas
allgemeiner vor und behandeln Darstellungen zu anderen Basen, wie etwa die Bindrdarstellung,
gleich mit. Sei dafiir in diesem Abschnitt ¢ > 2 stets eine feste natiirliche Zahl und

Se=1{0,1,...,g—1}

ein Vertretersystem aller Reste bei Division durch g. Dann gilt:

Proposition 3.62. Jedes n € IN hat eine eindeutige Darstellung der Form

n= akgk mit ao, . ..,a, € Sg und a, # 0.

r
k=0

Diese heifit die g-adische Darstellung von n, die ay ihre Ziffern und 1 + r ihre Stellenzahl. Die
Zahl g, nach der entwickelt wird, heifSt die Basis der Darstellung. Weiter heiflen

r r
Y ap bzw. Z(—l)kak
k=0

k=0

die g-adische Quersumme bzw. die alternierende g-adische Quersumme von n.

Beweis. Um die Existenz einer g-adischen Darstellung fiir n zu zeigen, setzen wir zundchst
vp := n und gehen dann schrittweise vor: Sei j € INp und seien vy, ..., v; und 4y, ..., a; 1 mit

Vi=vViy1-8+a, und 0<g;<g<vy furallei € {0,...,j — 1} (3.5)
gegeben. Dann gilt

1;21/1'+1>0 furallei € {0,...,j — 1}

und also
vo-g_jzvl-gl_jz...zvj>0.
Wir unterscheiden nun zwei Fille:

Fall 1: v; > ¢. Dann fithren wir mit v; eine Division mit Rest durch g durch und erhalten (3.5)
fiir i = j mit ganzen Zahlen v;; 1 und a;.

Fall 2: v; < g¢. Dann setzen wir 4; := v; und horen auf; in diesem Fall ist 0 < a; < g.
Wegen vy - g/ > v; gibt es stets ein j, fiir das Fall 2 eintritt, denn fiir ein beliebiges n € IN gilt

¢/ > 2/ > j+1 > nfiirjedes j > n. Sei dies nach genau r Schritten der Fall. Dann gilt (3.5) fiir
ie€{0,...,r—1}und 0 < a, := v, < g. Induktiv erhalten wir

N
v=v-¢+) ag firalleje{0,...,r}
i=0
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und somit die Existenz einer g-adischen Darstellung fiir n. Insbesondere haben die Koeffizienten
a; die behaupteten Eigenschaften.

Zum Beweis der Eindeutigkeit der g-adischen Darstellung beachten wir, dass sich wegen g" <
n < ¢"*1 die Stellenzahl der g-adischen Entwicklung eindeutig aus 1 ablesen lasst. Seien nun

zwei g-adische Darstellungen von 7. Dann folgt

7

Y (g —ax)g =0 (3.6)
k=0

und insbesondere teilt ¢ den 0-ten Summanden ay — do. Wegen ag, iy € Sq impliziert das bereits
ap = dp. Beriicksichtigen wir dies in (3.6), so erhalten wir, dass g2 den 1-ten Summanden (a; —
d1) - g teilt, und schlieBen analog auf a; = ;. Induktiv folgt ay = d furallek € {0,...,r}. O

Proposition 3.63 (Teilbarkeitsregeln). Fiir eine beliebige natiirliche Zahl n mit g-adischer Dar-

stellung n = Y7, a;g" gelten die folgenden Aussagen:

(a) Ein beliebiger Teiler d von g — 1 teilt n genau dann, wenn d die g-adische Quersumme von n
teilt.

(b) Ein beliebiger Teiler d von g teilt n genau dann, wenn d die Ziffer ay teilt.

(c) Ein beliebiger Teiler d von g + 1 teilt n genau dann, wenn d die alternierende g-adische
Quersumme von n teilt.

Beweis. Die Behauptungen ergeben sich unmittelbar aus

|
-

ﬂk((8—1)+1)k: Zr:ﬂkJr(g—l)'Z/
k=0

T
o

=
I
~
L=
N
E
oqQ
3
I
AN
o
+
oQ
N

r

a((g+1) =1 = Y (=Dfa + (g +1) - Z.
k=0

I
-

T
o

O]

Beispiel 3.64. Als Spezialfille dieses Ergebnisses sind die Teilbarkeitsregeln durch 2,3, 5,9 und 11 in
der Dezimaldarstellung bereits aus der Schule bekannt.

Unser Ziel ist nun, die g-adische Darstellung der natiirlichen Zahlen zu einer g-adischen Ent-
wicklung der reellen Zahlen fortzusetzen. Dafiir miissen wir bestimmte unendliche Reihen
kontrollieren:
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Lemma 3.65. Fiirallen € IN sei ein a_, € Sq gegeben. Dann konvergiert die unendliche Reihe
—1 )
Z a,g" = Z a_,g "
n=1

n=—oo

absolut gegen ein s € [0,1].

Beweis. Die gegebene Reihe hat die Majorante
Y (g-Dg " =(g-1) ()"
n=1 n=1
die aufgrund von ¢! < 1 und Beispiel 3.47 (b) (absolut) gegen

(g—l)-<1_1g1—1> :(g_1).8’—g(§zl):1

konvergiert. Nach dem Majorantenkriterium 3.53 konvergiert dann auch die gegebene Reihe
absolut. Da ihre Glieder nichtnegativ sind, nimmt sie nach Lemma 3.12 einen Wert in [0, 1]
an. O

Satz 3.66. Jede reelle Zahl x € R™ hat eine eindeutige und nach Lemma 3.65 wohldefinierte
Darstellung der Form

r r -1
x= ) arg" = Zﬂk8k+ Y. arg"
k=—c0 k=0 k=—c0

mit einem v € Wo und ay € Sg fiir alle k € {r,r —1,...}, ax # g — 1 fiir unendlich viele k
und x > 1 = a, # 0sowie 0 < x < 1 = (r = Ound ap = 0). Diese heifSt die g-adische
Entwicklung von x und die ay ihre Ziffern. Wir schreiben einfacher

x=la,...aqa0,a_1a_2.. )¢

und lassen im Fall g = 10 Klammern und Index weg.

Durch die g-adische Entwicklung erhalten wir in Zusammenspiel mit Lemma 3.65 eine Bijektion
zwischen den positiven reellen Zahlen und der Menge aller unendlichen Reihen von dem
angegebenen Typ, die sich durch Angabe eines Vorzeichens leicht auf die kompletten reellen
Zahlen ausdehnen ldsst.

Beweis. Istx > 1,sobesitzt x| € INnach Proposition 3.62 eine eindeutige g-adische Darstellung

akgk mit ag,...,a, € Sg und a, # 0.
0

[x] =

k

r
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Wir konnen daher fiir den Rest des Beweises x — | x| statt x betrachten und also ohne Einschran-
kung 0 < x < 1 annehmen.

Zum Beweis der Existenz einer g-adischen Entwicklung setzen wir nun

x1:=x, a_p:=|xg] und Xy =g — | %G fiir alle k € IN.
Konstruktionsgemaf3 ist dann 0 < x; < 1 fiir alle k € IN. Zudem gilt

Xk 8§ = a_k + Xpq1, also  xp =a_g -g_l + X1 -g_l furallek € IN

und somit rekursiv

k401 ,
X = Z a,]»gk_]_l + Xjry -g‘g fiiralle k € IN, ¢ € IN.
=k

Es gibt hierbei unendlich viele a_; ungleich ¢ — 1,

denn: Gébe es nun ein k € Nmita_; = ¢ — 1 fiir alle j > k, so erhielten wir fiir / — oo nach
Beispiel 3.47 (b)

v=(g-1)-y " =(-1)-Y ¢/ =1
j=k j=1

was wir bereits ausgeschlossen hatten.* #

Eine g-adische Entwicklung von x erhalten wir schlieflich, indem wir in der obigen Formel
k = 1 setzen und ¢ gegen unendlich gehen lassen — hierfiir bemerken wir, dass aufgrund von
0 < x; < 1fiir alle k € IN offensichtlich lim,_,, x14,¢~" = 0 gilt.

Wir zeigen nun die Eindeutigkeit. Da wir im Existenzbeweis gesehen haben, dass der Nachkom-
maanteil einer jeden g-adischen Entwicklung in 0, 1) liegt, ist der zugehorige Vorkommaanteil
stets durch | x| gegeben und wir konnen im Weiteren ohne Einschrankung x € [0, 1) annehmen.
Seien nun

Yoaugt=x=Yd 5" (37)
k=1 k=1

zwei g-adische Entwicklungen von x. Wir nehmen an, es gdbe Zahlen k € N mita_j # d_; und
wihlen j als die kleinste dieser Zahlen. Mit dieser Wahl folgte

Y, " - L S
1<aj—da | = Y (ax—d)gd ™| <Y la—aulgdF<(g-1)- Y g'=1,
k>j k>j =1

4 An dieser Stelle 16st sich auch das schulische Mysterium tiber die Dezimaldarstellung 0, 9 auf: Wiirden wir diese
zulassen, hitte sie in der Tat den Wert 1.
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wobei die fiir die zweite Abschitzung verwendete Verallgemeinerung der Dreiecksungleichung
auf unendliche Reihen aus dem endlichen Fall (3.3) und Lemma 3.12 folgt und ein niitzliches
Werkzeug ist. Da in dieser Ungleichungskette alle Abschdtzungen nach oben bereits Gleichhei-
ten sein miissten, hdtten dann insbesondere alle Terme der Form a_j — 4_; mit k > j dasselbe
Vorzeichen und erfiillten |a_; —d_¢| = g — 1. Wegen a_y, d_; € S, ware dies nur in einem von
zwei Szenarien moglich: Entweder gélten

a_r=0undd y=9g-1 tir alle k > j,
oder
a_r=g—1lundi_, =0 fir alle k > j.

In beiden Fillen gébe es eine g-adische Entwicklung von x mit nur endlich vielen von g — 1
verschiedenen Ziffern, was nicht sein kann. Je zwei g-adischen Entwicklungen von x stimmen
also tiberein. Es folgt die Eindeutigkeit. O

Bemerkung 3.67. Um fiir eine reelle Zahl x in einem gegebenen Intervall (a,b] rekursiv ihre g-
adische Entwicklung — beziehungsweise Néiherungen davon — zu bestimmen, kénnen wir das Prinzip
der Intervallschachtelung 3.20 einsetzen: Das Intervall (a, b] lisst sich disjunkt in die g gleichlangen
Teilintervalle

<a,a—|—T},<a+b;a,a+2(bg_a)},...,(a+(g_l)g(b_a),b

zerlegen und x liegt in genau einem von diesen. Das bedeutet, dass es eine Ziffer a_y € Sq gibt mit

a_1-gt<x<(aq+1)-gn

Wir konnen nun das Intervall

(H al(z—a)’a+ (a1—|—;)(b—a)]

disjunkt in g gleichlange Teilintervalle zerlegen und erhalten so die nichste Ziffer a_, der g-adischen
Entwicklung von x. Fahren wir fort, so erhalten wir — indem wir die zugehdrigen abgeschlossenen
Intervalle betrachten — eine Intervallschachtelung, deren Intervalle nach Konstruktion allesamt x
enthalten. Nach dem Prinzip der Intervallschachtelung 3.20 konvergieren die Folgen der zugehdrigen
Intervallgrenzen gegen x. Diese liefern die g-adische Entwicklung von x.

Als Anschauungsbeispiel fiihren wir eine rekursive Niherungsberechnung der Dezimaldarstellung
von x = /2 durch und nutzen hierfiir die in dieser Vorlesung noch nicht bewiesene Monotonie der
Quadratwurzelfunktion aus. Diese Zahl ist durch x> = 2 und x > 0 beschrieben. Aufgrund von

1°=1<2<4=2?

Qilt zundchst x € (1,2]. Nun unterteilen wir (1,2] disjunkt in die zehn gleichlangen Teilintervalle

Juy ),
"10]7\10710|" """\ 10’
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und quadrieren deren Grenzen. Wir erhalten
(1,4)> =1,96 < 2 < 2,25 = (1,5)?

und somit x € (14/10,15/10]. Disjunktes Unterteilen in zehn gleichlange Teilintervalle liefert

14 141] (141 2] (149 15
107100 |\ 100" 100 |" """\ 100" 10 |

Quadrieren wir die Grenzen, so stellen wir fest, dass
(1,41)> =1,9881 < 2 < 2,0164 = (1,42)?

Qilt und erhalten x € (141/100,142/100] und somit die Niherung x = 1,41. .. der Dezimaldar-
stellung von x = V2.

Es ist moglich, der g-adischen Entwicklung einer reellen Zahl anzusehen, ob diese bereits
rational ist. Das zeigen wir jetzt:

Definition 3.68. Eine Folge (a,)nciv komplexer Zahlen heifit periodisch, wenn es ein p € N und
ein ¢ € Ny mit
Apyn = an  fiirallen > ¢

gibt. Das minimal mégliche p hierbei heif$t die Periodenlinge der Folge. Hat die Folge Periodenlinge
p, so heif$t das minimale ¢, das die obige Gleichung mit p erfiillt, die Vorperiodenlinge der Folge.

Proposition 3.69. Fiir eine reelle Zahl x € R sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

i xeQt.
(ii)  Die Ziffernfolge der g-adischen Entwicklung von x ist periodisch.

Beweis. Gelte zundchst Aussage (i) und also x = g mit p € Z und q € IN. Die Ziffern der
g-adischen Entwicklung von x sind dann wie im Beweis von Satz 3.66 durch

X1 Z:E
q

— LZJ, a_g = |xg] und X = xp-g— | g furallek € N

rekursiv zu ermitteln. Setzen wir nun noch g := x; - g, so folgt aus dem Obigen leicht g; € S,.
Nach dem Schubfachprinzip 2.47 gibt es daher ganze 0 < r < s mit g, = g5 und also auch mit
X, = Xxs. Die Proposition folgt, da sich hieraus mit der Rekursionsformel x,, = xs4, und somit
aucha_(, ) = a_(s 4, firalle n € Ny ergibt. Das ist Aussage (ii).

Gelte nun umgekehrt Aussage (ii) und sei die g-adische Entwicklung von x durch x =
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Yi_ . ag" mit einem r € Ny gegeben. Dann gibt es £, p € IN mit

) V4 o ) p
x—|x| = Zﬂfkgfk = Zﬂfk87k+g4‘ (Zg]p> : <Z ﬂ(kmgk)
k=1 k=1 =0

k=1

, ) (3.8)
3.47(b) 1 < . (—k —k
= o (@1 ) aag T+ ) ageng” )
gl(gr—1) k:zl k; 0
Es folgt die Rationalitdt von x — | x| und somit auch die von x selbst. O

Die Riickrichtung des obigen Beweises ist konstruktiv und gibt uns mithin eine Methode, eine
beliebige periodische g-adische Entwicklung in einen Bruch umzuwandeln.

Beispiel 3.70. Starten wir mit der Dezimaldarstellung
1,2345,

so ist die Periodenlinge p = 2, die Vorperiodenlinge ¢ = 2 und wir erhalten nach (3.8) den Bruch

1,2345 =1+ 102—1)-(2‘101+3-10°)+(4-101+5-100)>

1
102(102—1) ((
9900+ (99-23) +45 12222 679
- 9900 ~ 9900 ~ 550°

3.8 Ubungsaufgaben

Aufgabe 3.1. Als Coach im Help-Desk verfolgen Sie die folgende Situation: Aaron hat die
in Definition 3.1 eingefiihrte Folgenkonvergenz noch nicht ganz verstanden und fragt ande-
re Studierende um Hilfe. Julia und Lilly aus Aarons Zettelgruppe versuchen ihm im etwas
zuginglicheren Fall einer reellen Folge zu erkldren, wie sie diesen verstanden haben.

Julia: Ich stelle mir das vor, wie wenn wir in der Schule das Verhalten von Funktionen im
Unendlichen betrachtet haben und die waagerechte Asymptote bestimmt haben. Jetzt haben wir
eben Folgen statt Funktionen. Ich stelle mir da oft vor, dass man im Graphen die Folgenglieder
der Folge verbindet, dann sieht es wieder aus, wie eine Funktion aus der Schule.

(a) Zunichst rekapitulieren Sie, was Sie in der Schule iiber waagerechte Asymptoten gelernt haben.
Dafiir ...

e ...skizzieren Sie beispielhaft den Graphen einer Funktion Rt — R mit waagerechter
Asymptote und erldutern Sie das Verhalten fiir grofSe Argumente.

¢ ...beschreiben Sie anschaulich, was es bedeutet, dass eine Funktion eine waagerechte
Asymptote hat.

(b) Nun setzen Sie Ihre bisherigen Vorstellungen in Beziehung zu den hochschulmathematischen Kon-
zepten und betrachten mdgliche Ankniipfungspunkte. Daftir . . .
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¢ ...zeichnen Sie zunichst geeignete Ausschnitte der Graphen der Folgen:
- (ﬂn)nelN = %
= (bu)new = (=1)" -4,
= (euhnen = (=1)"- (14 3)

¢ ...analysieren Sie, welche Verhaltensweisen bei Folgen auftreten konnen, die bei den
in der Schule an dieser Stelle typischerweise behandelten Funktionen nicht vorkom-
men oder dort nicht betrachtet werden.

o ...reflektieren Sie, welche Ihrer schulischen Vorstellungen aus (a) bei den jeweiligen
Folgen weiterhin richtig sind und an welchen Stellen diese an ihre Grenzen stofien

¢ ...untersuchen Sie, wie Julias Vorschlag, die Folgenglieder zur Veranschaulichung
stetig miteinander zu verbinden, Probleme machen oder aber auch helfen kann.

Aaron: Ah okay, jetzt kann ich mir das schon besser vorstellen. Aber die formale Definition
kann ich irgendwie immer noch nicht greifen . ..

Julia: Die Definition bedeutet ,Kommt eine Folge einer Zahl immer néher, so ist diese Zahl der
Grenzwert der Folge.”

Lilly: Ich merke mir das immer so: , Ein Grenzwert einer Folge ist die Zahl, in deren beliebig
kleiner Ndhe unendlich viele Folgenglieder liegen.”

(c) Jetzt analysieren Sie den Begriff des Folgengrenzwerts unter den Gesichtspunkten der Hochschul-
mathematik. Priifen Sie dafiir die Interpretationen der Definition von Julia und Lilly.> Dafiir . . .

¢ ...formalisieren Sie zundchst die Aussagen von Julia und Lilly, indem Sie sie in
Quantorenschreibweise tibersetzen.

¢ ...benennen Sie, wo genau die Fehler in den jeweiligen Interpretationen liegen, und
geben je ein Gegenbeispiel an.

e ...arbeiten Sie die fachliche Unschirfe der hdufig auch in der Schule verwendeten
Formulierung ,,immer ndher kommen” in Julias Aussage heraus.

Aaron: Okay, ich glaube, ich hab’s jetzt verstanden! Das ist wie beim Sandwich-Lemma 3.13:
Wenn ich eine Funktion mit waagerechter Asymptote habe und diese Funktion dann wieder-
um an ihrer waagerechten Asymptote spiegele, entsteht eine Art Trichter. Verlduft eine Folge
innerhalb eines solchen Trichters, ist sie konvergent. Dort ist es dann egal, wie sie sich verhalt,
solange kein Folgenglied wieder aufierhalb liegt.

(d) Zuletzt fassen Sie Ihre erarbeiteten Erkenntnisse zusammen und formulieren einen Kommentar an
die Zettelgruppe von Aaron, Julia und Lilly. Dafiir . ..

5Diese Teilaufgabe folgt der Vorlage von Weber, Birke-Johanna (2022): Sammlung von ,Lehramtsaufgaben“fiir die
Analysis. Unverdffentlichtes Manuskript, Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel; dort wiederum adaptiert nach
Prediger, Susanne (2013): Unterrichtsmomente als explizite Lernanlisse in fachinhaltlichen Veranstaltungen. Ein Ansatz zur
Stirkung der mathematischen Fundierung unterrichtlichen Handelns. In C. Ableitinger, ]J. Kramer & S. Prediger (Hrsg.),
Zur doppelten Diskontinuitit in der Gymnasiallehrerbildung (S. 151-168). Wiesbaden: Springer Spektrum.
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e ...erkldren Sie in eigenen Worten, wie Aarons Idee zu verstehen ist und bewerten Sie
seine Vorstellung.

¢ ...zeigen Sie zusammenfassend auf, welche der Vorstellungen der drei bereits rich-
tig und hilfreich fiir das Verstehen des Folgengrenzwerts sind und wo Fehler oder
Ungenauigkeiten liegen.



KAPITEL 4

Stetige Funktionen und die Topologie des R*

Die Natur ist voller Prozesse, die sich ohne plotzliche Spriinge vollziehen. Wenn eine Pflanze
wichst, ein abgekiihlter Kaffee sich erwdrmt oder ein Auto beschleunigt, durchlaufen alle phy-
sikalischen Grofien liickenlos jeden Zwischenwert. Der grundlegenden Eigenschaft, dass sich
die Groe der Anderung der Ausgabewerte durch ausreichendes Beschridnken der Anderung
der Eingabewerte — wie etwa der Zeit — kontrollieren ldsst, entspricht in der Mathematik das
Konzept der Stetigkeit. Dieser ldsst sich einerseits mit den in Kapitel 3 studierten Folgen in
Verbindung bringen, andererseits auch mit der Topologie — also der Teilmengenstruktur — der
beteiligten Eingabe- und Ausgabemengen.

4.1 Die euklidische Norm

In diesem Kapitel untersuchen wir den folgenden Typ von Funktionen auf Stetigkeit:

Definition 4.1. Seien d € IN und D C R? eine nichtleere Teilmenge. Eine reellwertige bzw.
komplexwertige Funktion auf D ist dann eine Abbildung f: D — R bzw. f: D — C. Fiir zwei
Funktionen f,g: D — C (oder R) definieren wir

(f £8)(x) = f(x) £8(%) Vx €D,

(f-8)(x) = fx) - g(x) Vx €D
und, falls g(x) # O fiir alle x € D gilt, auch

f gy e £2)

g(x) =0 Vx € D.

So erhalten wir weitere komplexwertige (oder reellwertige) Funktionen f + g, f - ¢ und J§('

120
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Um beschreiben zu kénnen, wann sich Eingabewerte solcher Funktionen nur geringfiigig dn-
dern, benétigen wir einen Abstandsbegriff auf R?. In Analogie zum aus Definition 2.18 bekann-
ten Absolutbetrag der komplexen Zahlen setzen wir:

Definition 4.2. Fiir ein d € N ist die euklidische Norm eines Punktes x = (x1,...,%;) in R4

durch

gegeben.

A Offenbar stimmt der Absolutbetrag auf den komplexen Zahlen C mit der euklidischen Norm
auf R? iiberein. Wir werden diese Identifikation kiinftig oft gebrauchen, ohne dies noch einmal

eigens zu rechtfertigen.

Euklid von Alexandria, geboren ca. 350 v.
Chr. und gestorben ca. 270 v. Chr., war ein
griechischer Mathematiker. Er gilt als ,,Va-
ter der Geometrie” und ist Namensgeber
tiir die euklidische Geometrie zur anschau-
lichen Darstellung des zwei- und dreidi-
mensionalen Raums. In seinem beriithmte-
sten Werk, den Elementen, trug er das Wis-
sen der griechischen Mathematik seiner
Zeit zusammen. Viele Sédtze der Elemente
stammen offenbar nicht von Euklid selbst.
Seine Hauptleistung besteht vielmehr in
der Sammlung und einheitlichen Darstel-
lung des mathematischen Wissens sowie
der strengen Beweisfiihrung, die zum Vor-
bild fiir die spadtere Mathematik wurde.
Das von Joos van Wassenhove angefertigte
Bild rechts ist aus dem Jahr 1474.

Genau wie beim Absolutbetrag auf R gilt auch hier offensichtlich wieder die positive Definit-
heit. Da in R? keine Multiplikation definiert ist, lasst sich keine Multiplikativitit zeigen, wohl

aber die Homogenitiit
[Ax| = [A] - ||

firalle A € R, x € R?
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die sich unmittelbar einsehen ldsst. Schwieriger ist die Dreiecksungleichung, fiir die wir einen

Umweg einschlagen miissen:

Lemma 4.3. Fiireind € Wund x = (xy, ..

., xg) sowiey = (y1,...,y,) in RY gelten:

(a) Es gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung (C4_, xnyn) (T4 x2) - (X2 1 2).
(b) Es gilt die Dreiecksungleichung |x +y| < |x| + |y|.

Karl Hermann Amandus Schwarz, geboren
am 25. Januar 1843 in Hermsdorf (Schlesi-
en) und gestorben am 30. November 1921
in Berlin, war ein deutscher Mathemati-
ker. Schwarz beschiftigte sich insbeson-
dere mit der Funktionentheorie und der
Theorie der Minimalflachen. Besonders zu
erwdhnen sind seine Arbeiten zum Rie-
mann’schen Abbildungssatz, zur Losung
der ersten Randwerteaufgabe fiir den Kreis
und seine Arbeiten tiber die hypergeome-
trische Differentialgleichung. Das Foto zur
Rechten zeigt ihn 1890, im Alter von 47 Jah-
ren.

Beweis. Zunichst zeigen wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Im Fall Y9_, 2 = 0 sind alle
Yn = 0 und d1e Ungleichung stimmt trivialerweise. Ohne Einschrankung kénnen wir also ab
sofort Y°4_, y2 > 0 annehmen. Fiir ein beliebiges A € R ist

d
0< Z n—Ayn)? =Y (x5 — 2Axuyn + A%Y3)

n=1

d
< in—2~)x~ anyn+/\2~ Zy%
n=1 n=1 n=1

Setzen wir nun speziell A = —Z£ =1 Znn
n=1Y
0< 2 x2 Zn 1 xnyn
=1 Z
n=1 Zn 1 yn

und somit Behauptung (a).

ein, erhalten wir

2%:1 xn%z)z d 2
XnYn + <— . y
P o (Te ) B

Nun zeigen wir die Dreiecksungleichung. Es gilt

d

|x+y\2 = Z(xn +yn)2

n=1
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d d d
=Y 2+2- Y xyn+ Y v
n=1 n=0 n=1

(a)

< |xPP+2- x|yl + [y
2

= (x| + |y])".

Da beide Seiten nichtnegative reelle Zahlen sind, konnen wir die Wurzel ziehen und erhalten
Behauptung (b). O

Mit der nun eingefiihrten euklidischen Norm anstelle des Absolutbetrags lassen sich, aufbauend
auf dem Vorgehen in Kapitel 3, die Konvergenz und Beschrdnktheit von Folgen in Teilmengen
D C R erklaren:

Definition 4.4. Seien d € IN und (a,),cw eine Folge in RY. Dann nennen wir (an)nen - - -

e ... konvergent mit Grenzwert lim,_,a, == a € ]Rd,falls die reelle Folge (|an — a|)nGIN
eine Nullfolge im Sinne von Definition 3.1 ist,
e ...divergent, falls (a,),cw gegen kein a € RY konvergiert.

Lemma 4.5. Seien d € N und (a,)nen eine Folge in RY. Fiir ein beliebiges j € {1,...,d} sei
weiter

R — R,
Je (xl,...,xd) »—>x]'

die Projektion auf die j-te Komponente. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(@) (an)nen konvergiert genau dann gegen ein a € R?, wenn fiir alle j € {1,...,d} die Folgen
(7j(an)), o Segen mj(a) konvergieren.

(b) (an)new ist genau dann beschrinkt, wenn fiir alle j € {1,...,d} die Folgen (mj(ay))
beschriinkt sind.

nelN

Beweis. Das verbleibt als eine Ubung! ]

Korollar 4.6 (Satz von Bolzano-Weierstraf3 in R?). Sei d € IN. Dann besitzt jede beschrinkte
Folge in R? eine in R? konvergente Teilfolge.

Beweis. Sei (a,)qen eine beschrankte Folge in RY. Aus der Beschrinktheit von (an)nen ergibtsich
nach Lemma 4.5 (b) in der dortigen Notation insbesondere die Beschranktheit von (711 (a,) ) nen-
Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafs 3.29 besitzt diese also eine konvergente Teilfolge. Da
Teilfolgen von Teilfolgen wieder Teilfolgen sind und Teilfolgen beschrankter Folgen wieder
beschrankt sind, erhalten wir iterativ eine Teilfolge (a,, )ren derart, dass (77j(a,,))rew fiir alle
j€{1,...,d} konvergiert, etwa gegen ein x; € R. Nach Lemma 4.5 (a) konvergiert die Teilfolge
(@n, Jke SO gegen x = (X1,...,X4) € R?, was das Korollar zeigt. O
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4.2 Stetigkeit
Definition 4.7. Seien d € IN und D C R? eine nichtleere Teilmenge. Dann heifst eine Funktion
f: D — C (oder R) stetig in xo € D, falls gilt:
Ve >0,36 >0,Vx € D: |x — x| < = |f(x) — f(x0)| <.
Weiter heifst f stetig in D, falls f in jedem Punkt von D stetig ist. Wir schreiben
C%D,C) = {f: D — C: f stetigin D},
C°(D,R) := {f: D — R: f stetig in D}.

A Ahnlich wie in Beispiel 3.2 (a) angemerkt, hangt der Wert § im Allgemeinen von ¢ ab.

58

el e

a Xo X b

Unmittelbar aus Definition 4.7 folgt, dass die Einschrankung f|g einer in D C R stetigen
Funktion f auf eine beliebige nichtleere Teilmenge E C D stetig in E ist.

Beispiel 4.8. (a) Seien d € IN und D C R eine nichtleere Teilmenge. Dann ist fiir jedes a € C die
konstante Abbildung

X —a

2 {D — C,

stetig,

denn: Es gilt

Ve >0: (J[x —xo] <1=:6) = (|f(x) — f(x0)] =0 <e).

(b) Die Identititen idr: R — R und id¢: C — C sind stetig,

denn: Es gilt fiir ein xo € R

Ve > 0: (Jx — xo| < e =:6) = ([idr(x) —idr(x0)| = |x — x0| < )
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()

bzw. genauso fiir ein zy € C

Ve > 0: (|z — 20| < e=:0) = (|idc(z) —ide(z0)] = |z — 20| < €).

Die Gauf-Klammer | -|: R — R ist stetig in R \ Z und unstetig in allen xo € Z,

denn: Seien zundchst xo € R\ Z und ein ¢ > 0 gegeben. Dann gilt |xo| < xo < [x0| + 1 und
es gibt ein 6 > 0 mit

|x0] <x0—d<xp<x0+0d<|x]+1,
da
0 < <min{xg— [xo], [x0] +1—x0}
erfiillbar ist. Mit dem jeweils passenden 6 gilt fiir alle solchen xq also
Ve>0,30 >0: [x —xo| <d=||x] — |x0]| =0<e
Die Gauf-Klammer ist also in allen xo € R \ Z stetig.
Sei nun xo € Z gegeben. Um die Unstetigkeit von |- | in xo nachzuweisen, miissen wir
de >0,¥6 > 0,3x € R: |[x —xo| < dund||x| — |xo0]| > &.

zeigen. Wir withlen e = 1. Fiir ein beliebiges & > 0 gelten dann fiir x == xo — § die Abschitzungen

é
— = - 5,
|x — xo] 5 <

1) = Lxo) | = |xo) = [x] = x0— |x] = 1=¢

und somit die Unstetigkeit der GaufS-Klammer in allen xo € Z.

Lx]

e

#

A Schrinken wir || auf R\ Z ein, erhalten wir nach dem Bisherigen eine stetige Funktion
R \Z — R. Stetigkeit hingt also vom Definitionsbereich ab und kann daher nicht einfach mit
einer Regel wie ,kann den Graphen zeichnen, ohne den Stift abzusetzen” beschrieben werden.
Mit der Idee einer solchen Bleistiftstetigkeit und den damit verbundenen Anschauungen setzen
wir uns in den Ubungsaufgaben 4.1 und 4.2 genauer auseinander.
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Lemma 4.9 (Folgenkriterium fiir Stetigkeit). Seien d € IN, D C R¥ eine nichtleere Teilmenge
und xo € D. Dann sind fiir eine Funktion f: D — C die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(i)  f ist stetig in xo,
(ii)  Fiir jede Folge (x,)nen in D gilt

limx, =xp = lm f(x,) = f(x0).

n—oo n—o0o

A Wir kénnen diese Eigenschaft kurz als

lim f(x,;) = f(lim x,)

n—oo n—oo

schreiben und sagen: Limesbildung und stetige Funktionen vertauschen.

Beweis von Lemma 4.9. Gelte zundchst Aussage (i) und sei also f stetig in xp. Seien dann (x),en
eine Folge mit lim,, . X, = xp und € > 0 beliebig. Die Funktion f ist stetig in xo und wir haben

36 > 0,Vx € D: |x —xp| <6 = |f(x) — f(x0)| <&
Da die Folge der x, gegen xo konvergiert, gilt zudem

Ing € N,Vn > ng: |x, — xo| < 6.
Zusammengenommen erhalten wir

Vi s [f(x) — flxo)| < e
und also lim,,_,« f(x,) = f(x0), wie behauptet. Das ist Aussage (ii).

Um die andere Implikation per Kontraposition zu zeigen, nehmen wir nun umgekehrt an,
Aussage (i) gelte nicht, f sei also nicht stetig in xg. Dann gilt

Je > 0,V6 > 0,3x € D: |x — xo| < dund [f(x) — f(x0)| > e.

1

Waéhlen wir speziell § = 27 SO erhalten wir

1
Vn e IN,3x, € D: |x, — xo| < Eund |f(xn) — f(x0)| > e

Die so gefundene Folge (x )< konvergiert gegen xo, die Bildfolge (f(xx)), ., aber nicht gegen
f(x0). Aussage (ii) kann also nicht gelten. O

Proposition 4.10. Seien d € IN, D C RY eine nichtleere Teilmenge und xo € D. Weiter seien
f,g: D — Cstetig in xo. Dann sind die Funktionen f £ g, f - g und, falls g(xo) # 0, auch é stetig
in xo.
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Beweis. Die Proposition folgt aus dem Folgenkriterium 4.9 und den Rechenregeln fiir konver-
gente Folgen 3.9. Wir fiihren hier exemplarisch nur den Beweis fiir die Stetigkeit von f + g vor,

wobei wir noch anmerken, dass der Nachweis der Stetigkeit von é: in xg als Voriiberlegung

bendtigt, dass die stetige Funktion g aufgrund ihrer Nullstellenfreiheit in x( in einer ganzen
e-Umgebung um xg nicht Null sein kann:

Sei (x4 )new eine Folge in D mit lim,,_, X, = Xo. Dann gilt

lim ((f +8)(xn)) = lim (f(xn) +(xn))

n—o00

2 lim f(x) + lim g(x,)

n—oo

= f(x0) + g(x0)

= (f +8)(x0):
Die Stetigkeit von f + g folgt nun mit dem Folgenkriterium 4.9. O

Beispiel 4.11. (a) Fiir alle n € INg ist die durch z — z"* gegebene Potenzfunktion C — C stetig,
denn: Das folgt unmittelbar aus Beispiel 4.8 (a) und (b) sowie Proposition 4.10. #

(b) Fiiraller € No und alle a € C ist die durch z v a - z" gegebene Monomfunktion C — C stetig,
denn: Das folgt unmittelbar aus (a) und Proposition 4.10. #
Hierbei nennt man die Zahl r den Grad der Monomfunktion.

(c) Fiiraller € o und alle (r + 1)-Tupel von Koeffizienten ay, . .. ,a, € Cistdiedurchz — Y _, agzk
gegebene Polynomfunktion C — C stetig,

denn: Das folgt unmittelbar aus (b) und Proposition 4.10. #
Hierbei nennt man die Zahl r den Grad der Polynomfunktion.

A Durch Einschrinken auf die reellen Zahlen erhilt man, dass auch die reellen Potenzfunktio-
nen, Monomfunktionen und Polynomfunktionen stetig sind.

Proposition 4.12. Seien d € IN, D C RY eine nichtleere Teilmenge und xo € D. Weiter seien
f:D — Cund g: E — C mit einer Teilmenge f(D) C E C C. Ist f stetig in xo und g stetig in
Yo = f(xo), so ist die Hintereinanderausfiihrung g o f: D — C stetig in x.

Beweis. Sei (xp)nen eine Folge in D mit lim, e X, = Xo. Nach dem Folgenkriterium 4.9 gilt
dann

lim f(xn) = f(x0) = yo

n—o0
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aufgrund der Stetigkeit von f in xo und, mit y, == f(x,),
lim ¢(yx) = g(vo)
aufgrund der Stetigkeit von g in yo. Zusammengenommen erhalten wir
lim (g0 f)(xn) = lim g(f(xx)) = lim g(yn) = g(yo) = 8(f(x0)) = (g° f)(x0)

und nach dem Folgenkriterium somit die Stetigkeit von g o f. O

Die folgende Verscharfung des Stetigkeitsbegriffs lasst sich manchmal leichter tiberpriifen und
liefert so ein hinreichendes Kriterium fiir Stetigkeit:

Definition 4.13. Seien d € N und D C R? eine nichtleere Teilmenge. Dann heifit eine Funktion
f: D — C Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L > 0, falls gilt:

Va,y € D: |f(x) = f)| < L-[x—yl.
A Die Lipschitz-Konstante L ist durch f nicht eindeutig bestimmt!

Rudolf Otto Sigismund Lipschitz, geboren
am 14. Mai 1832 in Koénigsberg und ge-
storben am 7. Oktober 1903 in Bonn, war
ein deutscher Mathematiker und Hoch-
schullehrer. Er arbeitete auf fast allen Ge-
bieten der reinen und angewandten Ma-
thematik und wurde insbesondere durch
sein Lehrbuch der Analysis bekannt. Heu-
te noch von besonderer Bedeutung ist der
von ihm entwickelte Begriff der Lipschitz-
Stetigkeit. Er forschte auch auf dem Gebiet
der Differentialformen und der Mechanik,
insbesondere der Hamilton-Jacobi’schen
Methode zur Losung von Bewegungsglei-
chungen. Das Foto zur Rechten zeigt ihn
1885 im Alter von 53 Jahren.

Proposition 4.14. Seien d € IN und D C R eine nichtleere Teilmenge. Dann ist jede Lipschitz-
stetige Funktion f: D — C auch stetig.

Beweis. Ohne Einschrankung kénnen wir annehmen, die Lipschitz-Konstante L der Lipschitz-
stetigen Funktion f sei positiv. Zu gegebenen ¢ > 0 und xo € D setzen wir dann 6 := > 0
und erhalten

Vx e D: (|x —xo| <8) = (|f(x) — f(x0)| < L-|x—x0| <L-6=¢).
Die Funktion f ist also auch stetig. O
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Beispiel 4.15. Die Funktionen |-|,Re,Im: C — C sind Lipschitz-stetig mit Konstante L =1,

denn: Fiir den Absolutbetrag |-| folgt dies unmittelbar aus der umgekehrten Dreiecksungleichung 2.20,
fiir Real- und Imagindrteil aus dem elementargeometrischen Satz von Pythagoras:

|Re(z) — Re(w)], Im(z) — Im(w)| < |z —w|.
#

Nach Proposition 4.14 sind diese Funktionen dann auch stetig und nach den Propositionen 4.10 sowie
4.12 sind dann fiir jede stetige Funktion f: D — C mit nichtleerem D C R¥ die Funktionen

|, Re(f), Im(f): D = R

sowie

7. {D — R,
" x> f(x) =Re(f(x)) —i-Im(f(x))

stetig.

Mitmachaufgabe 4.16. Gilt auch die Umkehrung von Proposition 4.14 und ist also jede stetige
Funktion f: D — C auch Lipschitz-stetig?

Lisung.

4.3 Offene und abgeschlossene Mengen

Analog zum Vorgehen in R und C definieren wir auch fiir ein beliebiges a € R? die e-Umgebung
von a durch
Ue(a) = {x €R?: |x —a| < e}

Sie hat die Gestalt einer d-dimensionalen Kugel mit Radius ¢ um a.

Definition 4.17. Seien d € IN und M C R eine Teilmenge. Dann heif$t ein Punkt a € R? ein

innerer Punkt von M <— de>0:Ua) T M,
duflerer Punkt von M < de>0:Ue(a) C R M,
Randpunkt von M = Ve>0: MNUl(a) #0 # (R~ M) N Ue(a).

Die Menge aller Randpunkte von M nennen wir den Rand oM von M.
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A Fine beliebige Teilmenge M C R zerlegt R? offensichtlich disjunkt in ihre inneren Punkte,
ihre dufleren Punkte und ihren Rand. In der folgenden Abbildung ist a; ein dufSerer Punkt, a,
ein Randpunkt und a3 ein innerer Punkt:

%!

M

Beispiel 4.18. (a) Sei M := {(x,y) € R?: x > 0} C R? Dann gilt )M = {(0,y) € R?},

(b)

()

denn: Fiir einen Punkt a := (x,y) € R? gibt es drei Mdglichkeiten:

Fall 1: x < 0. Dann liegt U (a) komplett aufierhalb von M, da die erste Koordinate eines jeden

Punktes darin kleiner als x + —* = 5 < 0 ist. Es folgt, dass a ein duflerer Punkt und also kein
Randpunkt ist.

Fall 2: x = 0. Dann enthilt U, (a) fiir jedes € > 0 Punkte innerhalb und auflerhalb von M, etwa
a+(5,0) und a+ (—5,0), so dass a ein Randpunkt ist.

Fall 3: x > 0. Dann liegt Uy (a) komplett innerhalb von M, da die erste Koordinate eines jeden
Punktes darin grfier als x — 5 = 5 > 0 ist. Es folgt, dass a ein innerer Punkt und also kein
Randpunkt ist.

A Fiigen wir zu M eine beliebige Teilmenge des Randes M hinzu, so gilt die obige Fallunterschei-
dung weiterhin und der Rand bleibt unverindert! #

Seien d € N, a € R? und r > 0. Dann ist 9U,(a) = {x € R : |x — a| = r} die Sphiire von
Radius r um a,

denn: Das zeigt man dhnlich wie in Teil (a). #

Aufgrund von R \ R? = Q@ ist fiir jedes d € IN der Rand der Menge R? in sich selbst trivialerweise
leer.

A Der Rand von R in R+ ist ganz RY und somit nicht leer.
Betrachten wir Q als Teilmenge von R, so ist 0Q = R,

denn: Nach Korollar 2.45 liegt Q dicht in R, so dass es in jedem offenen, reellen Intervall eine
rationale Zahl gibt. Insbesondere gilt Q N Ug(a) # @ fiir alle ¢ > 0. Mit Lemma 3.65 und Satz
3.66 kann man leicht zeigen, dass auch R ~\. Q dicht in R liegt, und es folgt R~ Q N Ue(a) # @
fiir alle e > 0. #

A Der Rand von Q in R ist, im Sinne von Satz 2.52 und Satz 2.54, grifier als die Menge selbst!
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Definition 4.19. Seien d € IN und M C R eine Teilmenge. Dann heifst M . . .
e ...offen, wenn oM N M = @ gilt,
e ...abgeschlossen, wenn oM C M gilt.

Lemma 4.20. Seien d € N und M C R eine Teilmenge. Dann gelten fiir ihr Komplement R ~. M
in R? die folgenden Aussagen:

(@) 9(R¥~ M) = oM.
(b) R~ M offen bzw. abgeschlossen <=> M abgeschlossen bzw. offen.

Beweis. Behauptung (a) folgt sofort aus der Definition des Randes und (R \ (R? \ M)) = M.
Wir zeigen nun Behauptung (b). Hier gilt

Moffen €2 oM N M =0

M CR'\ M
L H(RI M) C R M
LAY abgeschlossen.

Die Behauptung folgt, da die zweite Aquivalenz hierzu offensichtlich dquivalent ist. O

Beispiel 4.21. In Anlehnung an die jeweiligen Teilaussagen von Beispiel 4.18 gilt:
(@) M= {(x,y) € R?: x> 0} ist offen und
MUIM = {(x,y) € R*: x >0}
ist abgeschlossen.

(b) Seiend € N, a € RY und r > 0. Dann ist U,(a) offen und
U,(a) UdU,(a) = {x e R : |x —a| <1}
abgeschlossen.

(c) Fiiralle d € IN sind Teilmengen @ und R* von R? abgeschloffen, also offen und abgeschlossen.
(d) Die Teilmenge Q C R ist weder offen noch abgeschlossen.

Proposition 4.22 (Kriterium fiir Offenheit). Seien d € IN und M C R? eine Teilmenge. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i)  Mist offen.

(i)  Jeder Punkt von M ist ein innerer Punkt.
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Beweis. Gelte zundchst Aussage (i) und sei also M offen. Wir betrachten ein beliebiges a € M.
Nach Definition 4.19 ist dann a ¢ dM, so dass es nach Definition 4.17 ein ¢ > 0 mit

MNU(a) =@ oder (R~ M)NU(a)=0
gibt. Wegen a € M erhalten wir so (RY ~ M) N Uc(a) = @. Das impliziert sofort U.(a) C M
und also Aussage (ii).

Gelte nun umgekehrt Aussage (ii). Wir betrachten ein beliebiges 2 € M. Nach Voraussetzung
gibt es fiir dieses ein ¢ > 0 mit Ug(a) C M. Das impliziert U.(a) N (R~ M) = @ und
nach Definition 4.17 also a ¢ dM. Insgesamt haben wir nun oM N M = @ gezeigt, was nach
Definition 4.19 bedeutet, dass M offen ist. Das ist Aussage (i). O

Korollar 4.23. Sei d € IN. Dann ist jede offene Teilmenge von R? eine Vereinigung von — nach
Beispiel 4.21 (b) offenen — e-Umgebungen.

Beweis. Sei M eine offene Teilmenge von R?. Nach Proposition 4.22 ist dann jedes 2 € M ein
innerer Punkt; es gibt also fiir allea € M ein ¢, > 0 mit U, () C M. Offensichtlich gilt dann

M= ] U,(a).
aeM
O

A Man kann leicht zeigen, dass einpunktige Teilmengen {a} C R“ abgeschlossen sind. Somit
lasst sich jede Teilmenge M C R als Vereinigung

M= J{a}

aeM

abgeschlossener Teilmengen schreiben.

Proposition 4.24 (Kriterium fiir Abgeschlossenheit). Seiend € INund M C R4 eine Teilmenge.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) M ist abgeschlossen.
(i)  Fiir alle in RY konvergenten Folgen (ay)nen in M gilt auch lim,, 0 a, € M.

Beweis. Gelte zundchst Aussage (i) und sei also M abgeschlossen. Wir betrachten eine in R?
konvergente Folge (a,),cv in M mit Grenzwert a. Nach Konstruktion gibt es dann fiir alle ¢ > 0
ein ny € IN, so dass fiir alle n > ng die Bedingung |a, — a| < € erfiillt ist. Es gilt daher

Ve >0: M N Ue(a) #D.
Lage nun a nicht in M, so gilte andererseits

Ve > 0: (RY~ M) N U(a) #D
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und 4 wére nach Definition 4.17 ein Randpunkt von M. Das kann aber nicht sein, da M nach
Voraussetzung abgeschlossen ist und nach Definition 4.19 somit alle seine Randpunkte enthalt.
Es folgt, dass a in M liegen muss und also Aussage (ii).

Gelte nun umgekehrt Aussage (ii). Zum Nachweis der Abgeschlossenheit von M, reicht es nach
Definition 4.19 dann aus, oM C M zu zeigen. Dafiir betrachten wir einen beliebigen Punkt
a € 0M. Nach Definition 4.17 erfiillt dieser

Ve>0: MNUa) #D
und insbesondere
Vn € N,3a, € M N Ui (a).

Auf diese Weise erhalten wir eine gegen a konvergente Folge (4, ),en. Nach Voraussetzung ist
also a € M und wir haben Aussage (i) gezeigt. ]

Beispiel 4.25. Wir kinnen die Kontraposition des Kriteriums fiir Abgeschlossenheit 4.24 verwenden,
um zu zeigen, dass eine Menge nicht abgeschlossen ist: So ist etwa das Intervall [0, 1) nicht abgeschlossen,
da die in [0, 1) verlaufende konvergente Folge (1 — 3) - gegen 1 geht, was nicht in [0,1) liegt.

Satz 4.26. Seien d € W, I eine Indexmenge und M; C R fiir jedes i € I eine Teilmenge. Dann
gelten die folgenden Aussagen:

(@) Sind alle M; offen in R¥, so auch \J;c; M;; beliebige Vereinigungen offener Mengen sind also

offen.
(b) Sind alle M; abgeschlossen in RY, so auch (\;c; M; beliebige Durchschnitte abgeschlossener
Mengen sind also abgeschlossen.

Beweis. Fiir [ = @ gelten J;c; M; = @und ;c; M; = R¥. Da diese beiden Mengen nach Beispiel
4.21 (c) sowohl offen als auch abgeschlossen sind, gilt der Satz in diesem Fall. Fiir den Rest des
Beweises konnen wir daher ohne Einschrankung I # @ annehmen.

Wir zeigen zundchst Behauptung (a) und nehmen dafiir an, die M seien alle offen. Wir betrach-
ten ein beliebiges a € J;c; M;. Fiir dieses existiert ein iy € I mita € M;,. Da M;, offen ist, gibt
es nach dem Kriterium fiir Offenheit 4.22 ein ¢ > 0 mit U¢(a) C M;,. Trivialerweise ist dann
auch U,(a) C U;e; M;. Aufgrund der Beliebigkeit von 4 und dem Kriterium fiir Offenheit 4.22
ist dann auch die Vereinigung |J;c; M; offen.

Hieraus und mit Lemma 4.20 (b) folgt nun leicht auch Behauptung (b). O

Bemerkung 4.27. (a) Beliebige Durchschnitte offener Mengen miissen nicht wieder offen sein,

siehe etwa

1 1

m(_n+ ’n+ )z[—l,l].
nelN h n
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Endliche Durchschnitte offener Mengen sind jedoch wieder offen (Ubung!).
(b) Beliebige Vereinigungen abgeschlossener Mengen miissen nicht wieder abgeschlossen sein, siehe
etwa

U

nelN

[_n—l/n—l] _ (—1,1).

n n

Endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind jedoch wieder abgeschlossen (Ubung!).

Definition 4.28. Seien d € N und M C R eine Teilmenge. Dann heifit M := M ~. OM das
Innere von M und M = M U 9M der Abschluss von M.

Proposition 4.29. Seiend € INund M C R eine Teilmenge. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(@) Das Innere M ist offen. Tatsichlich ist M die grofte offene Menge, die in M enthalten ist und
lisst sich als Vereinigung aller in M enthaltenen offenen Mengen schreiben.

(b) Der Abschluss M ist abgeschlossen. Tatsichlich ist M die kleinste abgeschlossene Menge, die M
enthilt und ldsst sich als Durchschnitt aller M enthaltenden abgeschlossenen Mengen schreiben.

Beweis. Wir zeigen nur Behauptung (a). Behauptung (b) zeigt man ganz dhnlich.
Sei U C M offen. Dann gilt auch U C Z\O/I,

denn: Jedes a € U ist ein innerer Punkt von U und also auch von M. Da a somit eine e-Umgebung
besitzt, die komplett in M enthalten ist, folgt hieraus a ¢ dM und mit Definition 4.28 insgesamt
die Behauptung. #

Es ist aber auch M selbst offen,

denn: Wir betrachten ein beliebigesa € M = M ~. 9M. Fiir dieses gibtes ein e > 0 mit U,(a) C M.
Nach dem oben Gezeigten gilt dann bereits U, (a) C M, so dass a ein innerer Punkt von M ist.
Die Behauptung folgt nun mit dem Kriterium fiir Offenheit 4.22. #

Aus diesen beiden Aussagen folgt nun direkt, dass M die gréfite offene Menge ist, die in M
enthalten ist, und dass es sich als Vereinigung aller in M enthaltenen offenen Mengen schreiben
lasst. ]

Korollar 4.30. Seien d € IN und M C R eine Teilmenge. Dann gelten die folgenden Aussagen:

M ist offen — M=M,
M ist abgeschlossen <= M = M.

Insbesondere gelten
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Beweis. Ist M offen, so ist M C M und also M = M nach Proposition 4.29 (a). Ist andererseits
M = M, so ist M nach Proposition 4.29 (a) offen. Die andere Aussage zeigt man genauso. [

Beim Umgang mit dem Inneren und dem Abschluss von Mengen ist im Allgemeinen Vorsicht
geboten, wie man am folgenden Beispiel sieht:

Beispiel 4.31. Betrachten wir M = Q in R, so gilt

oM =aQ "2V R,

M=M~dM=Q~R=0,

M=MUIM=QUR =R.
Dies fiihrt zu den folgenden, unintuitiven Resultaten:

OM =00 =0 # R =0M,

M=0=0#R=T1R=DM.

Wir schlieffen diesen Abschnitt mit einem wichtigen Stetigkeitskriterium, das sich mit dem
Begriff einer offenen Menge herleiten ldsst:

Definition 4.32. Seien d € N und D C R%. Dann heifst eine Teilmenge M C D . ..
e ...offen in D bzw. relativ offen, falls es eine offene Teilmenge U C R¥ mit M = D N U
gibt.
* ...abgeschlossen in D bzw. relativ abgeschlossen, falls es eine abgeschlossene Teilmenge
A C RYmit M = D N A gibt.

Beispiel 4.33. Seien d € IN und D C R?. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Die Teilmengen @ und D sind abgeschloffen, also offen und abgeschlossen, in D, denn es gilt
@ = D N @ sowie D = D N R¥ und nach Beispiel 4.21 (c) sind @ und R¥ beide abgeschloffen in
RY.

(b) Ist D C R¥ offen, so ist jede Teilmenge M C D genau dann offen in D, wenn sie offen ist.

(c) Ist D C R¥ abgeschlossen, so ist jede Teilmenge M C D genau dann abgeschlossen in D, wenn sie
abgeschlossen ist.

Proposition 4.34 (Kriterium fiir relative Offenheit). Seien d € IN und D C R®. Dann sind fiir
eine Teilmenge M C D die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(i) Mistoffenin D,
(i)  Fiir jeden Punkt x € M gibt es ein e > 0 mit D N Ug(x) C M.

Beweis. Dies verbleibt als eine Ubung. ]
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Satz 4.35 (topologisches Kriterium fiir Stetigkeit). Seien d € IN und D C R eine nichtleere
Teilmenge. Dann sind fiir eine Funktion f: D — R die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(i)  fiststetigin D.
(ii)  Fiir alle Teilmengen U C R gilt:

Uistoffenin R = f '(U) ist offen in D.

Beweis. Im Beweis werden wir eine auf die Situation in diesem Lemma angepasste Formulierung
von Stetigkeit verwenden: Nach Definition 4.7 ist eine Funktion f: D — R ndmlich genau dann
stetig in D, wenn

Vxo € D,Ve > 0,36 > 0: f(D N U5(XO)) - Ug(f(xo)) (4.1)
gilt.

Gelte nun zunéchst Aussage (i) und sei also f stetig in D. Wir betrachten eine offene Teilmenge
U C R und miissen zeigen, dass deren Urbild offen in D ist. Da sonst nichts zu zeigen ist,
konnen wir dabei ohne Einschrankung f~1(U) # @ annehmen. Sei also xo € f~1(U) C D.
Nach dem Kriterium fiir Offenheit 4.22 gibt es dann ein ¢ > 0 mit U, (f(xp)) C U. Da f stetig
ist, gibt es somit nach (4.1) ein 6 > 0 mit f (D N Us(x0)) € U (f(x0)). Es folgt

D N Us(xo) € f (Ue(f(x0))) S f7H(U)

und nach dem Kriterium fiir relative Offenheit 4.34 somit, dass f~!(U) in D offen ist. Das zeigt
Aussage (ii).

Gelte nun umgekehrt Aussage (ii). Zum Nachweis der Stetigkeit von f gemafs (4.1) betrachten
dannein xg € D und ein¢ > 0. Die Menge U := U (f(x0)) C R ist offen in R. Nach Aussage (ii)
ist daher auch f~!(U(f(x0))) C D offen in D und nach dem Kriterium fiir relative Offenheit
4.34 gilt

36 > 0: D N Us(x0) € f 1 (Ue(f(x0)))-
Es folgt

f(D M U§(X())) - Ug(f(xo)).

und somit die Stetigkeit (i) von f. O

4.4 Kompaktheit

Definition 4.36. Seien d € IN und M C R?. Gibt es dann ein r > 0 mit M C U,(0), so heifit M
beschrinkt.
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Definition 4.37. Seien d € N und M C R¥. Besitzt dann jede Folge in M eine in M konvergente
Teilfolge, so heifit M kompakt.

Satz 4.38 (Satz von Heine-Borel). Seien d € IN und M C R%. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(i) M ist kompakt.
(ii) M ist beschrinkt und abgeschlossen.

Heinrich Eduard Heine, geboren am 18.
Mairz 1821 in Berlin und gestorben am
21. Oktober 1881 in Halle an der Saa-
le, war ein deutscher Mathematiker und
Hochschullehrer. Nach ihm benannt ist der
Satz von Heine {iber stetige Funktionen,
der aussagt, dass jede stetige Funktion auf
kompaktem Definitionsbereich gleichma-
Big stetig ist. Die Arbeiten von Heine iiber
Fourier-Reihen waren ein Ausgangspunkt
fir Georg Cantors Untersuchungen, die
zu dessen Entwicklung der Mengenlehre
fithrten. Das Foto zur Rechten zeigt ihn
1881, in seinem Todesjahr.

Félix Edouard Justin Emile Borel, geboren
am 7. Januar 1871 in Saint-Affrique und ge-
storben am 3. Februar 1956 in Paris, war ein
franzosischer Mathematiker und Politiker.
Er leistete grundlegende Beitrdage zur To-
pologie, zur Mafstheorie, Wahrscheinlich-
keitstheorie, Funktionentheorie und Spiel-
theorie. Das Foto zur Rechten zeigt ihn
1918, im Alter von 47 Jahren.

Beweis von Satz 4.38. Gelte zundchst Aussage (i) und sei also M kompakt. Dann ist M auch
beschrénkt,

denn: Wéare M unbeschrénkt, so gébe es eine Folge (4,),en in M mit |a,| > n fir alle n € IN.
Diese Folge hitte keine konvergente Teilfolge, was wegen der Kompaktheit von M nicht sein
kann. #

Weiter muss M aber auch abgeschlossen sein,
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denn: Fiir jede Folge (a,)yen in M mit limy, s, =a € R4 gibt es wegen der Kompaktheit von
M eine Teilfolge (a,,), o mit limg, a,, = b € M. Da Teilfolgen konvergenter Folgen wieder
konvergent sind und denselben Grenzwert wie die gesamte Folge besitzen, folgt hierausa = b €
M. Aufgrund der Beliebigkeit der betrachteten Folge und dem Kriterium fiir Abgeschlossenheit
4.24 erhalten wir so die Behauptung. #

Insgesamt haben wir so Aussage (ii) hergeleitet.

Gelte nun umgekehrt Aussage (ii) und sei also M beschrankt und abgeschlossen. Wir betrachten
nun eine beliebige Folge (a,),en in M. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf 4.6 besitzt diese
eine konvergente Teilfolge (ay,), ¢y it einem Grenzwerta € R¥. Wegen der Abgeschlossenheit
von M gilt dann sogar a € M und die Kompaktheit von M folgt. O

Korollar 4.39. Sei K C R eine nichtleere kompakte Teilmenge. Dann existieren min K und max K.

Beweis. Die kompakte Teilmenge K C R ist nach dem Satz von Heine-Borel 4.38 beschrankt
und besitzt daher und wegen der Vollstandigkeit von R ein Supremum sup K in R. Es bleibt zu
zeigen, dass dieses in K liegt. Da sup K die eindeutig bestimmte kleinste obere Schranke von
K ist, gibt es zu jedem n € N ein 4, € K mit supK — % < a, < sup K. Wir erhalten so eine
Folge (a,)nen in K, die nach Konstruktion gegen sup K konvergiert. Da die kompakte Teilmenge
K C R nach dem Satz von Heine-Borel 4.38 auch abgeschlossen ist, folgt tatsdchlich sup K € K
und wir haben die Existenz von max K nachgewiesen.

Die Existenz von min K zeigt man analog. O

Proposition 4.40. Seien d € IN, D C R eine Teilmenge und f: D — C stetig. Dann ist fiir jede
kompakte Teilmenge K C D C R auch das Bild f(K) C C kompakt.

Beweis. Da Einschrankungen stetiger Funktionen wieder stetig sind, konnen wir ohne Ein-
schrankung D = K annehmen. Sei also (b, ),cv eine beliebige Folge in f(K). Dann gibt es eine
Folge (a,)nen in K mit f(a,) = b, fir alle n € IN. Da K als kompakt vorausgesetzt war, hat
(an)new eine Teilfolge (a,, )ken, die gegen ein a € K konvergiert. Mit dem Folgenkriterium fiir
Stetigkeit 4.9 erhalten wir, dass die Bildfolge (by, )k gegen f (a) € f(K) konvergiert. Insgesamt
haben wir gezeigt, dass jede beliebige Folge in f(K) eine Teilfolge besitzt, die gegen einen Wert
in f(K) konvergiert. Das ist die Kompaktheit von f(K). O

Korollar 4.41. Seien d € N, K C R¥ eine nichtleere kompakte Teilmenge und f: K — R stetig.
Dann nimmt f auf K ein Minimum und ein Maximum an, es gibt also Xmin, Xmax € K mit

Vx € K: min f = f(¥min) < f(x) < f(Xmax) = max f.
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Beweis. Nach Proposition 4.40 ist f(K) C R kompakt und nach Korollar 4.39 gibt es daher
Ymin, Ymax € f (K) mit

Vy € f(K) Ymin < y < Ymax-
Dann gibt es aber auch xmin, Xmax € K mit
Vx € Kt f(xmin) < f(x) < f(Xmax)-
O
Beispiel 4.42. Nach Beispiel 4.11 (a) ist die durch x — x* gegebene Potenzfunktion f: R — R stetig.
Es gilt nun:

e Schrinken wir f auf die kompakte Teilmenge [—1,1] C R ein, so nimmt die stetige Funktion f
dort ihr Minimum min f = 0 = f(0) und ihr Maximum max f =1 = f(=1) = f(1) an.

e Schrinken wir f auf die nichtkompakte Teilmenge (—1,1) C R ein, so gilt
sup f((—1,1)) =sup[0,1) =1 ¢ f((—1,1)),
so dass die stetige Funktion f auf der nichtkompakten Menge (—1, 1) ihr Maximum nicht annimmt.

* Setzen wir f(_,) unstetig wieder auf [—1,1] fort, indem wir in den beiden Endpunkten des
Intervalls den Wert 0 vorschreiben, so nimmt diese unstetige Funktion auf dem Kompaktum [—1,1]
kein Maximum an.

4.5 Zusammenhang

Definition 4.43. Seien d € IN und M C R eine Teilmenge. Dann heifit M zusammenhiingend,
wenn fiir alle disjunkten nichtleeren offenen Teilmengen U, U’ C RY gilt:

McUul = MCUoderMCU.

Interessant ist hier auch die Kontraposition: Eine Teilmenge M C RY, die sich durch nichtleere
offene Teilmengen U, U’ C R? trennen lasst, ist nicht zusammenhédngend:

Beispiel 4.44. (a) Die Teilmenge M := U ((0,0)) U Uy ((3,0)) C R? ist nicht zusammenhingend,

denn: Fiir die disjunkten nichtleeren offenen Teilmengen U = Uy (0) und U’ := U,(3) des R? gilt
offensichtlich M C U U U’, aber weder M C U noch M C U'. #
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(b) Punktmengen {a} mit a € R fiir ein d € N sind zusammenhingend (Ubung!).
(c) Die Teilmenge Q C R ist nicht zusammenhingend,

denn: Fiir die disjunkten nichtleeren offenen Teilmengen U := (—o00,+/2) und U’ == (1/2,00) von
R gilt Q@ C R~ {v/2} = U U U’ nach Proposition 2.21, aber es ist weder @ C U noch Q C U,
so dass Q nicht zusammenhingend ist. #

Unser néchstes Ziel ist nun, die zusammenhédngenden Teilmengen von R zu beschreiben. Dies
geschieht in folgendem Satz:

Satz 4.45. Sei M C R eine nichtleere Teilmenge. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) M ist genau dann ein Intervall, wenn fiir alle a,b € M mit a < b bereits [a,b] C M gilt.
(b) M ist genau dann zusammenhingend, wenn M ein Intervall ist.

Beweis. Sei M C R eine Teilmenge. Zum Beweis von Behauptung (a) reicht es aus zu zeigen,
dass M ein Intervall ist, wenn fiir alle a,b € M mita < b bereits [a,b] C M gilt, da die andere
Implikation offensichtlich ist. Gehen wir also von dieser Annahme aus und betrachten ein
beliebiges a € M. Fiir dieses setzen wir

s :=sup{b € [a,00) : [a,b] C M} € [a,00) U {oc0}.
Wir unterscheiden nun zwei Falle:
Fall 1: s = co. Dann ist nach Voraussetzung [4,b] C M fiir alle b > a und also [4,c0) C M.
Fall 2: s < oo. Danniist [a,5) C M,

denn: Gabe es ein x € [a,5) mit x ¢ M, so existierte zu jedem ¢ := min{*5*,5s —a} > 0 ein
b € [s — ¢ s] mit [a,b] C M. Fiir dieses gilte
S—Xx S+x

>s—eg>8— =
b>s—¢e>s 5 2<x

und im Widerspruch zu unserer Annahme also x € [a,b] C M. #
Esist dann M N [a,00) € {[a,5), [a,s]},

denn: Ware dem nicht so, gibe es ein x € M mit x > s und nach Voraussetzung gélte [a,d] C M.
Das kann aber nach Definition von s nicht sein. #

Zusammengenommen haben wir also eingesehen, dass M N [a,00) entweder gleich [a,00) ist
oder [a,s) bzw. [g, 5] fiir ein s € R. Ganz analog zeigt man durch Betrachten von

i:=inf{b € (—co,a): [ba] C M} € [a,00) U {0},

dass M N (—oo, a] entweder gleich (—oo, a] ist oder (i, a] bzw. [i, a| fir eini € R. Insgesamt folgt,
dass M ein Intervall ist, und also Behauptung (a).
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Wir zeigen nun Behauptung (b). Sei dafiir zundchst M C R ein Intervall. Wir betrachten
zwei disjunkte nichtleere offene Teilmengen U, U’ C R mit M C U U U’ und nehmen an, es
gabe jeweils ein Elementa € M N U und b € M N U’. Aufgrund der Disjunktheit von U
und U’ gilte hierbei 2 # b und ohne Einschrankung a < b. Mit Aussage (a) erhielten wir so
[a,b] C M C UUU'. Bei Betrachtung von

s:=sup{x € [ab]:[a,x] CU} € ablCUVU
konnten wir nun zwei Fille unterscheiden:

Fall 1: s € U. Aufgrund der Offenheit von U und dem Kriterium fiir Offenheit 4.22 gibe es dann
eind > 0mit[s— 6,5+ 6] C Uys(s) C U. Wegen s — 6 < s gilte weiter [a,s — ] C U und im
Widerspruch zur Definition von s also [a,s + 6] = [a,5s — ] U[s — 6,5 + d] C U.

Fall 2: s € U'. Aufgrund der Offenheit von U’ und dem Kriterium fiir Offenheit 4.22 gébe es
dannein ¢’ > 0mit [s — ¢, s +6'] C Upy(s) C U'. Wegens — ¢’ < s gilte weiter [a,5s — '] C U,
so dass im Widerspruch zur angenommenen Disjunktheit von U und U’ bereits s — 8’ € U N U’
gélte.

Da beide Fille zu einem Widerspruch fithren, muss unsere Annahme, die Durchschnitte M N U
und M N U’ wiéren beide nichtleer, falsch gewesen sein. Aufgrund der Beliebigkeit von U und
U’ folgt, dass M zusammenhingend ist.

Seinun umgekehrt M zusammenhangend. Wir nehmen an, M wére kein Intervall. Nach Aussage
(a) gdbe es dann 4,b € M mit [a,b] € M und weiter also ein x € [a,b] mit x ¢ M. Setzten wir
nun U := (—oo,x) und U’ := (x,00), so wiren U, U’ C R disjunkt, nichtleer und offen und es
gilte M C UU U’ = R~ {x}. Dawir M als zusammenhingend vorausgesetzt hatten, wére nun
alsoMNU=Qoder MNU =®. Wegena € MN Uund b € M N U koénnte das aber nicht
sein, so dass wir einen Widerspruch gefunden haben. Unsere Annahme, M wire kein Intervall,
muss also falsch gewesen sein. Insgesamt haben wir hiermit Behauptung (b) bewiesen. O

Satz 4.46. Seien d,e € N, D C R“ zusammenhingend und f: D — RF stetig. Dann ist auch
f(D) C R® zusammenhingend.

Beweis. Wir zeigen die Kontraposition der Behauptung und gehen also davon aus, dass f(D)
nicht zusammenhangend ist. Nach Definition 4.43 gibt es dann zwei disjunkte nichtleere offene
Teilmengen U, U’ C R® mit

f(D)cuul,
FD)NU£D# f(D)N U

Da f stetig ist, sind dann nach dem topologischen Kriterium fiir Stetigkeit 4.35 die Urbilder
F~1(U)und f~1(U’) offen in D. Nach Definition 4.32 gibt es daher offene Teilmengen V, V' C R?
mit

f{Uy=bDNV und f(U)=DNV".
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Fiir diese gilt zundchst
DODNV)Nn(DnV)=fYunfFiu)=Ffund)=rF*2) =a. (4.2)

Betrachten wirnun Punkte x e DN Vundx’ € DNV . DaD N Vund D N V' offen in D sind,
gibt es dann nach dem Kriterium fiir relative Offenheit 4.34 Zahlen ¢, &,» > 0 mit

DNU,(x) DNV und DNU,(x)SDNV.
In dieser Situation gilt bereits Ue (x) N Uey (x') = @,
2 -
denn: Gébe es doch einen Punkt 2 im Durchschnitt dieser beiden Mengen, so gélte
Ex
2

wobei wir ohne Einschrankung ¢, < e,» annehmen kénnten. Es folgte dann

x —x'| < |x—a]+ X —a] < =+ % < max{ey, ey},

xe U, (x)
und also
xe(DNV)N(DNU, ) S(DnV)n(DnV) 2o
Das kann nattirlich nicht sein, so dass wir die Behauptung gezeigt haben. #

Setzen wir nun

V — U U% (X) und ‘7/ = U ui (x/)/
xeD NV veDOV °

so sind diese Mengen nach Konstruktion disjunkt und als Vereinigungen offener Mengen wie-
der offen. Weiter erfiillen sie offensichtlich V.2 D NV und V' 2 D N V' und sind daher
insbesondere nichtleer,

denn: Nach Konstruktion ist f(D) N U # @. Es existiertalsoeinx € DN f~1{(U) =D NV, so
dass diese Menge nichtleer ist. Analog zeigt man, dass auch D N V' nichtleer ist. #

SchlieRlichist D C (DN V)U(DNV')C VUV,
denn: Es gilt
D= f1(f(D)) = fH{(f(D) nU)U(f(D) N U))
=fHfD)nu)Uf
)

=(DnNnV)u(Duv'.
#

Insgesamt haben wir gezeigt, dass D nach Definition 4.43 nicht zusammenhé&ngend ist, was den
Satz zeigt. 0
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Korollar 4.47 (Zwischenwertsatz). Seien a,b € R mit a < b und f: [a,b] — R stetig. Dann
nimmt f alle Werte zwischen f(a) und f(b) an.

Beweis. Nach Satz 4.45 (b) ist das Intervall [4,b] C R zusammenhingend, so dass nach Satz
4.46 auch das stetige Bild f([a,b]) € R zusammenhingend ist. Wieder nach Satz 4.45 (b) ist
daher f ([a, b]) ein Intervall. Dieses enthélt f(a) und f(b), wobei wir ohne Einschrankung davon
ausgehen konnen, dass f(a) < f(b) gelte. Mit Satz 4.45 (a) folgt dann [f(a), f(b)] C f([a,b])
und somit die Behauptung. O

Wir haben also hergeleitet:
* Im Fall f(a) < f(b) gilt nach dem Zwischenwertsatz [f(a), f(b)] C f([a,b]).

* ImFall f(a) > f(b) gilt nach dem Zwischenwertsatz [f (), f(a)] C f([a, b]).

A Firalleyin [f(a), f(b)] bzw. [f(b), f(a)] gibt es also ein x € [a,b] mity = f(x).

Korollar 4.48. Seien r € INo und f: R — R eine Polynomfunktion vom Grad r, wie wir sie in
Beispiel 4.11 (c) eingefiihrt haben. Ist dann r ungerade, so existiert ein xo € R mit f(xg) = 0, also
eine Nullstelle von f.

A Mehr kann man im Allgemeinen nicht aussagen: x — x?" + 1 fiir ein r € IN hat keine
Nullstelle und x — x?*! fiir r € INy hat genau eine Nullstelle (in xg = 0).

Beweis. Sei f durch f(x) = Y;_,axx* gegeben, wobei wir ohne Einschrankung von a, > 0
ausgehen konnen. Dann gibt es ein R > 0 mit

f(=R) <0< f(R),
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denn: Schreiben wir

flx)=x"-g(x) mitg(x):= kiarxk_r,
=0

so gilt lim,,_, +o g(n) = a, > 0. Insbesondere gibt es ein 1y € IN mit f(n9) > 0und f(—np) <0
und die Behauptung folgt mit R := n,. #

Da Polynomfunktionen nach Beispiel 4.11 (c) stetig sind, gilt dann nach dem Zwischenwertsatz
4.47

0 € [f(=R), f(R)] < f([-R,R]),

so dass es ein xg € [—R, R] € R mit f(xp) = 0 gibt. O

Definition 4.49. Seiena,b € Rmita < b. Eine Funktion f: [a,b] — R heifit monton wachsend
bzw. monoton fallend, falls gilt:

Vx,y € [a,b]: x <y = f(x) < f(y) bzw. Vx,y€lab]:x<y= f(x)> f(y)
und streng monoton wachsend bzw. streng monoton fallend, falls gilt:
Vx,y € [a,b]: x <y = f(x) < f(y) bzw. Vx,y€[ab]:x<y= f(x)> f(y).

In Ausgestaltung der Uberlegungen in Mitmachaufgabe 1.59 erhalten wir nun den Satz, der das
in der Schule dazu vermittelte Bild begriindet:

Satz 4.50. Seien a,b € R mita < bund f: [a,b] — R stetig und streng monoton wachsend bzw.
streng monoton fallend. Dann ist f: [a,b] — [f(a), f(D)] bzw. f: [a,b] — [f(b), f(a)] bijektiv
mit stetiger und streng monoton wachsender bzw. streng monoton fallender Umkehrfunktion.

A Fiir den Satz ist es wichtig, dass f auf einem Kompaktum definiert ist,
denn: Die durch

x+2 firxe0,1],
x+1 firx e (23]

definierte Funktion f: [0,1] U (2,3] — R ist stetig und streng monoton wachsend (und insbe-
sondere injektiv) mit Bild [2,4] C R. Ihre Umkehrfunktion ist aber durch

o y—2 fiurye (23],
TV -1 firy € (3,4

gegeben und weist eine Unstetigkeitsstelle in y = 3 auf. #
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Beweis von Satz 4.50. Fiir den Beweis gehen wir ohne Einschrankung davon aus, dass f streng
monoton wachsend ist. Dann ist f offensichtlich injektiv und erfiillt

f(la,b]) < [f(a), f(D)].

Da f aber auch stetig ist, konnen wir den Zwischenwertsatz 4.47 anwenden und erhalten

f(la,b]) 2 [f(a), f(D)].

Zusammengenommen ist [f(a), f(b)] das Bild von f und wir erhalten die Bijektivitit von

fila,b] = [f(a), f(b)]

und somit die Existenz der Umkehrfunktion

f7 [f (), f(B)] = [a,b].

Diese Umkehrfunktion ist streng monoton wachsend,

s,
.
~ e
N ¢
. ?
A
AN
)

DN QO

denn: Seien r,s € [f(a), f(b)] mit r < s. Wegen der Bijektivitdt von f gibt es dann eindeutige
und von einander verschiedene ¢,d € [a,b] mit r = f(c) und s = f(d). Gélte nun ¢ > d, so
folgte mit dem streng monotonen Wachstum von f im Widerspruch zu unserer Voraussetzung
r = f(c) > f(d) = s. Das kann also nicht sein, so dass wir f~!(r) = ¢ < d = f~!(s) erhalten
und somit die Behauptung nachgewiesen haben. #

Um zu zeigen, dass f ~! auch stetig ist, reicht es nach dem topologischen Kriterium fiir Stetigkeit
4.35 aus zu zeigen, dass fiir eine beliebige offene Teilmenge U C R das Urbild (f~1)~1(U) =
f(U) offen in [f(a), f(b)] ist. Sei also U C R offen. Dann ist [a,b] ~ U = [a,b] N (R~ U)
abgeschlossen und beschriankt und nach dem Satz von Heine-Borel 4.38 daher kompakt. Nach
Proposition 4.40 ist dann auch das Bild f ([a, b] \ U) von [4,b] \. U unter der stetigen Funktion
f kompakt. Da f bijektiv, streng monoton wachsend und stetig ist, gilt weiter

f(la, b\ u) = f([a,b]) ~ F(U) = [f(a), f(D)] \ F(U)

und wieder nach dem Satz von Heine-Borel 4.38 ist [f(a), f(b)] ~ f(U) abgeschlossen. Hieraus
folgt wiederum, dass

f(u) =[f(a), f(D)] ([f(a), f(D)] s F(U)) = [f(a), f(D)] VIR f(U)

offen in [f(a), f(b)] ist. Hieraus folgt die Stetigkeit von f~! und insgesamt der Satz. O
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Korollar 4.51. Fiir alle n € IN ist die durch x — {/x gegebene n-te Wurzelfunktion R~ R~ —
R~ R~ stetig und streng monoton wachsend.

Beweis. Nach Beispiel 4.11 (a) ist fiir alle n € IN die durch x — x" gegebene Potenzfunktion
stetig. Interpretieren wir diese als Funktion R ~\ R~ — R ~\ R, so ist sie zudem streng monoton
wachsend, wie man leicht mit dem Binomischen Lehrsatz 2.9 tiberpriifen kann. Wir diirfen also
Satz 4.50 anwenden und erhalten, dass die n-te Potenzfunktion eine stetige und streng monoton
wachsende Umkehrfunktion f: R~ 1R~ — R~ R~ besitzt. Nach Konstruktion erfiillt diese fiir
jedesa € R\ R~ die Bedingung f(a)" = a und also f(a) = {/a. Das zeigt die Behauptung. []

4.6 Ubungsaufgaben

Aufgabe 4.1. Nadine und Toby bearbeiten das aktuelle Ubungsblatt. Das Thema ist Stetigkeit:

Aufgabe 1
Priifen Sie die folgenden Funktionen R — R auf Stetigkeit:

~ furx <0
: — ) 1-x —
® A {x fiir x > 0.
x— |x] fiir | x| gerade,
(lx] +1) —x fiir [x]| ungerade.

x*  fiir x € R~ {0},
1 furx=0.

1 fiirx € Q,

0 firxeR\Q.

(111) fg(x) = { (IV) f4(x) = {

x firx e qQ,

(Vi) fo(x) = {0 firx e R\ Q.

(v) f5(x) = {

Toby: Ah, Stetigkeit kenne schon! Ich habe mal eine GFS zu dem Thema in der Schule gehalten.
Man kann Stetigkeit einfach am Graphen iiberpriifen, dann muss man nicht die komplizierten
Definitionen aus der Vorlesung nutzen. Das war, glaube ich so:

Eine Funktion ist stetig an der Stelle xo, wenn man ihren Graphen mit einem Bleistift
durch diese Stelle durchzeichnen kann, ohne diesen abzusetzen.

(@) Zuerst ordnen Sie die so gegebene, intuitive Bleistiftstetigkeit in den hochschulmathematischen
Kontext ein. Dafiir . ..

e ...{berpriifen Sie die Stetigkeit der Funktionen (i)—(iv) in R sowohl mit der Bleistift-
stetigkeit als auch mit Mitteln der Hochschulmathematik.

¢ ...mathematisieren Sie Tobys umgangssprachliche Beschreibung, indem Sie Tobys
Formulierung plausibel in mathematische Ausdriicke tibertragen. Nutzen Sie dabei
keine umgangssprachlichen Formulierungen, wie mit einem Bleistift durch diese Stelle
durchzeichnen, sondern bleiben sie mathematisch prézise.
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¢ ...argumentieren Sie, ob die von Ihnen formulierte Bleistiftstetigkeit fiir die Funktio-
nen (i)—(iv) eine sinnvolle Anschauung des Stetigkeitsbegriffs gibt.

Nadine: Das mit dem Bleistift klappt vielleicht bei einfachen Funktionen. Aber eigentlich geht
das schon dann nicht mehr, wenn man einfach einen Punkt aus der Funktion ‘rausnimmt, wie
bei (iii). Ein echter Bleistift ist doch viel zu dick, um nur diesen einen Punkt auszulassen, da
fahrt man beim Zeichnen einfach driiber!

Toby: Ach komm, wir machen Mathe! Nattirlich ist der Bleistift unendlich diinn und ,sieht” so
auch einzelne fehlende Punkte.

Nadine: Na gut, aber was ist dann mit (v) und (vi)? Wenn ich bei den beiden Funktionen dein
Kriterium an der Stelle xyp = 0 anwenden will, weifs ich nicht mal, wo ich den Bleistift ansetzen
soll.

(b) Nun loten Sie die Grenzen der Bleistiftvorstellung anhand weniger iibersichtlicher Funktionsbei-
spiele aus. Dafiir . ..

e ...{berpriifen Sie zundchst mit Mitteln der Hochschulmathematik, ob die Funktionen
(v) und (vi) in xp = O stetig sind.

e ...erldutern Sie, warum Tobys Kriterium der Bleistiftstetigkeit hier nicht anwendbar
ist. Arbeiten Sie heraus, welche Eigenschaften der Funktion hier das anschauliche
Zeichnen verhindern. Gehen Sie dabei insbesondere auf Nadines Einwand ein — was
bedeutet dieser mathematisch?

Toby: Oh man, heifst das, meine Anschauung aus der Schule ist komplett falsch? Warum haben
wir das dann tiberhaupt so gemacht?

Nadine: Naja, man kann sich das ja schon manchmal so vorstellen, aber es gilt nicht immer — es
kann also keine Definition sein.

(c) Zuletzt reflektieren Sie die Bleistiftstetigkeit als Briicke zwischen schulischer Anschauung und
hochschulmathematischer Definition. Dafiir . ..

e ...schreiben Sie eine Antwort an Toby, in der Sie seine Vorstellung der Bleistiftstetig-
keit aus mathematischer Sicht einordnen:

— ...stellen Sie dar, dass sein Ansatz durchaus aus einer richtigen Vorstellung
entspringt. Erkldren Sie dafiir, wie die Bleistiftstetigkeit Aspekte der formalen
Definition anschaulich macht.

— Arbeiten Sie aufserdem heraus, weshalb die Bleistiftstetigkeit keine mathemati-
sche Definition von Stetigkeit ersetzen kann. Unterscheiden Sie dabei die Begriffe
Anschauung, Kriterium und Definition und erldutern Sie deren jeweilige Funkti-
on fiir das mathematische Arbeiten.

Aufgabe 4.2.° Toby und Nadine widmen sich nun noch einmal dem Thema Stetigkeit vom

6 Aufgabe adaptiert nach Weber, Birke-Johanna (2022): Sammlung von , Lehramtsaufgaben” fiir die Analysis. Unver-
offentlichtes Manuskript, Christian-Albrechts-Universitat zu Kiel, Kiel.
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letzten Zettel, denn sie haben weitere Funktionen entdeckt, die ihnen Schwierigkeiten bereiten:

j.f (1 i
gi(x) = x f4(x) ﬁ:lrx € R~ {0}, mit j € {0,1,2},
0 firx =20

wobei f; die Funktion aus Aufgabe 4.1 ist.

Toby: Dass fy stetig ist, haben wir ja auf dem letzten Zettel schon gezeigt. Also sind die Funk-
tionen g; fiir alle x # 0 als Verkettung bzw. Produkt stetiger Funktionen stetig. Dann kénnen
wir fiir die Problemstelle xop = 0 die Bleistiftstetigkeit ja super nutzen, um herauszufinden, ob
die g; dort stetig sind, oder?

Nadine: Mh, da habe ich wieder ein Problem: Die Funktionen wackeln krass in der Nihe von
Null! Darf mein mathematischer Bleistift denn unendlich oft schwingen oder unendlich weit
gehen, bevor er iiberhaupt bei der Null ankommt? Und wenn die Funktion so sehr wackelt,
weifs ich doch auch gar nicht, wo sie dann wirklich bei xg = 0 ankommt. Zum Beispiel fiir j = 0
istja go(x) = fa (%), und da entferne ich mich ja immer wieder von der Null .. .

Toby: Wir konnen dem Bleistift doch einfach alle Fahigkeiten geben, die wir brauchen, wenn es
uns dann hilft zu entscheiden, ob die Funktion an der Stelle stetig ist oder nicht.

Nadine: Ich glaube nicht, dass das funktioniert, solche Eigenschaften darf selbst der mathema-
tische Bleistift nicht haben. Ich glaube das Kriterium kann man hier nicht benutzen.

(@) Nun analysieren Sie in weiteren Fillen die Tragfihigkeit der Bleistiftstetigkeit. Dafiir . ..

e ...{uberpriifen Sie auch hier zunéchst fiir alle drei Fille j € {0,1,2} die Stetigkeit der
Funktion g; in xo = 0 mit Mitteln der Hochschulmathematik.

¢ ...nehmen Sie begriindet Stellung zur Auseinandersetzung von Nadine und Toby.

- Begriinden Sie welche Eigenschaften der mathematische Bleistift haben darf und
wo diese Vorstellung beim mathematisch sauberen Modellieren an ihre Grenzen
stofst?

— SchliefSen Sie, ob man die Stetigkeit hier mit der Bleistiftstetigkeit {iberpriifen
kann?

(b) Zum Abschluss entwickeln Sie auf Grundlage Ihrer bisherigen Erkenntnisse zu Bleistiftstetigkeit
ein mathematisch tragfihiges Konzept. Dafiir . ..

e ...formulieren Sie ein hochschulmathematisches Stetigkeitskriterium im Sinne der
Bleistiftstetigkeit. Achten Sie darauf, dass insbesondere alle bisher behandelten Fille sauber
eingeordnet werden.

e ...fiihren Sie abschlieffend die Vor- und Nachteile dieses Kriteriums im Vergleich zur
Definition aus der Vorlesung aus.
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Differentialrechnung

Nach heutigem mathematischen Sprachgebrauch versteht man unter der Differenzierbarkeit
die Eigenschaft einer Funktion, sich lokal in der Umgebung eines Punktes optimal durch ei-
ne lineare Abbildung approximieren zu lassen. Historisch entwickelte sich dieses Konzept
im 17. Jahrhundert aus zwei eng verwandten Fragestellungen: dem geometrischen Problem
der Tangentenbestimmung an beliebige Kurven, gepriagt von Leibniz, und der physikalischen
Beschreibung momentaner Anderungsraten, wie etwa der Momentangeschwindigkeit, durch
Newton. Gemeinsam mit der bei uns erst spéater behandelten Integralrechnung bildet die Dif-
ferentialrechnung den Kern der klassischen Analysis.

Sir Isaac Newton, geboren am 4. Januar
1643 in Woolsthorpe-by-Colsterworth und
gestorben am 31. Mérz 1727 in Kensington,
war ein englischer Universalgelehrter. Er
wirkte an der Universitdt Cambridge, war
verantwortlich fiir die Royal Mint und Pra-
sident der Royal Society. Aufgrund seiner
Leistungen auf den Gebieten der Physik
und Mathematik gilt Newton als einer der
bedeutendsten Naturwissenschaftler. Fast
gleichzeitig mit Gottfried Wilhelm Leibniz
entwickelte Newton die Infinitesimalrech-
nung. Der 1798 entstandene Stich zur Rech-
ten zeigt ihn 1677 im Alter von 34 Jahren.

In den Abschnitten 5.1 und 5.2 fithren wir zunéchst die Begriffe der Differenzierbarkeit und der
Ableitung préizise ein und entwickeln den algebraischen Kalkiil zu deren Berechnung, wie etwa
die Produkt-, Quotienten- und Kettenregel. In Abschnitt 5.3 befassen wir uns mit den zentralen
Existenzsdtzen der Differentialrechnung und nutzen diese, um fundamentale Kriterien fiir das

149
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Monotonieverhalten und die Existenz lokaler Extrema zu beweisen. Schliefflich vertiefen wir
in Abschnitt 5.5 die Idee der lokalen Linearisierung und untersuchen, wie sich hinreichend
oft differenzierbare Funktionen durch Polynome anndhern lassen. Als wichtige Spezialfille
studieren wir schliefSlich in Abschnitt ?? die Exponentialfunktion und die trigonometrischen
Funktionen samt ihrer Reihendarstellungen.

5.1 Differenzierbarkeit

Seiend,e € N, D C R offen und x( € D. Fiir eine Funktion f: D~ {x0} — R schreiben wir

lim f(x) =a € R,

X3
falls eine der folgenden, dquivalenten Bedingungen gilt:
(i) Ve>0,36>0VxeD~{x}: |[x—x| <d=|f(x)—a| <eg
(i) V(xu)nen Folgein D\ {xo}: 7}1_{1010 Xy = Xg = ,}E{Lf(x") =a.
Fordern wir in (i) und (ii) zuséatzlich noch x < xg bzw. x,, < xg, so schreiben wir

lim f(x) =a € RS, (linksseitiger Limes)
x,xo

fordern wir zuséatzlich noch x > xg bzw. x, > x(, so schreiben wir

lim f(x) =a € R". (rechtsseitiger Limes)
XN\(X0

Lemma 5.1. Seien I C R ein offenes Intervall, xo € I und f: I — R eine Funktion. Dann existiert
der Grenzwert limy ., f(x) genau dann, wenn im,~ , f(x) und lim, »., f(x) existieren und
tibereinstimmen. Ist das der Fall, so ist zudem

lim f(x) = im f(x) = lim f(x).

X—Xo X \(Xo x,xg
Beweis. Das verbleibt als eine Ubung. O
Beispiel 5.2. (a) Es ist
2
-1
im X" = lim(x+1)=1+1=2,

=1 x—1 x—1

A Aligemein haben wir den folgenden Zusammenhang: Seien d,e € N, D C RY offen und
g: D — R eine Funktion. Fiir

f=8lpfxy: D~ A{x0} = R
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gilt dann

xlgrxlof(x) =g(x0) <= giststetigin xo.

(b) lin}] % existiert nicht, betrachte dafiir in (ii) die Nullfolge
x—

<1> 1 n—sc0
mth:n — 0.

n 2

nelN n

(c) lim |x] existiert genau fiir xg € R\ Z.
X—X0

Definition 5.3. Seien I C R ein offenes Intervall und f: I — R eine Funktion. Existiert dann fiir
ein xo € I der Grenzwert

lim f) = f(x0)

X—XQ X — Xo
—_———
Differenzenquotient

so heifst f differenzierbar in xo und wir nennen den Grenzwert die Ableitung von f in xo und

schreiben f'(xo) oder < f(xo). Die Funktion f heifit differenzierbar auf I, falls f in jedem x € I
differenzierbar ist. Die Funktion

)T — R,
" { - f()

heif$t dann die Ableitung von f auf I.

Geometrisch kann die Ableitung einer Funktion f in einem Punkt xo € I als die Steigung der
Tangente an den Graphen G ¥ in xo verstanden werden,

flxy)
flxg)
ﬂxi) / Gf:
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denn: In der Abbildung stellen wir uns die Punkte x1, x; als die ersten Glieder einer gegen xg
konvergierenden Folge (x,)uen in I = [a,b] vor. Fir die zugehorigen Sekanten

b1 x— f(xo) + flx) = f(x0) | (x — x0) (Gerade durch (xo, f(x0)) und (x1, f(x1)))

X1 — X
by x — f(xo) + f(xiz:j;éxo) - (x — xp) (Gerade durch (xo, f(x0)) und (x2, f(x2)))

sind passende Steigungsdreiecke eingezeichnet. Lassen wir nun n — oo gehen, so erhalten wir
die Tangente

O:x— f(x0) + f'(x0) - (x — x0)

an den Graphen Gy in xp. Diese hat in der Tat die Steigung f(xo). #

Beispiel 5.4. (a) Jede konstante Funktion

f: {]R —+ K, fiireinc € R
X

erfiillt

limM:hm C —lim0=0 fiir alle xo € R

X—XQ X — Xo x—=x0 X — XQ X—XQ

und ist somit auf ganz R differenzierbar mit Ableitung f'(x) = 0.
(b) Die Identitit idR erfiillt

idpg (x) — id -
lim (R ZidR(0) _ o XX g falexe e R
X—X0 X — Xo x—xo X — X0 X—X0

und ist somit auf ganz R differenzierbar mit Ableitung idp (x) = 1.

(c) Die Betragsfunktion

R — R,
f: {x — x|
erfiillt
. f(x) = f(xo0) — lim |x] = |x0] _ )1 firallexo < 1,,
X=X X — Xo x—=Xg X — X 1 fiirallexg > 1,

wobei die letzte Gleichheit gilt, weil wir zur Berechnung des Grenzwerts iiber eine gegen xg konver-
gente Folge ohne Einschrinkung annehmen konnen, dass deren Folgenglieder dasselbe Vorzeichen
wie xo haben. Weiter gilt

limJM = lim m

x—0 x—0 X—Xxo X
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und (—1

Dieser Grenzwert existiert nicht, denn bei Einsetzen der beiden Nullfolgen () e 5, N

erhalten wir unterschiedlichen Werte

N

1
lim"f—‘: Iim1=1,
n—oo = n—oo
n
=l
lim — = lim -1 = -1
= =—1.
n—oo 2 n—o00

n

Die Betragsfunktion ist also nicht differenzierbar in x = 0, aber differenzierbar in R~ {0} mit
Ableitung f'(x) = —1fiir x < Ound f'(x) =1 fiir x > 1.

(d) Die Funktion

R —R,
f: {x — x2
erfiillt
_ 2.2
lim M = lim YT lim (x +x9) =2-x0 fiirallexp € R
X—rXQ X — xO X—xyg X — xO X—rXQ

und ist somit auf ganz R differenzierbar mit Ableitung f'(x) =2 - x.

Lemma 5.5 (Kriterium fiir Differenzierbarkeit). Seien I C R ein offenes Intervall, xo € I und
f: I — R eine Funktion. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(i)  f ist differenzierbar in xo.
(ii)  Es gibt eine in x stetige Funktion Ag: I — R mit

f(x) = f(x0) +As(x) - (x —x0) fiirallex € I.

Beweis. Gelte zunédchst Aussage (i) und sei also f differenzierbar in xy. Setzen wir nun

f)—flx)
Af(x) — x—xo fir alle x # x,
f,(x(]) fur X = Xg,

so folgt die Stetigkeit von A mit

lim Af(x) = lim f(x) = f(x0) f diff bar

X—rXQ X—rXQ X — Xo

f'(x0) = Af(xo).
Die nachzuweisende Formel ist zudem fiir x # x trivial und fiir x = xy gilt offensichtlich

f(x0) = f(x0) + Af(x0) - (x0 — x0).

Insgesamt haben wir Aussage (ii) hergeleitet.
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Gelte nun umgekehrt Aussage (ii). Dann gilt

lim f(x) = f(x0) D Jim A¢(x) @ As(x0) = f'(x0)

X—r X X — X0 X— X

und also die Differenzierbarkeit (i) von f in xo. O

Satz 5.6. Seien I C R ein offenes Intervall, xo € 1 und f: I — R eine Funktion. Ist dann f in xo
differenzierbar, so ist f in xo auch stetig.

A Dass umgekehrt nicht jede in x( stetige Funktion auch in xo differenzierbar sein muss,
haben wir schon in Beispiel 5.4 (c) mit der (offenbar) iiberall stetigen und in xop = 0 nicht
differenzierbaren Betragsfunktion gesehen.

Beweis. Ist f in x( differenzierbar, so gibt es nach Lemma 5.5 eine in x stetige Funktion A =
R mit

f(x) = fx0) + As(x) - (x = x0).

Da auch die konstante Funktion f(xp) und das Polynom x — x¢ in x; stetig sind, folgt die
Stetigkeit von f sofort mit Proposition 4.10. ]

Mitmachaufgabe 5.7. Betrachten Sie die folgende Uberlegung, nach der es — entgegen der Aussage
von Satz 5.6! — eine Funktion gibt, die in einem Punkt differenzierbar, aber nicht stetig ist:
Behauptung. Die in der folgenden Abbildung gezeigte Funktion besitzt offenbar eine
Sprungstelle in xo = 0 und ist dort somit nicht stetig. Andererseits ist die Funktion aber
links wie rechts von der Sprungstelle waagrecht, so dass der Differenzenquotienten links-
wie rechtsseitigen Grenzwert 0 hat. Nach Lemma 5.1 existiert somit die Grenzwert des
Differenzenquotienten gegen 0 und die Funktion ist in xo = 0 differenzierbar.

A

0

Wo genau ist der Fehler in dieser Arqumentation?

Lisung.
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5.2 Differentiationsregeln

Lemma 5.8. Seien I C R ein offenes Intervall, xo € I, A € Rund f,g: I — R in xq differen-
zierbare Funktionen. Dann sind auch die Funktionen A - f sowie f + g in xo differenzierbar und es
qilt

(Af) (x0) = A~ f'(x0),
(f £8)"(x0) = f'(x0) + &' (x0)-

A In der Sprache der Linearen Algebra ist also der Raum der auf I differenzierbaren Funktionen
I — R ein R-Vektorraum und die Zuordnung f — f’ definiert eine R-lineare Abbildung.

Beweis. Da wir stets A = 1 oder f = 0 wahlen koénnen, reicht es zum Beweis des Lemmas aus,
zu zeigen, dass jede Funktion vom Typ f + A - g in x( differenzierbar ist und die Rechenregel

(f £48)"(x0) = f'(x0) + A - &'(x0)
erfiillt. Tatsdchlich gilt in der Notation von Lemma 5.5 bereits
55
(f£A)(x) = f(x) £A-g(x) = (f(x0) £ A-g(x0)) + (Ap(x) £AA(x)) - (x = x0)
Aufgrund der Stetigkeit von Ar und Ay im Punkt xp ist dann auch Af + A - Ag in xp stetig.

Es folgt, dass die Funktion f £ A - ¢ nach Lemma 5.5 in x( differenzierbar ist und dort nach
Konstruktion die Ableitung

(f £Ag) (x0) = Af(x0) £ A - Ag(x0) = f'(x0) £ A- ¢ (x0)

besitzt. O

Im Jahr 1677 zeigte Leibniz eine weitere Rechenregel, die heute oft nach ihm die Leibniz-Regel
genannt wird und tiber das Produkt zweier differenzierbarer Funktionen spricht:

Lemma 5.9 (Produktregel). Seien I C R ein offenes Intervall, xo € I und f,g: 1 — R in xo
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differenzierbare Funktionen. Dann ist auch die Funktion f - g in x¢ differenzierbar und es gilt

(f8)'(x0) = f'(x0) - §(x0) + f(x0) - §' (x0)-

Beweis. In der Notation von Lemma 5.5 gilt
(f8)(x)
= f(x)-g(x)
2 F(x0) - g(x0) + [f(x0) - Ag(x0) + Ag(x0) - g(x0) + A (x0) - Ag(x0) - (x = %0))] - (x = %0):

Der Ausdruck in den eckigen Klammern ist als Summe von Produkten von Funktionen, die
nach Voraussetzung bzw. Satz 5.6 stetig in x( sind, wieder stetig in xo. Es folgt, dass die Funktion
f - g nach Lemma 5.5 in x( differenzierbar ist und dort nach Konstruktion die Ableitung

(f8) (x0) = f(x0) - Ag(x0) + Af(x0) - g(x0) = f'(x0) - §(x0) + f(x0) - g’ (%0)
besitzt. O

Beispiel 5.10. Fiir alle r € o und alle (r + 1)-Tupel von Koeffizienten ay, . ..,a, € R ist die wie in
Beispiel 4.11 (c) gegebene Polynomfunktion

JR =R,
xS mxt

auf ganz R differenzierbar und besitzt dort die Ableitung
r
p/(X) = Z akkxkill
k=1

denn: Nach Lemma 5.8 und Beispiel 5.4 (a) folgt die Behauptung sofort, wenn wir zeigen kénnen, dass
fiir jedes k € W die durch x +— x* gegebene Potenzfunktion auf ganz R differenzierbar ist und dort die
Ableitung x + k - x*~1 besitzt. Das fiihren wir in einem Induktionsbeweis durch:

Induktionsanfang: Nach Beispiel 5.4 (b) gilt

%xl =idr(x) =1=1-x" firallex € R.

Das zeigt die Behauptung fiir k = 1.

Induktionsschritt: Wir nehmen nun an, dass die Behauptung fiir ein k € IN gilt und leiten daraus
ihre Giiltigkeit fiir k + 1 her. Es gilt

d 4y d k
dxx = x(xx)

59Dy gk (S
- dxx)x—i—x (dxx)
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Yo pxe (k-
= (k+1)-x

und also die Behauptung fiir k 4 1.
Nach dem Prinzip der vollstindigen Induktion gilt die Behauptung also fiir alle k € IN. #

Lemma 5.11 (Quotientenregel). Seien I C R ein offenes Intervall, xo € Iund f,g: I — Rin x
differenzierbare Funktionen mit g(xo) # 0. Dann ist auch die Funktion g in xo differenzierbar und
es gilt

A\ f(x0)g(xo) — f(x0)8' (x0)
(5) 0= RESE

Beweis. Nach Voraussetzung erfiillt die in x( differenzierbare Funktion g die Eigenschaft g(xo) #
0. Da ¢ nach Satz 5.6 in xj stetig ist, folgt wie in der Uberlegung im Beweis von Proposition 4.10,

dass ¢ in einer ganzen e-Umgebung um x nicht Null sein kann und somit der Quotient g dort
eine wohldefinierte Funktion beschreibt, die wir auf Differenzierbarkeit untersuchen kénnen.

Aufgrund der Produktregel 5.9 reicht es weiter aus, zu zeigen, dass im Spezialfall f = 1 die
Behauptung

gilt. Dem ist aber so,

denn: Aufgrund der Differenzierbarkeit von g in xq gilt zunéchst

11 g(x0) —g(x) 55 Agx) - (x — )

g(x)  glxo)  g(x)-glxo)  g(x)-g(xo)

und folglich

1 1 Ay(x)

- = +(_g).(x_x0)‘

8(x)  g(xo) 8(x) - g(xo)

Der Ausdruck in Klammern ist als Verkniipfung von Funktionen, die nach Voraussetzung bzw.
Satz 5.6 stetig in xg sind, wieder stetig in x. Es folgt, dass die Funktion é nach Lemma 5.5 in xq
differenzierbar ist und dort nach Konstruktion die Ableitung

g gxo)?  g(x0)?

besitzt. #
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Beispiel 5.12. Seien p,q: R — R zwei Polynomfunktionen und sei D das als Urbild der offenen Menge
R~ {0} unter der stetigen Abbildung q offene Komplement der Nullstellenmenge von q in R. Dann heifst
der Quotient £ eine rationale Funktion und ist nach Beispiel 5.10 und der Quotientenregel 5.11 eine
differenzierbare Funktion auf D. Die Ableitung lisst sich dann mit der gegebenen Formel bestimmen. So
ist fiir ein k € IN etwa

d —k d 1 kxk_l

P = (— . —k—1 7
dxx dx xk (xF)2 (=k)-x fiir alle x € R~ {0}.

Lemma 5.13 (Kettenregel). Seien I, ] C R Intervalleund f: I — Rmit f(I) C Jundg: ] — R.
Sind dann f in einem xo € I und ¢ in yo = f(xo) € ] differenzierbar, so ist auch g o f in xo
differenzierbar und besitzt dort die Ableitung

(80 ) (x0) = g'(f(x0)) - f'(x0)-

Beweis. In der Notation von Lemma 5.5 gilt
(80 f)(x) =g(f(x))
= 8(F(x0)) + 85 (f()) - (F(x) = f(x0))

55

= (g0 f)(x0) + 8g (f(x)) - (Ap(x)(x — x0))

= (30.)(x0) + [A¢ (f(2)) As(x)] - (x — x0).
Der Ausdruck in den eckigen Klammern ist stetig in xo, so dass g o f differenzierbar in xj ist.
Nach Konstruktion ist weiter

(g0 f) (%) =& (f(x0)) - f'(x0)-

Insgesamt haben wir die Behauptung gezeigt. ]

Mitmachaufgabe 5.14. Oft sieht man zum Beweis der Kettenregel 5.13 die folgende, einfachere
Argumentation:
Fiir den Differenzenquotienten gilt

§(f(x) —8(f(x0) _ 8(f(x)) —8(f(x0)) f(x)— f(x0)
X — X0 f(x) = f(xo) x—xg

Die Behauptung folgt bereits, wenn wir in beiden Briichen zur Rechten x gegen xo gehen

lassen.
Warum ist diese Argumentation problematisch?

Losung.
O

In Fortfithrung der Uberlegungen von Mitmachaufgabe 1.59 erhalten wir nun ein Lemma, das
uns die Umkehrfunktion einer differenzierbaren Funktion auf einem Intervall beschreibt:
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Lemma 5.15. Seien a,b € R mita < bund f: (a,b) — R stetig und streng monoton wachsend
bzw. streng monoton fallend sowie in einem xo € (a,b) differenzierbar mit f'(xo) # 0. Dann
ist die laut Satz 4.50 wohldefinierte Umkehrabbildung f~1 in f(xo) =: yo € f((a,b)) ebenfalls

differenzierbar mit
1

FY W) = sy

V)= 5 )

Wir haben uns nach Definition 5.3 die Ableitung einer in einem Punkt xo differenzierbaren
Funktion f als Steigung der Tangente an den Graphen G im Punkt (xo, f(xo)) vorgestellt. Nach
Mitmachaufgabe 1.59 ist der Graph G-1 der inversen Funktion f ~! gerade das Spiegelbild des
Graphen Gy an der ersten Winkelhalbierenden.

(x(), ﬂxo))
. ”’i(ﬂxo), X)

Gy

Gf-l

Existiert nun die Ableitung von f~!in yo = f(xo), so ist diese anschaulich die Steigung der
Tangente an den Graphen G¢-1 im Punkt (yo, f '(y0)) = (f(x0),x0). Nach Konstruktion ist

diese Tangente das Spiegelbild der Tangente an den Graphen G; im Punkt (xo, f(xo)) an der
ersten Winkelhalbierenden. Wie man durch Vergleichen der jeweiligen Steigungsdreiecke leicht
erkennt, sind daher die Steigungen dieser Tangenten und also die Werte der Ableitungen von
f in xg und von f~! in yy multiplikativ zueinander invers.

A Diese anschauliche Uberlegung hilft uns nicht bei der entscheidenden Frage, ob die inverse
Funktion f~!inyo = f(x,) {iberhaupt differenzierbar ist.

Beweis von Lemma 5.15. Da f in x( differenzierbar ist, gibt es nach Lemma 5.5 eine stetige Funk-
tion As: (a,b) — R mit

f(x) = f(x0) +As(x) - (x — x0) fur alle x € (a,b).
Da f streng monoton steigend ist, ist f insbesondere injektiv und wir erhalten

_ f(x) = f(x0)

pra—— #0 fur alle x # xo.

Nach Voraussetzung erhalten wir zudem

Ap(x0) = f(x0) #0.
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Nun ersetzen wir x = f~1(y). Nach Umsortieren erhalten wir so

FU) = o) + —L=L = (o) + (¥ = yo)-

1
Ar(f () Ap(f1(w)
Der Vorfaktor ist hierbei wohldefiniert nach unseren Voriiberlegungen und stetig in yo, da f !
dies nach Satz 4.50 ist und die Hintereinanderausfiihrung stetiger Funktionen sowie die Inverse

einer nirgendwo verschwindenden stetigen Funktion wieder stetig sind. Nach Lemma 5.5 ist
somit f~1 in y differenzierbar und besitzt dort die Ableitung

1

—1 / o
w0l = 50y

O]

Korollar 5.16. Sei n eine natiirliche Zahl. Dann ist die in Korollar 4.51 eingefiihrte n-te Wurzel-
funktion Rt — R differenzierbar und besitzt dort die Ableitung

d 1 1 l—l
xﬂ = — . x‘il .
dx n

A In x = 0 ist die n-te Wurzelfunktion nicht differenzierbar. Das kann man leicht iiber die Nicht-
existenz des Grenzwerts des Differenzenquotienten fiir x — 0 zeigen.

Beweis. Als Umkehrfunktion der streng monoton wachsenden und nach Beispiel 5.10 differen-
zierbaren n-ten Potenzfunktion ist die n-te Wurzelfunktion nach Lemma 5.15 auf R* differen-
zierbar und hat dort die Ableitung

d 1515510 1 1
xXn — —_— = — e X n —
n

dx n(x%)”*l

5.3 Der Mittelwertsatz

Definition 5.17. Sei I C R ein offenes Intervall. Dann heifit f: I — R ...

e ...stetig differenzierbar, falls f differenzierbar und f': I — R stetig ist.
e ...2-fach differenzierbar mit der zweiten Ableitung f?) = f" == (f'), falls f': I - R
differenzierbar ist.

Rekursiv definieren wir so fiir ein beliebiges n € IN, wann eine Funktion (stetig) n-fach differen-
zierbar mit der n-ten Ableitung f(") := (f("=1) ist und schreiben

COUI):=={f: I — R: fiststetig in I}
C"(I) == {f: I — R : f ist n-fach stetig differenzierbar auf I} fiir ein n € N,
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C*(I) = {f: I — R : f ist n-fach stetig differenzierbar auf I fiir alle n € IN}.

Funktionen f € C®(I) heiflen unendlich oft differenzierbar oder auch glatt.

Offensichtlich gilt
c(nock(no...cY1)o...2C>(I)
bzw. C*(I) = () C"*(I)
n=1

Bemerkung 5.18. Alle Inklusionen C"(I) D C"*1(I) sind strikt, es gibt also fiir alle n € NN eine
Funktion I — R, die n-fach stetig differenzierbar aber nicht (n + 1)-fach stetig differenzierbar ist.
So ist etwa die durch

x2 tir alle x
f<x>=={ Sl i

—x2  fiirallex < 0

gegebene Funktion R — R in C*(R) mit stetiger Ableitung f'(x) = 2 - |x|, aber nach Beispiel 5.4
(c) nicht 2-fach differenzierbar und insbesondere nicht in C?(R).

Definition 5.19. Seien I C R ein Intervall und xo € I. Eine Funktion f: I — R hat ein lokales
Minimum bzw. lokales Maximum in x, falls gilt:

de > 0,Vx € Ue(x0) N I: f(x0) < f(x) bzw. f(x0) > f(x).

Beispiel 5.20. Die Funktion

. {[—1,1] SR,

X — x2

hat ein lokales Minimum in x = 0 und lokale Maxima in x = £1.

-1 0 1

Lemma 5.21 (notwendiges Kriterium fiir lokale Extrema). SeienI C Rein Intervall, f: I — R
eine Funktion und xo € I ein lokales Extremum, also ein lokales Minimum oder ein lokales
Maximum, von f. Ist dann f in x¢ differenzierbar, so gilt bereits f'(xo) = 0.
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Beweis. Ohne Einschrankung gehen wir fiir den Beweis davon aus, dass f in x( ein lokales
Maximum besitzt; der Fall eines lokalen Minimums geht analog. Nach Voraussetzung und da
xo im Inneren von I liegt, gibt es ein ¢ > 0 mit

Ue(x9) €T und f(xp) > f(x) furalle x € Ug(xp).

Ist nun Ay die nach Lemma 5.5 existente, in xj stetige Funktion mit

f(x) = f(x0) + As(x) - (x = x0),

so gilt

Ar(x) = f(x) = f(x0) | >0 furallex € (xo —¢ x0),
f B X —Xp <0 furallex € (x,x0+¢).
Im Grenziibergang gegen x folgt daraus
lim A > d limA <0. Ad
Jlim Ag(x) 20 und - lim Ag(x) <0 (5.1)
Nun ist aber Af(x) stetig in xo und erfllt limy 5, Af(x) = f'(x0). Nach Lemma 5.1 gilt daher

lim Af(x) = f'(x0) = lim Af(x
Jlim Ap(x) = fi(x0) = lim Ag(x)
und mit (5.1) folgt f'(xp) = 0, so dass wir die Behauptung gezeigt haben. O

A Das notwendige Kriterium 5.21 ist nicht hinreichend. So ist etwa die durch f(x) = x°
gegebene Funktion R — R in xo = 0 differenzierbar mit f’'(0) = 0, besitzt aber in xy = 0 kein
lokales Extremum.

Satz 5.22 (Satz von Rolle). Seiena,b € R mita < bund f: [a,b] — R eine stetige Funktion, die
auf (a,b) differenzierbar ist. Gilt dann f(a) = f(b), so existiert ein xo € (a,b) mit f'(xp) = 0.

Michel Rolle, geboren am 21. April 1652
in Ambert und gestorben am 8. Novem-
ber 1719 in Paris, war ein franzosischer
Mathematiker, der sich in erster Linie mit
der Algebra und diophantischen Gleichun-
gen beschiftigte. 1690 erschien sein Traité
d’algebre, in der er auch das heute {ibliche
Zeichen fiir n-te Wurzeln einfiihrte. In der
Analysis bekannt ist der nach ihm benann-
te Satz tiber differenzierbare Funktionen.
Dieser hat bei Rolle seinen Ursprung in ei-
ner umfassenderen algebraischen Theorie,
die er Theorie der Kaskaden nannte und die
im Wesentlichen im Ubergang von einem
Polynom zu seiner Ableitung bestand, ob-
wohl Rolle selbst noch keine Begriffe der
Infinitesimalrechnung benutzte.




163 Kapitel 5. Differentialrechnung

Wir hatten uns die Ableitung von f in x als die Steigung der Tangente an den Graphen G im
Punkt (xo, f (xo)) vorgestellt. Damit f'(xg) = 0 gilt, muss die Tangente waagerecht verlaufen.
Anschaulich kénnen wir stets eine solche Tangente finden, indem wir eine waagerechte Gerade
so lange senkrecht nach oben bzw. unten verschieben, bis sie am Graphen von f , anstof3t”.

a 0 x b

Beweis von Satz 5.22. Nach Korollar 4.41 nimmt die stetige Funktion f auf dem Kompaktum
[a, b] ihr Minimum min f in einem Xmin € [4, ] und ihr Maximum max f in einem xmax € [4, b]
an. Da sonst nichts zu zeigen ist, konnen wir ohne Einschrankung annehmen, die Funktion f
sei nicht konstant. Dann gilt min f < max f und aufgrund von f(a) = f(b) liegt mindestens
eines der Extrema Xmin, Xmax bereits im Inneren (a, b). Der Satz folgt, da nach dem notwendigen
Kriterium fiir lokale Extrema 5.21 die Ableitung von f an dieser Stelle bereits den Wert 0
annimmt. ]

Satz 5.23 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Seien a,b € Rmita < bund f: [a,b] —
R eine stetige Funktion, die auf (a, b) differenzierbar ist. Dann existiert ein xo € (a,b) mit

gy = FO=F0)

Gerade mit Steigung

1) - fla)
b-a

iy

@4 [ —

a Xo'0

Beweis. Statt f betrachten wir die Funktion

bei der wir von f die lineare Funktion durch (a, f(a)) mit Steigung %ﬁ(“) abziehen. Diese ist

nach Konstruktion in [a, b] stetig, auf (a, b) differenzierbar und erfiillt f(a) = f(a) = f(b). Wir
kénnen somit den Satz von Rolle 5.22 auf ¢ anwenden und erhalten die Existenz eines x¢ € (4, b)
mit
N b) —
0= f/(xo) = f/(X()) + fi( ) _'Z(a) .
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Das zeigt den Satz. O

Korollar 5.24. Seien I C R ein offenes Intervall und f: I — R eine differenzierbare Funktion.
Dann gelten die folgenden Aussagen:

(@) Ausm < f'(x) < M fiir alle x € I folgt
Va,b € Imita<b:m-(b—a) < f(b)—f(a) <M-(b—a).
Anders ausgedriickt gilt also
Va,b € Imita<b: f(a)+m-(b—a) < f(b) < f(a)+ M- (b—a),

so dass wir den Graphen von f (x) fiir x > a durch zwei Geraden durch (a, f(a)) eingeschlossen
haben.

e 0 b

(b) Ist f'(x) = 0 fiiralle x € I, so ist f konstant.
(c) Gilt f'(x) > 0bzw. f'(x) < 0 fiiralle x € 1, so ist f streng monoton wachsend bzw. streng
monoton fallend.

Beweis. Zum Beweis von Behauptung (a) wenden wir den Mittelwertsatz 5.23 auf die Funktion
fla,p) an und erhalten die Existenz eines xq € (a,b) mit

)~ f@) _
b—a -
Die Behauptung folgt durch Multiplizieren mit b — a.

m < f'(x0) =

Wir zeigen nun Behauptung (b). Gilt 0 < f’(x) < 0 fiir alle x € I, so folgt mit Aussage (a) fiir
m = M = Obereits f(a) = f(b) furallea,b € I mita < b. Das ist die Konstanz von f und somit
Behauptung (b).

Zum Beweis von Behauptung (c) benutzen wir, dass nach dem Mittelwertsatz 5.23 fiir alle
a,b € Imita < bein xy € (a,b) existiert mit

f(b) = f(a) = f'(x0) - (b —a).

Ist nun f'(x) > 0 fiir alle x € I, so ist insbesondere f'(xp) > 0 und also f(b) — f(a). Da dies
fir alle a,b € I mita < b gilt, folgt, dass in diesem Fall f auf I streng monoton steigend ist. Ist
andererseits f'(x) < 0 fiir alle x € I, so folgt analog, dass f auf I streng monoton fallend ist.
Das ist Behauptung (c). O
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A Diese Aussagen gelten nur im Fall, dass I ein Intervall und somit zusammenhéngend ist.
Betrachten wir etwa

_Jo farx e (0,1),
flx) = {1 fiir x € (1,2).

Diese Funktion ist differenzierbar mit Ableitung f’(x) = 0 auf ganz (0,1) U (1,2), aber offen-
sichtlich nicht konstant.

Lemma 5.25 (hinreichendes Kriterium fiir lokale Extrema). Seienn I C R ein offenes Intervall,
xo € Lund f € C*(I). Gelten dann (f'(xo) = 0 und f"(x) > 0) bzw. (f'(x0) = 0 und f"(xp) <
0), so hat f in xg ein lokales Minimum bzw. ein lokales Maximum.

Beweis. Ohne Einschriankung nehmen wir an, es sei xo € [ mit f'(xo) = 0 und f"(x9) > 0;
der andere Fall l4sst sich genauso beweisen. Da f” nach Voraussetzung stetig ist, folgt aus
f"(x0) > 0 die Existenz eines ¢ > 0 mit f”(x) > 0 fiir alle x € U¢(x9) N I =: ], wobei ] nach
Satz 4.45 (a) ein Intervall ist. Wir kénnen daher Korollar 5.24 (c) auf f’|; anwenden und erhalten,
dass f'|; streng monoton wachsend ist. Fiir ein x; € ] folgt nun nach dem Mittelwertsatz 5.23

Jxp € (x0,x1): f(x1) — f(x0) = f'(x2) - (x1 — x0) > f'(x0) - (x1 —x0) =0 falls xg < x1,
HXZ - (xl, XO)Z f(xl) — f(XQ) = fI(JCz) . (X] — XQ) > fI(X()) . (X1 — XQ) =0 falls Xp > X1.

Fur alle x; € ]~ {x0} giltalso f(x1) > f(xo), so dass x¢ ein lokales Minimum ist. O

Satz 5.26 (verallgemeinerter Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Seien a,b € R mit
a <bundf,g: [a,b] — Rstetige Funktionen, die auf (a, b) differenzierbar sind. Ist dann g’ (x) # 0
fiir alle x € (a,b), so gilt g(a) # g(b) und es existiert ein xo € (a,b) mit

Beweis. Tatsdchlich gilt unter den Voraussetzungen g(a) # g(b),

denn: Nehmen wir an, es gilte g(a) = g(b). Dann wiren fiir ¢ die Voraussetzungen des Satzes
von Rolle 5.22 erfiillt und es gibe nach diesem ein ¢ € (a,b) mit ¢'(c) = 0. Das steht im
Widerspruch zu unserer Voraussetzung ¢’ (x) # 0 fiir alle x € (a,b) und kann daher nicht sein.
Es folgt die Behauptung. #

Um nun die Existenz eines xo € (a,b) wie gefordert zu zeigen, definieren wir die Hilfsfunktion

h(x) = f(x)- (g(b) — g(a)) — g(x) - (f(b) — f(a)).

Diese ist nach den Voraussetzungen an f und g stetig in [a, b] sowie differenzierbar auf (a,b),
so dass nach dem Mittelwertsatz 5.23 ein xg € (a,b) mit

h(b) —h(a)

! _
H(x0) = b—a

=0
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existiert, wobei man die letzte Gleichheit durch plumpes Einsetzen und Ausrechnen erhalt.
Berechnen wir die Ableitung von /, so erhalten wir

f'(x0) - (8(b) = g(a)) —&'(x0) - (f(b) = f(a)) =0

und nach leichten Umformungen unter Beriicksichtigung von g¢(b) — g(a) # 0 die Behauptung.
U

A Es ist nicht moglich, diesen Satz zu beweisen, indem man den Mittelwertsatz 5.23 direkt
auf die Funktionen f und g anwendet, weil man so zwei im Allgemeinen verschiedene Werte
x1,%2 € (a,b) erhilt, an denen die jeweiligen Aussagen gelten.

Satz 5.27 (Regel von de L'Hospital). Seien a,b € R mit a < b und f,g: [a,b] — R stetige
Funktionen, die auf (a,b) differenzierbar sind, wobei §'(x) # 0 fiir alle x € (a, b) gelte. Gilt dann
e lim, f(x) = lim,_,p g(x) S {O/ :I:oo},
e lim,_,, % € RU {400} existiert,
so gilt
lim M = lim f(x)

b g(x) b g(x)
Die analoge Aussage fiir x — a anstelle von x — b gilt genauso.

Guillaume Francgois Antoine, Marquis de
L’'Hospital, geboren 1661 in Paris und ge-
storben am 2. Februar 1704 ebenda, war
ein franzosischer Mathematiker. Am be-
kanntesten ist er fiir die nach ihm be-
nannte Regel von de L'Hospital, die aber
eigentlich von Johann I Bernoulli ent-
deckt wurde. L'Hospital ist auch der Au-
tor des ersten Lehrbuches iiber Differen-
tialrechnung, welches 1696 veroffentlicht
wurde. Es beinhaltet Schriften seines Leh-
rers Bernoulli. In einem Vorwort erweist
L'Hospital den Bernoullis und Leibniz sei-
nen Dank, nimmt aber gleichzeitig fiir sich
in Anspruch, die Grundlagen der Darstel-
lung der Differentialrechnung in seinem
Buch selbst entwickelt zu haben. Erst im
20. Jahrhundert wurden die Manuskripte
von Bernoullis Vorlesungen in Paris, denen
L'Hospital in seinem Buch folgte, und dies-
beziigliche finanzielle Abmachungen mit
diesem bekannt.




167 Kapitel 5. Differentialrechnung

Beweis von Satz 5.27. Wir zeigen nur den Fall von x — b fiir

lim f(x) = lim g(x) = 0.

x—b x—b
Dort kénnen wir f und g durch f(b) := 0 und g(b) = 0 stetig auf (a, b] fortsetzen. Da nach Vor-
aussetzung ¢'(x) # 0 fur alle x € (a,b) gilt, konnen wir den verallgemeinerten Mittelwertsatz
5.26 fiir ein beliebiges x € (a,b) auf die Einschréankungen f/(, 4, ¢|(x 4 anwenden und erhalten
die Existenz eines xy € (x,b) mit

Da xg nach Konstruktion in (x, b) liegt, geht es fiir x — b ebenfalls gegen b. Es folgt

fO) L fo) )

lim —~% = lim

b g(x)  x=b g'(x0)  x—b g'(x)
und somit die Behauptung. O

Beispiel 5.28. Es gilt

. VI+x—V1-—x
lim

x—0 X

=1,

denn: Dieser Grenzwert ist schwer direkt zu berechnen, da Zihler und Nenner fiir x — 0 beide gegen
Null gehen. In der Tat: Schreiben wir f(x) == v/1+ x — /1 — x und g(x) == x, so gilt

lim f(x) = lim ¢(x) = 0.
Nach Korollar 5.16 und der Kettenregel bzw. Beispiel 5.10 gilt nun aber
1

!/ 1 /
= + d =1.
f(x) Wi RN e g'(x)
Der Grenzwert
. fl(x) .. < 1 1 )
1 =1 + =1
0 g(x) a2yt x | 2vI—x

und existiert insbesondere. Wir kénnen daher die Regel von de L'Hospital 5.27 anwenden, nach der der
urspriinglich zu untersuchende Grenzwert ebenfalls den Wert 1 annimmit. #

5.4 Geometrische Einflihrung der trigonometrischen Funktionen

Wir fithren nun — ganz dhnlich wie in der Schule — mit den Methoden der elementaren Geometrie
die im Weiteren sehr wichtigen trigonometrischen Funktionen ein. Die hierbei verwendeten
Argumente sind teilweise heuristischer Natur, wenn wir etwa Begriffe wie den der ,Flache”
oder den der ,Lange” einer ,Kurve” ohne streng mathematische Definition verwenden.



5.4. Geometrische Einflihrung der trigonometrischen Funktionen 168

Bartholomdus Pitiscus, geboren am 24.
August 1561 in Schloin bei Griinberg im
Fiirstentum Glogau und gestorben am 2.
Juli 1613 in Heidelberg, war reformierter
Theologe und ab 1594 Oberhofprediger am
kurfiirstlichen Hof zu Heidelberg. Neben
theologischen Schriften verfasste Pitiscus
mathematische Arbeiten. Sein bedeutend-
ster Beitrag war die Trigonometria: sive de so-

lutione triangulorum tractatus brevis et perspi- -
cuus aus dem Jahr 1595. Mit diesem Buch

pragte er den Begriff der Trigonometrie

(,,Dreiecksmessung”). Von Pitiscus habe ich

kein gemeinfreies Portrait gefunden.

Fiir ein 7 € R* seien also

A(r) := Flacheninhalt von U, (0) C R?, (Area)
C(r) = Umfang des Kreises oU,(0). (Circumferentia)

Um diese Grofien zu bestimmen, ndhern wir den Kreis oU,(0) fiir n > 3 durch umschreibende
regelmiBige n-Ecke P, (r) mit Schwerpunkt im Ursprung an. Im Grenziibergang n — oo gehen
diese in den angendherten Kreis tiber. Setzen wir nun

Ay (r) == Flacheninhalt von P,(r),
Cnu(r) := Umfang von P,(r),

so gilt in der Notation der Abbildung nach Konstruktion
An(r) =n-su(r) Strahlensatz sn(1)- 12 iy A1) -2,

Cu(r) =2n-s,(r) Strahlensatz o, . sp(1) - r =52 A1) - 1.

Setzen wir nun 71 := A(1), so erhalten wir die bekannten Formeln

A(r) = T,
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C(r)=2m-r

fiir den Flacheninhalt und den Umfang der Kreise mit Radius r. Die Zahl 7 heifst auch die
Kreiszahl oder die Ludolph’sche Zahl. Es gilt

m=3,14159...

Betrachten wir speziell das kleine rechtwinklige Dreieck in der Abbildung genauer und be-
zeichnen seinen Winkel am Ursprung mit ¢, so lauft dieser also bei einer Umrundung des
Kreises im Gegenuhrzeigersinn von 0 bis C(1) = 27t.

Ludolph van Ceulen, geboren am 28. Ja-
nuar 1540 in Hildesheim und gestorben
am 31. Dezember 1610 in Leiden, war
ein Fechtmeister und Mathematiker. Er ist
noch heute bertihmt durch die auf 35 De-
zimalstellen genaue Berechnung der Kreis-
zahl 71, den ersten Fortschritt nach der Be-
rechnung auf 15 Nachkommastellen durch
den persischen Mathematiker Dscham-
schid Masud al-Kaschi im Jahr 1424. Bis ins
19. Jahrhundert bezeichnete man 77 daher
auch als Ludolph’sche Zahl. Er verbrach-
te einen Grof3teil seines Lebens mit diesen
Berechnungen und liefs die 35 Stellen in sei-
nen Grabstein eingravieren. Der Druck zur
Rechten stammt aus dem Jahr 1625.

[ LUDOLPHUSACOLILEN |
MATHESEOS BELGICUS PROFESS.

In einem rechtwinkligen Dreieck A ABC mit rechtem Winkel bei B heiflen die ldngste Seite die
Hypotenuse und die beiden kiirzeren Seiten die Katheten. Ist nun & der Winkel bei A, so setzen
wir

Léange der Gegenkathete  |BC|

e BCl S
s Léange der Hypotenuse |AC] (Sinus)
Lénge der Ankathete |AB] .
COS o i= — =, (Kosinus)
Lange der Hypotenuse |AC|
tana Lange der Gegenkathete  |BC|  sina (Tangens)

Liange der Ankathete ~— [AB| cosa’

Betrachten wir nun speziell in der Situation des Umschreibens eines Kreises mit einem regel-
mafigen n-Eck das Dreieck AOBC, wobei wir die Punkte wie in der nachfolgenden Abbildung
bezeichnen, so stellen wir fest, dass dessen Hypotenuse konstruktionsgemifs die Lange 1 be-
sitzt, so dass die Langen der Katheten durch sin ¢ und cos ¢ gegeben sind. Mit dem Strahlensatz
folgt hieraus noch |B’C’| = tan ¢:
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L__,,_JI "
COsSQ B B

Vergleichen wir die in der Abbildung verschieden schattierten Flicheninhalte, so erhalten wir

A(AOBC) < A(LOB'C) < A(AOB'C')
1 . [ 1
5 sing-cosg <E‘A(1) <§-tan(p-1
<= sing - cos < sin ¢
¢ ¢ ¢ 0 ¢
[ 1
<= Cos @ - < .
sin @ cos ¢

Nach Definition von Sinus und Kosinus ist geometrisch klar, dass

lim sin g = 0 = lim sin ¢,

¢/0 PN\0
lim cos ¢ = 1 = lim cos
¢,/0 4 »\0 ¢

gilt. Mit den obigen Abschitzungen erhalten wir so

lim(SIH(P) — lim <§0> —1= lim< ‘(P ) _ lim<51nq)>.
0\ @ @,/0\ sin ¢ p\0 \ sin ¢ N0\ @

Fiir die Ableitungen von Sinus und Kosinus — fiir die wir formal weder Stetigkeit noch Diffe-
renzierbarkeit nachgewiesen haben — folgt an der Stelle ¢ = 0 hieraus

~ lim sin ¢ — sin0 _1,
¢—0 ¢—0

sin’ 0 = < dd(p sin qo)

d
cos'0 = ( CoS >
de 4 90

cosgp —1 COS(p+1_1, cos?> ¢ — 1

¢=0
iy SS9~ cos 0
=

= lim =lim —————
p—0 @ cosp+1 ¢0¢-(cosp+1)
Pythagoras lim Sn¢ . _sing 0 _ 0,
9—0 @ cos@+1 1+1

wobei wir den Satz des Pythagoras im rechtwinkligen Dreieck AOBC anwenden. Um nun die
Differenzierbarkeit von Sinus und Kosinus nachzuweisen und die jeweiligen Ableitungen zu
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bestimmen, benétigen wir die Additionstheoreme von Sinus und Kosinus. Auch diese leiten
wir uns geometrisch her:

Satz 5.29 (Additionstheoreme von Sinus und Kosinus). Fiiralle g1, > € R gelten die folgenden
Aussagen:

sin(¢1 + @) = sin @ - cos o = sin ¢y - cos @1,
cos(¢1 £ @2) = cos @1 - cos @ F sin @y - sin @s.

Beweis. Wir zeigen das Additionstheorem des Sinus fiir die Addition der Winkel ¢; und ¢, und
tragen diese dafiir iibereinander im Einheitskreis ab. Die Winkelgrofie 7 — ¢1 ganz rechts in
der nachstehenden Abbildung erhalten wir mit dem Satz von der Winkelsumme im Dreieck.

sin(@;+@s)

Mit dem Strahlensatz erhalten wir in der Notation der Abbildung nun

co:goz = Smlq)l und also a = sin ¢y - cos @2
sowie
b btsing : _a-(b+¢2)
E == m und alSO Sln(q)l + q)Z) — T
_ singq - cos ¢ - (b+sin ¢y)
= ; .
Nach Definition von Sinus und Kosinus gilt weiter
a . (T a sin @1 - cos @2
— = — — = d 1 b — - .
, = sin < 5 q01> cos@;  und also <05 71 cos o1

Durch Einsetzen erhalten wir das Additionstheorem des Sinus fiir die Addition der Winkel.
Ersetzen wir dort ¢, durch —¢y, so erhalten wir das Additionstheorem des Sinus fiir die

Subtraktion der Winkel.

Das Additionstheorem des Kosinus zeigt man analog. O
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Wir nutzen dieses Resultat nun aus und zeigen

sin(¢ + h) —sin¢

sin’ @ = lim

h—0 h

529, SINQ- cosh +cos @ -sinh —sin ¢
h—0 h

= lim ( sin cosh =1 + cos sinh

o\ T L

= Cos ¢

und analog
cos' ¢ = —sin ¢.

Eine unmittelbare Konsequenz hieraus ist sin, cos € C*(R).

5.5 Taylor-Entwicklung

Definition 5.30. Seien n € IN, I C R ein offenes Intervall, f € C"(I) und xo € 1. Dann heifit

pu() = 3 LU0 (o
k=0 :

das n-te Taylor-Polynom von f an der Stelle xy. Es gilt

pf(’lk)(xO) = f(k)(xg) fiirallek € {0,1,...,n}.

Das n-te Restglied r, ist gegeben durch

tw = f — Pau.

Brook Taylor, geboren am 18. August 1685
in Edmonton (Middlesex) und gestorben
am 29. Dezember 1731 in London, war ein
britischer Mathematiker. Sein Werk Metho-
dus incrementorum directa & inversa aus dem
Jahr 1715 enthielt die ihm seit 1712 be-
kannte Potenzreihenentwicklung einer dif-
ferenzierbaren Funktion, deren grundle-
gende Bedeutung fiir den Differentialkal-
kil Joseph-Louis Lagrange erst 1772 be-
merkte. Das Gemalde zur Rechten zeigt ihn
1720 im Alter von 35 Jahren.
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Satz 5.31. Seien n € IN, I C R ein offenes Intervall, f € C"(I) und xo € I. Dann ist p, die einzige
Polynomfunktion, die
f(x) = pu(x)

lim ———~2 =0
X—Xg (x — xo)”

erfiillt. Wir sagen, das Taylor-Polynom p, approximiert die Funktion f bis zur Ordnung n.

Beweis. Nach der Regel von de L'Hospital 5.27 gilt fiir eine beliebige Polynomfunktion p
f(x) —px) f'(x) —p'(x) fU () = p"(x) _ 0

lim = lim ST~ lim
x=xp (X — xp)" x—=xo 1 - (X — x)"~ X=X n!

— p(k) (XO) = f(k) (_XO) fur alle k c {0; 1/- . .,7’1}-

Der Satz folgt, da eine Polynomfunktion p vom Grad n eindeutig durch die Werte p(xo),
p'(x0),..., p(”) (x0) bestimmt ist. Letzteres stimmt,

denn: Eine beliebige Polynomfunktion p lédsst sich in der Form

p(x) = Y ae(x — o)t
k=0

schreiben. Wie man induktiv leicht zeigen kann, gilt dann fiir alle k € {0,...,n}
p® ) (0) = k! - ay,

so dass sich aus den Werten der diversen Ableitungen von p an der Stelle xy die Koeffizienten
und somit die gesamte Polynomfunktion herleiten ldsst. #

O]

Satz 5.32. Seien n € IN, I C R ein offenes Intervall, f € C”“(I ) und x,xo € I. Dann gibt es ein
¢ zwischen x und x, so dass fiir das n-te Restglied der Taylor-Entwicklung von f die folgende, von
Lagrange entwickelte Formel gilt:

(n+1)
rn(x) _ f i (g) .(x

(n+1)! )n+1.

Beweis. Wir wenden den verallgemeinerten Mittelwertsatz 5.26 auf die Funktionen r,(x) =
f(x) — pu(x) und g(x) := (x — x0)" an und erhalten

; fiir ein x1 zwischen x und xg

fiir ein x, zwischen x; und xg
und also zwischen x und x
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@) )

= = fiir ein ¢ zwischen x und x

g0FIE) T (1)

Joseph-Louis de Lagrange, geboren am 25.
Januar 1736 in Turin als Giuseppe Lodovi-
co Lagrangia und gestorben am 10. April
1813 in Paris, war ein italienischer Mathe-
matiker, Physiker und Astronom der spi-
ter in Berlin und Paris wirkte. Lagrange be-
griindete die analytische Mechanik, die er
1788 in seinem Lehrbuch Méchanique anali-
tique darstellte. Weitere Arbeitsgebiete wa-
ren das Dreikorperproblem der Himmels-
mechanik, die Variationsrechnung und die
Theorie der komplexen Funktionen. In der
Analysis ist die Lagrange’sche Darstellung
des Restgliedes der Taylor-Formel bekannt.
Das Erstellungsdatum der Abbildung zur
Rechten ist unbekannt.

Korollar 5.33. Seien n € IN, I C R ein offenes Intervall, f € C"1(I) und xy € I mit

fl(x)=...= fW(x0) =0 und F"*+V(x) #£0.

Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Ist n gerade, so hat f in xq kein lokales Extremum.
(b) Ist n ungerade und f"+1)(xq) > 0, so hat f in xo ein lokales Minimum.
(c) Ist n ungerade und f"+1)(xq) < 0, so hat f in xo ein lokales Maximum.

Beweis. Nach Satz 5.32 gibt es zu jedem x # xo € I ein ¢ zwischen x und xo mit

fr©)

(n m 1)! )n-l—l.

f(x) = pa(x) +1a(x) = f(x0) +

< (x = xp

Da wir f € C"*1)(I) vorausgesetzt hatten, ist f("*1) stetig, so dass es ein & > 0 gibt, fiir das
f*+1) in ganz Uj(xo) dasselbe Vorzeichen hat. Die Behauptungen folgen nun insgesamt aus
dem Verhalten von (x — x¢)"*! in xo. O
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Korollar 5.34. Seien I C R ein offenes Intervall und f € C®(I). Gilt dann lim,,_,e0 7, (x) = O fiir
alle x € 1, so wird die Funktion f auf I durch ihre Taylor-Reihe dargestellt, das heifst, es gilt

o (k)
f(x) = lim p,(x) = I;)f k(!xo) (x — xo)~.

n—oo

Beweis. Nach Definition gilt p, = f — r,, so dass der Grenzwert lim,_,« pn(x) fiir ein x € I
genau dann existiert, wenn lim,, .« ,(x) existiert. Ist dies der Fall, so gilt

lim p,(x) = f(x) — lim r,(x).

n—oo n—oo

Da wir limy,_, 7, (x) = 0 vorausgesetzt haben, ergibt sich hieraus unmittelbar die Behauptung.
Ul

A Tm Beweis haben wir gesehen, dass die Taylor-Reihe einer gegebenen Funktion nicht immer
existiert und, wenn sie existiert, auch nicht mit der Funktion {ibereinstimmen muss.

Beispiel 5.35. Betrachten wir die Funktion f(x) = sin(x) auf dem Intervall I = R und den Punkt
xo = 0. Nach den Uberlegungen am Ende von Abschnitt 5.4 gilt dann

sin(x)  fiirk € 4- Ny,
—sin(x) fiirk € 4-WNo+2,
—cos(x) fiirk € 4-WNy+ 3.

cos(x

All diese Funktionen sind auf ganz R betragsmifiig durch 1 beschrinkt, wie wir iiber die Herleitung von
Sinus und Kosinus tiber Seitenverhiltnisse im rechtwinkligen Dreieck wissen. Fiir ein gegebenes n € INg
gilt daher fiir ein geeignetes ¢ zwischen 0 und x die Asymptotik

522 | fUV©@) ] o XM noe
ol PR S VA <
LC el e s TR S I oy Rl
und nach Korollar 5.34 erhalten wir
2k+1 3 5 7
. B P X B x X X
sin() =Y (D ey =X s T 7
k=0
Analog gilt
00 2k 2 4 6
B X X X X
cos( )_1;)(_1) (20! ==t o
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		MaMpf-Label		mark:Untersuchen-des-Problems		Markierung		1.4		Untersuchen des Problems		1		1.4		1.4.0		25

		MaMpf-Label		mark:Geordnetes-Aufschreiben-der-Loesung		Markierung		1.4		Geordnetes Aufschreiben der Lösung		1		1.4		1.4.0		26

		MaMpf-Label		mark:Rueckschau-auf-das-Problem		Markierung		1.4		Rückschau auf das Problem		1		1.4		1.4.0		26

		MaMpf-Label		sect:Abbildungen		Abschnitt		1.5		Abbildungen		1		1.5		1.5.0		27

		MaMpf-Label		defn:Abbildung		Definition		1.45		Abbildung		1		1.5		1.5.0		27

		MaMpf-Label		defn:Einschraenkung-einer-Abbildung		Definition		1.46		Einschränkung einer Abbildung		1		1.5		1.5.0		28

		MaMpf-Label		bsp:zu-Abbildungen		Beispiel		1.47		zu Abbildungen		1		1.5		1.5.0		28

		MaMpf-Label		prob:Graphen		Markierung		1.48		Mitmachaufgabe zu Funktionen		1		1.5		1.5.0		28

		MaMpf-Label		defn:Bild-und-Urbild		Definition		1.49		Bild und Urbild		1		1.5		1.5.0		29

		MaMpf-Label		lemma:Vertraeglichkeit-von-Bild-und-Urbild-mit-Mengenoperationen		Lemma		1.50		Verträglichkeit von Bild und Urbild mit Mengenoperationen		1		1.5		1.5.0		29

		MaMpf-Label		defn:injektiv-surjektiv-bijektiv		Definition		1.51		injektiv, surjektiv, bijektiv		1		1.5		1.5.0		30

		MaMpf-Label		bsp:zu-Injektivitaet-Surjektivitaet-und-Bijektiviaet		Beispiel		1.52		zu Injektivität, Surjektivität und Bijektivität		1		1.5		1.5.0		31

		MaMpf-Label		bem:Hilberts-Hotel		Bemerkung		1.53		Hilberts Hotel		1		1.5		1.5.0		31

		MaMpf-Label		defn:Umkehrabbildung		Definition		1.54		Umkehrabbildung		1		1.5		1.5.0		32

		MaMpf-Label		defn:Hintereinanderausführung-von-Abbildungen		Definition		1.55		Hintereinanderausführung von Abbildungen		1		1.5		1.5.0		32

		MaMpf-Label		prop:Eigenschaften-der-Hintereinanderausfuehrung		Proposition		1.56		Eigenschaften der Hintereinanderausführung		1		1.5		1.5.0		32

		MaMpf-Label		prop:Charakterisierung-von-injektiven-surjektiven-und-bijektiven-Abbildungen		Proposition		1.57		Charakterisierung von injektiven, surjektiven und bijektiven Abbildungen		1		1.5		1.5.0		33

		MaMpf-Label		bsp:zu-Hintereinanderausfuehrungen-von-Abbildungen		Beispiel		1.58		zu Hintereinanderausführungen von Abbildungen		1		1.5		1.5.0		34

		MaMpf-Label		prob:inverse-Funktion		Markierung		1.59		Mitmachaufgabe zur Umkehrabbildung einer bijektiven Funktion		1		1.5		1.5.0		34

		MaMpf-Label		sect:Uebungsaufgaben-Grundlagen		Abschnitt		1.6		Übungsaufgaben		1		1.6		1.6.0		35

		MaMpf-Label		chap:Zahlbereiche		Kapitel		2		Zahlbereiche		2		2.0		2.0.0		39

		MaMpf-Label		chap:Die-Koerperaxiome		Abschnitt		2.1		Die Körperaxiome		2		2.1		2.1.0		40

		MaMpf-Label		defn:Koerper		Definition		2.1		Körper		2		2.1		2.1.0		40

		MaMpf-Label		bsp:zu-Koerpern		Beispiel		2.2		zu Körpern		2		2.1		2.1.0		41

		MaMpf-Label		lemma:Eindeutigkeit-der-neutralen-und-inversen-Elemente-in-einem-Koerper		Lemma		2.3		Eindeutigkeit der neutralen und inversen Elemente in einem Körper		2		2.1		2.1.0		41

		MaMpf-Label		lemma:Rechenregeln-in-Koerpern		Lemma		2.4		Rechenregeln in Körpern		2		2.1		2.1.0		41

		MaMpf-Label		prob:Division-durch-Null		Markierung		2.5		Mitmachaufgabe zur Division durch Null		2		2.1		2.1.0		43

		MaMpf-Label		satz:geometrische-Summenformel		Satz		2.6		geometrische Summenformel		2		2.1		2.1.0		44

		MaMpf-Label		defn:Binomialkoeffizient		Definition		2.7		Binomialkoeffizient		2		2.1		2.1.0		44

		MaMpf-Label		lemma:Rechenregel-fuer-Binomialkoeffizienten		Lemma		2.8		Rechenregel für Binomialkoeffizienten		2		2.1		2.1.0		45

		MaMpf-Label		satz:Binomischer-Lehrsatz		Satz		2.9		Binomischer Lehrsatz		2		2.1		2.1.0		46

		MaMpf-Label		sect:Die-Anordnungsaxiome		Abschnitt		2.2		Die Anordnungsaxiome		2		2.2		2.2.0		47

		MaMpf-Label		defn:angeordneter-Koerper		Definition		2.10		angeordneter Körper		2		2.2		2.2.0		47

		MaMpf-Label		bsp:zu-angeordneten-Koerpern		Beispiel		2.11		zu angeordneten Körpern		2		2.2		2.2.0		47

		MaMpf-Label		lemma:Rechenregeln-in-angeordneten-Koerpern		Lemma		2.12		Rechenregeln in angeordneten Körpern		2		2.2		2.2.0		48

		MaMpf-Label		coro:Bernoullische-Ungleichung		Korollar		2.13		Bernoulli'sche Ungleichung		2		2.2		2.2.0		49

		MaMpf-Label		coro:Kriterium-dafuer-wann-ein-Koerper-nicht-angeordnet-werden-kann		Korollar		2.14		Kriterium dafür, wann ein Körper nicht angeordnet werden kann		2		2.2		2.2.0		50

		MaMpf-Label		satz:angeordnete-Koerper-haben-stets-unendlich-viele-Elemente		Satz		2.15		angeordnete Körper haben stets unendlich viele Elemente		2		2.2		2.2.0		51

		MaMpf-Label		eq:iota-additiv		Gleichung		2.1				2		2.2		2.2.0		51

		MaMpf-Label		eq:iota-positiv-IA		Gleichung		2.2				2		2.2		2.2.0		51

		MaMpf-Label		eq:iota-positiv-IS		Gleichung		2.3				2		2.2		2.2.0		51

		MaMpf-Label		eq:iota-erhaelt-Anordnung		Gleichung		2.4				2		2.2		2.2.0		51

		MaMpf-Label		bem:angeordnete-Koerper-enthalten-stets-eine-Einbettung-der-rationalen-Zahlen		Bemerkung		2.16		angeordnete Körper enthalten stets eine Einbettung der rationalen Zahlen		2		2.2		2.2.0		51

		MaMpf-Label		defn:Maximum		Definition		2.17		Maximum		2		2.2		2.2.0		52

		MaMpf-Label		defn:Absolutbetrag		Definition		2.18		Absolutbetrag		2		2.2		2.2.0		52

		MaMpf-Label		prop:Eigenschaften-des-Absolutbetrags		Proposition		2.19		Eigenschaften des Absolutbetrags		2		2.2		2.2.0		52

		MaMpf-Label		coro:umgekehrte-Dreiecksungleichung		Korollar		2.20		umgekehrte Dreiecksungleichung		2		2.2		2.2.0		53

		MaMpf-Label		sect:Das-Vollstaendigkeitsaxiom		Abschnitt		2.3		Das Vollständigkeitsaxiom		2		2.3		2.3.0		54

		MaMpf-Label		prop:sqrt2-ist-irrational		Proposition		2.21		$\sqrt {2}$ ist irrational		2		2.3		2.3.0		54

		MaMpf-Label		prob:zu-irrationalen-Zahlen		Markierung		2.22		Mitmachaufgabe zu irrationalen Zahlen		2		2.3		2.3.0		54

		MaMpf-Label		bem:Durchschnitt-von-zwei-Intervallen-ist-wieder-ein-Intervall		Bemerkung		2.23		Durchschnitt von zwei Intervallen ist wieder ein Intervall		2		2.3		2.3.0		55

		MaMpf-Label		defn:Beschraenktheit		Definition		2.24		Beschränktheit		2		2.3		2.3.0		55

		MaMpf-Label		bem:untere-bzw-obere-Schranke-uneindeutig		Bemerkung		2.25		untere bzw. obere Schranke uneindeutig		2		2.3		2.3.0		55

		MaMpf-Label		lemma:Beschraenktheitskriterium		Lemma		2.26		Beschränktheitskriterium		2		2.3		2.3.0		55

		MaMpf-Label		defn:Minimum-und-Maximum		Definition		2.27		Minimum und Maximum		2		2.3		2.3.0		56

		MaMpf-Label		bem:Eindeutigkeit-von-Minimum-und-Maximum		Bemerkung		2.28		Eindeutigkeit von Minimum und Maximum		2		2.3		2.3.0		56

		MaMpf-Label		defn:Infimum-und-Supremum		Definition		2.29		Infimum und Supremum		2		2.3		2.3.0		56

		MaMpf-Label		bem:Eindeutigkeit-von-Infimum-und-Supremum		Bemerkung		2.30		Eindeutigkeit von Infimum und Supremum		2		2.3		2.3.0		56

		MaMpf-Label		lemma:Kriterium-fuer-Infimum-bzw-Supremum		Lemma		2.31		Kriterium für Infimum bzw. Supremum		2		2.3		2.3.0		56

		MaMpf-Label		bem:Zusammenhaenge-zwischen-Infima-Suprema-Minima-und-Maxima		Bemerkung		2.32		Zusammenhänge zwischen Infima, Suprema, Minima und Maxima		2		2.3		2.3.0		57

		MaMpf-Label		prop:sqrt2-ist-irrational-2		Proposition		2.33		$\{a \in \mathbb {Q}^+ : a^2 < 2\}$ besitzt kein Supremum in $\mathbb {Q}$		2		2.3		2.3.0		57

		MaMpf-Label		defn:vollstaendiger-angeordneter-Koerper		Definition		2.34		vollständiger angeordneter Körper		2		2.3		2.3.0		58

		MaMpf-Label		bem:alternative-Definition-fuer-Vollstaendigkeit		Bemerkung		2.35		alternative Definition für Vollständigkeit		2		2.3		2.3.0		58

		MaMpf-Label		satz:reelle-Zahlen		Satz		2.36		reelle Zahlen		2		2.3		2.3.0		58

		MaMpf-Label		defn:Dedekind-Schnitt		Definition		2.37		Dedekind-Schnitt		2		2.3		2.3.0		58

		MaMpf-Label		bsp:zu-Dedekind-Schnitten		Beispiel		2.38		zu Dedekind-Schnitten		2		2.3		2.3.0		59

		MaMpf-Label		prop:Menge-der-Dedekind-Schnitte-ist-abelsche-Gruppe		Proposition		2.39		Menge der Dedekind-Schnitte ist abelsche Gruppe		2		2.3		2.3.0		60

		MaMpf-Label		eq:genau-fuer-die-rationalen-Dedekind-Schnitte-hat-S–ein-Minimum		Gleichung		2.5				2		2.3		2.3.0		61

		MaMpf-Label		satz:Menge-der-Dedekind-Schnitte-ist-angeordneter-Koerper		Satz		2.40		Menge der Dedekind-Schnitte ist angeordneter Körper		2		2.3		2.3.0		64

		MaMpf-Label		satz:R-ist-vollstaendiger-angeordneter-Koerper		Satz		2.41		$\mathcal {R}$ ist vollständiger angeordneter Körper		2		2.3		2.3.0		64

		MaMpf-Label		prop:Existenz-und-Eindeutigkeit-von-Quadratwurzeln-in-den-nichtnegativen-reellen-Zahlen		Proposition		2.42		Existenz und Eindeutigkeit von Quadratwurzeln in den nichtnegativen reellen Zahlen		2		2.3		2.3.0		67

		MaMpf-Label		satz:Archimedisches-Prinzip		Satz		2.43		Archimedisches Prinzip		2		2.3		2.3.0		67

		MaMpf-Label		bem:Archimedisches-Prinzip-gilt-auch-in-Q		Bemerkung		2.44		Archimedisches Prinzip gilt auch in $\mathbb {Q}$		2		2.3		2.3.0		68

		MaMpf-Label		coro:Q-liegt-dicht-in-R		Korollar		2.45		$\mathbb {Q}$ liegt dicht in $\mathbb {R}$		2		2.3		2.3.0		68

		MaMpf-Label		prob:Dichtheit		Markierung		2.46		Mitmachaufgabe zur Dichtheit von $\mathbb {Q}$ in $\mathbb {R}$		2		2.3		2.3.0		69

		MaMpf-Label		sect:Maechtigkeit-und-Abzaehlbarkeit		Abschnitt		2.4		Mächtigkeit und Abzählbarkeit		2		2.4		2.4.0		69

		MaMpf-Label		prop:Schubfachprinzip		Proposition		2.47		Schubfachprinzip		2		2.4		2.4.0		70

		MaMpf-Label		bsp:zum-Schubfachprinzip		Beispiel		2.48		zum Schubfachprinzip		2		2.4		2.4.0		70

		MaMpf-Label		defn:gleichmaechtig		Definition		2.49		gleichmächtig		2		2.4		2.4.0		70

		MaMpf-Label		bsp:2N-und-Z-sind-abzaehlbar		Beispiel		2.50		$2 \mathbb {N}$ und $\mathbb {Z}$ sind abzählbar		2		2.4		2.4.0		70

		MaMpf-Label		lemma:Kriterium-fuer-Abzaehlbarkeit		Lemma		2.51		Kriterium für Abzählbarkeit		2		2.4		2.4.0		71

		MaMpf-Label		satz:Q-ist-abzaehlbar		Satz		2.52		$\mathbb {Q}$ ist abzählbar		2		2.4		2.4.0		71

		MaMpf-Label		bem:endliche-kartesische-Produkte-und-abzaehlbare-Vereinigungen-abzaehlbarer-Mengen-sind-wieder-abzaehlbar		Bemerkung		2.53		endliche kartesische Produkte und abzählbare Vereinigungen abzählbarer Mengen sind wieder abzählbar		2		2.4		2.4.0		72

		MaMpf-Label		satz:R-ist-ueberabzaehlbar		Satz		2.54		$\mathbb {R}$ ist überabzählbar		2		2.4		2.4.0		72

		MaMpf-Label		eq:Aufzaehlung-von-R+		Gleichung		2.6				2		2.4		2.4.0		73

		MaMpf-Label		prob:Diagonale		Markierung		2.55		Mitmachaufgabe zum Zweiten Diagonalverfahren		2		2.4		2.4.0		73

		MaMpf-Label		bem:Abbildungen-von-den-natuerlichen-Zahlen-in-eine-mindestens-zweielementige-Menge-sind-ueberabzaehlbar		Bemerkung		2.56		Abbildungen von den natürlichen Zahlen in eine mindestens zweielementige Menge sind überabzählbar		2		2.4		2.4.0		74

		MaMpf-Label		bsp:R-und-P(N)-sind-gleichmaechtig		Beispiel		2.57		$\mathbb {R}$ und $\mathcal {P}(\mathbb {N})$ sind gleichmächtig		2		2.4		2.4.0		74

		MaMpf-Label		lemma:es-gibt-keine-surjektive-Abbildung-von-einer-Menge-in-ihre-Potenzmenge		Lemma		2.58		es gibt keine surjektive Abbildung von einer Menge in ihre Potenzmenge		2		2.4		2.4.0		75

		MaMpf-Label		sect:Die-komplexen-Zahlen		Abschnitt		2.5		Die komplexen Zahlen		2		2.5		2.5.0		75

		MaMpf-Label		prop:komplexe Zahlen		Proposition		2.59		komplexe Zahlen		2		2.5		2.5.0		76

		MaMpf-Label		defn:komplex-konjugierte-Zahl		Definition		2.60		komplex konjugierte Zahl		2		2.5		2.5.0		76

		MaMpf-Label		defn:Absolutbetrag-komplexer-Zahlen		Definition		2.61		Absolutbetrag komplexer Zahlen		2		2.5		2.5.0		77

		MaMpf-Label		sect:Uebungsaufgaben-Zahlbereiche		Abschnitt		2.6		Übungsaufgaben		2		2.6		2.6.0		78

		MaMpf-Label		chap:Folgen-und-Reihen		Kapitel		3		Folgen und Reihen		3		3.0		3.0.0		79

		MaMpf-Label		sect:Grenzwerte-von-Folgen		Abschnitt		3.1		Grenzwerte von Folgen		3		3.1		3.1.0		80

		MaMpf-Label		defn:konvergente-Folge		Definition		3.1		konvergente Folge		3		3.1		3.1.0		80

		MaMpf-Label		bsp:zur-Konvergenz-von-Folgen		Beispiel		3.2		zur Konvergenz von Folgen		3		3.1		3.1.0		80

		MaMpf-Label		bem:zur-Konvergenz-von-Folgen		Bemerkung		3.3		zur Konvergenz von Folgen		3		3.1		3.1.0		81

		MaMpf-Label		lemma:Grenzwert-einer-konvergenten-Folge-ist-eindeutig-bestimmt		Lemma		3.4		Grenzwert einer jeden konvergenten Folge komplexer Zahlen ist eindeutig bestimmt		3		3.1		3.1.0		81

		MaMpf-Label		lemma:jede-konvergente-Folge-ist-beschraenkt		Lemma		3.5		jede konvergente Folge komplexer Zahlen ist beschränkt		3		3.1		3.1.0		82

		MaMpf-Label		satz:die-Folge-der-n-ten-Potenzen-einer-komplexen-Zahl-mit-Betrag-kleiner-als-1-geht-gegen-Null		Satz		3.6		die Folge der $n$-ten Potenzen einer komplexen Zahl mit Betrag kleiner als $1$ geht gegen Null		3		3.1		3.1.0		82

		MaMpf-Label		satz:die-n-te-Wurzel-von-n-geht-fuer-n-gegen-unendlich-gegen-1		Satz		3.7		die $n$-te Wurzel von $n$ geht für $n$ gegen unendlich gegen $1$		3		3.1		3.1.0		83

		MaMpf-Label		eq:Abschaetzung-bei-n-ter-Wurzel-von-n		Gleichung		3.1				3		3.1		3.1.0		83

		MaMpf-Label		coro:die-n-te-Wurzel-einer-positiven-reellen-Zahl-geht-fuer-n-gegen-unendlich-gegen-1		Korollar		3.8		die $n$-te Wurzel einer positiven reellen Zahl geht für $n$ gegen unendlich gegen $1$		3		3.1		3.1.0		83

		MaMpf-Label		lemma:Rechenregeln-zur-Konvergenz-von-Folgen		Lemma		3.9		Rechenregeln zu Konvergenz von Folgen		3		3.1		3.1.0		84

		MaMpf-Label		prob:Folgen		Markierung		3.10		Mitmachaufgabe zu den Rechenregeln für konvergente Folgen		3		3.1		3.1.0		84

		MaMpf-Label		coro:Folgen-komplexer-Zahlen-konvergieren-genau-dann-wenn-die-Folgen-ihrer-Real-und-Imaginaerteile-jeweils-konvergieren		Korollar		3.11		Folgen komplexer Zahlen konvergieren genau dann, wenn die Folgen ihrer Real- und Imaginärteile jeweils konvergieren		3		3.1		3.1.0		86

		MaMpf-Label		eq:reelle-epsilon-Umgebung		Gleichung		3.2				3		3.1		3.1.0		86

		MaMpf-Label		lemma:Limes-erhaelt-kleiner-gleich		Lemma		3.12		Grenzübergang erhält $\le $		3		3.1		3.1.0		86

		MaMpf-Label		coro:Sandwich-Lemma		Korollar		3.13		Sandwich-Lemma		3		3.1		3.1.0		87

		MaMpf-Label		bsp:zum-Sandwich-Lemma		Beispiel		3.14		zum Sandwich-Lemma		3		3.1		3.1.0		88

		MaMpf-Label		defn:monotone-Folgen		Definition		3.15		monoton wachsende bzw. fallende Folgen		3		3.1		3.1.0		88

		MaMpf-Label		bsp:zu-monotonen-Folgen		Beispiel		3.16		zu monotonen Folgen		3		3.1		3.1.0		88

		MaMpf-Label		satz:jede-beschraenkte-monotone-Folge-ist-konvergent		Satz		3.17		jede beschränkte monotone Folge ist konvergent		3		3.1		3.1.0		88

		MaMpf-Label		bsp:Eulersche-Zahl		Beispiel		3.18		Euler'sche Zahl		3		3.1		3.1.0		89

		MaMpf-Label		defn:Intervallschachtelung		Definition		3.19		Intervallschachtelung		3		3.1		3.1.0		90

		MaMpf-Label		satz:Prinzip-der-Intervallschachtelung		Satz		3.20		Prinzip der Intervallschachtelung		3		3.1		3.1.0		90

		MaMpf-Label		sect:Haeufungspunkte		Abschnitt		3.2		Häufungspunkte		3		3.2		3.2.0		91

		MaMpf-Label		defn:Haeufungspunkt-einer-Folge		Definition		3.21		Häufungspunkt einer Folge		3		3.2		3.2.0		91
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		MaMpf-Label		bem:konvergente-Folgen-haben-genau-einen-Haeufungspunkt		Bemerkung		3.23		konvergente Folgen haben genau einen Häufungspunkt		3		3.2		3.2.0		91

		MaMpf-Label		prob:Haeufungspunkte		Markierung		3.24		Mitmachaufgabe zu Häufungspunkten		3		3.2		3.2.0		91

		MaMpf-Label		defn:Teilfolge		Definition		3.25		Teilfolge		3		3.2		3.2.0		92

		MaMpf-Label		bem:zu-Teilfolgen		Bemerkung		3.26		zu Teilfolgen		3		3.2		3.2.0		92

		MaMpf-Label		lemma:Haeufungspunkte-sind-Grenzwerte-von-konvergenten-Teilfolgen		Lemma		3.27		Häufungspunkte sind Grenzwerte von konvergenten Teilfolgen		3		3.2		3.2.0		92

		MaMpf-Label		lemma:jede-Folge-reeller-Zahlen-besitzt-eine-monotone-Teilfolge		Lemma		3.28		jede Folge reeller Zahlen besitzt eine monotone Teilfolge		3		3.2		3.2.0		93

		MaMpf-Label		satz:Satz-von-Bolzano-Weierstrass		Satz		3.29		Satz von Bolzano-Weierstraß		3		3.2		3.2.0		93

		MaMpf-Label		sect:Limes-inferior-und-Limes-superior		Abschnitt		3.3		Limes inferior und Limes superior		3		3.3		3.3.0		95

		MaMpf-Label		satz:Limes-inferior-und-Limes-superior		Satz		3.30		Limes inferior und Limes superior		3		3.3		3.3.0		95

		MaMpf-Label		bsp:zu-Limes-inferior-und-Limes-superior		Beispiel		3.31		zu Limes inferior und Limes superior		3		3.3		3.3.0		95

		MaMpf-Label		prop:Charakterisierung-von-Konvergenz-ueber-den-Limes-inferior-und-den-Limes-superior		Proposition		3.32		Charakterisierung von Konvergenz über den Limes inferior und den Limes superior		3		3.3		3.3.0		96

		MaMpf-Label		defn:Infimum-und-Supremum-von-nichtbeschraenkten-Teilmengen-von-R		Definition		3.33		Infimum und Supremum von nichtbeschränkten Teilmengen von $\mathbb {R}$		3		3.3		3.3.0		96

		MaMpf-Label		defn:bestimmte-Konvergenz-gegen-+-infty		Definition		3.34		bestimmte Konvergenz gegen $\pm \infty $		3		3.3		3.3.0		96

		MaMpf-Label		bsp:zu-bestimmt-divergenten-Folgen		Beispiel		3.35		zu bestimmt divergenten Folgen		3		3.3		3.3.0		97

		MaMpf-Label		satz:Zusammenhang-zwischen-bestimmt-divergenten-Folgen-und-Nullfolgen		Satz		3.36		Zusammenhang zwischen bestimmt divergenten Folgen und Nullfolgen		3		3.3		3.3.0		97

		MaMpf-Label		defn:Landau-Symbole		Definition		3.37		Landau-Symbole		3		3.3		3.3.0		98

		MaMpf-Label		sect:Cauchy-Folgen		Abschnitt		3.4		Cauchy-Folgen		3		3.4		3.4.0		98

		MaMpf-Label		defn:Cauchy-Folge		Definition		3.38		Cauchy-Folge		3		3.4		3.4.0		98

		MaMpf-Label		bsp:zu-Cauchy-Folgen		Beispiel		3.39		zu Cauchy-Folgen		3		3.4		3.4.0		98

		MaMpf-Label		satz:Cauchy-Kriterium		Satz		3.40		Cauchy-Kriterium		3		3.4		3.4.0		99

		MaMpf-Label		bem:zum-Cauchy-Kriterium		Bemerkung		3.41		zum Cauchy-Kriterium		3		3.4		3.4.0		101

		MaMpf-Label		bsp:zum-Cauchy-Kriterium		Beispiel		3.42		zum Cauchy-Kriterium		3		3.4		3.4.0		101

		MaMpf-Label		bem:alternatives-Modell-der-reellen-Zahlen		Bemerkung		3.43		alternatives Modell der reellen Zahlen		3		3.4		3.4.0		101

		MaMpf-Label		sect:Konvergenz-von-Reihen		Abschnitt		3.5		Konvergenz von Reihen		3		3.5		3.5.0		101

		MaMpf-Label		defn:Reihe		Definition		3.44		Reihe		3		3.5		3.5.0		101

		MaMpf-Label		prop:Cauchy-Kriterium-fuer-Reihen		Proposition		3.45		Cauchy-Kriterium für Reihen		3		3.5		3.5.0		101

		MaMpf-Label		coro:notwendiges-Konvergenzkriterium-fuer-Reihen		Korollar		3.46		notwendiges Konvergenzkriterium für Reihen		3		3.5		3.5.0		102

		MaMpf-Label		bsp:zu-Reihen		Beispiel		3.47		zu Reihen		3		3.5		3.5.0		103

		MaMpf-Label		prob:geometrische-Reihe		Markierung		3.48		Mitmachaufgabe zur geometrischen Reihe		3		3.5		3.5.0		103

		MaMpf-Label		prop:Leibniz-Kriterium		Proposition		3.49		Leibniz-Kriterium		3		3.5		3.5.0		104

		MaMpf-Label		bsp:alternierende-harmonische-Reihe		Beispiel		3.50		alternierende harmonische Reihe		3		3.5		3.5.0		105

		MaMpf-Label		sect:Absolute-Konvergenz		Abschnitt		3.6		Absolute Konvergenz		3		3.6		3.6.0		105

		MaMpf-Label		defn:absolut-konvergente-Reihe		Definition		3.51		absolut konvergente Reihe		3		3.6		3.6.0		105

		MaMpf-Label		bem:Zusammenhang-zwischen-Konvergenz-und-absoluter-Konvergenz		Bemerkung		3.52		Zusammenhang zwischen Konvergenz und absoluter Konvergenz		3		3.6		3.6.0		105

		MaMpf-Label		eq:iterierte-Dreiecksungleichung		Gleichung		3.3				3		3.6		3.6.0		105

		MaMpf-Label		prop:Majorantenkriterium		Proposition		3.53		Majorantenkriterium		3		3.6		3.6.0		105

		MaMpf-Label		prop:Quotientenkriterium		Proposition		3.54		Quotientenkriterium		3		3.6		3.6.0		106

		MaMpf-Label		bem:zum-Quotientenkriterium		Bemerkung		3.55		zum Quotientenkriterium		3		3.6		3.6.0		107

		MaMpf-Label		bsp:zum-Quotientenkriterium		Beispiel		3.56		zum Quotientenkriterium		3		3.6		3.6.0		107

		MaMpf-Label		prop:Wurzelkriterium		Proposition		3.57		Wurzelkriterium		3		3.6		3.6.0		108

		MaMpf-Label		defn:Umordnung-einer-Reihe		Definition		3.58		Umordnung einer Reihe		3		3.6		3.6.0		108

		MaMpf-Label		satz:Umordnungssatz		Satz		3.59		Umordnungssatz		3		3.6		3.6.0		108

		MaMpf-Label		eq:Umordnungssatz		Gleichung		3.4				3		3.6		3.6.0		108
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		MaMpf-Label		Eindeutigkeit-der-g-adischen-Darstellung		Gleichung		3.6				3		3.7		3.7.0		112

		MaMpf-Label		prop:Teilbarkeitsregeln-bezueglich-einer-g-adischen-Darstellung		Proposition		3.63		Teilbarkeitsregeln bezüglich einer $g$-adischen Darstellung		3		3.7		3.7.0		112
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		MaMpf-Label		lemma:g-adische-Nachkommastellenentwicklungen-konvergieren		Lemma		3.65		$g$-adische Nachkommastellenentwicklungen konvergieren		3		3.7		3.7.0		113
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		MaMpf-Label		bem:g-adische-Entwicklung-via-Intervallschachtelung		Bemerkung		3.67		$g$-adische Entwicklung via Intervallschachtelung		3		3.7		3.7.0		115

		MaMpf-Label		defn:periodische-Zahlenfolge		Definition		3.68		periodische Zahlenfolge		3		3.7		3.7.0		116

		MaMpf-Label		prop:g-adische-Entwicklungen-sind-genau-fuer-rationale-Zahlen-periodisch		Proposition		3.69		$g$-adische Entwicklungen sind genau für rationale Zahlen periodisch		3		3.7		3.7.0		116
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		MaMpf-Label		aufg:Verschraenkung-Folgenkonvergenz		Aufgabe		3.1				3		3.8		3.8.0		117

		MaMpf-Label		chap:Stetige-Funktionen-und-die-Topologie-des-Rd		Kapitel		4		Stetige Funktionen und die Topologie des $\mathbb {R}^d$		4		4.0		4.0.0		120
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		MaMpf-Label		defn:konvergente-Folge-in-Rd		Definition		4.4		konvergente Folge in $\mathbb {R}^d$		4		4.1		4.1.0		123
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		MaMpf-Label		prop:Kriterium-fuer-Abgeschlossenheit		Proposition		4.24		Kriterium für Abgeschlossenheit		4		4.3		4.3.0		132
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		MaMpf-Label		satz:beliebige-Vereinigungen-offener-Mengen-sind-offen-und-beliebige-Durchschnitte-abgeschlossener-Mengen-sind-abgeschlossen		Satz		4.26		beliebige Vereinigungen offener Mengen sind offen und beliebige Durchschnitte abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen		4		4.3		4.3.0		133

		MaMpf-Label		bem:offene-Mengen-lassen-sich-nur-endlich-schneiden-und-abgeschlossene-Mengen-nur-endlich-vereinigen		Bemerkung		4.27		offene Mengen lassen sich nur endlich schneiden und abgeschlossene Mengen nur endlich vereinigen		4		4.3		4.3.0		134

		MaMpf-Label		defn:Inneres-und-Abschluss-einer-Menge		Definition		4.28		Inneres und Abschluss einer Menge		4		4.3		4.3.0		134
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		MaMpf-Label		satz:stetige-Bilder-zusammenhaengender-Mengen-sind-zusammenhaengend		Satz		4.46		stetige Bilder zusammenhängender Mengen sind zusammenhängend		4		4.5		4.5.0		141

		MaMpf-Label		coro:Zwischenwertsatz		Korollar		4.47		Zwischenwertsatz		4		4.5		4.5.0		143

		MaMpf-Label		coro:reelle-Polynomfunktionen-ungeraden-Grades-haben-mindestens-eine-Nullstelle		Korollar		4.48		reelle Polynomfunktionen ungeraden Grades haben mindestens eine Nullstelle		4		4.5		4.5.0		143

		MaMpf-Label		defn:(streng)-monoton-wachsende-bzw-fallende-Funktion		Definition		4.49		(streng) monoton wachsende bzw. fallende Funktion		4		4.5		4.5.0		144

		MaMpf-Label		satz:Umkehrfunktion-von-stetiger-streng-monoton-wachsender-Funktion-ist-stetig-und-streng-monoton-wachsend		Satz		4.50		Umkehrfunktion von stetiger, streng monoton wachsender Funktion ist stetig und streng monoton wachsend		4		4.5		4.5.0		144

		MaMpf-Label		coro:n-te-Wurzelfunktionen-sind-stetig		Korollar		4.51		$n$-te Wurzelfunktionen sind stetig		4		4.5		4.5.0		146

		MaMpf-Label		sect:Uebungsaufgaben-Stetige-Funktionen-und-die-Topologie-des-Rd		Abschnitt		4.6		Übungsaufgaben		4		4.6		4.6.0		146

		MaMpf-Label		chap:Differentialrechnung		Kapitel		5		Differentialrechnung		5		5.0		5.0.0		149

		MaMpf-Label		sect:Differenzierbarkeit		Abschnitt		5.1		Differenzierbarkeit		5		5.1		5.1.0		150

		MaMpf-Label		lemma:eine-Funktion-auf-einem-offenen-Intervall-konvergiert-genau-dann-gegen-einen-Wert-wenn-sie-von-links-wie-von-rechts-gegen-denselben-Wert-konvergiert		Lemma		5.1		eine Funktion auf einem offenen Intervall konvergiert genau dann gegen einen Wert, wenn sie von links wie von rechts gegen denselben Wert konvergiert		5		5.1		5.1.0		150

		MaMpf-Label		bsp:zur-Konvergenz-einer-Funktion-gegen-einen-Wert		Beispiel		5.2		zur Konvergenz einer Funktion gegen einen Wert		5		5.1		5.1.0		150

		MaMpf-Label		defn:Differenzierbarkeit-und-Ableitung		Definition		5.3		Differenzierbarkeit und Ableitung		5		5.1		5.1.0		151

		MaMpf-Label		bsp:zu-Differenzierbarkeit-und-Ableitungen		Beispiel		5.4		zu Differenzierbarkeit und Ableitungen		5		5.1		5.1.0		152

		MaMpf-Label		lemma:Kriterium-fuer-Differenzierbarkeit		Lemma		5.5		Kriterium für Differenzierbarkeit		5		5.1		5.1.0		153

		MaMpf-Label		satz:Differenzierbarkeit-bedingt-Stetigkeit		Satz		5.6		Differenzierbarkeit bedingt Stetigkeit		5		5.1		5.1.0		154

		MaMpf-Label		prob:Differenzierbarkeit-impliziert-Stetigkeit		Markierung		5.7		Mitmachaufgabe dazu, dass differenzierbare Funktionen stetig sein müssen		5		5.1		5.1.0		154

		MaMpf-Label		sect:Differentiationsregeln		Abschnitt		5.2		Differentiationsregeln		5		5.2		5.2.0		155

		MaMpf-Label		lemma:Rechenregeln-fuer-Ableitungen		Lemma		5.8		Rechenregeln für Ableitungen		5		5.2		5.2.0		155

		MaMpf-Label		lemma:Produktregel		Lemma		5.9		Produktregel		5		5.2		5.2.0		155

		MaMpf-Label		bsp:Differenzierbarkeit-und-Ableitungen-von-Polynomfunktionen		Beispiel		5.10		Differenzierbarkeit und Ableitungen von Polynomfunktionen		5		5.2		5.2.0		156

		MaMpf-Label		lemma:Quotientenregel		Lemma		5.11		Quotientenregel		5		5.2		5.2.0		157

		MaMpf-Label		bsp:rationale-Funktionen-sind-dort-wo-sie-definiert-sind-differenzierbar		Beispiel		5.12		rationale Funktionen sind dort, wo sie definiert sind, differenzierbar		5		5.2		5.2.0		158

		MaMpf-Label		lemma:Kettenregel		Lemma		5.13		Kettenregel		5		5.2		5.2.0		158

		MaMpf-Label		prob:Kettenregel		Markierung		5.14		Mitmachaufgabe zur Herleitung der Kettenregel		5		5.2		5.2.0		158

		MaMpf-Label		lemma:Ableitung-der-Umkehrfunktion		Lemma		5.15		Ableitung der Umkehrfunktion		5		5.2		5.2.0		159

		MaMpf-Label		coro:n-te-Wurzelfunktion-ist-differenzierbar		Korollar		5.16		$n$-te Wurzelfunktion ist differenzierbar		5		5.2		5.2.0		160

		MaMpf-Label		sect:Der-Mittelwertsatz		Abschnitt		5.3		Der Mittelwertsatz		5		5.3		5.3.0		160

		MaMpf-Label		defn:n-fache-stetige-Differenzierbarkeit		Definition		5.17		$n$-fache (stetige) Differenzierbarkeit		5		5.3		5.3.0		160

		MaMpf-Label		bem:Vergleich-zwischen-n-facher-und-n+1-facher-Differenzierbarkeit		Bemerkung		5.18		Vergleich zwischen $n$-facher und $(n+1)$-facher Differenzierbarkeit		5		5.3		5.3.0		161

		MaMpf-Label		defn:lokales-Minimum-bzw-Maximum		Definition		5.19		lokales Minimum bzw. Maximum		5		5.3		5.3.0		161

		MaMpf-Label		bsp:zu-lokalen-Minima-und-Maxima		Beispiel		5.20		zu lokalen Minima und Maxima		5		5.3		5.3.0		161

		MaMpf-Label		lemma:notwendiges-Kriterium-fuer-lokale-Extrema		Lemma		5.21		notwendiges Kriterium für lokale Extrema		5		5.3		5.3.0		161

		MaMpf-Label		eq:notwendiges-Kriterium-fuer-lokale-Extrema		Gleichung		5.1				5		5.3		5.3.0		162

		MaMpf-Label		satz:Satz-von-Rolle		Satz		5.22		Satz von Rolle		5		5.3		5.3.0		162

		MaMpf-Label		satz:Mittelwertsatz-der-Differentialrechnung		Satz		5.23		Mittelwertsatz der Differentialrechnung		5		5.3		5.3.0		163

		MaMpf-Label		coro:zum-Mittelwertsatz		Korollar		5.24		zum Mittelwertsatz		5		5.3		5.3.0		164

		MaMpf-Label		lemma:hinreichendes-Kriterium-fuer-lokale-Extrema		Lemma		5.25		hinreichendes Kriterium für lokale Extrema		5		5.3		5.3.0		165

		MaMpf-Label		satz:verallgemeinerter-Mittelwertsatz-der-Differentialrechnung		Satz		5.26		verallgemeinerter Mittelwertsatz der Differentialrechnung		5		5.3		5.3.0		165

		MaMpf-Label		satz:Regel-von-de-L'Hospital		Satz		5.27		Regel von de L'Hospital		5		5.3		5.3.0		166

		MaMpf-Label		bsp:zur-Regel-von-de-L'Hospital		Beispiel		5.28		zur Regel von de L'Hospital		5		5.3		5.3.0		167

		MaMpf-Label		sect:Geometrische-Einfuehrung-der-trigonometrischen-Funktionen		Abschnitt		5.4		Geometrische Einführung der trigonometrischen Funktionen		5		5.4		5.4.0		167

		MaMpf-Label		satz:Additionstheoreme-von-Sinus-und-Kosinus		Satz		5.29		Additionstheoreme von Sinus und Kosinus		5		5.4		5.4.0		171

		MaMpf-Label		sect:Taylor-Entwicklung		Abschnitt		5.5		Taylor-Entwicklung		5		5.5		5.5.0		172

		MaMpf-Label		defn:Taylor-Polynom		Definition		5.30		Taylor-Polynom		5		5.5		5.5.0		172

		MaMpf-Label		satz:n-tes-Taylor-Polynom-approximiert-zugehoerige-Funktion-bis-zur-Ordnung-n		Satz		5.31		$n$-tes Taylor-Polynom approximiert zugehörige Funktion bis zur Ordnung $n$		5		5.5		5.5.0		173

		MaMpf-Label		satz:Restglied-nach-Lagrange		Satz		5.32		Restglied nach Lagrange		5		5.5		5.5.0		173

		MaMpf-Label		coro:Bestimmung-von-Extrema		Korollar		5.33		Bestimmung von Extrema		5		5.5		5.5.0		174

		MaMpf-Label		coro:Reihendarstellung-von-Funktionen		Korollar		5.34		Reihendarstellung von Funktionen		5		5.5		5.5.0		175

		MaMpf-Label		bsp:Taylor-Reihen-von-Sinus-und-Kosinus		Beispiel		5.35		Taylor-Reihen von Sinus und Kosinus		5		5.5		5.5.0		175

		MaMpf-Label		sect:Übungsaufgaben-Differenzierbarkeit		Abschnitt		5.6		Übungsaufgaben		5		5.6		5.6.0		175



