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KAPITEL 1

Analytische Geometrie

Nach heutigem Sprachgebrauch versteht man unter der Analytischen Geometrie den Teil der
Geometrie, der mit Hilfsmitteln der Linearen Algebra betrieben wird. Verwendung von hohe-
rer Algebra fiihrt zur Algebraischen Geometrie; in der Differentialgeometrie werden geometri-
sche Objekte mit den Methoden der Analysis untersucht.

In den Abschnitten 1.1 und 1.2 fithren wir zunéchst affine Réume und Abbildungen zwischen
ihnen ein und untersuchen diese Objekte. In Abschnitt 1.3 zeigen wir mithilfe affiner Koordina-
ten und insbesondere des Teilverhiltnisses einige klassische Resultate der affinen Geometrie,
wie etwa den Strahlensatz. In Abschnitt 1.4 befassen wir uns mit euklidischen Rdumen und ent-
wickeln fiir diese die Anfidnge einer Dreiecksgeometrie. Schliefslich vertiefen wir in Abschnitt
1.5 mit den Polytopen exemplarisch ein Thema der dreidimensionalen reellen euklidischen
Geometrie.

Im Abschnitt 1.6 untersuchen wir projektive Riume und den Zusammenhang zwischen diesen
und den zuvor eingefiihrten affinen Riumen. Exemplarisch zeigen wir in Form des Satzes von
Desargues einen klassischen Schnittpunktsatz.

1.1 Affine Rdume

Geometrie im Kontext von Anfangervorlesungen zur Linearen Algebra wird typischerweise
innerhalb von Vektorrdaumen studiert. Da jeder Vektorraum mit einem ausgezeichneten Ele-
ment, dem Nullelement, ausgestattet ist, ist damit von vorneherein ein Ursprung festgelegt.
Im geometrischen Kontext ist es jedoch hédufig erforderlich, Rdiume ohne festen Ursprung zu
betrachten, in denen also alle Punkte gleichberechtigt sind. Man stelle sich etwa eine Schreib-
tischoberfldche als ideale Ebene vor, die sich bis ins Unendliche erstreckt. Hier gibt es keinen
ausgezeichneten Punkt — Ursprung und Koordinatensysteme sollten, wenn sie iiberhaupt not-
wendig sind, der geometrischen Fragestellung angepasst werden. Formal ldsst sich dieser An-
forderung mit dem Konzept des affinen Raumes begegnen. Hier ordnet man je zwei Punkten
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1.1. Affine Rdume 4

einen Verbindungsvektor zu, fiir den man iiber Axiome sinnvolle Eigenschaften einfordert.
Genauer definieren wir wie folgt:

Definition 1.1. Ein affiner Raum iiber einem Korper K ist ein Tripel (X, T(X), T) aus

o einer nichtleeren Menge X, deren Elemente wir Punkte nennen,

e cinem K-Vektorraum T(X), dem Translationsvektorraum, dessen Elemente wir Vektoren
nennen,

e ciner Abbildung T: X x X — T(X), die je zwei Punkten A, B € X einen Verbindungsvek-
tor top := T(A, B) € T(X) zuordnet, so dass das Abtragbarkeitsaxiom
(A) Fiir jeden Punkt A € X und jeden Vektor v € T(X) existiert genau ein Punkt B € X

mitv =t AB-

und das Dreiecksaxiom
(D) Fiir alle Punkte A,B,C € X ist tgp + tgc = tac.
gelten.

Zur Vermeidung von Fallunterscheidungen soll auch die leere Menge — ohne Angabe von T (X) und
T — ein affiner Raum sein. Fiir ,Sei (X, T(X), T) ein affiner Raum iiber einem Korper K.” schreiben
wir kiinftig auch kurz ,,(aff. Raum)”.

Stellen wir uns Verbindungsvektoren als Pfeile vor, konnen wir das Dreiecksaxiom schon vi-
sualisieren:

Wir verwenden bewusst die Bezeichnung t 45 anstelle der hdufig anzutreffenden Bezeichnung

AB fiir Verbindungsvektoren: Wir wollen ausschlieflich mit den obigen Axiomen und den im
weiteren Verlauf daraus abgeleiteten Resultaten arbeiten und der Gefahr vorbeugen, dass wir
unbewusst Eigenschaften verwenden, die uns moglicherweise aus anderem Kontext bekannt
sind und die fiir affine Rdume im Allgemeinen eventuell gar nicht erfiillt sind. So gibt es etwa
in allgemeinen affinen Riumen keinen Langen- oder Winkelbegriff.

Direkt aus der Definition ergeben sich die folgenden Eigenschaften eines affinen Raumes
(X, T(X),7):

e Furalle A € X gilttgq = 0, denn wegen (D) gilt tap + taa = tan.
e Furalle A,B € X gilttgy = —tsp, denn wegen (D) ist tap + tga = tan = 0.

e Firalle B € X und alle v € T(X) existiert genau ein A € X mitv = t4p, denn wegen (A)
gibtes fiir alle B € X und alle v € T(X) genau ein A € X mit —v = tpy, alsomit v = f4p.

e Fir alle A € X erhalten wir so eine nach (A) bijektive Abbildung

{X — T(X),
na:
P+ typ.
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Diese bildet den Punkt A auf das Nullelement im Vektorraum T (X) ab. Wahlen wir einen
festen Punkt O € X aus, einen sogenannten Ursprung, so heifit fiir ein P € X der Vektor
o(P) = top € T(X) der — offensichtlich von O abhingige — Ortsvektor von P beziig-
lich O. Man beachte, dass alle Punkte von X gleichberechtigt sind: Jeder Punkt kann als
Ursprung gewdahlt werden.

Definition 1.2 (aff. Raum). Die Dimension von (X, T(X), ) ist durch dimg T(X) gegeben
und wird mit dimg X bzw. dim X bezeichnet. Die leere Menge erhiilt die Dimension —1. Speziell
heifSt ein affiner Raum X

e cine affine Ebene, wenn dim X = 2 gilt,

¢ cine affine Gerade, wenn dim X = 1 gilt.

Beispiel 1.3. Ist V ein Vektorraum iiber dem Korper K und setzen wir

_fvxv v,
" V(AB) s tap:=B—A,

soist (V,V,ty) ein affiner Raum,

denn: Das Abtragbarkeitsaxiom (A) ist erfiillt, denn fiir A € V und v € V ist B = v + A offenbar das
eindeutig bestimmte B € V mit v = t,5 = B — A und das Dreiecksaxiom (D) gilt wegen t op + tpc =
(B—A)+ (C—B)=C— A =tycfiiralle A,B,C€V. #

Wir nennen (V,V,ty) den zum Vektorraum V assoziierten affinen Raum. Hier konnen Elemente
aus V sowohl als Punkte als auch als Vektoren aufgefasst werden. Bei Wahl des Nullelements von V als
Ursprung stimmt der Ortsvektor jedes Punktes P aus V mit P selbst iiberein. Der zum Standardvektor-
raum K" mit n € Wy assoziierte affine Raum heifst der affine Standardraum A" (K) von Dimension

n!

Wir werden spéter sehen, dass jeder nichtleere affine Raum (X, T(X),7) nach Wahl eines
Punktes kanonisch isomorph zu einem affinen Raum der Form (V,V,ty) ist, ndmlich zu

(T(X), T(X), Tr(x))-

Beispiel 1.4. Fiir

X1
X={|lx| eR:x+x+x=1},
X3
X1 1 0
T(X):={| x E]R3:x1+x2+x3:0}:< 0ol,{1])
X3 —1 —1

In diesem Skript ist Null keine natiirliche Zahl; wir schreiben stets N := {n € Z : n > 0} und Ny := N U {0}.
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ist die Abbildung

L [xxx =),
" 1(A,B) —B-A
wohldefiniert und (X, T(X), T) ist ein affiner Raum. Die Giiltigkeit der Axiome ergibt sich analog zu

Beispiel 1.3. Wegen dim T(X) = 2 handelt es sich bei (X, T(X),T) um eine affine Ebene, was mit
unserer Anschauung iibereinstimmt:

TX)

Weiter erhalten wir

X — T(X),
1
-1
1o: & 1 fiir die Wahl O := (O) .
X? — X7 0
X3 X3

Ist (X, T(X), 7) ein affiner Raum, so erhalten wir fiir jedes v € T(X) eine Abbildung
. {X - X,
A eal),

die sogenannte Translation um v, die einen Punkt A auf den eindeutig bestimmten Punkt B
mit f 4p = v abbildet. Diese hat die folgenden Eigenschaften:

* T, ist bijektiv, denn fiir alle B € X existiert genau ein A € X mitv = t4p.
e Esist 1p = id, denn wegen f44 = Oist 1p(A) = A fiiralle A € X.
e Furallev,w € T(X) gilt To10 = Tw © Tw,

denn: Fiir alle A € X ist 7,(Tw(A)) der eindeutig bestimmte Punkt C € X mit v = tpc,
wobei B der eindeutig bestimmte Punkt aus X mit w = t4p ist. Es folgt v + w = tpc +
tap = tac, also C = Ty (A) und somit 7, (Tw(A)) = Torw(A). #

Algebraisch formuliert ist durch die Abbildung

T(X)x X — X,
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(v,A) = T(A)

eine Aktion der additiven Gruppe von T(X) auf X gegeben. Diese ist scharf transitiv, da of-
fensichtlich fiir je zwei Punkte A, B € X genau ein v € T(X) mit 7,(A) = B und also mit
tap = v existiert. Umgekehrt kann man zeigen, dass man zu jeder scharf transitiven Aktion
der additiven Gruppe eines Vektorraums T(X) auf einer Menge X auf natiirliche Weise einen
affinen Raum erhdlt, fiir den die obige Aktion mit der gegebenen tibereinstimmt. Dies liefert
eine alternative Charakterisierung affiner Rdume, die in der Literatur recht verbreitet ist.

Von nun an vereinfachen wir die Bezeichnungen ein wenig und schreiben anstelle des Tripels
(X, T(X), ) oft einfach nur X.

Definition 1.5 (aff. Raum). Eine Teilmenge Y C X heifst ein affiner Unterraum von X, wenn
entweder Y leer ist oder es ein P € Y gibt, fiir das

Tp(Y) := {tpa € T(X): A€ Y}

ein Untervektorraum von T (X) ist.

Proposition 1.6 (aff. Raum). Sei Y C X ein nichtleerer affiner Unterraum. Dann ist fiir jedes
P € Y die Menge Tp(Y') ein Untervektorraum von T(X) und es gilt Tp(Y) = Tg(Y) fiir je zwei
P,Q € Y. Wir schreiben daher

T(Y) := Tp(Y) fiir ein beliebiges P € Y.

Der affine Unterraum Y ist auf natiirliche Weise selbst ein affiner Raum mit Translationsvektorraum
T(Y).

Beweis. Nach Definition 1.5 gibt es ein P € Y, fiir das T(Y) = Tp(Y) ein Untervektorraum von
T(X) ist. Es reicht daher aus, fiir alle Q € Y die Gleichheit To(Y) = Tp(Y) zu zeigen. Fiir ein
beliebiges Q € Y gilt

toa (2) top + tpa furalle A€Y
und somit wegen top = —tpg € Tp(Y) tatsdchlich
To(Y) = top + Tp(Y) = Tp(Y).

Um zu sehen, dass Y ein affiner Raum ist, bemerken wir, dass fiir A, B € Y stets f4p € Ta(Y) =
T(Y) ist, so dass sich 7: X x X — T(X) zu einer Abbildung Y x Y — T(Y) einschrankt.
Das Dreiecksaxiom (D) ist offensichtlich weiterhin erfiillt. Ist weiter A € Y und v € T(Y),
so existiert wegen des Abtragbarkeitsaxioms (A) in X ein eindeutig bestimmtes B € X mit
v = typ. Wegenv € T(Y) = Ta(Y) gilt v = toc fiir ein C € Y und deshalb B = C € Y. Das
Abtragbarkeitsaxiom (A) gilt also auchin Y. O
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Beispiel 1.7. Seien V ein Vektorraum iiber einem Korper K und X der zu V assoziierte affine Raum.
Ist Y C X ein affiner Unterraum, dann ist Y entweder leer oder es existiert ein P € Y, fiir das

Tp(Y):{tpA:AEY}:{A—PiAGY}

ein Untervektorraum von V' ist. Damit sind die nichtleeren affinen Unterriume von X gerade die Men-
gen der Form

P+U mitP eV, U CV Untervektorraum.

Dies sind genau die affinen Unterriume von V, wie sie typischerweise auch in Vorlesungen zur Linearen
Algebra definiert werden. Im Fall der affinen Standardriume A" (K), also fiir V.= K", sind diese gerade
die Losungsriume linearer Gleichungssysteme: Zu jedem affinen Unterraum Y C A"(K) gibt es ein
m € IN, eine Matrix A € K"™*" ynd ein b € K™ mit

Y =Los(A,b) :={x € K': Ax =b};

ein Beweis findet sich etwa in der verlinkten Folgerung 15.9. Der zu nichtleerem Y gehorige Trans-
lationsvektorraum T(Y) ist hierbei gerade die Losungsmenge des zum entsprechenden linearen Glei-
chungssystem gehorigen homogenen linearen Gleichungssystems; es gilt also T(Y) = Los(A,0). Zur
Wiederholung sei dieses Quiz empfohlen.

Definition 1.8 (aff. Raum). Die Dimension eines nichtleeren affinen Unterraums Y C X ist
durch dimg T(Y') gegeben und wird mit dimg Y bzw. dim'Y bezeichnet. Sie ist wohldefiniert nach
Proposition 1.6. Der leere affine Unterraum erhilt wieder die Dimension —1. Speziell heifit ein
affiner UnterraumY C X

¢ cine (affine) Hyperebene in X, wenn dimY = dim X — 1 gilt,

e cine (affine) Ebene in X, wenn dimY = 2 gilt,

* cine (affine) Gerade in X, wenn dimY = 1 gilt.

Geraden in affinen Riumen werden wir meist mit kleinen Buchstaben bezeichnen.

Beispiel 1.9. Der affine Raum X aus Beispiel 1.4 ist nach Beispiel 1.7 selbst ein affiner Unterraum des
A3(R), und zwar als affine Ebene eine Hyperebene. In X ist beispielsweise durch

X1

Y={fx €R32x1=0/xz+xs=1}=ws<($ " (1)),(?%
X3

ein affiner Unterraum gegeben, wovon wir uns direkt mit der Definition affiner Unteridume iiberzeugen:
So gilt etwa


https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/105/display?page=3
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/105/display?page=3
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/quizzes/5642/take
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/quizzes/5642/take
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und also

Tp(Y):{tpAZAEY}:{A—PZAEY}

X1
={| x GIR3:x1:O,x2+X3:1}

x3—1

X1
{(XQ) €R3:x1:0,x2+x320}

was offenbar ein Untervektorraum von T(X) ist. Dieses Resultat fiir T(Y) = Tp(Y) ist im Hinblick
auf die Ausfithrungen in Beispiel 1.7 natiirlich wenig iiberraschend.

()
TX)

Der affine Unterraum Y ist eine affine Gerade und als solche eine Hyperebene in X, jedoch natiirlich
nicht in A3(R).

Proposition 1.10 (aff. Raum). Sei (Y;);c; eine Familie affiner Unterriiume von X. Dann gilt:

(@) Y := ey Y, ist wieder ein affiner Unterraum von X. Ist Y # &, dannist T(Y) = Nie; T(Y7).

(b) Der Durchschnitt aller affinen Unterridume Y C X mit U;c;Y; C Y heifst der Verbindungs-
raum \/;c; Y; und ist wieder ein affiner Unterraum von X. Im Fall I = {1,2,...,n} fiir ein
n € IN schreiben wir auch \/;c;Yi =Y1VYaV...VY,.

Beweis. Im Beweis von Behauptung (a) diirfen wir ohne Einschrankung Y # @ annehmen, da
sonst nichts zu zeigen ist. Dann ist fiir einen beliebigen Punkt P € Y

Tp(Y)={tpaeT(X): Ac(Yi} =({traeT(X): Ac Y} =(T(Y)) (1.1)

iel iel i€l

als Durchschnitt von Untervektorrdumen von T(X) selbst wieder ein Untervektorraum von
T(X). Damit ist Behauptung (a) gezeigt. Aussage (b) ergibt sich sofort aus Aussage (a). O
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Der Verbindungsraum \/;; Y; ist offenbar der kleinste affine Unterraum von X, der simtliche
Y; enthalt.

Definition 1.11 (aff. Raum). Fiir Punkte A, B € X mit A # B setzen wir
AB = {A}V {B)}

und nennen dies die Verbindungsgerade von A und B.

Proposition 1.12 (aff. Raum). Fiir A,B € X mit A # B gilt

AB = {1,(A) : v € (tap)},
T(i@) = (tap)-

Insbesondere ist jﬁl—ﬁ tatsichlich eine Gerade.

Beweis. Das ist eine Ubungsaufgabe. O

Ist X der zu einem Vektorraum V assoziierte affine Raum, so ist 7,(A) = A + v und deshalb
AB=A+ (B—A).

Proposition 1.13 (aff. Raum). Seien Y1,Y, C X nichtleere affine Unterriume von X. Dann gilt

T(Yl) =F T(Yz) ﬁir YiNYs 7& Q,

T = {(Tm) +T(R) & T(RP) firtinY, =2,

wobei Py, P> beliebige Punkte aus Y1 bzw. Y sind.

Beweis. Wir nehmen eine Fallunterscheidung vor:
Fall 1: Y1 N Y2 # @. Dann gilt
T(V1VYz) =T(Y1) + T(Y2), (1.2)

denn: Fiir einen beliebigen, fest gewéhlten Punkt P € Y7 N Y, gilt nach Proposition 1.6
T(Y1)UT(Y2) ={tpa € T(X) : A€ Y1} U{tpa € T(X) : A€ Y>}
= {tpA € T(X) tAEN UYZ}
- {tpA € T(X) tAEY \/YQ}
=T(V1VY2).

Da mit einer beliebigen Teilmenge eines gegebenen Vektorraums auch deren lineare Hiille in
diesem Vektorraum enthalten ist, folgt

T(Yl) + T(Yz) - T(Y1 vV Yz).
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Zum Nachweis der umgekehrten Inklusion betrachten wir
Y:={(P):veT(Y1)+T(Y2)} C X.

Das ist ein affiner Unterraum von X mit T(Y) = T(Y7) + T(Y2), denn esist P = 19(P) € Y und
Tp(Y) ={tpa: A€ Y} ={tpyp:0 € TM1) + T(Y2)} = T(V1) + T(Y2),

wobei wir fpy (p) =0 verwendet haben. Wegen Y3, Y, C Yistauch Y7 V Y, C Y und es folgt

T(Y,VY,) C T(Y) = T(V;) + T(Ya).

#
Fall 2: Y1 N Y, = @. Seien P; € Y7 und P, € Y. Dann gilt
T(Y;VY2) = (T(Y1) + T(Y2)) @ T(P1Py), (1.3)
Ys /Y1 T(Ys) T(Y7)
P —
P T(P,Py)

P\P,

denn: Aus PP C Y, V'Y, folgt
TV Ys) = T(Yi VPR vYa) 2 T(v) + T(PB vV Ya) 2 T(vy) + T(PiB}) + T(12)
— (T) + T(Va)) + T(P1B).

Es verbleibt, die Direktheit der Summe ganz rechts zu zeigen. Hierfiir geniigt es einzusehen,
dass der Erzeuger tp,p, von T(§51P2) nicht in T(Y;) + T(Y2) liegt. Wire dies aber der Fall, so
gdbe es nach Proposition 1.6 je einen Punkt Q; € Y; und Q> € Y, mit

tpp, = tpQ — tPQ,-

Aus

to,Q, = tg,p, +tpp, +tp, = top + (tplQl - thQz) +tp, =0

folgte dann Q; = Qy und also Y7 N Y2 # @ im Widerspruch zu unserer Voraussetzung. #

Satz 1.14 (aff. Raum). Es gelte char(K) # 2. Fiir je zwei affine Unterriiume

Y, Yo C X mit YiNYs#Q@und PP € X mit Y; = Y, = {P}
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gilt dann

YIVY, = U jalpz.
P #P,
PieYq, ReY;

Der Verbindungsraum von Y1 und Y, ist also die Vereiniqung der Verbindungsgeraden zwischen
Punkten in Y und Punkten in Y,.

Beweis. Da fiir beliebige voneinander verschiedene P; € Y; und P, € Y, die Verbindungsge-
rade §51 P, = {P} V{P,} im affinen Unterraum Y; V Y, enthalten ist, ist die rechte Seite der
Behauptung in der linken Seite enthalten.

Zum Beweis der umgekehrten Inklusion wéahlen wir einen beliebigen Punkt P € Y7 N Y. Ist
Qe Y1VYy,sogilttpg € T(Y; VY2) und es gibt nach Proposition 1.13 je einen Punkt P; € Y;
und P, € Y, mit

tpg = tpp, + tpp,.
Ohne Einschrankung sind dabei die Punkte P, P, P, paarweise verschieden,

denn: Ist P = P; # P, s0ist Q € ﬁPﬁ, ebenso fir P = P, # P;. Im Fall P, = P, # P ist
tpo = 2tpp, und deshalb Q € ﬁz} Im Fall P = P; = Pyist tpg = 0, also P = Q. Nach
Voraussetzung enthilt jedoch einer der beiden Rdume Y7, Y, einen von P verschiedenen Punkt
R,esistalso Q € ﬁ{ und somit in der rechten Seite enthalten. #

Wir setzen
P{ = (ztpp])(P) €Y, Pﬁ = (thpz)(P) €Y.

Wire P; = P,, dann folgte 2tpp, = 2tpp, und wegen char(K) # 2 schlief8lich P; = P,, was einen
Widerspruch darstellt. Es gilt also P; # P, und

tpipy = tpp, — tpp; = 2tpp, — 2tpp, = 2tp,p,
sowie

tprg = tpip +tpg = —tpp +tpg = —2tpp, +tpg

= —2tpp, + (tpp, + tpp,) = tp,p + tpp, = tpp,-

Es folgt tpo = %tp{ pyundalso Q € P; P, wegen Proposition 1.12. O



mi22fw] 13 Kapitel 1. Analytische Geometrie

In Analogie zur Dimensionsformel fiir Untervektorrdume geben wir nun auch im Kontext affi-
ner Unterrdume eine derartige Formel an:

Satz 1.15 (Dimensionsformel fiir affine Unterrdume, aff. Raum). Seien Y1,Y, C X zwei
nichtleere affine Unterriume. Dann gilt

. dimY; +dimY, — dim(Y1 N Yz) fiii’ Yiny, 75 Q,
d1m(Y1 V Yz) = . X .
dimY; +dimY, —dim(T(Y:) N T(Y2))+1 firY1 N Y, =Q@.
Beweis. Mit der Dimensionsformel fiir Untervektorrdume gilt

dim(Y1 V Yz) = dim T(Yl V Yz)

(12),13) Jdim(T(Y7) + T(Y2)) furYiNY, #0Q,
dim((T(Y1) + T(Y2)) @ T(PB)) fiirYiNYa =@, P € Y1, Py € Y
_ [dim(T(M) + T(V2)) fiir Y, N Y, # @,
| dim(T() +T(Y2)) +1 firYiNY, =@

(
dimT(Y;) +dim T(Y2) —dim(T (Y1) N T(Y2))+1 firYiNY, =0

(L) JdimY; +dimY; — dim(Y; N Y3) firY1 N Y, #Q,
dimY; +dimY, —dim(T(Y1) N T(Y2))+1 furYiNY, =@

B {dim T(Y1) +dim T(Y;) — dim(T (Y1) N T(Y2)) fiir Y; N Y, # @,

Definition 1.16 (aff. Raum). Zwei nichtleere affine Unterriume Y1,Y>» C X heiflen

* parallel, in Zeichen Y || Yo, wenn T (Y1) C T(Y2) oder T(Y2) C T (Y1) gilt.
* windschief, wenn sie nicht parallel sind und leeren Durchschnitt haben.

Bemerkung 1.17 (aff. Raum). Ist von zwei nichtleeren affinen Unterriumen Y,,Y> C X einer
eine Hyperebene, so sind Y1, Y, nicht windschief,

denn: Ohne Einschrinkung sei Y1 eine Hyperebene und Y, # X. Wiiren Y1,Y>» C X windschief, so
gilte nach der Dimensionsformel 1.15

d1m(Y1 V Yz) =dimY; +dimY, — dlm(T(Yl) N T(Yz)) +1
> (dimX —1)+dimY; —dimY; + 1
= dim X.

Das kann nicht sein, da Y1 V Y2 ein affiner Unterraum von X ist. #

Insbesondere gibt es in der affinen Standardebene A2 (K) keine zwei windschiefen Geraden: Je zwei
Geraden g, h C AZ(K) sind also parallel oder haben nichtleeren Durchschnitt.


https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/98/display?page=3
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/98/display?page=3
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Bemerkung 1.18 (aff. Raum). Die Aussage von Satz 1.14 wird falsch, wenn wir die Vorausset-
zung Y1 N Yy # @ weglassen,

denn: Betrachten wir die beiden windschiefen Geraden

1 0 0
Y, = ((0) ‘)R CR® und Yo := (1) + { (1) 'r C RS,
1 0 1

Nach der Dimensionsformel 1.15 gilt einerseits
dim(YVY2)=1+1-0+1=3

und somit Y1 V' Yo = R3. Andererseits kann man durch Aufstellen einer allgemeinen Geradenglei-
chung leicht iiberpriifen, dass etwa der Punkt

0
~1| eRr?®
-1

auf keiner Verbindungsgerade EPZ mit Py € Y1 und P, € Y, liegt. #

Es liisst sich bereits im A%(R) ein Gegenbeispiel finden: In der Abbildung ist der Verbindungsraum
des Punktes P und der Geraden g der ganze R?, die gestrichelte Gerade liegt mit Ausnahme des
Punktes P jedoch nicht in der Vereinigung der Verbindungsgeraden.

A

1.2 Affine Abbildungen

In diesem Abschnitt betrachten wir Abbildungen zwischen affinen Raumen. Wir gehen dabei
stillschweigend davon aus, dass die beteiligten Rdume nichtleer sind.

Definition 1.19 (aff. Raum). Sei (Y, T(Y),0) ein affiner Raum iiber dem Korper K. Eine Abbil-
dung ¢: X — Y heifst affine Abbildung, wenn es eine lineare Abbildung T(¢): T(X) — T(Y)
mit

toa)g) = T(@)(tap) firalle A,B € X (1.4)
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und also mit o(¢(A), 9(B)) = T(¢)(t(A, B)) gibt.>Eine bijektive affine Abbildung heifit auch
eine Affinitdt oder ein Isomorphismus affiner Riume.

Beispiel 1.20 (aff. Raum). Fiir ein gegebenes v € T(X) ist die bereits in Abschnitt 1.1 eingefiihrte
Translation T,: X — X eine Affinitit mit T(7,) = idy(x),

denn: Zundichst gilt

tr,(A)e(B) = to(A)A T EtAB T tBr,(B)
= —v+tsp+v=tap fiiralle A,Be€ X,

so dass T, eine affine Abbildung mit T(7,) = idy(x) ist. Aufgrund der bekannten Bijektivitit ist T,
dabei sogar eine Affinitiit. #

Es gibt einen engen Zusammenhang zwischen affinen Abbildungen und linearen Abbildun-
gen zwischen den zugehorigen Translationsvektorraumen, den wir in den folgenden beiden
Propositionen untersuchen werden:

Proposition 1.21 (aff. Raum). Seien (Y, T(Y),0) ein affiner Raum iiber dem Korper K und
¢@: X — Y eine Abbildung. Fiir O € X setzen wir

{T(X) — T(Y),
q)ol
toa = ty0)p(a)-

Dann sind die folgenden Aussagen iquivalent:

(i)  @istaffin.
(if)  Fiir jeden Punkt O € X ist ®¢ linear.
(iii) Es gibt einen Punkt O in X, so dass ®g linear ist.

In diesem Fall ist ®o = T(¢), insbesondere ist o unabhingig von der Wahl von O.

Beweis. Die Implikation ,,(i)==(ii)” ergibt sich direkt aus Definition 1.19 und die Implikation
,,(il)==-(iii)"” ist trivial. Es verbleibt der Nachweis von ,(iii)==-(i)": Fiir beliebige Punkte A, B €
X gilt aber

Po(tap) = Po(tos —toa) = Poltos) — Poltoa) = te0)e(8) ~ te(0)g(a) = Lp(a)e(B)

und die Proposition folgt direkt aus Definition 1.19. O

Satz 1.22 (aff. Raum). Sei (Y, T(Y),0) ein affiner Raum iiber dem Korper K. Dann gibt es zu
jeder linearen Abbildung ®: T(X) — T(Y) und jedem Paar (O,0') mit O € X und O' € Y

?Die Notation T(¢) ist dadurch gerechtfertigt, dass T(¢) nach (1.4) bereits eindeutig durch ¢ festgelegt ist.
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genau eine affine Abbildung
¢: X =Y mitp(O) =0 und T(p) = ®.

Beweis. Zum Nachweis der Existenz definieren wir ¢ tiber die Beziehung ty/,p) = ®(top) fiir
P € X. Esist dann

torg(o) = P(too) = ®(0) =0
und somit ¢(O) = O'. Dariiber hinaus ist
Do(tor) = te(0)p(p) = torg(p) = P(tor)

und also ®p = @ linear. Nach Proposition 1.21 ist ¢ affin. Fiir den Nachweis der Eindeutigkeit
von ¢ bemerken wir, dass aus T(¢) = ® und ¢(O) = O’ sofort

tO’q)(P) = t(p(O)q)(P) = T((p)(top) = @(top) furalle P € X
folgt, was ¢ eindeutig festlegt. O
Korollar 1.23 (aff. Raum). Sei O € X fest gewihlt. Dann existiert in den zu T(X) assoziierten
affinen Raum (T(X), T(X), Tr(x)) eine eindeutig bestimmte Affinitit ¢: X — T(X) mit ¢(O) =

0 und T(¢p) = id, nimlich ¢ = no. Das heifit, dass X nach Wahl eines Ursprungs kanonisch
isomorph zu dem zu T(X) assoziierten affinen Raum ist.

Korollar 1.24 (aff. Raum). Seien V und W zwei K-Vektorriume und (V,V,ty) bzw. (W, W, Tyy)
die jeweiligen assoziierten affinen Riaume. Weiter seien O € V,0' € W und ®: V. — W eine
lineare Abbildung. Dann existiert genau eine affine Abbildung ¢: V- — W mit ¢(O) = O und
T(¢) = ®. Diese ist gegeben durch

p(A) =®(A)+ 0" —D(0) fiiralle AcV.

Jede affine Abbildung ¢ von V nach W mit ¢(O) = O’ ist von dieser Form mit ® = T(¢).

Beweis. Existenz und Eindeutigkeit von ¢ folgen direkt aus Satz 1.22. Fiir A € V ist
P(A) O = torg(a) = Pltos) = B(A— O) = B(A) — @(0).

O]

Beispiel 1.25. Als Spezialfall von Korollar 1.24 erhalten wir, dass es zu jedem M € K™"*" und zu jedem
P € K" genau eine affine Abbildung

emp: K' — K" mit opp(0) = P und T(pmp)(A) = MA fiir alle A € K"
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gibt. Offensichtlich sind hierdurch alle affinen Abbildungen ¢: K" — K" mit ¢(0) = P beschrieben
und es gilt

omp(A) = MA+ P fiiralle A € K".
Im Fall M € GL,(K) ist ¢ p eine Affinitit und die Umkehrabbildung ist gegeben durch
Prip(A) =M TA—M'P firalle A € K".
Wir werden in Proposition 1.26 mit den Parallelprojektionen eine weitere Klasse affiner Abbil-

dungen einfithren, miissen vorher aber noch ein wenig ausholen. Sei also Y C X ein affiner
Unterraum eines gegebenen affinen Raumes X und sei W C T(X) ein Untervektorraum mit

T(X)=WaT(Y). (1.5)
Setzen wir
W(P):={AecX:tpy € W} (1.6)

fiir einen beliebigen vorgegeben Punkt P € X, dann ist W(P) ein affiner Unterraum von X mit
P € W(P) und T(W(P)) = W, denn Tp(W(P)) = {tpa : A € W(P)} = W. Insbesondere gilt
W(P) || W(Q) fiir beliebige P, Q € X. Fiir ein beliebiges P € X gilt nun

dim(W(P) NY) =0,

denn: Gilte W(P) N'Y = @, so folgte nach der Dimensionsformel 1.15
dim(W(P) VY) = dim W(P) +dim Y — dim(T(W(P)) N
=dimW+dimT(Y) — dim(W N T(Y))
) dimx +1,

was nicht sein kann, da W(P) VY C X ein affiner Unterraum ist. Daher gilt W(P) N Y # @
und
dim(W(P) N Y) = dim (T(W(P) N Y))

Y dim (T(W(P)) N T(Y))
= dim(W N T(Y))

==y

Proposition 1.26 (aff. Raum). Sei Y C X ein affiner Unterraum und sei W C T(X) ein Unter-
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vektorraum mit T(X) = W @ T(Y). Dann ist die Abbildung

X =Y, .
Ty = T : {P g mit {mtw(P)} :=W(P) N Y und W(P) :={A € X :tpy € W}

affin und erfiillt n‘),f,’y\y = idy; insbesondere ist th,(\,’y surjektiv. Wir nennen 7ty die Parallelpro-
jektion lings W.

Beweis. Nach unseren Voriiberlegungen ist 7ty wohldefiniert. Um nachzuweisen, dass 7ty eine
affine Abbildung ist, betrachten wir zwei Punkte A, B € X. Dann gilt

tAB = Eamy(4) T b (A)mw (B) Tt () = (EAm(4) — EBrw(B)) T By (A)mw (B)

Offensichtlich liegt der erste Summand rechts in W und der zweite in T(Y'). Wegen der Direkt-
heit der Summation in (1.5) ist diese Zerlegung eindeutig. Uber die Zuordnung

tAB 7ty (A) e (B)

ist daher eine Abbildung T(7tw): T(X) — T(Y) definiert. Nach Konstruktion ist diese gerade
die kanonische Projektion von T(X) auf T(Y) und insbesondere linear. Das zeigt, dass 7ty eine
affine Abbildung ist.

Schliefslich gilt fiir ein beliebiges P € Y
{mw(P)} =W(P)NY={A €Y :tpgp e W} ={P},

was unmittelbar n%’yhf = idy zeigt. O

Wir haben jetzt einige Beispiele affiner Abbildungen kennengelernt. In Proposition 1.30 werden
wir zeigen, dass nicht jede Abbildung zwischen zwei affinen Rdumen affin ist, indem wir eine
geometrische Eigenschaft affiner Abbildungen herleiten, die offenkundig nicht allgemeingtiltig
ist. Vorher miissen wir noch einige Begriffe einfiihren:

Definition 1.27 (aff. Raum). Eine Teilmenge M C X heifit kollinear, falls es eine Gerade g C X
mit M C g gibt.
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Definition 1.28 (aff. Raum). Sei n > 3 eine natiirliche Zahl und seien A4, ..., A, nicht kollinea-
re und paarweise verschiedene Punkte, die in einer gemeinsamen Ebene E C X liegen. Dann heift
das (geordnete) n-Tupel

HA1 An = (Al,...,An)

das n-Eck mit den Eckpunkten Ay, ..., A,. Im wichtigen Spezialfall eines Dreiecks schreiben wir
fﬁi’ HA1A2A3 auch AAlAzAg.

Drei Eckpunkte A;,, Ai,, Ai, von I1 Ay ... A, heiffen aufeinanderfolgend, falls
i1=ip—1=i3—2mod (n)

gilt. Das n-Eck I1A; ... Ay heifit entartet, falls es drei aufeinanderfolgende Eckpunkte gibt, die
kollinear sind, und ansonsten nicht entartet.

/ /As A1> <A3 R 8
Al A2 A4 AZ \142"!

Abbildung 1.1: Nur das dritte n-Eck ist entartet.

Definition 1.29 (aff. Raum). Ein nicht entartetes Viereck IIABCD heifit ein Parallelogramm,
Sz =
falls AB || CD und AD || ﬁgilt.

In der folgenden Proposition 1.30 zeigen wir nun, dass affine Abbildungen cum grano salis
Parallelogramme auf Parallelogramme abbilden:

Proposition 1.30 (aff. Raum). Seien (Y, T(Y),0) ein affiner Raum iiber dem Korper K, ¢: X —
Y eine affine Abbildung und ITABCD ein Parallelogramm in X. Sind die Bildpunkte ¢(A), ¢(B),
¢(C), ¢(D) paarweise verschieden und nicht kollinear, so ist dann

¢(IIABCD) = I19(A)¢(B)¢(C)¢(D)
wieder ein Parallelogramm.
Beweis. Nach Definition 1.19 gibt es eine lineare Abbildung T(¢): T(X) — T(Y) mit (1.4). Fiir
je vier Punkte A, B,C, D € X gilt daher

tap =lIco == to(a)p(8) = lp(C)p(D)-
Gelten A # B,C # D, ¢(A) # ¢(B) und ¢(C) # ¢(D), so folgt hieraus

T(AB)=T(CD) = T(¢(A)9(B)) = T(¢(C)g(D)). (1.7)
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Fiir ein beliebiges Parallelogramm ITABCD gilt nach den Definitionen 1.16 und 1.29
T(AB) = T(CD) und T(AD) = T(BC).

Unter der Voraussetzung, dass ¢(A), (B), ¢(C), (D) paarweise verschieden sind, erhalten
wir daraus mit (1.7)

T(¢(A)p(B)) = T(9(C)p(D)) und T(¢(A)p(D)) = T(¢(B)¢(C)) (1.8)
und also

¢(A)e(B) | (C)p(D) und ¢(A)e(D) || ¢(B)e(C). (1.9)
Sind ¢(A), (B), ¢(C), (D) zusitzlich nicht kollinear, so gilt

¢(A)e(B) N ¢(C)e(D) =2, (1.10)

denn: Wére dem nicht so, galte einerseits nach der Dimensionsformel 1.15

dim (¢p(A)@(B) V ¢(C)g(D))

= dim ¢(A)@(B) + dim ¢(C)@(D) — dim(9(A)p(B) N ¢(C)g(D))
=2

und andererseits wegen der Parallelitdt der Geraden

dim((A)9(B) v ¢(C)g(D))
= dim T(¢(A)¢(B) V ¢(C)¢(D))
= dim (T(p(4)9(B)) + T(9(C)g(D)))

oy,

Das kann nicht sein. #
Wenden wir nun die Dimensionsformel 1.15 an, erhalten wir
dim(¢(A)p(B) V ¢(C)p(D))
= dim ¢(A)@(B) + dim ¢(C) (D) — dim(T(¢(A)¢(B)) N T(¢(C)¢(D))) +1

Wii1-141=2

Die Geraden ¢(A)¢(B) und ¢(C)¢(D) und insbesondere die vier Punkte ¢(A), ¢(B), ¢(C),
¢(D) liegen also in einer gemeinsamen Ebene. Es folgt, dass unter diesen Voraussetzungen
ITg(A)p(B)¢p(C)p(D) ein Viereck, nach (1.10) nicht ausgeartet und nach (1.9) sogar ein Paral-
lelogramm ist. O

1.3 Affine Koordinaten

In diesem Abschnitt beschranken wir uns auf nichtleere endlichdimensionale affine Raume.
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Definition 1.31 (aff. Raum). Sei n € WNy. Ein (n + 1)-Tupel (Ao, ..., An) von Punkten in X
heifit affin unabhiingig bzw. eine affine Basis von X, wenn das n-Tupel (ta,a,,---,ta4,) N
T(X) linear unabhingig bzw. eine Basis ist.

Beispiel 1.32 (aff. Raum). Ist O € X und (vy,...,v,) eine Basis von T(X), so ist offensichtlich
durch

(0, 1,(0),...,1,(0))

eine affine Basis von X gegeben. Ist insbesondere V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit Basis
(v1,...,04) und O € V, so ist

(0,0 +01,...,0+0y)
eine affine Basis von (V,V,ty). Im Fall V. = K" mit der Standardbasis (e1, . ..,e,) und O = 0 ist
(0,E1,...,Ey) mitE;:=1,(0)=0+e =e;fiirallei € {1,...,n}

eine affine Basis von A" (K), die affine Standardbasis.

Beispiel 1.32 zeigt insbesondere, dass jeder (nichtleere endlichdimensionale) affine Raum X
eine affine Basis hat. Jede affine Basis von X besteht aus dim(X) + 1 Elementen.

Beispiel 1.33 (aff. Raum). Fiir den affinen Unterraum

X1
X{(xz) ER’:x1+x+x3 =1} CA*(R)
X3

aus Beispiel 1.4 withlen wir

1 0 1
T(X)= (v, vp)mitvy=| 0 |,va=1{ 1 und O=(0].
-1 -1 0
1 2 1
(0, 7,(0),7,(0)) = (0,0 + 01,0 + v2) = ((0> , ( 0 ) , ( 1 ))
0 -1 -1

eine affine Basis von X.

Dann ist
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®

O v,

v
O+vs
O+v

Bemerkung 1.34 (aff. Raum). Die Definition der affinen Unabhingigkeit hingt nicht von der
Reihenfolge der Punkte ab; genauer gilt

(Ao, ..., An) affin unabhingis <= (Ag(0),-- -, Ao(n)) affin unabhingig fiir alle o € S,

wobei S,, die Menge der bijektiven Selbstabbildungen der Menge {0, ..., n} bezeichnet,

denn: Da die linke Seite sofort aus der rechten folgt und die lineare Unabhingigkeit einer Menge
von Vektoren nicht von deren Reihenfolge abhiingt, reicht es aus zu zeigen, dass unter Annahme der
linken Seite fiir allei € {1, ...,n} die Menge

{taa, € {0,...,n}~{i}}

linear unabhingig ist. Dem ist so, denn fiir alle \; € Kmit j € {0,...,n} ~\ {i} gilt

n n
0= ZAftAiAj = 0= —)\OtAOA,- + gAj(tAiAo +tA0A]-)

j=0 =
j#i j#i
n n
= 0= Z AftAoAj - (Z Aj) tAoA;
=1 j=0
j#i J#

ke Sgite )\; = 0 fiiralle j € {0,...,n} ~ {i}.

Satz 1.35 (aff. Raum). Seien (Ao, ..., A,) eine affine Basis von X, Y ein affiner Raum tiber K
und By, . .., B, beliebige Punkte in Y. Dann gibt es genau eine affine Abbildung

¢: X =Y mite(A;) =B,fiirallei € {0,...,n}.

Weiter gilt:

@ @(X) = Viio{Bi}
(b) ¢ injektiv <= (By, ..., By) ist affin unabhingig.

22
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(c) ¢ bijektiv <= (B, ..., By) ist affine Basis von Y.

Beweis. Nach Satz 15.1 aus der Linearen Algebra gibt es genau eine lineare Abbildung
P: T(X) = T(Y) mitP(ta ) = tp,p furallei € {1,...,n}.

Nach Satz 1.22 gibt es daher genau eine affine Abbildung
¢: X =Y mitge(Ay) =Byund T(¢) = .

Es folgt tp p(a,) = P(taa;) = tps und somit ¢(A;) = B; fir i = 1,...,n. Dies zeigt die
Existenzaussage. Ist ¢ eine weitere affine Abbildung mit (A;) = B; fiur allei € {0,...,n},
dann ist T(¢)(ta,4,) = ts,s, fiiri =1,...,n und deshalb T(¢) = ®. Die Eindeutigkeitsaussage
aus Satz 1.22 liefert dann ¢ = ¢. Die Behauptungen (a), (b) und (c) folgen nun recht einfach
mit Ubungsaufgabe 1.5. O

Definition 1.36 (aff. Raum). Sei B = (Ag, Ay, ..., Ay) eine affine Basis von X. Nach Satz 1.35
gibt es dann genau eine Affinitit ng: X — K" mit

n18(Ao) =0,15(A1) = Ei,...,18(Ax) = Ey,

wobei (0,Ey,...,E,) die in Beispiel 1.32 eingefiihrte affine Standardbasis von A" (K) bezeichne.
Diese heifst das affine Koordinatensystem von X zur affinen Basis B. Fiir jeden Punkt P € X
nenmnen wir

X1
ng(P)=:1: | €K
Xn

den Koordinatenvektor von P beziiglich der affinen Basis (Ao, ..., An). Die Zahlen xq,...,x,
heifien die Koordinaten von P beziiglich (A, ..., Ay).

xoBot—sP) = (1)

B E, K2

0 xE, E;

Abbildung 1.2: Affine Koordinatensysteme lassen sich tiber beliebigen Kérpern definieren. Die-
se Abbildung dient zur Veranschaulichung der Situation in angeordneten Kérpern wie R. Uber
nicht angeordneten Korpern — etwa tiber C — ist eine Visualisierung schwieriger. Dieser Hin-
weis gilt gleichermafien fiir die folgenden Abbildungen.


https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/104/display?page=4
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/104/display?page=4
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Durch die Wahl einer affinen Basis von X erhalten wir iiber das zugehorige affine Koordina-
tensystem einen Isomorphismus affiner Riume zwischen X und A"(K) mit n = dim X. Ist
n: X — K" irgendeine Affinitit, so ist 7 = g fiir B = (771(0), 77 (E1),...,77 (Ep)).

Proposition 1.37 (aff. Raum). Sind B = (Ao, A1, ..., A,) eine affine Basis von X und P € X,
so stimmt

X1

mit dem Koordinatenvektor des Vektors tp,p € T(X) beziiglich der Basis (ta,a,,---,taa,) vON
T(X) iiberein, es gilt also

ta,p = X1taga, + .-+ Xutaga,-

Beweis. Es gibt eindeutig bestimmte yy,...,y, € Kmittsp = y1ta a, +... +Ynta,a,. Flr diese
gilt

18(P) = toys(p) = tys(aoyse) = T(8) (Eap) = 11T () (Faga,) + -+ ynT(118)(taga,)
= yie +...+ Ynen =
0

Beispiel 1.38. Wir setzen Beispiel 1.33 fort. Dort haben wir B := (O, O + v1, O + v,) als affine Basis
von X erkannt.

In dieser Situation gilt
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denn es ist

Proposition 1.39 (aff. Raum). Sei B = (Ay,..., A,) eine affine Basis von X mit zugehorigem
affinem Koordinatensystem np: X — K". Weiter seien Py, ..., Py € X und Y = {Py} V...V
{P,,}. Dann ist

m m
= Z/\il’]lg(Pi)I/\iEK,Z)\izl 5
i=0 i=0
Insbesondere gilt fiir X = A" (K)
m m
{Po}\/...\/{Pm}: ZAiPiZAiEK,Z/\izl 9
i=0 i=0
der Verbindungsraum der Punkte Py, ..., Py stimmt also mit der Menge der sogenannten Affin-
kombinationen von Py, . . ., P, iiberein.
Beweis. Esist T(Y) = (tp,p,, .., tp,p,). Fiir einen beliebigen Punkt Q € X gilt dann
QeY <= tpoeT(Y)

<:>esgibt/\1,... Am € KmlttpoQ = Z)Ltpop

i=

m
<—— es gibt)\l,... Am € Kmit T(ﬂB)(tpOQ Z)\ltpopi>
i=1

[\13

< esgibt Ay, ..., Ay € Kmit UB(Q) WB(PO) )\z ( i) —173(130))

I
—_

i

<= esgibtAy,..., Ay € Kmit y5(Q ( ZAl) 5(Po) + Z)\MB(R)
+
:5)\0

Insbesondere gilt in A" (K) fiir die Verbindungsgerade zweier Punkte P, Q:
PO={P}v{Q}={A-P+(1—-A1)-Q:A €K}

Ein wichtiger Grundbegriff der affinen Geometrie ist das Teilverhiltnis:
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Definition 1.40 (aff. Raum). Seien ¢ C X eine Gerade und Ay, A1, P € g Punkte mit Ay # A;.
Dann ist B = (Ao, A1) eine affine Basis von g. Die Koordinate ng(P) € K wvon P beziiglich
(Ao, A1) heifit das Teilverhdltnis TV (Ao, A1, P) von Ao, A, P. Offensichtlich gilt

tasp = TV(Ag, A1, P) - taya,- (1.11)

Insbesondere ist

TV(Ao, A1, Ag) =0 und TV(Ag, Ay, Ay) = 1.

0 1
2 x h
AO = s Al - s P= € K"
0 ) Yn

drei kollineare Punkte mit Ay # Ay, so dass es insbesondere ein i € {1,...,n} mit xi(o) = 2V

1
gibt. Dann gilt
TV (Ao, A1, P) =

denn: Nach (1.11) gilt in der vorliegenden Situation

(0) D (0)

P =25 1T
: =P —Ay=TV(Ay, A1, P)- (A1 — Ayg) =TV(Ao, A1, P) - :
=3 ) 0
Die Behauptung erhalten wir durch Auslesen der i-ten Zeile. #

Proposition 1.42 (aff. Raum). Das Teilverhiltnis ist eine affine Invariante. Genauer gilt fiir einen
affinen Raum Y iiber K, eine affine Abbildung ¢: X — Y und kollineare Punkte A9, A1,P € X

mit (Ag) # (A1)

TV (p(Ao), 9(A1), 9(P)) = TV(Ao, A1, P),

26



27 Kapitel 1. Analytische Geometrie

Beweis. Es gilt

to(ao)p(p) = TV(9(A0), (A1), 9(P)) - toay)p(ay = TV(9(A0), (A1), ¢(P)) - T(¢)(taya,)
1

T(qo)(tAoP) = T(QO) (TV(AOIAllp)tAoA1) = TV<A01 Allp) ' T(?)(tz‘\ofh)'

Wegen ¢(Ag) # ¢(A1) ist T(¢)(ta,a,) # 0 und die Behauptung folgt. O
Wir zeigen nun exemplarisch einige klassische Sétze der affinen Geometrie:

Satz 1.43 (Strahlensatz, aff. Raum). Seien Ap, A1, A2 € X affin unabhingig und seien P; €
AoAq und Py € AgAz von Ag verschieden. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

G PP | A1Ay,

(i) TV(Ap, A1, P1) =TV(Ag, As, Po),

(iii) tpp, = TV(AO, Aq, Pl) “tA Ay

A, Pe

2\

Beweis. Gelte zundchst Aussage (i). Wir betrachten die von Ay, A;, Ay aufgespannte Ebene
Y ;= {Ao} V{A1} V{A:} C X. Nach zweifacher Anwendung von Proposition 1.13 erhalten
wir fiir diese

T(Y) = <tA0A1> AW mitW = <tA1A2>
und gemaf (1.6) zudem

W(Al) = {A €Y: tAlA € <tA1A2>} = A1Ay,

W(P) ={AE€Y tpa€ (tan)t L{AEY tpa € (top,)} = PiPs.

Fiir die Parallelprojektion 7y := n[),/\;AOAZ gilt nach Proposition 1.26 daher

mw (Ao) = Ao,
{ﬂw(A1)} = W(A1) N AgAy = A1A; N AgAy = {AZ},
{ﬂw(Pl)} = W(Pl) N AgAy = Plpz N AgAy = {Pz}

31st speziell ¢ eine Affinitat, so gilt fiir Ay # A1 stets auch ¢(Ag) # @(A1). Eine Affinitét lasst also alle moglichen
Teilverhéltnisse fest.
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und mit Proposition 1.42 folgt
TV(AO, Az, Pz) = TV(ﬂw(Ao), 7'Cw(A1), ﬂw(Pl)) = TV(A(), Al,Pl).

Das ist Aussage (ii).

Gelte nun Aussage (ii). Dann folgt sofort

tpp, = tpa, T tAP,
=TV(Ao, A1, P1) - taa, + TV(Ag, A2, Po) - taya,
=TV(Ao, A1, P1) - ta,a,

und somit Aussage (iii).

Dass schliefilich Aussage (iii) auch Aussage (i) impliziert, ist trivial. O

Bemerkung 1.44 (aff. Raum). Der Gedanke hinter der Implikation ,(ii)==-(iii)” im Beweis des
Strahlensatzes 1.43 lisst sich noch verschirfen: Ist ¢: Y — Y die nach Satz 1.35 eindeutig be-
stimmte Affinitit mit

9(Ao) = Ao, 9(A1) =P, ¢(A2) =Py,
so gilt unter Annahme einer der dquivalenten Aussagen (i), (ii), (iii) des Strahlensatzes
tgo(A)go(B) = TV(A(), Al,Pl) -tAB fiii’ alle A,B € E.

Die lineare Abbildung T (¢) ist dann also gerade die Multiplikation mit der Zahl TV (Ao, A1, P1) €
K und somit eine zentrische Streckung.*

Definition 1.45 (aff. Raum). Sei char(K) # 2 und seien A, B € X fest gegeben. Dann heif$t der
eindeutig bestimmte Punkt Msp auf/ﬁ mit TV(A, B, Map) = % der Mittelpunkt von A und B.
Ist speziell X = K", so gilt offensichtlich M ap = % -(A+B).

Satz 1.46 (Diagonalensatz, aff. Raum). Sei char(K) # 2. Dann sind fiir ein nicht entartetes
Viereck IIABCD in X die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) IIABCD ist ein Parallelogramm.

(ii)  Es gelten die (dquivalenten) Vektoridentititen tcp = —tap und tgc = tap.

(iii) Die Mittelpunkte M ac und Mpp stimmen iiberein.

41st allgemein (Ao, ..., An) eine affine Basis von X und A € K gegeben, so heifit die nach Proposition 1.22
eindeutig bestimmte affine Abbildung : X — Y mit

P(Ag) = Ay und T(¢)(v) = A-vfirallev € T(X).

die zentrische Streckung mit Zentrum Ag und Streckungsfaktor A.
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A B

Beweis. Nach Definition 1.29 ist [IABCD genau dann ein Parallelogramm, wenn

AB I CD sowie AD I B¢
und somit

(tap)k = T(AB) = T(CD) = (tcp)x sowie (tap)x = T(AD) = T(BC) = (tpc)k
gelten. Das ist 4quivalent dazu, dass es A, y € K\ {0} mit

tcp = Atap und  tpc = ptap

gibt. An dieser Stelle ist klar, dass Aussage (i) aus Aussage (ii) folgt. Nehmen wir andererseits
Aussage (i) an, so folgt aus den bisherigen Uberlegungen

tap +tcp = (/\ + 1) -tap sowie tpa +itpc = (]1 — 1) “tAD-
Addieren wir diese beiden Gleichungen, so erhalten wir mit dem Dreiecksaxiom (D)
0=tap+tpc+tcp+tpa=(A+1)-tap+ (u—1) tap.

Da ITABCD nicht entartet ist, sind insbesondere die drei Punkte A, B, D nicht kollinear, also
(A, B, D) affin unabhéngig und schliellich (f4p,tap) linear unabhingig. Mit der obigen Glei-
chung folgt daher A = —1 und p = 1, also Aussage (ii).

Es verbleibt die Aquivalenz der Aussagen (ii) und (iii) zu zeigen. Nach (1.11) ist M sc bzw. Mpp
der eindeutig bestimmte Punkt auf AC bzw. mit

—_

1
tAMAC = E . tAC und tBMBD = E . tBD'

Es gilt also

1
tampp, = tap +tBMmy, = tap + 5 tpp = tap + 5 (tap —tap) = 5 (tap +tap)

und somit

1
(tap +tap) = 5-tac <= tap = trc,

N[ =

Mzp :MAC <
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Satz 1.47 (Schwerpunktsatz, aff. Raum). Sei char(K) # 2,3. Dann schneiden sich in einem
beliebigen Dreieck AABC in X die Seitenhalbierenden

AMpc, BMca, CMap

von AABC in einem eindeutig bestimmten gemeinsamen Punkt S, dem Schwerpunkt von AABC.
Hierbei gilt

TV(A, Mac, ) = TV(B, Mca, §) = TV(C, Map, S) = %

Ist speziell X = K" fiir einn > 2,s0 gilt S = % -(A+B+C).

C

M, Mpc
CA S

Beweis. Sei n die Dimension von X. Nach Wahl einer affinen Basis B von X erhalten wir das
zugehorige affine Koordinatensystem #3: X — K", so dass wir nach Proposition 1.42 fiir den
Beweis ohne Einschrankung X = K" annehmen konnen. Wegen

1 1 21 1 2
S.—§-(A+B+C) —§~A+§-§-(B+C) —§-A+§-MBC
liegt der Punkt S auf der Seitenhalbierenden AMpc und es gilt
S— A= (Myc—A),

nach (1.11) also TV(A, Mpc, S) = % Dass die entsprechenden Aussagen bei den anderen beiden
Seitenhalbierenden zutreffen, zeigt man analog.

Es verbleibt zu zeigen, dass der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden eindeutig ist. Aber wére
er es nicht, so stimmten alle drei Seitenhalbierenden tiberein. Insbesondere wiaren die Punkte
A, B, C kollinear, was nicht sein kann, da A ABC ein Dreieck ist. O

1.4 Euklidische Raume

Definition 1.48. Ein euklidischer Raum ist ein Quadrupel (X, T(X),(- | -),T), so dass
(X, T(X), ) ein affiner Raum tiber R und (T(X), (- | -)) ein euklidischer Vektorraum ist, also
ein endlichdimensionaler R-Vektorraum mit Skalarprodukt (- | -). Fiir ,Sei (X, T(X), (- | -),T)
ein euklidischer Raum.” schreiben wir kiinftig auch kurz ,,(eukl. Raum)”.

Anstelle des Quadrupels (X, T(X), (- | ), T) werden wir hdufig nur kurz X schreiben.
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Beispiel 1.49. Ein Beispiel fiir einen euklidischen Raum ist durch den euklidischen Standardraum
E" := (R",R", (- | -), tTrr) der Dimension n gegeben, wobei

X1 Y1
<|>RnXRn_>R’ < . | . >:x1y1—|—...+xnyn.

Xn Yn

das Standardskalarprodukt auf R" bezeichne.

Durch das Vorhandensein des Skalarprodukts sind euklidische Rdume mit wesentlich mehr
Struktur ausgestattet als affine Rdume:

Bemerkung 1.50 (eukl. Raum). Auf T(X) ist durch

I-lI: T(X) = Rxo,  [[E]] := y/(E | £)
eine Norm gegeben. Auf X ist durch

d: XXX—)]Rzo, d(A,B) = HtAB”

eine Metrik erklirt. Diese ist translationsinvariant, fiir t € T(X) gilt also d(1:(A), w(B)) =
d(A,B). Wir nennen d(A, B) auch den Abstand zwischen A und B. Fiir t,f' € T(X) ~ {0}
definieren wir £ (t,t') als die eindeutig bestimmte reelle Zahl im Intervall [0, 7| mit

n_ () 5
cos £(t, ') = T TET (1.12)

Wir nennen A (t,t") die WinkelgrofSe zwischen t und t'.

Im euklidischen Standardraum gelten

t
It =/t +...+£ firt= | : |,
ty
M by
d(AB)=|B— Al = \/(h —a)?+...+(by—a)? firA=|: |, B=|:]|er"
an by,

Wir werden es im Folgenden mit zwei euklidischen Rdiumen X und Y zu tun haben. Im Hin-
blick auf bessere Lesbarkeit werden wir die zugehorigen Normen, Metriken, Skalarprodukte
und Winkelgrofien nicht mit Indizes X und Y versehen. Es sollte stets aus dem Kontext klar
sein, in welchem Raum diese jeweils zu betrachten sind.

5Dies ist wohldefiniert wegen der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung |(t | #}| < ||¢]| - |||, wobei Gleichheit
hier genau dann besteht, wenn t und ¢’ linear abhéngig sind.
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Definition 1.51 (eukl. Raum). Sei (Y, T(Y), (- | -),0) ein euklidischer Raum. Eine Abbildung
¢@: X — Y heifit ein Homomorphismus euklidischer Ridume, wenn ¢ eine affine Abbildung und
T (@) eine orthogonale Abbildung ist, wenn also

(T(p)(t1) | T(@)(t2)) = (t1 [ t2) fiirallets, t; € T(X)

gilt. Ist ¢ zusitzlich bijektiv, so nennen wir es einen Isomorphismus euklidischer Riaume. Im
Fall X =Y heift ein solcher Isomorphismus auch ein Automorphismus von X.

Homomorphismen euklidischer Rdume erhalten Norm, Abstand und Winkelgrofe:

Proposition 1.52 (eukl. Raum). Sei (Y, T(Y), (- | -),0) ein euklidischer Raum und ¢: X —Y
ein Homomorphismus euklidischer Riume. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) @ ist injektiv.

®) N T(p) () = [|£]| fiir alle t € T(X).

() d(e(A),¢(B)) =d(A,B) fiiralle A,B € X.

(d) L(T(@)(t), T(@)(t)) = £L(t, V) fiiralle t,t' € T(X) \ {0}.

Insbesondere ist jeder Homomorphismus euklidischer Riume ¢: X — X ein Automorphismus von
X.

Beweis. Da T(¢) orthogonal ist, ist es nach Bemerkung 23.2 aus der Linearen Algebra injek- |i| P

tiv. Behauptung (a) ergibt sich dann unmittelbar aus Ubungsaufgabe 1.5. Behauptung (b) folgt
ebenfalls aus dem soeben zitierten Resultat aus der Linearen Algebra. Zum Nachweis von Be-
hauptung (c) berechnen wir

d(9(A), 9(B)) = lltgaype) | = IT(@)(tan)ll = [[ta] = d(A, B).

Fiir Behauptung (d) bemerken wir

o T@O T _ 618 _
AT@OTOO) = (o)) E ~ Teier = <>

O]

Es stellt sich die Frage, ob es neben den Homomorphismen euklidischer Rdiume weitere — nicht
notwendig affine — Abbildungen von X nach Y gibt, die Abstdnde erhalten. Wir werden zeigen,
dass dem nicht so ist:

Definition 1.53 (eukl. Raum). Sei (Y, T(Y),(- | -),0) ein euklidischer Raum. Eine Abbildung
¢: X — Y heifit eine Isometrie, wenn d(¢(A), (B)) = d(A, B) fiir alle A, B € X gilt. Im Fall
X =Y sprechen wir auch von einer Bewegung.


https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/10/display?page=2
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/10/display?page=2
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Proposition 1.54 (eukl. Raum). Sei (Y, T(Y), (- | -), o) ein euklidischer Raum und sei ¢: X —
Y eine Abbildung. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(i) ¢ ist ein Homomorphismus euklidischer Riume.
(ii) @ ist eine Isometrie.

Insbesondere sind die Automorphismen von X genau durch die Bewegungen von X gegeben. In
anderen Worten: Die Bewegungen von X sind gerade die Affinititen ¢: X — X, fiir die T(¢)
orthogonal ist.

Beweis. Dass Homomorphismen euklidischer Rdiume Isometrien sind, haben wir bereits in Pro-
position 1.52 gezeigt.

Sei also ¢: X — Y eine Isometrie. Zum Nachweis, dass ¢ ein Homomorphismus euklidischer
Rdume ist, gentigt es nach Proposition 1.21 zu zeigen, dass fiir einen beliebigen, aber festen
Punkt O € X die Abbildung

®- T(X) —T(Y),
for = tp(0)p(p)
linear und orthogonal ist. Tatsdchlich gilt

D6 = ||t firralle t € T(X), (1.13)

denn: Fiir jedes t € T(X) gibt es ein P € X mit t = top. In dieser Schreibweise gilt nun

12(5) = litg(opeell = A(@(0), 9(P)) 2 d(O, P) = |ltopl| = ||¢].

Hieraus erhalten wir

<CD(t1) ‘ @(tz)) = <t1 | t2> fur alle t1,t; € T(X), (1.14)
denn: Fiir alle t1,, € T(X) gibtes P, P, € X mit t; = fop, und t; = top, und also zunichst

[@(t1) — (£ = litg019er) — tatorpem |l = Itgtepcen|
— d(g(Py), p(P1)) Ld(Ps, 1) = [tpn, ]| = |1 — ta]l.
Nach Quadrieren beider Seiten erhalten wir definitionsgemafs
It = tall? = (—t2 | 11— 1) = [0 = 211 | 2) + 1],
[@(t) = D(82) I = ((t1) — P(k2) | D(t1) — D(t2))
= [|@(t) > =2 (®(t1) | (t2)) + | D(t2)]1*.

Aus alledem und (1.13) folgt die Behauptung. #
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Schlief$lich ist ® auch linear,
denn: Fir alle t1,t,t € T(X) und alle A € R gilt
(@t +t2) —D(h) — P(t2) | D(t1 + ) — D(t1) — D(t2))

= (P(t1 + 1) | D(t1 + £2)) + (P(t1) | D(t1)) + (D(t2) | D(t2))
—2(D(t1 + £2) | (1)) —2- (D(t1 + 1) | D(t2)) +2- (P(t1) | D(t2))

(h+t|h+t)+(t | h)+ () —2-(h+h|t)—2-(h+t|t)+2- (1 | 2)
= <t1—|—t2—f1—t2|t1+t2—t1—t2>

(114)

=0
sowie
(DAt D(t) [ P(AL) — A - (1))
= <<I>(M \<I>(M>> =27 (D(AL) [ D(H)) + A% (D(t) | D(H))
CINE AR 20 (AE| B) + A2 (] )
= 0.

Aufgrund der positiven Definitheit des Skalarprodukts folgen hieraus

q)(tl =+ tz) = q)(tl) + @(tz),
D(AL) = A - B(t)

und also die behauptete Linearitit. #

Definition 1.55 (eukl. Raum). Eine Abbildung ¢: X — X heifst eine Ahnlichkeit, wenn es eine
reelle Zahl p > 0 mit

d(¢(A), ¢(B)) =p-d(A,B) fiiralle A,B € X
gibt. Die Zahl p heifit dabei der Ahnlichkeitsfaktor von ¢.

Offenbar ist jede Bewegung eine Ahnlichkeit mit Ahnlichkeitsfaktor 1. Allgemeiner gilt:

Proposition 1.56 (eukl. Raum). Sei ¢: X — X eine Abbildung. Dann sind dquivalent:

() ¢ ist eine Ahnlichkeit mit Ahnlichkeitsfaktor p.
(ii) ¢ ist eine Affinitit, fiir die % - T(¢) orthogonal ist.

Beweis. Gelte zundchst Aussage (ii), sei also ¢ eine Affinitat, fiir die % - T(¢) orthogonal ist.
Dann gilt fiir alle A, B € X die Gleichheit

d(p(A), 9(B)) = lltpaypm)ll = IT(@)(tap)ll = p- H; T(@)(tan)| Lo |tasl = p-d(A,B)
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und also Aussage (i).

Nun gelte umgekehrt Aussage (i), sei ¢ also eine Ahnlichkeit mit Ahnlichkeitsfaktor p. Wir
wiéhlen ein O € X und setzen

o, [T 5 T(X),
S tor = ty(0)p()-

Fiir jedes t € T(X) gibt es dann ein P € X mit t = tpp und es gilt

-d(9(0), 9(P)) L d(0,P) = |Itop|-

| =

1 1
HE Q)] = 5 tp0)r)ll =

Wie im Beweis von Proposition 1.54 bekommen wir hieraus, dass % - ® linear und orthogonal
ist. Es folgt die Linearitdt von ® und mit Proposition 1.21, dass ¢ eine affine Abbildung ist. Es
verbleibt zu zeigen, dass ¢ auch bijektiv und somit eine Affinitit ist. Seien hierfiir A # B € X
gegeben. Fiir diese gilt

0+#d(A,B) 2 :) -d(p(A), 9(B)),

also ¢(A) # ¢(B) und somit die Injektivitdt von ¢. Aus dieser folgt die Injektivitiat und somit
die Bijektivitiat von T(¢), die wiederum die Bijektivitit von ¢ impliziert. O

Insbesondere ist jede zentrische Streckung ¢: X — X eine Ahnlichkeit; hier ist T(¢) = p - id
tiir eine reelle Zahl p > 0.

Definition 1.57 (eukl. Raum). Esseien A, B, C € X paarweise verschieden und nicht kollinear.

(@) Die Menge AB := {1;(A) : t = Atppfiirein A € Rmit0 < A < 1} heifit die Strecke
zwischen A und B.

(b) Die Menge AB = {w(A) : t = Atapfiirein A € Rmit0 < A} heifit der Strahl aus A
durch B.

(c) Die Vereinigung ABUAC heifit der Winkel ZBAC.

(d) Die reelle Zahl {BAC := A (tap, tac) € (0, ) heifdt die Winkelgréfle des Winkels ZBAC.

(e) Der Winkel ZBAC heifst ein rechter Winkel, wenn £ BAC = 7 ist.

Im euklidischen Standardraum E" gelten offenbar:

AB={(1-A)-A+A-B:0<A<1},
AB={(1—-A)-A+A-B:0<A},

(B—A|C—A)
ABAC = arccos .
B — All[|C — A

(1.15)
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Bemerkung 1.58 (eukl. Raum). Jede Ahnlichkeit ¢: X — X erhiilt Winkelgrifien,

denn: Ist p der Ahnlichkeitsfaktor von ¢ und sind A,B,C € X paarweise verschieden und nicht
kollinear, so ist

cos £¢(B)p(A)p(C) = cos £(T(9) (tas), T(9) (tac))
- cM(; T()(tas), ~ - T(9) (ac))

= COS K(tAB, tAC)
= cos £LBAC.

1
Y

Definition 1.59 (eukl. Raum). Ein (n + 1)-Tupel (Ao, ..., Ay) von Punkten in X heifit eine
Orthonormalbasis von X, wenn das n-Tupel (ta,a,, - ., ta,4,) eine Orthonormalbasis des eukli-
dischen Vektorraums (T (X), (- | -)) ist.

Die affine Standardbasis (0, Ey, ..., E;) von A”"(RR) ist offenbar eine Orthonormalbasis von E".

Bemerkung 1.60 (eukl. Raum). Jeder euklidische Raum hat eine Orthonormalbasis,

denn: Wir wihlen einen Punkt O € X. Nach dem Gram-Schmidt-Verfahren existiert eine Ortho-
normalbasis (t1,...,t,) von (T(X), (- | -)). Das (n 4+ 1)-Tupel (O, w,(O), ..., T, (O)) ist dann
offenbar eine Orthonormalbasis von X. #

Satz 1.61 (eukl. Raum). Sei (Ao, ..., A,) eine Orthonormalbasis von X. Dann existiert ein ein-
deutig bestimmter Isomorphismus euklidischer Riume

¢: X - E" mit (A;) = Efiirallei € {0,...,n}.

Beweis. Nach Satz 1.35 existiert eine eindeutig bestimmte Affinitdt ¢: X — E” mit ¢(A;) = E;
firi =0,...,n.Da (Ay,..., A,) eine Orthonormalbasis von X ist, erhalten wir

(T(@)(tapa;) | T(@)(taga;)) = (9(Ai) — ¢(Ao) | 9(4;) — ¢(Ao))
= (Ei | Ej) = dij = (taoa, | tasa;)-

Aus der Bilinearitit des Skalarprodukts und der Tatsache, dass (fa,4,,--.,ta,4,) €ine Basis
von T(X) ist, ergibt sich (T(¢)(t1) | T(¢)(t2)) = (t1 | t2) fur alle t;,t, € T(X) und damit die
Orthogonalitidt von T(¢). O

Aufgrund von Satz 1.61 kénnen wir uns im Rest des Abschnitts auf den euklidischen Stan-
dardraum IE" beschranken.
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Bemerkung 1.62. Nach Beispiel 1.25 und Proposition 1.52 ist jede Bewegung von E" von der
Form

R" — R"
= pup: ' it M € O,(R) und P = (0).
¢ = Pmp {A o M.Arp ™ n(R) un ¢(0)

Eine solche Bewegung heifSt eigentlich, wenn M bereits in SO, (R) liegt, und uneigentlich sonst.
Fiir n = 2 gilt nach Bemerkung 23.11 aus der Linearen Algebra:

* Jedes M € SO, (R) lisst sich schreiben als

cosx —sSini

M = D“ = .
sinx  cosu,

) mit einem eindeutig bestimmten « € [0,271).
Fiir &« = 0 bzw. &« = 7t hat D, den zweifachen Eigenwert 1 bzw. —1, in allen anderen Fiillen

hat D, keinen Eigenwert. Die Determinante von D, ist 1.
 Jedes M € Oy(R) \ SOy(R) lisst sich schreiben als

cosx  sinw . . . .
M=S,= < . ! > mit einem eindeutig bestimmten « € [0,271).
sinae —cosa

Sy hat fiir jedes « die beiden Eigenwerte £1. Die Determinante von S, ist —1.

Eine geometrische Interpretation hiervon geben wir in Bemerkung 1.63. Bewegungen in Ebenen
werden uns in Abschnitt 3.3 dabei helfen nachzuweisen, dass 12 den Axiomen einer sogenannten
Hilbertebene geniigt.

Nach Proposition 1.56 ist folglich jede Ahnlichkeit von " von der Form

R" — R"
= 5 ’ it M € Oy(R) und P = ¢(0).
¢ = Pom,p {A s OM- A+ P ligl (R) un ¢(0)

Hierbei ist p der Ahnlichkeitsfaktor von .

Bemerkung 1.63. In dieser Bemerkung klassifizieren wir die Bewegungen von 2. Vorbereitend
stellen wir zuniichst fest, dass man zeigen kann, dass die Fixpunktmenge einer Affinitit ¢ eines
allgemeinen affinen Raumes X stets ein affiner Unterraum von X ist, der Fixraum Fix(¢) von ¢.
Ist Fix(¢) nicht leer, so ist T(Fix(¢)) dabei durch den Eigenraum zum Eigenwert 1 der linearen
Abbildung T(¢) gegeben.

Sei nun @ eine Bewegung von 2. Nach Korollar 1.24 gibt es dann ein M € Oy(R) und ein B € R?
mit
p(A) = MA+B fiiralle A € R?,
wobei M die Darstellungsmatrix von T(¢) beziiglich der kanonischen Basis des R? ist. Es gibt die
folgenden Moglichkeiten:
* Fix(¢) hat Dimension 0 und besteht also aus genau einem Punkt P € R2. Dann nennen wir
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¢ eine Drehung mit Zentrum P. Aufgrund von ¢(P) = P ist B= P — MP und
p(A)=MA+(P—MP)=M-(A—P)+P.

Da hier der Eigenraum von T (¢) zum Eigenwert 1 Dimension 0 hat, liegt M nach Bemerkung
1.62 in SO, (R) und ist von der Einheitsmatrix verschieden. Insbesondere gilt

cosa —sini
sin®  cos«

M=D, = ( > fiir ein eindeutig bestimmtes o € (0,271),

wobei die Matrix Dy eine Drehung mit Zentrum 0 um « beschreibt.®Insgesamt nennen wir ¢
eine Drehung mit Zentrum P um «.

e Fix(¢) hat Dimension 1 und ist also eine Gerade §. Dann nennen wir ¢ eine Spiegelung an
g. Eine explizite Beschreibung dieser Situation fiithren wir in Ubungsaufgabe 1.9 durch. An
der Stelle sei nur bemerkt, dass ¢ durch Angabe von g bereits eindeutig festgelegt ist. Aus der
Eindimensionalitit von T (Fix(¢)) folgt nach Bemerkung 1.62

M =S, € Ox(R) \SO(R) fiir ein eindeutig bestimmtes a € [0,271),

wobei die Matrix S, eine Spiegelung an der Geraden R - (‘;ﬁfé) beschreibt.
2

e Fix(¢) hat Dimension 2. Dann ist ¢ die Identitiit.
e Fix(¢) ist leer. Dann ist offensichtlich B # 0 und wir kinnen statt ¢ die Bewegung ¢ :=
0 o @ betrachten, wobei 6 die Drehung mit Zentrum % - B um 7t bezeichne. Dann gilt

¢(0) = 5(9(0)) = 5(B) =0,

so dass Fix(p) nicht leer ist. Fix(p) kann aber auch nicht Dimension 2 haben, da ¢ dann die
Identitiit wiire und ¢ = 61 = & eine Drehung. Es verbleiben die folgenden Moglichkeiten:
— Fix(p) hat Dimension 0. Dann ist ¢ eine Drehung mit Zentrum 0 und es gibt ein
a € (0,271) mit P(A) = DA fiir alle A € R2. Da 6 selbstinvers ist, folgt

@(A) =67 ($(A)) = (DyA) = DxDyA+ B fiir alle A € R2.

Gilte nun o # 71, so wire die Matrix C := (I, — DzD,)~! - B wegen det(I, —
D;D,) =2-(1+ cosa) > 0 invertierbar und es folgte

¢(A) = DyDyA + (I, = DxD,) -C = DD, - (A—C)+C fiiralle A € R?,

so dass ¢ eine Drehung mit Zentrum C wiire, was nicht sein kann. Es gilt daher & = 7
und

¢(A) =D,D,A+B=A+B fiir alle A € R2.

In diesem Fall nennen wir ¢ eine Translation.
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— Fix(¢) hat Dimension 1. Dann ist ¢ eine Spiegelung an einer Geraden g und ¢ =
61o @ = 6o ¢ die Hintereinanderausfiihrung dieser Spiegelung und der Drehung
0. Wir nennen in diesem Fall ¢ eine Gleitspiegelung. Man kann zeigen, dass ¢ die
Hintereinanderausfiihrung der Spiegelung an der auf g orthogonalen Geraden durch
3+ B und der Translation um das Doppelte des Translationsvektors vom Schnittpunkt

dieser beiden Geraden nach % - B ist.

PA )*
/ N
4 N

N /
~
[ J

Zusammengefasst erhalten wir die Identitit, Translationen, Spiegelungen, Drehungen und Gleit-
spiegelungen als die Typen von Bewegungen der euklidischen Standardebene 2. In der Klassifikati-
on von Bemerkung 1.62 sind dabei Translationen und Drehungen eigentlich und Spiegelungen und
Gleitspiegelungen uneigentlich.

Definition 1.64. Sei n > 2 und sei ANABC ein Dreieck im euklidischen Standardraum E". Dann
heifen

* (|B=CJ,||IC—All,||A— B]||) seine Seitenlingen,

* ({LCAB, LCBA, £ACB) seine Innenwinkelgrofien.

Wir konnen nun leicht weitere klassische Sitze der affinen Geometrie herleiten:
Satz 1.65 (Kosinussatz). Sei n > 2 und sei /AABC ein Dreieck im euklidischen Standardraum

E" mit Innenwinkelgrofien (a, B, vy) und Seitenlingen (a, b, c). Dann gilt:

a? = b> + c* — 2bc - cosa,
b? :a2+c2—2ac-cosﬁ,

> =a*+ b* —2ab - cos .

6Die Zahl a ist hierbei im Wesentlichen das Mafl des Winkels Z@(A)PA, mit der technischen Schwierigkeit, dass
wir in Definition 1.57 die Winkelgrofie nur fiir Winkel ungleich dem Nullwinkel und dem gestreckten Winkel und
als eine Zahl im Intervall (0, 7r) definiert hatten. Eine kurze Rechnung zeigt hierbei konkret

o fira € (0, 71),

£p(A)PA =
#(4) {Zn—zx fira € (7,27m).
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b/ \a
AR Bp

Beweis. Es gentigt offensichtlich, eine der Gleichungen zu zeigen. Tatsdchlich gilt

= [IB-C|P2 (B~ A) - (C— A
— (B—A)—(C—A)|(B—A)—(C—A))
= (B—A|B—A)—2-(B—A|C—A)+(C—A|C—A)

D B— A2 =2 B—A|[[C— Al| - cos(£(B— A,C— A)) +|C — A

= b?+ % —2bc - cosw

und somit die erste der behaupteten Gleichungen. O

Eine einfache, aber wichtige Folgerung des Kosinussatzes 1.65 betrifft den Fall rechtwinkliger
Dreiecke:

Korollar 1.66 (Satz des Pythagoras). Sein > 2 und sei A ABC ein Dreieck im euklidischen Stan-
dardraum E" mit Innenwinkelgriflen («, B, ) und Seitenlingen (a,b,c). Genau dann ist /BCA
ein rechter Winkel, wenn a* 4+ b* = ¢? gilt.

Satz 1.67 (Winkelsumme im Dreieck). Sei n > 2 und sei ANABC ein Dreieck im euklidischen
Standardraum E" mit Innenwinkelgrofien («, B,y). Dann gilt
x+p+vy=rm.

Beweis. Ohne Einschrankung konnen wir annehmen, die drei Punkte liegen in der euklidischen
Standardebene E? und es gilt A = 0. Dann gilt direkt nach (1.12)

cosw = (BIC)
181l
(-B|C—B) _|B|P—(B|C)
cosff = = , (1.16)
P=1BT-lc=BI ~ [BI-TB—Cl
(—C|B—C) _[IcI*~(B| C)
Ccosy = = .
ICIH-1IB=CIl [l -]IB=Cll

Fiir den weiteren Beweis hidtten wir gerne ebensolche Gleichungen fiir die respektiven Sinus-
/

werte. Setzen wir fiir beliebige t = (:;),t/ = (i}) € R?
2

[t,t'] =det(tt) = tity — tat],
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so gilt in Entsprechung zu (1.12)

. tt
sin£(t,t') = M, (1.17)

denn: Zunéchst gilt

[ )2+ (] )2 = (Bith — tt])2 + (01t + toth)?

= (B +8) ((h)*+(2)?) (1.18)
= [It1%- £
Hieraus folgt’
. L) t,t']?

s (0,) =1 cost 4(00) 1 = s 0 s
und die Behauptung ergibt sich durch Wurzelziehen. #
Wir erhalten nun

sing = 12 Cll

IIBllélléfll'B” 5.0
08 = 51 e~ p] = a1 o1 (120
dno_ lECB=CL _ [BC)

ICll-1IB=Cl lCl-IB=C|
Aus den Additionstheoremen von Sinus und Kosinus erhalten wir

sin(a + B) = sina - cos B+ cosw - sin B
(16,020 |[B,C]| - (B> = (B | C)) + (B | C) - |[B, C]|
B> l[C[ - |B = C]]

_B,g
[Cll-1B —Cl

(1:20) siny = sin(7t — )

"Die hier verwendete Rechenregel
cos’x +sinx =1 firallex € R

wird oft als Satz von Pythagoras bezeichnet. Andererseits wird der Zusammenhang zu dem von uns bereits bewie-
senen Satz dieses Namens (vgl. Korollar 1.66) erst mit Korollar 1.69 klar, welches auf diesem Beweis aufbaut. Es
ist von daher wichtig, uns daran zu erinnern, dass sich obige Rechenregel direkt mit analytischen Methoden aus
den Reihendarstellungen von Sinus und Kosinus herleiten lasst. Tatsdchlich gilt mit dem Additionstheorem des
Kosinus

1 =cos0 = cos(x — x) = cos x - cos(—x) — sinx - sin(—x) = cos® x +sin’ x _ fiir alle x € R.
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und
cos(a + ) = cosw - cos f — sina - sin
(16,(120) (B | C) - ||BJ|* = (B | C)*> — [B,CJ?
IBI|>-IC[| - [B—C]|
a18) (B | C) —|IC|?
ICll-[[B =C]l

019 cosy = cos(7T — 7).

Mit 0 < a + B, T — v < 27 folgt daraus a + B = 77 — 7y und somit der Satz. O

Satz 1.68 (Sinussatz). Sei n > 2 und sei NABC ein Dreieck im euklidischen Standardraum "
mit Innenwinkelgrofien («, B, y) und Seitenlingen (a, b, c). Dann gilt

sing  sinf  sinvy
a b ¢

Beweis. Durch Quadrieren von zwei der Gleichungen aus dem Kosinussatz 1.65 erhalten wir
4b°c% - cos?w = (b* +c* —a?)*> und  4a’c* - cos’ B = (a® + c* — b?)%
Dies verwenden wir, um folgende Umformungen zu zeigen:
sinfa 4a?b?c? - (1 —cos?a)  4a?b?c? — a2 - (4b%c% cos® )
sin? B 4a%b%c?- (1 —cos? B)  4a2b?c? — b2 - (4a2c? cos? B)
a? 4b*? — (B +c*—a®)?  a?

T a2 (-2 b

Da a,b,sinw, sin § allesamt positive reelle Zahlen sind, folgt :g:g = ¢ und also die erste be-
hauptete Gleichheit. Die zweite Gleichheit zeigt man analog. O

Korollar 1.69. Sein > 2. In einem rechtwinkligen Dreieck A ABC im euklidischen Standardraum
E" mit rechtem Winkel ZBCA heiffen BC,CA die Katheten und AB die Hypothenuse von
AABC. Sind (a, B, 5 ) die Winkelgrofien und (a, b, c) die Seitenlingen von AABC, dann gilt

: a . b
sine =cosp=— und cosa =sinf = —.
c c

Beweis. Mit dem Sinussatz 1.68 und dem Satz tiber die Winkelsumme des Dreiecks 1.67 gilt

a sina . . T

:~ snZ sin sin( > B) = cos B,
b sinp . . T

g =smp =smi(7mT— — — &) = COS Q.
¢ sinj p = sin( 2 )
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1.5 Polytope

Wir schliefien die analytische euklidische Geometrie ab, indem wir in diesem Abschnitt mit den
Polytopen exemplarisch ein tieferes Thema der dreidimensionalen Geometrie untersuchen. Um
diesen Einblick anschaulich zu halten, argumentieren wir vollstandig im euklidischen Stan-
dardraum IE* und gelegentlich ein wenig skizzenhaft.

Wir betrachten zunédchst eine beliebige Ebene E C R3. Deren Komplement in R? zerfillt in
zwei Zusammenhangskomponenten S, S_,

denn: Nach dem Basiserganzungssatz fiir Vektorrdume ldsst sich eine beliebige affine Basis
(Ao, A1, Az) von E durch Hinzunahme eines Punktes Az € R3 \ E zu einer affinen Basis
(Ag, A1, Az, A3) von R3 ergdnzen. Ist 7: R3 — TR? das affine Koordinatensystem beziiglich
dieser affinen Basis, so gilt

X1
E={AeR’:n(A) = | x| € R®mitx; =0}.
X3

Offensichtlich zerfillt R? . E in die beiden durch das Vorzeichen der dritten affinen Koordinate
beschriebenen Zusammenhangskomponenten. #

Die Mengen S| und S_ nennen wir offene Halbriume, die Mengen S, U E und S_ U E abge-
schlossene Halbriume.

Definition 1.70. Ein nichtleerer Durchschnitt P C R3 endlich vieler abgeschlossener Halbriume
heifit ein konvexes Polyeder, der Durchschnitt der zugehirigen offenen Halbriume das Innere P
des Polyeders P. Ein beschriinktes konvexes Polyeder P C R> mit nichtleerem Inneren nennen wir
ein Polytop.

Beispiel 1.71. Wir betrachten fiir i = 1,2,3 jeweils die Ebene

Ei={|lx|ceR¥:x=0 CR>
X3

Hier sind wieder die jeweils zugehorigen offenen Halbriiume S', und S*. durch das Vorzeichen der i-ten
Koordinate definiert. Ein beliebiger Durchschnitt der so erhaltenen zugehorigen sechs abgeschlossenen
Halbriaume liefert jeweils ein Beispiel fiir ein konvexes Polyeder, das kein Polytop ist.

Bemerkung 1.72. (a) Da abgeschlossene Halbriume konvex sind, sind konvexe Polyeder tatsiich-
lich konvex® und insbesondere zusammenhiingend.
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(b) Sei P ein Polytop und seien H' = E' U S' fiiri € {1,...,n} abgeschlossene Halbriume mit
n . n
P=(H =((E'US).
i=1 i=1
Der Rand dP ist definiert als 9P := P\ P. Es ist

BP:P\ﬁSi:Orn]((EjUSj)\Si):LnJﬁE]USJ E')

i=1 i=1j=1 i=1 j=1
n
=JPnE)= |J (Pn(E),
i=1 IC{1,...,n} icl

insbesondere ist der Rand von P eine nicht notwendigerweise disjunkte endliche Vereinigung
von Ecken, Kanten und Fliichen. Eine nichtleere Menge der Form P N (;c; E' heifit hierbei
eine Ecke, wenn sie ein Punkt ist, eine Kante, wenn sie kein Punkt, aber in einer Geraden
enthalten ist, und eine Fldche sonst.

Definition 1.73. Fiir ein gegebenes Polytop P C R3 nennen wir

e(P) die Anzahl der Ecken in 0P,
k(P) die Anzahl der Kanten in 0P,
f(P) die Anzahl der Flichen in 0P

und sprechen dabei auch von den Ecken bzw. Kanten bzw. Fléiichen von P.

Beispiel 1.74. Fiiri = 1,2,3 seien

X1 X1
H = {[ x 6R3:xi20} und H' :={| x €R3:xi§1}.
X3 X3

Dann ist der Durchschnitt

ein Wiirfel mit Kantenlinge 1 und erfiillt e(P) = 8, k(P) = 12 und f(P) = 6. Insbesondere gilt

e(P) = k(P) + f(P) =

Dieser letzte Zusammenhang gilt auch allgemein:

8Fiir je zwei Punkte eines abgeschlossenen Halbraums liegt also auch jeder Punkt ihrer Verbindungsstrecke in
diesem.
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Satz 1.75 (Euler’sche Polyederformel). Fiir ein beliebiges Polytop P C R3 gilt

e(P) — k(P) + f(P) = 2.

Beweisskizze. Sei P fiir den Beweis des Satzes fest gewihlt. Offenbar bilden Translationen und
zentrische Streckungen Polytope auf Polytope ab und lassen dabei die untersuchten Anzahlen
e(P),k(P), f(P) fest. Da P als Polytop ein nichtleeres Inneres hat, gibt es ein Ay € R3 im Inneren
von P. Nach Anwendung der Translation A — A — Ap konnen wir somit ohne Einschrankung
0 € P annehmen. Da P als Polytop beschrinkt ist, gibt es zudem ein A € R mit ||A| <
A fiir alle A € P. Nach Anwendung der zentrischen Streckung A +— % - A, die 0 auf sich
selbst abbildet, konnen wir daher ohne Einschrankung annehmen, P liege zudem in der offenen

Einheitskugel {A € R?: ||A|| < 1}.

Schritt 1. Wir ,blasen” das Polytop P zentrisch auf, bis alle Randpunkte zu Punkten auf der
Einheitssphare

SP={AcR’:||A| =1}
werden. Formal betrachten wir die Zuordnung

‘{w — 82,

Diese ist ein Homéomorphismus zwischen den topologischen Unterraumen 9P und S? des RR?,

denn: Die Bijektivitat von b lasst sich leicht aus 0 € P und der Konvexitit von P folgern.

)

Wir zeigen nun die Stetigkeit von b in einem beliebigen Punkt B € 9P. Wegen 0 € P gibt es ein
r € (0,1) mit |A|| > r fur alle A € dP. Seiennun e > 0 und A € 9P mit ||B — A| < re. Sei
weiter B bzw. A der eindeutig bestimmte Punkt auf dem Strahl 0B bzw. 04 mit || B|| = || A|| = r.
Nach dem Strahlensatz 1.43 gilt dann

1

_ 1 1AL HAIL
r

1b(B) — b(A)] Tan A

IB— A = B— Al

1
r



1.5. Polytope 46

16(B) —b(A)]| <

und somit die behauptete Stetigkeit von b. Die Stetigkeit von b1 zeigt man genauso. #
Der Homoomorphismus b schickt eins zu eins

¢ die Ecken von P auf paarweise verschiedene Punkte in S2 die sphirischen Ecken von

b(aP).

* die Kanten von P auf selbstschnittfreie Kurven in S?, die je zwei sphérische Ecken ver-
binden und die sich gegenseitig nur in ihren Anfangs- und Endpunkten schneiden, die
sphirischen Kanten von b(0P).

* die Flachen von P auf abgeschlossene Teilmengen von S?, deren jeweiliger Rand aus
sphérischen Kanten besteht, die sphdrischen Flichen von b(dP).

Auf diese Weise definiert b auf S? die Struktur eines sphidrischen Polytops, hier beispielhaft als
sphérischer Wiirfel dargestellt:

Schritt 2. Wir fixieren einen Punkt Ag im Inneren einer der Flachen des sphéarischen Polytops
und definieren eine stereographische Projektion s, indem wir jedem Punkt A € 52\ {A(} den
eindeutigen Schnittpunkt der Tangentialebene

T := {—A0+t2<t|—A0>:0}

an S? in — A mit der Geraden AOZ zuordnen.
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Auf diese Weise erhalten wir einen Homdomorphismus s: S? \. {Ag} — T von topologischen
Unterrdumen des R3,

denn: Gilt s(A) = s(B) fiir zwei Punkte A, B € S? \. { A}, so sind nach Konstruktion Ag, A, B €
S? kollinear. Da nach Ubungsaufgabe 1.14 keine Gerade mehr als zwei Schnittpunkte mit S? hat,
folgt A = B und somit die Injektivitdt von s. Hatte weiter fiir ein S € T die Gerade AoS aufer
Ay keinen Schnittpunkt mit S?, so wire sie bereits ganz in der zu T parallelen Tangentialebene
an S? in A enthalten und S wire ein Schnittpunkt von T mit dieser Tangentialebene. Das kann
aber nicht sein, so dass es ein A € 52\ {Ap} mits(A) = S gibt und s auch surjektiv ist.

Die Stetigkeit von s bzw. s~! in einem gegebenen Punkt A € S*\ {Ao} bzw. S € T lasst

sich leicht zeigen, wenn man als offene Umgebungen von A und s(A) bzw. von S und s~1(S)
die jeweiligen Durchschnitte von offenen Kugeln mit dem jeweiligen Teilraum betrachtet und
dhnlich wie fiir die Stetigkeit von b argumentiert. #

Der Homéomorphismus s o b definiert auf T die Struktur eines sogenannten Netzes N von P.
Genauer schickt s o b

¢ die Ecken von P auf paarweise verschiedene Punkte in T, die Ecken von N.

¢ die Kanten von P auf selbstschnittfreie Kurven in T, die je zwei Ecken von N verbinden
und die sich gegenseitig nur in ihren Anfangs- und Endpunkten schneiden, die Kanten
von N.

* die Flichen von P mit Ausnahme derer, in deren Innerem b~1( Ap) liegt, auf abgeschlosse-
ne und beschrédnkte Teilmengen von T, deren jeweiliger Rand aus Kanten von N besteht,
die Fléchen von N. Die verbleibende Fliche von P wird auf die Umgebung des Netzes N
abgebildet und im Weiteren ignoriert.

Aufgrund der Bijektivitdt von s o b gilt in Missbrauch unserer Notation insgesamt
e(N) =e(P), k(N)=k(P), f(N)=f(P)-1

und insbesondere
¢(N) = k(N) + f(N) = e(P) —k(P) + f(P) — 1.

Zum Beweis der Euler’schen Polyederformel gentigt es also

e(N) — k(N) + f(N) =1
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zu zeigen. Die folgende Abbildung zeigt beispielhaft ein Netz eines Wiirfels:

Schritt 3. Wir vereinfachen nun unser Netz N sukzessive und halten dabei fest, wie sich das auf
die Anzahlen von Ecken, Kanten und Flachen auswirkt. Zunichst wihlen wir eine Flache von
N =: Ny aus und ziehen diese unter Verwendung einer geeigneten Homotopie zu einem ein-
zigen Punkt zusammen. Auf diese Weise erhalten wir ein neues Netz N;. Hatte die kollabierte
Flache n Eckpunkte, so gilt in Nj

e(N1) =e(No) — (n—1), k(N1) =k(No) —n, f(N1) = f(No)—1
und somit
e(N1) — k(N1) + f(N1) = e(No) — k(No) + f(No).

Wir iterieren unser Vorgehen indem wir eine Flache unseres Netzes nach der anderen zusam-
menziehen und erhalten jeweils aus dem Netz Nj_; ein Netz Ny mit

e(Nk) — k(Nk) -l-f(Nk) = E(Nk_l) — k(Nk_1> +f(Nk_1) = €(NQ) — k(No) +f(N0).

Da f(N) endlich ist, erreichen wir so nach endlich vielen Schritten ein Netz Ny ohne Flachen,
ohne Kanten, aber mit einem Punkt. Fiir dieses Netz gilt offensichtlich wie behauptet

e(Nfny) —k(Ngony) + f(Npwyy) =1-0+0=1,

so dass insgesamt die Euler’sche Polyederformel folgt. Die folgende Abbildung zeigt im Bei-
spiel des Wiirfels eine Folge Ny, Ny, ..., N5 von Netzen wie im Beweis.

KX)o

Es liegt nahe, dieses Ergebnis zur Klassifikation von Polytopen zu verwenden. In voller Allge-
meinheit ist das allerdings sehr schwer, weshalb wir jetzt eine besonders einfache Unterklasse
von Polytopen einfiihren wollen:

> o

-0

O]
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Definition 1.76. Seien n > 3 eine natiirliche Zahl und F = I1A; ... A, ein nicht entartetes n-Eck

in der euklidischen Standardebene wie in Definition 1.28 mit Seiten A1Ap, A2A3, ..., An_1Ay,

ALAy.

(a) Das n-Eck F heifit einfach, wenn jeder Schnittpunkt verschiedener Seiten von F ein Eckpunkt
von F ist. In diesem Fall ist durch

C.= A]Az U A2A3 U...u AnflAn U AnA1

ein geschlossener Polygonzug in R? gegeben, dessen Komplement in R? die disjunkte Vereini-
qung zweier nichtleerer offener, zusammenhingender Teilmengen des R? ist, von denen eine
beschriinkt ist.” Letztere nennen wir das Innere I von F.
(b) Das n-Eck F heifit konvex, wenn es einfach ist und C U I eine konvexe Teilmenge von R>.
(c) Das n-Eck F heifit regelmdifdig, wenn die folgenden Bedingungen gelten:
e F ist konvex,
o |Ai = Ajl| = ||A1 — Az|| fiiralle1 <i,j <nmiti=j—1mod (n),
* LAjAjAr = LA1ArAz fiiralle]l <i,jk <nmiti=j—1=k—2mod (n).
Wir nennen dann ||A; — As|| die Seitenlinge und £A1A>As die Innenwinkelgriofle des
regelmiifiigen n-Ecks I1A1 . .. Ay.

(d) Ein Polytop P C R? heifit reguliir oder auch ein platonischer Korper, wenn es ein natiirli-
ches n > 3 gibt, so dass jeder Durchschnitt einer seiner Randflichen mit seiner Eckenmenge
bei geeigneter Nummerierung der Ecken die Struktur eines regelmdfSigen n-Ecks trigt — hierbei
ist eine geeignete Identifikation der Ebene im R?, in der die jeweilige Randfliche liegt, und der
euklidischen Standardebene vorzunehmen, so dass (c) anwendbar ist — und in jeder Ecke die
gleiche Anzahl g(P) von Kanten anliegt. Die Anzahl n(P) := n heifit dann der Grad von P.

Beispiel 1.77. Das Einheitsquadrat ist ein regelmifiiges Viereck mit Kantenlinge 1 und Innenwinkel-
grofe 5. Der Einheitswiirfel ist ein platonischer Korper mit n(P) = 4 und g(P) = 3.

Proposition 1.78. Sei P C R? ein requliires Polytop vom Grad n(P), bei dem in jeder Ecke g(P)
Kanten anliegen. Dann gilt

K(P) = 3n(P)f(P) = 55(P)e(P),

_ 4¢(P)
fP) = 20 P) —g(P)n(P) T 23(P)°

Insbesondere sind die Anzahlen e(P), k(P), f(P) durch n(P), g(P) bereits eindeutig bestimmt.

Beweis. Von jeder der e(P) Ecken gehen genau g(P) Kanten aus. Da an jede Kante genau zwei

9Hier geht der Jordan’sche Kurvensatz ein. Dieser behandelt allgemeiner den Fall von iiberschneidungsfreien
geschlossenen Kurven in der Ebene. Obwohl die Aussage offensichtlich erscheint, erfordert der Beweis des Jor-
dan’schen Kurvensatzes einigen Aufwand. Im Fall von Polygonziigen ist die Aussage deutlich einfacher zu zeigen,
wir lassen den Beweis trotzdem aus.
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Ecken angrenzen, folgt

Analog wird jede Seitenflache von genau n(P) Kanten begrenzt. Da jede Kante an genau zwei
Flachen angrenzt, folgt

2 =e(P) =k(P) + f(P) = — 755 —k(P) + f(P).
Nach Multiplikation mit 2g(P) ergibt sich

4g(P) = 4k(P) — 2g(P)k(P) +2f(P)g(P) = 2n(P) f(P) — n(P)f(P)g(P) + 2f (P)g(P).

Losen wir dies nach f(P) auf, erhalten wir die letzte zu zeigende Aussage. O

Korollar 1.79. Sei P C R? ein requliires Polytop vom Grad n(P), bei dem in jeder Ecke g(P)
Kanten anliegen. Dann gilt

(n(P),3(P)) € {(3,3), (3,4), (4,3), (3,5, (5,3)}.

Beweis. Nach Proposition 1.78 gelten

L = e(P) und L = S(P)
g(P)  2k(P) n(P)  2k(P)
und somit
1 1 eP)+f(P)1s2+k(P) 1 1 1
<(P) T u@) ~  2k(P) = 2%(P) k@) 2772

Nun gilt n(P) > 3 nach Definition und g(P) > 3, da sonst an jeder Ecke nur je eine Fldache
anliegen diirfte und P kein nichtleeres Inneres hitte. Die einzigen ganzzahligen Losungen der
obigen Ungleichung sind daher die behaupteten. O

Nach Korollar 1.79 gibt es hochstens fiinf (n, g)-Klassen platonischer Korper, namlich
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n(P) | g(P) | e(P) | k(P) | £(P)
Tetraeder 3 3 4 6 4
Hexaeder 4 3 8 12 6
Oktaeder 3 4 6 12 8
Dodekaeder | 5 3 20 30 12
Ikosaeder 3 5 12 30 20

Die Anzahlen e(P), k(P) und f(P) in der Tabelle ergeben sich mit den Formeln aus Proposition
1.78. Es stellt sich heraus, dass es eine anschauliche Interpretation hiervon gibt:

Definition 1.80. Sei n eine natiirliche Zahl. Zwei Teilmengen My, My C R" heiflen dhnlich,
wenn es eine Ahnlichkeit ¢: R" — R" mit ¢(My) = M, gibt. Man kann leicht zeigen, dass
Ahnlichkeit eine Aquivalenzrelation auf der Potenzmenge von R" ist.

Satz 1.81. Es gibt genau 5 Ahnlichkeitsklassen von platonischen Korpern: die Tetraeder, die Hexa-

eder, die Oktaeder, die Dodekaeder und die Ikosaeder.

NSO

Beweisskizze. Die Idee ist zu zeigen, dass jede (11, g)-Klasse aus der Tabelle genau eine Ahnlich-
keitsklasse von Polytopen enthélt. Wir fithren dies nur fiir die Tetraeder durch; die entspre-
chenden Aussagen fiir Hexaeder, Oktaeder, Dodekaeder und Ikosaeder zeigt man dhnlich.

Es lasst sich leicht tiberpriifen, dass die konve-
xe Hiille der Punkte

BOOO -~

ein Tetraeder ist.

. )
(9);

(©)

[enlen]e)

&)

Es verbleibt zu zeigen, dass sich ein beliebiges Tetraeder T mit Ecken A, B,C,D € R® durch
Ahnlichkeitsabbildungen in ein beliebiges anderes Tetraeder T mit Ecken A, B,C, D € R3 iiber-

fiihren lasst. Wir verfahren wie folgt:
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Nach Anwendung der zentrischen Streckung mit Zentrum A und Streckfaktor || g:f} I

stimmen die Kantenlidngen von T und T {iberein.

Nach Anwendung der Translation um den Vektor A — A gilt A= A.

=2 -
Nach Anwendung einer geeigneten Drehung um A gilt AB = AB und also auch B = B.

Nach Anwendung einer geeigneten Drehung um die Gerade AB liegt C in derselben
Ebene wie A, B, C, und zwar auf derselben Seite von AB wie C. Es folgt C=¢,

denn: Nach dem Satz iiber die Winkelsumme im Dreieck 1.67 betrdgt die Innenwinkel-
grofe in jedem regelméBigen Dreieck Z. Das trifft insbesondere auf die Dreiecke AABC
und AABC zu. Die Behauptung folgt tiber eine kurze Rechnung, da die Kantenlangen
|C — Al und ||C — A|| iibereinstimmen und C, C auf derselben Seite von AB liegen. #

Nach méglicher Spiegelung an der Ebene durch A, B, C liegt D auf derselben Seite die-
ser Ebene wie D. Wegen |D — A|| = |D — B|| und |D — A|| = ||D — B|| liegen sowohl
D als auch D in der zu AB orthogonalen Ebene durch den Mittelpunkt M4p.!" Analog
zeigt man, dass D und D beide in der zu BC orthogonalen Ebene durch Mpc und in der
zu CA orthogonalen Ebene durch Mcy4 liegen. Nach dem Umkreissatz!! ist der Durch-
schnitt dieser drei Ebenen die zur Ebene durch A, B, C orthogonale Gerade durch den
Umkreismittelpunkt des Dreiecks AABC.

<

s
/ >§

Aus Symmetriegriinden liegt auf jeder Seite der Ebene durch A, B, C genau ein Punkt
dieser Geraden, der zu den Punkten A, B, C jeweils die Kantenldnge von T als Abstand
hat. Es folgt D = D und damit die Behauptung.

O]

19Um dies einzusehen, erganzt man t43 = B — A zu einer Orthogonalbasis von R3 und stellt das Problem in
dieser Basis dar.
Diesen werden wir als Satz 3.74 in einem Setting zeigen, das insbesondere die affine Standardebene umfasst.
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1.6 Projektive Geometrie

Beim Fotografieren werden Objekte der realen Welt moglichst wirklichkeitsgetreu auf eine
Bildebene abgebildet. Dabei treten Phanomene auf, die mit der von uns bisher studierten affi-
nen Geometrie nicht beschrieben werden konnen: Wihlen wir etwa als Motiv in einer Ebene
verlaufende Eisenbahnschienen — mathematisch betrachtet sind dies zwei parallele Geraden in
einer reellen affinen Ebene — so kann es bekanntlich passieren, dass sich die Bilder dieser Ge-
raden auf der — ebenfalls als reelle affine Ebene interpretierten — Fotografie in einem ,Flucht-
punkt” schneiden.

T —

Da affine Abbildungen Parallelitdt erhalten, ldsst sich der beschriebene Vorgang nicht durch
solche Abbildungen beschreiben. Die Idee dieses Abschnitts ist es nun, die affine Ebene durch
Hinzunahme von Fluchtpunkten so in einen gréfleren Raum einzubetten, dass man dort mit
diesen Punkten rechnen kann, und das Fotografieren als Abbildung in diesem grofseren Raum
zu verstehen. Hierfiir miissen wir etwas ausholen und die Grundkonzepte der projektiven
Geometrie einfiihren.

Definition 1.82. Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K. Dann heif$t die Menge
P(V) := {U C V Untervektorraum : dimg(U) = 1}

der Ursprungsgeraden in V der zu V gehorige projektive Raum und die Elemente von P (V')
seine Punkte. Ist V endlichdimensional, so setzen wir

dimP(V) := dimg P(V) := dimg(V) — 1

und nennen diese Zahl die (projektive) Dimension von P (V). Insbesondere gilt P({0}) = @
und dim @ = —1. Fiir ,Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K und P(V') der zu V gehorige
projektive Raum.” schreiben wir kiinftig auch kurz ,,(proj. Raum)”.
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Wir interessieren uns im Kontext projektiver Rdiume nur fiir endlichdimensionale Vektorraume
und werden dies stets stillschweigend voraussetzen.

Beispiel 1.83. Der projektive Standardraum der Dimension n € Ny iiber dem Korper K ist gegeben
durch

P"(K) := P(K"*).

Sei V ein Vektorraum tiiber einem Korper K. Zwei Vektoren v,v" € V \ {0} haben genau dann
dasselbe Bild unter der kanonischen Abbildung

. {V\ {0} S P(V),

v — (V)k,
wenn es ein A € K~ {0} mit v = Av gibt. Ist speziell

X0
v=|: | e k"1 {0},

Xn
so nennen wir das (1 + 1)-Tupel
(xp:x1:...:x,) :=x(0)

die homogenen Koordinaten des Punktes (v)x € P"(K). Wegen v # 0 ist hierbei stets minde-
stens eines der x; von Null verschieden und es gilt

(xo:21:eeixy) = (X0 :x]:ennix))

<= es gibtein A € K~ {0} mit x; = Ax; furallei € {0,...,n}.

Die homogenen Koordinaten sind also nur bis auf einen gemeinsamen von Null verschiedenen
Faktor festgelegt.

Definition 1.84 (proj. Raum). Fiir eine nichtleere Teilmenge Z C (V') setzen wir

uz)y:=\\Jrcv.
PeZz

Auflerdem setzen wir U(QD) := {0}. Ist U(Z) ein Untervektorraum von V, so heifit Z C (V) ein
projektiver Unterraum.

Fir Z = {P} mit einem Punkt P € P(V) folgt insbesondere U(Z) = P. Dies sind zwei un-
terschiedliche Dinge, die getrennt gehalten werden miissen: Z ist hier die aus dem Punkt P
bestehende Einpunktmenge und U(Z) der eindimensionale Untervektorraum P von V.
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Proposition 1.85. Die Abbildungen

{Untervektorriume von V'} = {projektive Unterriume von P(V)}
W — P(W)
Uz)« 2

sind wohldefinierte, inklusionserhaltende, zueinander inverse Bijektionen, deren Verkettung in bei-
den Reihenfolgen die Identitit ist. Insbesondere ist jeder projektive Unterraum von P (V') selbst ein
projektiver Raum.

Beweis. Es ist
u(r({0})) =u(@) ={0}cv

ein Untervektorraum von V und also @ = P({0}) ein projektiver Unterraum von P(V). Au-
Berdem gilt

P(U(2)) = P({0}) = 2.

Fiir den Rest des Beweises gentigt es daher, nichttriviale Untervektorraume von {0} # W C V
und nichtleere projektive Unterrdume @ # Z C P(V) zu betrachten. Fiir diese gilt einerseits

uew) = (J P= Jr =w
PeP(W) 1-dim. Unliegrg\éktorraum

so dass IP(W) ein projektiver Unterraum von P(V) ist. Gilt andererseits

]P(U(Z)) =P (U P) = {1—dim. Untervektorraum von U P} =M,
Pez Pez

so folgt M = Z,

denn: Einerseits ist jedes R € Z sofort ein eindimensionaler Untervektorraum von |Jpc, P. Ist
andererseits R ein eindimensionaler Untervektorraum von pcz P, so gilt R = (x) fiir ein
x € V.Dadann ein P € Z mit x € P existiert, folgt (x) = Pund somitR =P € Z. #

Es folgt, dass die Abbildungen U und P bijektiv und zueinander invers sind. Dass sie auch
Inklusionen erhalten, ist klar. Insgesamt folgt so die Proposition. O

Definition 1.86 (proj. Raum). Fiir einen projektiven Unterraum Z von P (V') heifst
dim Z = dim P (U(Z)) = dimU(Z) — 1

die Dimension von Z. Speziell heifit Z C (V)
e cine (projektive) Hyperebene in P(V), wenn dim Z = dimP(V') — 1 gilt,
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e cine (projektive) Ebene in P(V), wenn dim Z = 2 gilt,
e cine (projektive) Gerade in P(V), wenn dim Z = 1 gilt.

Unter der Bijektion aus 1.85 korrespondieren m-dimensionale projektive Unterraume von P(V)
zu (m + 1)-dimensionalen Untervektorrdumen von V.

Beispiel 1.87. Eine Gerade g in P?(K) ist eine Menge von Punkten aus P?(K) — und also von Ur-
sprungsgeraden in K3 — deren Vereinigung ein zweidimensionaler Untervektorraum U(g) des K3 —
mithin eine Ursprungsebene — ist. Letzterer ist daher der Losungsraum eines homogenen linearen Glei-
chungssystems: Es existieren ag, a1, a; € K mit

X0
U(g) = { X1 | € K3 apgxg + ai1x1 + axxy; = 0}
X2

Es ist dann

g =P(U(g)) = {eindimensionale Untervektorriume von U(g)}
={(x0:x1:x2) € IPZ(K) s aogxo + a1x1 + apxpy = 0}.

Proposition 1.88 (proj. Raum). Fiir eine Familie (Z;);c| projektiver Unterriume von P (V) gilt:

(@) Njer Zi ist wieder ein projektiver Unterraum von P (V) mit U (Nicy Zi) = Nicg U(Z;).
(b) Der Durchschnitt aller projektiven Unterriume Z C P(V) mit U;e; Z; C Z heifst der Ver-
bindungsraum \/;c; Z; und ist wieder ein projektiver Unterraum von P(V') mit

ul\/ z)=)»y uz. (1.21)
iel i€l

ImFall I = {1,2,...,n} fiirein n € IN schreiben wir auch \/;c; Z;i = Z1 N Zo N ... N Zy; im
Fall 1 = {1,2}, Zy = {P1} und Z, = {P>} mit Py # P, € P(V) ist Z1 V Z, eine Gerade,
die Verbindungsgerade E P> von Py und Ps.

Beweis. Es ist

zi=(PUZ)) =P((U(Z)),

i€l i€l i€l
somit folgt Behauptung (a) aus Proposition 1.85.

Aufgrund von Aussage (a) ist \/;c; Z; ein projektiver Unterraum von P (V). Weiter gilt

\/ Z,' = IP(ZU(ZZ)) = Z,

iel i€l

denn: Z ist ein projektiver Unterraum von P(V), der P(U(Z;)) = Z; fiir alle i € I umfasst,
mithin ist \/;c; Z; C Z. Ist umgekehrt Z = P(W) ein projektiver Unterraum von P (V) mit
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Z=PW) D Z = ]P(U(Zi)), dann folgt mit Proposition 1.85 fiir alle i € I die Inklusion
W D U(Z;). Es ergibt sich W 2 ¥;c; U(Z;) und deshalb Z = P(W) 2 P(¥;; U(Z;)) = Z. Die
Behauptung folgt dann aus der Definition des Verbindungsraumes. #

Aussage (b) erhalten wir nun mit Proposition 1.85. Im Fall Z; = {P;} und Z; = {P,} mit
Py # P, e P(V)istU(Z1V Zy) = U(Z1) + U(Z,) zweidimensional wegen U(Z1) N U(Z,) =
Py NP, = {0} und Z; V Z; ist eine Gerade. O

Beispiel 1.89. Seien A # B € P?(K), etwa A = (ap : a1 : ay) und B = (bg : by : by). Wir setzen
Co := ﬂzbl — albz, C1 = aobz — b‘lzbo, Cp := a1b0 — ﬂobl.
Dann ist

AB = {(x0: %1 :x2) € P2(K) : coxp + c1x1 + 202 = 0} =: g,

denn: Wegen A # B ist (co,c1,¢2) # (0,0,0) und somit
X0
U(g) = {| x1| € K®:coxo+ c1x1 + coxp = 0}
X2
ein zweidimensionaler Untervektorraum von K3. Offensichtlich gilt weiter
codo + c1a1 + coap = 0 sowie cobg + c1by + cobp = 0,

also A, B € g und somit AB C . Es folgt u(ﬁ) C U(g), was wegen dim U(zﬁ) =2=dimU(g)
unmittelbar U(z@) = U(g) und damit AB = g impliziert. #

Wie im Affinen gibt es auch im Projektiven eine Dimensionsformel:

Satz 1.90 (Dimensionsformel fiir projektive Unterrdume, proj. Raum). Fiir je zwei projektive
Unterriume Z1, Z, C P (V) gilt

dim(Z; V Zy) = dim Z; + dim Z, — dim(Z; N Zy).

Insbesondere ist Z1 N Zp # @, falls dim Z; + dim Z, > dim P(V') gilt.

Beweis. Nach Proposition 1.88 und der Dimensionsformel fiir Untervektorraume aus der Li-
nearen Algebra gilt

dim(Z; V Z,) = dim P (U(Z; V Z,))
= dim(P(U(Z1) + U(Z2)))
= dim (U(Z)) + U(Zy)) — 1
=dimU(Z) + dim U(Zy) — dim(U(Z1) N U(Z)) — 1
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=dimU(Z;) +dimU(Z;) —dimU(Z1 N Zp) — 1
= (dile + 1) + (dim 7y + 1) — (dim(Z1 N Zz) + 1) —1
= dim Z; + dim Z; — dim(Z; N Z3)

und somit der Satz. O

Bemerkung 1.91. Aus der Dimensionsformel 1.90 folgt insbesondere, dass sich in einer projektiven
Ebene E je zwei verschiedene Geraden g, h in genau einem Punkt schneiden,

denn: Es ist dann g\ h = E, also
2 =dim(g¢ V h) = dim(g) + dim(h) —dim(¢g N h) =1+ 1—dim(g N h)

und somit dim(g N h) = 0. Wir erhalten dim U(g N h) =1, so dass g N h =P (U(g N h)) aus
genau einem Punkt besteht. #

A Schon in einem dreidimensionalen projektiven Raum gilt diese Aussage nicht mehr: Es lassen
sich dann Geraden konstruieren, die leeren Schnitt haben.

Beispiel 1.92. Zu je zwei verschiedenen Geraden
g ={(x0:x1:x) € P*(K) : apxo + a1x1 + axxp = 0},
h= {(X() X1 XZ) S IPZ(K) 2 boxo + bix1 4+ baxy = O}

in P2(K) existiert nach Bemerkung 1.91 ein eindeutig bestimmter Schnittpunkt (co : ¢1 : ca). Fiir
diesen gilt

Co .= a2b1 — a1b2, Cl = ﬂobz — Elzbo, Cy = Ellbo — aobl,

denn man kann leicht nachrechnen, dass dieser Punkt auf beiden Geraden liegt.'?
Wir wollen nun den Zusammenhang zwischen projektiven Rdumen und affinen Rdéumen ver-
stehen und untersuchen diesen im folgenden Satz:

Satz 1.93 (proj. Raum). Sei H C P(V) eine Hyperebene. Dann kann man das Komplement

X:=P(V)\H
so zu einem affinen Raum (X, T(X), T) machen, dass die folgenden Aussagen gelten:
(a) Es gibt eine kanonische Bijektion

H — X :={[g] : § C X Gerade},

wobei [g] := {h C X Gerade : ¢ || h} das zu g gehorige Parallelenbiischel bezeichne.'>Man
kann sich das Parallelenbiischel [g] als einen unendlich fernen Punkt (auferhalb von X)

12Die Ubereinstimmung von (cg : ¢; : ¢3) in Beispiel 1.89 und hier in Beispiel 1.92 ist kein Zufall: Sie liegt im
Dualitatsprinzip fiir projektive Rdume begriindet, das wir in dieser Vorlesung aber nicht kennenlernen werden.
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vorstellen, in dem sich die (in X parallelen) Geraden h € [g] schneiden. Die Menge Xoo heifst
dann die unendlich ferne Hyperebene von X.
(b) Fiir jeden projektiven Unterraum Z C P (V) mit Z ¢ Hist Z N X C X ein affiner Unter-
raum mit
dim(ZNX)=dimZ wund dim(ZNH)=dimZ —1.

Die durch Z — Z N X gegebene Zuordnung von der Menge der nicht in H enthaltenen
projektiven Unterriume von P (V) in die Menge der nichtleeren affinen Unterriume von X
ist bijektiv. Insbesondere gibt es zu jedem nichtleeren affinen Unterraum Y C X einen ein-
deutig bestimmten (projektiven) Abschluss, also einen nicht in H enthaltenen projektiven
Unterraum Y CP(V)mitY N X =Y.

Beweis. Wir wihlen ein Py € V \. U(H) und betrachten den affinen Unterraum

X':=Py+U(H) CV.

Fir ein P € X' gilt (P)x € U(H) und also (P)x € P(V)~P(U(H)) = X. Die so erhaltene
Abbildung

- X =X,
" |P o~ (P)x
ist bijektiv,

denn: Nach Bemerkung 1.17 schneidet jeder Untervektorraum U von V, der nicht in U(H)
enthalten ist, die Hyperebene X’ C V. Ist U eindimensional, so gilt nach der Dimensionsformel
tur affine Unterraume 1.15

dimV =dim(UV X') =dimU +dim X' —dim(U N X') =1+ (dimV — 1) —dim(U N X')
und somit

dim(U N X') = 0.
Jeder eindimensionale Untervektorraum von V, der nicht in U(H) enthalten ist, schneidet X’
daher in genau einem Punkt. #
KonstruktionsgemiB ist T(X') = U(H). Wir definieren

. {X x X — U(H),
(A,B) — (T_l(B) — U_I(A) = ttffl(A)Ufl(B)'

Setzen wir nun noch T(X) := U(H), so wird (X, T(X), T) zu einem affinen Raum und ¢ zu
einer Affinitat mit T(c") = idy(g).-

BOffensichtlich ist Parallelitdt von Geraden in X eine Aquivalenzrelation mit den Parallelenbiischeln als Aqui—
valenzklassen.
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Wir zeigen nun Behauptung (a). Jeder Punkt in H lasst sich wegen H = P(U(H)) eindeutig
mit der von einem w € U(H) \ {0} aufgespannten Geraden K -w C U(H) schreiben. An-
dererseits gilt T(X) = U(H), so dass die Menge dieser Geraden in Bijektion mit der Menge
der Translationsvektorrdaume der Geraden in X steht. Letztere ldsst sich offensichtlich mit der
Menge der Parallelenbiischel von Geraden in X und also der unendlich fernen Hyperebene X,
identifizieren.

Zum Beweis von Behauptung (b) benutzen wir die Affinitit o: Ist Z ein projektiver Unterraum
von P(V), so ist U(Z) N X' als Durchschnitt zweier affiner Unterrdume von V wieder ein
solcher und wegen U(Z) N X' C X’ sogar ein affiner Unterraum von X'. Folglich ist

cUZ)nX)=cUZ)NnoX')=ZNX (1.22)
ein affiner Unterraum von X. Aus P(U(Z)) = Z € H = P(U(H)) folgt U(Z) € U(H). Nach

der Dimensionsformel fiir affine Unterraume 1.15 gilt dann
dimV = dim(U(Z) v X')
=dimU(Z) +dim X’ — dim(U(Z) N X)
=dimU(Z) + (dimV — 1) — dim(U(Z) N X').
Es folgt
dim(Z N X) = dimo(U(Z) N X')
=dim(U(Z) N X') =dimU(Z) —1=dimZ
und somit die erste Teilbehauptung von (b). Aus U(Z) € U(H) ergibtsich U(H) + U(Z) =V
und somit mit der Dimensionsformel fiir Untervektorrdume
dim(Z N H) +1 = dim(P(U(H) N U(Z))) +1
=dim(U(H) NU(Z)) =dimU(Z) —1=dimZ

(1.23)

und somit die zweite Teilbehauptung von (b). Um nun die Abbildung Z — Z N X umzukeh-
ren, miissen wir fiir jeden nichtleeren affinen Unterraum Y C X einen projektiven Abschluss
Y C P(V) konstruieren. Dies geschieht wie folgt: Zum affinen Unterraum Y’ := ¢~ 1(Y) C X’
gehort ein Translationsvektorraum

TY)CTX)=U(H) mitY =Q +T(Y)fireinQ € Y'.

Wir setzen nun

o(P(;)
o(Q")
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In der Definition von U(Y) ist die Summe tatséchlich direkt,

denn: Nach Voraussetzung gilt

QeY CX =P +U(H) mitP €V U(H)
und somit Q' ¢ U(H) 2 T(Y'). #
Es gilt nun

ZN X =2 fir alle projektiven Unterrdume Z C P(V) mit Z Z H,
YNX=Y fiir alle affinen Unterraume @ C Y C X,

denn: Zunéchst gilt

(1.22)

ZNX cU(z)n X

=P((Q)aTU(Z)NnX)) mitU(Z)NnX =Q +TU(Z)NnX).
Der Vektorraum (Q")x & T(U(Z) N X') ist offensichtlich in U(Z) enthalten und hat nach (1.23)
Dimension 1+ (dim U(Z) — 1) = dim U(Z), wofiir wir die Voraussetzung Z ¢ H verwenden.

Es folgt
ZNX=PUZ) =2

und somit die erste Teilbehauptung. Fiir die zweite Teilbehauptung berechnen wir

YNnX= ]P(u(?) (P(V) N P(U(H)))
)~

(u< P(U(H))

LI p Qe () < P(T(Y))
= {(P\x: P' € (Q' + T(Y")) oder P' € T(Y')} ~ {(P")x : P' € T(Y')}
— oY) =Y.

#

Damit ist gezeigt, dass die Zuordnung Y +— Y die Abbildung Z — Z N X umkehrt, und
Behauptung (b) bewiesen. O

Beispiel 1.94. In diesem Beispiel vollziehen wir die Konstruktionen aus dem Beweis von Satz 1.93 (a)
exemplarisch nach: Sei dafiir V.= K3 und insbesondere P(V) = P(K3) = P?(K). Sei weiter

H:={(x0:x1:x2) € P*(K) : x0 = 0}
eine Gerade und somit Hyperebene in P?(K) und

X :=P*K)\H = {(x0:x1:x2) € P*(K) : x0 # 0}.
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Mit
1

U(H) = { (iﬁ) €K :ixg=0} und Py:= (0) c K3\ U(H)
0

X2

erhalten wir so den affinen Unterraum

1 X0
X' :=Py+U(H) = (0) +U(H){(x1) €K :xg=1} CK°.

0 X2
Die Abbildung
X' - X,
1
o4
P=|x; — (PYk = (1:x7: xp)
X2

ist bijektiv mit Umkehrung

1
(7*1((360 1x1 xz)) = (%) .

X0

Mit
XxX — T(X),

T(X):=T(X') =U(H d T
( ) ( ) < ) un T {(A,B) — 0.—1(B) _0-—1(A)
ist dann (X, T(X), T) ein affiner Raum und o: X' — X ein affiner Isomorphismus. Der affine Raum

X' ist andererseits auch affin isomorph zu A%(K) via
X' — K2,
" 1
: x
X1 — ( 1) .
X2
X2
Wir erhalten einen affinen Isomorphismus
X — K3,
o —-1. X1
=too : 21
P=9 (x0:x1:x2) r—><§g>

X0
mit Umkehrung
K2 — X,
-1 .
L <XI> — (1 tX1 XQ)

X2
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und schlieflich eine induzierte Einbettung von A%(K) nach P?(K):

A?(K) 2 X =P*(K)~H < P?*(K),
91

: <X1> — (1 tX1 XQ).
X2

Dariiber hinaus liefert uns Satz 1.93 eine Bijektion

Xeo := {Parallelenbiischel in A?>(K) = X} — H,

[P+<<2>>K] — (0:x1 1 x2).

(0 1 X1. xz)

K3
(1:x1:%9)
@
(1)
UH)
@

Beispiel 1.95. In diesem Beispiel vollziehen wir die Konstruktionen aus dem Beweis von Satz 1.93 (b)
exemplarisch nach: In der Situation von Beispiel 1.94 geht es dabei um die Bijektionen

{Z C P*(K) projektiver Unterraum : Z ¢ H} = {@ # Y C X = A?(K) affiner Unterraumy},
Z— ZNX,
Y« Y.

Wir betrachten das Beispiel projektiver Geraden Z und affiner Geraden Y. Sei H # Z C P?(K) eine
projektive Gerade, etwa

Z={(x0:x1:x2) € P2(K) : agxg + a1xy + axxp = 0} mit(ag:ay:a2) #(1:0:0).
Dann ist

ZNX={(x0:x1:x2) € P2(K) : agxg + a1x1 + axx; = 0 und xo # 0}
={(1:x1:x) € P*(K) : a1x1 + a2xp = —ap}.
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Unter ¢ korrespondiert dies zu der affinen Gerade

X1 2. _
{<x2) € K* : a1xy + apxp = —ap }.

Startet man umgekehrt mit der affinen Geraden

g= {(2) € K?:ayxy + apxp = b},
so ist der projektive Abschluss g von g durch
g = {(Xo tXp: XZ) S IPZ(K) :—bxo+a1x; +axxy = O},

gegeben, denn die rechte Seite ist eine projektive Gerade in P%(K), deren Schnitt mit X unter ¢ zu g
korrespondiert.

Beispiel 1.96. Die Geraden
_ (" 2. _
g = {(xz) € R : x1 +2x, =5},

h= {<2> € R?: 2x; +4x, = 3}

sind in A?(R) affin parallel. Wir identifizieren wie in Beispiel 1.94 die affine Standardebene A%(R)) mit
P2(R) \ H mit

H:={(x0:x1:x) € P*(R) : xg = 0}
Wie in Beispiel 1.95 erhalten wir dann fiir die projektiven Abschliisse

(x0:x1:x2) € P2(R) : —5x9 + x1 + 2x = 0},

7=
h={(x0:x:x) € P>(R): —3x0 + 2x; + 4x, = 0}.

Mit Beispiel 1.92 erhalten wir als projektiven Schnittpunkt von g und h den Punkt (0 : —2 : 1) €
P2(R).
Bemerkung 1.97. Fiiri = 0,...,n setzen wir jeweils
Hi:={(xp:x1:...:x,) € P"(K) : x; = 0}.

Dann sind Hy, ..., H, Hyperebenen in P"(K) mit Hy N Hy N ... N H, = @. Setzen wir fiir
i=0,...,njeweils

A :=P"(K)NH;={(x0:x1:...:x,) € P"(K) : x; # 0},
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so ist
P"(K) = AgU...UA,.

Jedes der A; kann man analog zu Beispiel 1.94 mit der Struktur eines affinen Raumes versehen,
der isomorph zu A" (K) ist. Wir kinnen den projektiven Raum P"(K) also durch n + 1 Kopien des
affinen Raumes A" (K) iiberdecken. Diese Kopien Ay, . .., Ay, heifien affine Karten.

Beispiel 1.98. Nach Bemerkung 1.97 kinnen wir P2(R) durch die drei affinen Karten
Aii={(x0:%1:x) € P?(R): x; A0} 2 A*(R) fiiri =0,1,2
iiberdecken. Wir betrachten die beiden projektiven Geraden

g={(x0:x1:x) € P>(R):2x9 — x; —2x2 =0},
h={(x0:x1:x)€P*(R): —xg+x; —xp =0}

Diese finden sich in den affinen Karten Ay, A1, Ay wie folgt wieder:

‘ X
X9 A, Xo A, 1 A,
X1-%g =1 2x)-2x9 = 1
5 5 5 “xg+x; =1
\ ; ) -
4 X1 Xog+xe = 170 0/ 5 X0
x%+2x2 = 2 %xo_xl = 2

Da der Schnittpunkt (3 : 4 : 1) der projektiven Geraden g und h in allen drei unserer affinen Karten
liegt, schneiden sich die zugehorigen affinen Geraden jeweils. Das muss jedoch nicht immer so sein: Etwa
liegt der Schnittpunkt (0 : 2 : —1) der projektiven Geraden aus Beispiel 1.96 nicht in Ag. Dass sich die
zugehorigen affinen Geraden

X2

{<’;;) € R?: 2% + 4x; = 3}

{(x1> eR?: X1+ 2xp :5},

nicht schneiden, konnen wir dann auch so interpretieren, dass wir schlichtweg in der falschen affinen
Karte nachsehen.

Um in projektiven Rdumen arbeiten zu konnen, fithren wir geeignete Abbildungen zwischen
diesen ein:
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Definition 1.99 (proj. Raum). Sei W ein Vektorraum iiber dem Korper K und (W) der zu W
gehorige projektive Raum. Eine Abbildung ¢: P(V) — (W) heifst projektive Abbildung, wenn
es eine injektive lineare Abbildung ®: V. — W mit

p((v)g) = (®(v))x fiiralle0 #v eV

gibt. Wir schreiben kurz ¢ =: IP(®). Eine bijektive projektive Abbildung heifdt auch eine Projekti-
vitdt.

In Definition 1.99 ist die Injektivitdt der linearen Abbildung ® notwendig fiir die Wohldefi-
niertheit von ¢,

denn: Wiére ® nicht injektiv, so gibe es ein 0 # v € V mit ®(v) = 0. Es gilte dann

¢((v)x) = (P(v))k =0 ¢ P(W).

Die Injektivitat von @ hat zur Folge, dass auch ¢ injektiv ist,

denn: Sind P = (v)g, Q = (w)x € P(V) mit ¢(P) = ¢(Q), soist ((v))x = (P(w))x und es
existiert somit ein A € K~ {0} mit ®(v) = A - ®(w) = ®(Aw). Aufgrund der Injektivitidt von
® ergibt sich v = Aw und deshalb P = Q. #

Ebenso folgt aus der Injektivitdt von ® sofort dim W > dim V und somit auch
dimP(W) =dimW —1 > dimV — 1 = dim P(V).

Diese Phanomene sind gegentiber der affinen Theorie vollig neuartig und bedingen, dass sich
beliebte Abbildungstypen wie etwa Projektionen des Raumes auf eine Ebene nicht ohne Wei-
teres ins Projektive {ibertragen lassen. Wir werden nun aber mit den Zentralprojektionen bei-
spielhaft eine Klasse projektiver Abbildungen einfiihren:

Definition 1.100 (proj. Raum). Seien Z,Z,,Z, C P(V) projektive Unterriume, die folgende
Bedingungen etfiillen:

(i) dim(Z;) =dim(Zy),

(i) ZVZi=ZVZ,=P(V),

(i) ZNZ1=2ZNZy=0Q,

Dann heift die Abbildung

- Z1 — 2o,
P~ Schnittpunkt von Z V {P} und Z,

die Zentralprojektion mit Zentrum Z von Zy auf Z.
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Bemerkung 1.101 (proj. Raum). (a) Die Bedingungen (ii) und (iii) aus Definition 1.100 sind
aufgrund von Proposition 1.85 und Proposition 1.88 dquivalent zu

V =U(Z)®U(Z1) = U(Z) ® U(Zy).

Sind speziell Z, und Z, Hyperebenen, so ist daher Z = { P} fiir einen Punkt P auflerhalb von
Z1 U Zj.

(b) Die Zentralprojektion ist wohldefiniert,
denn: Zu zeigen ist, dass fiir einen beliebigen Punkt P € Z; die Menge (Z \V {P}) N Z
tatsichlich aus genau einem Punkt in Z, besteht. Mit der Dimensionsformel 1.90 gilt zuniichst

i)

dim(Z V {P}) = dim Z + dim{P} — dim(Z N {P}) & dimZ + 1, (1.24)
dim(ZV Zy) = dimZ + dim Z, — dim(Z N Z5) @ dimZ + dim Z, + 1. (1.25)

Hieraus folgt

dimP(V) £ dim(Z v Z,) = dim((Z V {P}) V Z»)
"L dim(Z v {P}) + dim Z, — dim((Z V {P}) N Z,)
‘2 (dim Z + 1) + dim Z, — dim((Z V {P}) N Z2)
= (dim Z + dim Z, + 1) — dim((Z V {P}) N Z»)
"2 dim(z v 2,) — dim((Z V {P}) N Z2)
D dimP(V) — dim((Z V {P}) N Z)

und also dim ((Z v {P}) N Z») = 0. #

Beispiel 1.102. Wir betrachten in P?(R) die beiden Geraden
¢={(x0:x1:x) € P>(R) : 2xg — x; — 2x = 0},
h={(x0:%1:x)€P*(R): —xg+x; —x2 =0}

aus Beispiel 1.98 sowie den Punkt P := (1 : 1 : 2). Fiir die Zentralprojektion 7t mit Zentrum Z = {P}
von g auf h gilt dann

m(Q)=(q0+q1—q2:—qo+3q1 —q2: —2q0+2q1) fiiralleQ = (qo:q1:92) €&,
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denn: Nach Beispiel 1.89 gilt dann fiir die Verbindungsgerade
zv{Q}="PQ
= {(Xo T X1 XZ) € IPZ(IR) : (qu — qz) - X0 + (qZ —qu) - X1+ (qO — ql) cXp = 0}

und nach Beispiel 1.92 ist der eindeutig bestimmte Geradenschnittpunkt S = (so : s1 : s2) von h mit
Z Vv {Q} durch

s0:= (=1) - (92 = 290) — (g0 — 41) = 4o + 41 — G2,
s1:=(=1) (90 —q1) — (=1) - (291 — q2) = —q0 + 31 — g2,
52:= (201 —q2) = (=1) - (42 = 290) = —2q0 + 21
gegeben. Die Behauptung folgt, da nach Definition 1.100 bereits 71(Q) = S gilt. #

Proposition 1.103 (proj. Raum). Jede Zentralprojektion ist eine Projektivitiit.

Beweis. Seien Zy, Z, projektive Unterrdume von P(V) und 7t: Z; — Z; eine Zentralprojektion
mit Zentrum Z. Nach Bemerkung 1.101 gilt dann V = U(Z) & U(Z,), so dass wir ein beliebiges
Element v € V eindeutig in der Form v = w + wy mit w € U(Z) und wy € U(Z,) schreiben
konnen. Es existiert dann eine Projektion

. 1V=U@)eU(Z) = U(Z),
w4+ wy — wWoy.
Die Einschrankung ® von IT auf U(Z,) ist ein Isomorphismus,

denn: Zu jedem w, € U(Z) gibt es ein w € U(Z) und ein wy € U(Z;) mit wp = w + wy.
Es ist dann ®(w;) = Il(w;) = II(—w + w2) = wy und also ® surjektiv. Dariiber hinaus ist
ker® =kerITNU(Z;) = U(Z) N U(Z;) = 0 und P injektiv. #

Sei 0 # wy € U(Z;). Dann gilt

(@(w1))x = (U(Z) & (wi)k) N U(Z2),
denn: Es gibt eindeutig bestimmte w € U(Z) und wy € U(Z;) mit wy = w + w; und al-
somit P(wy) = wp, = —w+wy; € (U(Z) ® (w1)k) N U(Zy). Ist umgekehrt v € (U(Z) @

(w1)kx) N U(Zy), dann existieren eindeutig bestimmte w € U(Z), A € Kmitv = w + Aw; €
U(Zy). Esist dann ®(Aw,) = II(Aw;) =II(—w +v) = . #

Schliefilich gilt 7 = P(®P),

denn: Fir P = (w1)x € Z; ist das eindeutig bestimmte Element von (Z V {P}) N Z, gegeben
durch

U((ZVA{P}) N Zz) = (U(Z) & (w1)k) N U(Z2) = (®(w1))x = P(®)((w1)x) = P(P)(P).

Insgesamt folgt die Proposition. O
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Offensichtlich bleibt bei einer Zentralprojektion 7t: Z; — Z, der Durchschnitt Z; N Z; punkt-
weise fest. Insbesondere ist nicht jede Projektivitit bereits eine Zentralprojektion. In Ubungs-
aufgabe 1.20 zeigen wir, dass aber jede Projektivitat ¢: Z; — Z mit @[z, n z, = idz, n z, eine
Zentralprojektion ist.

Abschliefiend fiir diesen Abschnitt wollen wir zu unserer Ausgangsfrage mit den Eisenbahn-
schienen zurtickkehren und dafiir zunichst die Zentralprojektion aus Beispiel 1.102 in affinen
Karten betrachten:
Beispiel 1.104. Die Zentralprojektion 7t: ¢ — h aus Beispiel 1.102 schriinkt sich zu einer Abbildung
ﬂ!gonigﬂAo—Wl
ein, wobei
Ag:={(x0:x1:x) € P2(R) : x0 # 0} = A%(R)

eine der in Beispiel 1.98 betrachteten affinen Karten sei. Uns interessiert in Hinsicht auf unsere Frage-
stellung nun die Menge V der Punkte in § N Ao, die unter 7t in die unendlich ferne Hyperebene

Hy := {(XO X1 XQ) € IPz(R) tXo = 0}
abgebildet werden. Fiir diese gilt
Vo={(1:0:1)},

denn: Definitionsgemdfs ist zunichst
gNAy={(x0:x1:x) € P2(R) : xo # 0 und 2xg — x; — 2x, = 0}
={(1:x1:x) €P*(R):x; =2—2x5}
und also
(g N Ap)
P14 (2—20) 10 —143-(2—2x0) —x3: —242-(2—2xy)) € PX(R)}  (1.26)
= {(-3x2+3:-7x+5: —4x, +2) € P*(R) }.
Andererseits gilt
W Hy={(x0:x1:x) € PX(R):xg = 0und —xg+x; —xp =0}
={(0:x1:x) € P*(R): x; = x2}.

Jeder Punkt aus 7t(g N Ao), der auch in h N Hy liegt, erfiillt offensichtlich x, = 1. Setzen wir dies in
die Beschreibung von ¢ N Ay ein, so erhalten wir x; = 0 und (1 : 0 : 1) als einzigen moglichen Punkt
in Vy. Die Behauptung folgt nun mit 7t((1:0:1)) = (0:2:2) € h N Ho. #

Durch weitere Einschrinkung erhalten wir so eine wohldefinierte Abbildung

h(1 Ay '(gﬂA())\Vo—}hﬂAo

7T|(g ﬂ Ao)\VO *

im Affinen.
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Im folgenden Beispiel wollen wir uns die in Beispiel 1.104 hergeleitete Einschrankung der ge-
gebenen Zentralprojektion veranschaulichen, indem wir die betrachtete affine Karte Ap mit der
affinen Standardebene A%(RR) identifizieren:

Beispiel 1.105. Indem wir in der Situation von Beispiel 1.104 die affine Karte Ag via (1 : x1 : x2) —
(i;) mit A2(R) identifizieren, erhalten wir als Bilder von ¢ N Ao, h N Ao, Z und Vj die folgenden
Teilmengen der affinen Standardebene:

g ={() € R?: x; +2x = 2},
h.= (2) ERzixl—szl},
Z:={()}, %:={O}

Die eingeschriinkte Zentralprojektion wird so vermoge (1.26) zur Abbildung

g\Vo —>Ijl,

. —7x245

P (xl ) — —3x+3
X2 —4xy42 °

—3x2+3

Dass wir dabei die Menge Vy aus dem Definitionsbereich von ¢ herausnehmen miissen, liegt daran, dass
¢ nach Konstruktion der Zentralprojektion einen beliebigen gegebenen Punkt Q € & auf den Schnitt-
punkt der Geraden Z \V {Q} und h abbildet, diese Geraden im Fall Q € V; aber parallel sind, so dass
ein solcher Schnittpunkt nicht existiert. Analog sehen wir ein, dass ¢ nicht surjektiv ist, da der Schnitt-
punkt von h und der Parallelen zu § durch Z offensichtlich kein Urbild unter ¢ haben kann. Berechnen
wir diesen Schnittpunkt und setzen wir mit diesem

3

so erhalten wir eine bijektive Abbildung
@:g\VO%E\WO,

deren Umkehrabbildung offensichtlich die entsprechend konstruierte Einschrinkung der Zentralprojek-
tion mit Zentrum Z von h auf g ist.
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Die Abbildung § ist keine Einschriinkung einer affinen Abbildung von § nach h,

denn: Wiire dem so, miisste ¢ nach Proposition 1.42 Teilverhiltnisse erhalten. Fiir

a= () p= (1) = (o)

gilt aber
i 3\ . 4 5
o(4)= (3) o) = (1) 200 = (§)
und somit
N Arm w3-2 4,6 0-21
TV(§(A), §(B), §(C)) ' 3—= = 2 £ 2 = 2724 Tv(4,B,0).
3—2 575 1-2

1.7 Ubungsaufgaben

Aufgabe 1.1 (aff. Raum). Sei Y ein affiner Unterraum von X. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:
(@ FirPeYgiltY={AecX:tpacT(Y)}={nu(P):teT(Y)},

(b) T(Y)={tag: A BeY},

(c) Im Falle dim(X),dim(Y) < oo gilt

dim(X) =dim(Y) <= X =Y,

(d) Fiir A,B,C,D € X gilt
tap =tcp <= esgibteint € T(X) mit C = (A), D = ©(B).
Aufgabe 1.2 (aff. Raum). Beweisen Sie Proposition 1.12: Seien A und B zwei verschiedene Punkte in

X. Zeigen Sie, dass der Verbindungsraum von A und B gegeben ist durch die Gerade, die durch A und
B verliuft, also

{A}V{B} = {ti(A) : t € (tag)} und T({A}V{B}) = (tas).
Aufgabe 1.3 (aff. Raum). Sei char(K) # 2. Zeigen Sie, dass dann fiir eine Teilmenge Y C X die
folgenden beiden Aussagen idquivalent sind:
(i) Y ist ein affiner Unterraum von X.

(i)  Zu je zwei verschiedenen Punkten A, B € Y ist AB = {A} V{B} inY enthalten.
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Aufgabe 1.4. Seien

1 0 0
Y, = ((1) ‘R CR® und Yo := (0) +( (1) 'r C RS,
0 1 1

Bestimmen Sie die Menge aller Punkte P € R3, die auf keiner Verbindungsgeraden §51P2 mit P € Y3
und P, € Y, liegen.

Aufgabe 1.5 (aff. Raum). Aufgabe Seien X, Y, Z affine Riume und ¢: X — Y und ¢: Y — Z affine
Abbildungen. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:
(@) (Yog): X — Zist wieder affin und es gilt T(p o ¢) = T () o T(¢).

(b) ¢ ist genau dann injektiv bzw. surjektiv bzw. bijektiv, wenn T (¢) die entsprechende Eigenschaft
hat.

(c) Ist ¢ bijektiv, so ist auch ¢~ ': Y — X affin mit T(¢p~ 1) = T(p) L.
Aufgabe 1.6 (aff. Raum). Zeigen Sie in Verallgemeinerung von (1.7) die folgende Aussage: Sei

(Y, T(Y),0) ein affiner Raum iiber dem Korper K, sei ¢: X — Y eine affine Abbildung und seien
X1, Xo C X zwei affine Unterriume. Gilt dann Xy || Xa, so auch ¢(X1) || ¢(X2).

Aufgabe 1.7 (aff. Raum). Eine bijektive Abbildung ¢: X — X heifit eine Kollineation, wenn fiir
alle Geraden ¢ C X auch ¢(g) C X eine Gerade ist. Zeigen Sie, dass jede Affinitit eine Kollineation ist.

Aufgabe 1.8. Sei ITABCD ein Parallelogramm in einem affinen Raum X iiber einem Korper K der
Charakteristik char(K) # 2.

(a) Seien Py der Punkt mit TV(C,D,P;) = t; € (0,1) und Sy der Schnittpunkt der Geraden AMpc
und ﬁl} Driicken Sie die Teilverhiltnisse TV(A, Mpc, S1) und TV (B, Py, S1) durch den Parame-
ter t1 aus.

(b) Seien P, der Punkt mit TV(A, D, Py) = t, € (0,1) und Sy der Schnittpunkt der Geraden AMpc
und §1—3; Driicken Sie die Teilverhiltnisse TV(A, Mpc, S2) und TV (B, P», Sp) durch den Parame-
ter tr aus.

Pl C

’A
A B

Aufgabe 1.9. Fiir A,t € R? mit ||t|| = 1 definieren wir die Abbildung

RZ — R?,
Ot A
P —P-2-(P-A|t)-t
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Diese beschreibt eine Spiegelung an der Geraden g = {P € R*> : (P — A | t) = 0}. Zeigen Sie die
folgenden Aussagen:

(a) Die Spiegelung oy 4 ist eine Bewegung mit 0}2, 4 = idRe.
(b) Fiir jedes B € R? liisst sich die Translation

R?2 — R?,
TB:
P —P+B
um B als Verkettung zweier Spiegelungen o o und oy o mit A, A',t,t' € R?, ||t| = ||| = 1
und (t,t'\r = R? schreiben.

(c) Fiir A',t' € R?mit ||¢'|| = 1 und (t,t')r = R? ist die Verkettung o} 5 o oy ar eine Drehung. Um
welchen Punkt? Um welchen Winkel?

Dariiber hinaus kann man zeigen, dass eine Bewegung mit genau einem Fixpunkt eine Drehung ist und
sich als Verkettung zweier Spiegelungen schreiben lisst. Eine Bewegung, deren Fixpunktmenge eine
Gerade ist, ist eine Spiegelung. Folgern Sie:

(d) Jede Bewegung des A%(R) liisst sich als Verkettung von hichstens drei Spiegelungen darstellen.
Aufgabe 1.10. Sei AABC ein Dreieck in einem Euklid’schen Raum X mit Innenwinkelgrofien

(a, B,y) und Seitenlingen (a,b,c) sowie D ein von A und B verschiedener Punkt auf der Strecke
AB. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Ist ZCAB ein rechter Winkel, so gilt d(C,D) < a.

(b) Genau dann gilt a = b, wenn auch « = f gilt.

() Giltc=2-d(C,Mpyp), soist ZACB ein rechter Winkel.

Aufgabe 1.11. Sei n > 2 und sei AABC ein Dreieck im euklidischen Standardraum E" mit Innen-
winkelgrifen (a, B,~y) und Seitenlingen (a, b, c). Seien weiter U = % - (a + b+ c) der halbe Umfang

von AABC sowie vol(AABC) = % - sin(vy) der Flicheninhalt von A\ABC, vergleiche auch das
verlinkte Zusatzmaterial.

(a) Zeigen Sie die Heron’sche Formel

vol(AABC)?> =U- (U —a) - (U—-b)-(U—c).

(b) Folgern Sie aus (a) die Abschitzung

(a+0b+c)?
12v/3

und zeigen Sie, dass Gleichheit genau dann gilt, wenn a = b = c gilt, das Dreieck AABC also
gleichseitig ist.

vol(AABC) <

Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis die Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen Mittel
verwenden.
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Aufgabe 1.12. Sei n > 2. Zeigen Sie, dass es im euklidischen Standardraum IE" kein gleichseitiges
Dreieck AABC mit Eckpunkten A, B,C € 72 gibt.

Hinweis: Zeigen Sie induktiv, dass ansonsten die quadrierten Seitenlingen durch eine beliebig grofSe
Potenz von 4 teilbar sein miissten.

Aufgabe 1.13. Sei A ABC ein Dreieck in der euklidischen Standardebene 22, so dass / BC A ein rechter
Winkel ist. Sei weiter A’ :== C + A(A — C) mit einem A € (0,1). Zeigen Sie, dass dann |B — A’|| <
|B — Al gilt.

Aufgabe 1.14. Seien A, B, C drei kollineare Punkte auf der Einheitssphiire S*> C > mit A # C.
Zeigen Sie, dass dann schon B € { A, C} gilt.

Aufgabe 1.15. Eine Teilmenge einer Ebene E C R3, die als Fliche eines Polytops P C R3 vorkommt,
heifit ein konvexes Polygon. Schneiden wir die abgeschlossenen Halbriume aus der Definition von P
jeweils mit der Ebene E, so erhalten wir eine Darstellung des Polygons als endlichen Durchschnitt von
abgeschlossenen Halbflichen. Analog zu Definition 1.70 ist das Innere des konvexen Polygons durch
den Durchschnitt der jeweiligen offenen Halbflichen gegeben. Der Rand des konvexen Polygons zerfillt
offensichtlich (nicht disjunkt) in Ecken und Kanten von P, die wir hier auch die Ecken und Kanten des
konvexen Polygons nennen wollen.

In dieser Aufgabe leiten wir aus der Euler’schen Polyederformel mit dem Satz von Pick einen Satz iiber
den Flicheninhalt konvexer Polygone in der Euklid’schen Standardebene E2 her, wobei wir letztere iiber
eine geeignete Einbettung als Ebene im obigen Sinne auffassen konnen. Die vorkommenden Flichenin-
halte bestimmen wir iiber die aus der Schule bekannte Formel fiir den Flicheninhalt eines Dreiecks und
eine iiberlappungsfreie Zerlequng des konvexen Polygons in Dreiecke, wie das verlinkte Zusatzmaterial
motiviert.

Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Fiir den Flicheninhalt eines Dreiecks /\, dessen Ecken A, B, C in 7> liegen und auf dessen sonsti-
gen Rand und in dessen Inneren keine Punkte von Z* vorkommen, gilt stets
1

1(A) ==
vol(A) 5
Hinweis: Zeigen Sie dafiir, dass je zwei der Translationsvektoren tp, tpc,tca eine Basis des Z-
Moduls 7?2 bilden, indem Sie nachweisen, dass die gesamte Ebene % durch ganzzahlige Translate

des durch diese zwei Vektoren aufgespannten Parallelogramms parkettiert wird.

(b) Fiir den Flicheninhalt eines konvexen Polygons I1 C R?, dessen Ecken in 7 liegen, gilt stets
1
VOI(H) = e(H)int + Ee(n)rand -1,

wobei e(11)int die Anzahl der ganzzahligen Punkte im Inneren von 11 und e(I1)4nq die Anzahl der
ganzzahligen Punkte auf dem Rand von 11 bezeichnet.

Hinweis: Unterteilen Sie I1 in Dreiecke, wie sie in Teil (a) behandelt wurden und benutzen Sie die
Euler’sche Polyederformel fiir Netze, wie sie in Schritt 2 des Beweises von Satz 1.75 formuliert ist.
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Aufgabe 1.16. In dieser Aufgabe untersuchen wir die projektive Ebene P?(IFy) iiber dem Korper T,
mit zwei Elementen.

(@) Bestimmen Sie alle Punkte in P?(TF,). Wie viele gibt es?

(b) Aus wie vielen Punkten besteht eine Gerade in P?(IF,)? Bestimmen Sie konkrete Werte fiir die
Eckpunkte A, B, C, D, E, F in der folgenden Abbildung, sodass Punkte auf derselben Linie Punkten
in einer projektiven Geraden entsprechen:

Aufgabe 1.17. Ist ¢ C P2(R) eine Gerade, so gibt es nach Beispiel 1.87 reelle Zahlen ag, ay, as, nicht
alle Null, mit

g={(x0:x1:x) € P2(R) : agxo + a1xq + axxy = 0}.

Der Punkt P(g) := (ap : a1 : ap) € P2(R) ist dabei durch g eindeutig festgelegt. Zeigen Sie die
folgenden Aussagen:

(@) Zu zwei voneinander verschiedenen Geraden g1 # g C P?(R) sind auch die zugehirigen Punkte
P(g1) und P(g2) voneinander verschieden.

(b) Haben gegebene Geraden g1, $2, 83 C P?(R) einen gemeinsamen Schnittpunkt, so liegen die Punk-
te P(g1), P(g2), P(g3) auf einer gemeinsamen Geraden.

Aufgabe 1.18. Seien

P(X1,X2) = a1 X? + apn X3 + a1 X1 X 4 ag1 X1 + app X + ago,
P(Xo, X1, X2) = al1X? + ap X3 4 13X Xo + ag Xo X1 + agp X0 X2 + ag0 X3

Polynome mit reellen Koeffizienten und agoay; < 0. Zeigen Sie, dass die Nullstellenmenge
X = {@) € R?: P(x1,x2) =0}
2
genau dann ein Kreis'*ist, wenn der Durchschnitt von

X = {(Xo tX1 xz) S IPZ((D) :P(xo,xl,xz) = 0}

mit der unendlich fernen Hyperebene H := {(xo : x1 : x2) € P?(C) : xo = 0} genau aus den
Punkten (0 :1: i) € P?(C) besteht.

14Ein Kreis in A%(R) ist natiirlich die Menge aller Punkte, die zu einem gegebenen Punkt M € R? einen gegebe-
nen euklidischen Abstand r > 0 haben.
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Aufgabe 1.19. Seien Z1,Z, zwei projektive Unterriume von P3(R). Diskutieren Sie das mogliche
Schnittverhalten von Zy und Z, in den folgenden Fiillen und vergleichen Sie dieses mit dem moglichen
Schnittverhalten von affinen Unterriiumen entsprechender Dimension von A3(R):

(i)  Z ist eine projektive Gerade und Z, eine projektive Ebene.
(ii)  Z1 und Z; sind beides projektive Ebenen.
Aufgabe 1.20 (proj. Raum). Seien Z1,Z, C P (V) projektive Unterriume gleicher Dimension und

sei ¢: Z1 — Z eine Projektivitit mit ¢|; 7, = idy, N z,. Zeigen Sie, dass dann ¢ bereits eine
Zentralprojektion ist.



KAPITEL 2

Inzidenzgeometrie

In diesem Kapitel und den Kapiteln 3 und 4 werden wir die ebene Geometrie nach Euklid
in moderner Form streng axiomatisch einfiihren. In Abgrenzung zur Analytischen Geometrie
aus Kapitel 1 spricht man hierbei von der Synthetischen Geometrie. Im Grofsen und Ganzen
folgen wir der Darstellung aus den Grundlagen der Geometrie von Hilbert aus dem Jahr 1899.
Die Ausformulierung der Axiome im Detail ist allerdings an keine bestimmte Quelle angelehnt,
sondern von uns auf Ubersichtlichkeit und gute Verstandlichkeit hin optimiert. Um die hierbei
verwendete Herangehensweise kennenzulernen und um besser Vergleiche zur Analytischen
Geometrie anstellen zu konnen, studieren wir in diesem Kapitel zundchst deutlich allgemeiner
Inzidenzebenen und affine Ebenen.

2.1 Inzidenzebenen

Definition 2.1. Ein Paar (P, G) aus einer Menge P und einer Menge G von Teilmengen von P
heif$t eine Ebene. Die Elemente von P nennen wir die Punkte, die Elemente von G die Geraden
von (P, G).

Um in einer gegebenen Ebene (P, G) geometrische Sachverhalte beschreiben zu konnen, fithren
wir dort eine Reihe von Sprechweisen ein. Genauer sagen wir:
¢ Ein Punkt A € P liegt auf einer Geraden g € G bzw. g geht durch A, falls A € g gilt.

¢ Ein Punkt A € P ist ein Schnittpunkt von zwei Geraden g,h € G, falls A im Mengen-
durchschnitt ¢ N h liegt.

¢ Eine Teilmenge M C P mit mindestens 3 Elementen ist kollinear, falls es eine Gerade
g € Gmit M C g gibt.

* Drei Punkte A, B, C € P sind in allgemeiner Lage, falls { A, B, C} nicht kollinear ist, es also
kein ¢ € G mit A, B, C € g gibt.

77
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e Zwei Geraden g, h € G sind parallel, in Zeichen g || h, falls g = hoder g N h = @ gilt.

In unserer Vorstellung sind Geraden keine beliebigen Teilmengen der Punktemenge P einer
Ebene, sondern gentigen bestimmten Anforderungen. Diese formulieren wir nun:

Definition 2.2. Eine Ebene (P, G) heifit eine Inzidenzebene, falls die folgenden Inzidenzaxiome
erfiillt sind:

(I;) Durch je zwei verschiedene Punkte A # B € P existiert genau eine Gerade in G. Diese heifit
die Verbindungsgerade AB von A und B.

(L) Auf jeder Geraden liegen mindestens zwei Punkte.

(I3) Es gibt drei Punkte in allgemeiner Lage.

Fiir ,Sei (P, G) eine Inzidenzebene.” schreiben wir kiinftig auch kurz ,(I)”.

Die erste Frage, die wir uns nun stellen, ist, ob es ein Modell fiir eine Inzidenzebene gibt, also
eine Ebene (P, G), welche die Axiome (1), (Ix) und (I3) erfillt:

Beispiel 2.3. Aufgrund von (I3) enthilt jede Inzidenzebene mindestens drei Punkte A, B, C. Das Paar

(P,G) := ({A,B,C}, {{4,B},{A,C},{B,C}})

erfiillt aber offensichtlich die Inzidenzaxiome. Fiir P = {A, B, C} gibt es keine andere Teilmenge G C
P(P), fiir die das stimmt,

denn: Wir untersuchen die Teilmengen von P = {A, B, C} systematisch: Nach (I3) gilt P ¢ G. Mit
(L) folgt {A, B}, {A,C},{B,C} € G. Nach (I) gilt schliefllich @,{A},{B},{C} ¢ G. #

C

A B
X

14

Wir beweisen nun erste Eigenschaften von Inzidenzebenen und zeigen so, dass man bereits in
dieser Allgemeinheit Geometrie betreiben kann:

Proposition 2.4 (I). Je zwei nichtparallele Geraden g und h haben einen eindeutig bestimmten
Schnittpunkt, den wir ab sofort mit g A h bezeichnen wollen.

Beweis. Aus g }t h folgt definitionsgemaf ¢ N i # @. Lagen zwei verschiedene Punkte A, B in
g N h, so folgte mit (I;) die Gleichheit g = AB = h, was im Widerspruch zu g } h steht. O
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Proposition 2.5 (I). Fiir je drei Punkte A, B,C € P mit A # Bund A # C gilt die Aquivalenz

Cejﬁ — fﬁfé:?ﬁ.

Beweis. Gilt C € AB, so geht die Gerade AB durch die beiden Punkte A und C. Nach (L) folgt
AB = AC. Tst umgekehrt AB = AC, so gilt offensichtlich C & AC = AB. O

Proposition 2.6 (I). (a) Fiir jede Gerade g € G gibt es einen Punkt A € Pmit A ¢ g.
(b) Fiir jeden Punkt A € P gibt es eine Gerade g € G mit A & g.

Beweis. Gébe es eine Gerade ¢ € G, die durch alle Punkte in P geht, so gidbe es im Wider-
spruch zu (I3) in P keine drei Punkte in allgemeiner Lage. Es gibt also fiir jede Gerade aus G
mindestens einen Punkt A € P, durch den g nicht geht. Das ist Behauptung (a).

Zum Beweis von Behauptung (b) sei A € P fest gewihlt. Nach (I3) gibt es dann ein B €
P\ {A} und nach (1) auch die Verbindungsgerade AB. Nach Teil (a) existiert weiter ein Punkt
C € P~ AB. Mit Proposition 2.5 folgt zundchst AB #* BC und daraus schliefllich A ¢ BC. [

Abschliefiend fiir diesen Abschnitt zeigen wir nun, dass jede affine Ebene X im Sinne von
Abschnitt 1.1 iiber einem beliebigen Korper K die Struktur einer Inzidenzebene tragt:

Satz 2.7. Sei X eine affine Ebene iiber einem beliebigen Korper K im Sinne von Abschnitt 1.1.
Dann ist (Px, Gx) eine Inzidenzebene, wobei die Punktemenge durch Px := X gegeben sei und die
Geradenmenge Gx durch die Menge der affinen Geraden in X.

Beweis. Fiir je zwei Punkte A # B € X ist die Verbindungsgerade!® AB € G nach Proposition
1.12 eine Gerade durch A und B. Umgekehrt enthilt jede Gerade ¢ € Gk durch A und B den

eindimensionalen affinen Unterraum AB und muss aus Dimensionsgriinden dann mit diesem
tibereinstimmen, so dass wir das erste Inzidenzaxiom (I;) nachgewiesen haben.

Zum Nachweis von (I;) bemerken wir, dass jede affine Gerade in X als eindimensionaler affiner
Unterraum von X dieselbe Kardinalitdt wie K hat und insbesondere mindestens zwei Punkte.

Da jede affine Basis von X aus drei Punkten in allgemeiner Lage besteht, gilt schliefflich auch
(Is). O

Bemerkung 2.8. In einer affinen Ebene X im Sinne von Abschnitt 1.1 ist der Begriff der Paralle-
litat von Geraden nun doppelt definiert:

* wie in diesem Abschnitt: g || h <= gNh = Qoder g =h,

15Gemeint ist hier die Verbindungsgerade der Punkte A, B € A?(R) wie in Definition 1.11. Indem wir nun (I)
nachweisen, zeigen wir, dass diese gerade die Verbindungsgerade im Sinne von Definition 2.2 ist.
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* via Definition 1.16 fiir affine Unterriume: g || h <= T(g) = T(h).
Diese Definitionen sind dquivalent,

denn: Ist ¢ N h = ©, so sind g, h nach Bemerkung 1.17 parallel im Sinne von Definition 1.16 und
im Fall g = h sind sie dies offensichtlich auch. Ist umgekehrt g N h # @ und g # h, so gilt

0 =dim(gNh) =dimT(g N h) = dim(T(g) N T(h))

und also T(g) # T(h), so dass g und h nicht parallel im Sinne von Definition 1.16 sind. #

Definition 2.9. Seien (P, G) und (P, G) zwei Inzidenzebenen. Eine bijektive Abbildung ¢: P —
P heifit ein Isomorphismus von Inzidenzebenen, wenn sie Geraden auf Geraden abbildet, wenn
also

¢(g) € G firalleg € G

gilt. Im Fall (P,G) = (P, G) heifit ¢ hierbei ein Automorphismus von (P, G). Die Menge der
Automorphismen von (P, G) wird mit Aut(P, G) bezeichnet.

Nach Ubungsaufgabe 2.2 ist fiir beliebige Inzidenzebenen (P,G) und (P,G) mit ¢: P — P
auch ¢~ !: P — P ein Isomorphismus. Insbesondere ist fiir eine beliebige Inzidenzebene (P, G)
die Menge Aut(P, G) mit der Hintereinanderausfiihrung als Verkniipfung eine Gruppe.

Beispiel 2.10. Nach Satz 1.35 gibt es fiir jede affine Ebene X iiber einem Korper K im Sinne von
Abschnitt 1.1 eine Affinitit ¢: X — A2(K). Diese ist bijektiv und bildet Geraden auf Geraden ab;
insbesondere ist sie ein Isomorphismus von Inzidenzebenen.

2.2 Affine Ebenen

Wie wir in Abschnitt 2.1 gesehen haben, konnen wir schon in Inzidenzebenen Geometrie betrei-
ben. Wir beschranken nun die Anzahl moglicher Parallelen und studieren die Auswirkungen:

Definition 2.11. Sei (P, G) eine Ebene. Dann lautet das schwache Parallelenaxiom

(p) Ist A € Pein Punkt und g € G eine Gerade, dann gibt es hichstens eine Gerade h € G mit
h| gund A€ h.

und das starke Parallelenaxiom

(P) Ist A € Pein Punkt und ¢ € G eine Gerade, dann gibt es genau eine Gerade h € G mit
h| gund A€ h.

In beiden Fillen bezeichnen wir die eindeutige Parallele zu g durch A als pg A.

Definition 2.12. Eine Inzidenzebene (P, G), die das starke Parallelenaxiom erfiillt, heifSt eine affi-
ne Ebene. Fiir ,,Sei A = (P, G) eine affine Ebene.” schreiben wir kiinftig auch kurz ,(aff. Ebene)”.
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Beispiel 2.13. (a) Die dreipunktige Inzidenzebene aus Beispiel 2.3 erfiillt (P) nicht, da in ihr keine
zwei Geraden zueinander parallel sind. Jede affine Ebene hat also mindestens vier Punkte.

(b) Es gibt eine vierelementige affine Ebene, namlich das Paar

(P,G) = ({A,B,C,D}, {{A,B},{A,C},{A,D},{B,C}, {B,D},{C,D}}),

denn: Die Inzidenzaxiome sind schnell iiberpriift. Zum Beweis von (P) betrachten wir ein P € P
und ein § € G. Im Fall P € g ist nach Definition g selbst die eindeutig bestimmte Parallele. Im
Fall P ¢ g benotigen wir noch einen Punkt aus P~ (g U {P}) auf der Parallele, da diese nach (I,)
zwei verschiedene Punkte auflerhalb von g enthalten muss. Offensichtlich ist in diesem Fall also
P \ g die eindeutig bestimmte Parallele. #

C

A B

(c) Affine Ebenen im Sinne von Abschnitt 1.1 sind affine Ebenen im Sinne von Definition 2.12,

denn: Nach Satz 2.7 geniigt es, das starke Parallelenaxiom (P) nachzuweisen. Seien dazu X eine
affine Ebene im Sinne von Abschnitt 1.1, P € Px = X und ¢ € Gx. Die Existenz einer zu §
parallelen Geraden durch P haben wir bereits im Kontext von Parallelprojektionen durch unsere
Voriiberlequngen zu Proposition 1.26 eingesehen: In der dortigen Notation ist

W(P)={AeX:tpacT(g)}
eine zu g parallele Gerade durch P. Ist h eine weitere Parallele zu g durch P, so gilt
h={w(P):veT(h)}={w(P):veT(g)} =W(P)
nach Ubungsaufgabe 1.1. #
Die Umkehrung dieser Aussage gilt nicht.
Eine Menge von Axiomen heif3t unabhingig, wenn sich keines davon aus den anderen herleiten
lasst. In unserer Situation gilt
e Die Axiome (I1), (L), (Is) und (p) sind unabhéngig voneinander.

e Die Axiome (1), (I»), (I3) und (P) sind nicht unabhéngig voneinander. Genauer folgt
aus (1), (Is) und (P) bereits (Ip).

Ein Beweis hierfiir findet sich im verlinkten Zusatzmaterial. Natiirlich ist die Uberpriifung
der Unabhingigkeit nach jedem Hinzufiigen weiterer Axiome wieder interessant. Da dabei
allerdings der Aufwand explodiert, werden wir diese Fragestellung nicht weiter verfolgen.
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Proposition 2.14 (aff. Ebene). Parallelitiit ist eine Aquivalenzrelation auf G.

Beweis. Da aus ¢ = h insbesondere g ||  folgt, ist Parallelitit reflexiv.

Parallelitét ist zudem auch symmetrisch, denn fiir beliebige g,/ € G gilt

gllh < (g=hodergNh=0) <= (h=goderhNg=0) < h|g.

Um zu zeigen, dass Parallelitdt auch transitiv ist, betrachten wir drei Geraden f,g,h € G mit
f |l gund g || h. Zu zeigen ist f || h. Da wir sonst schon fertig sind, konnen wir dabei ohne
Einschrankung annehmen, es gebe einen Punkt A € f N h. Dann liegt A auf den zwei zu g
parallelen Geraden f und h. Wegen der Eindeutigkeitsaussage im starken Parallelenaxiom (P)
stimmen daher f und # iiberein; insbesondere gilt, wie verlangt, f || h. O

Definition 2.15 (aff. Ebene). Fiir eine Gerade § € G heifst die Aquivalenzklasse

§l:=={heG:h]g}

das Parallelenbiischel zu g;'° insbesondere ist so die Menge G eine disjunkte Vereinigung von
Parallelenbiischeln. Fiir einen Punkt A € P heif$t die Menge

A*:={heG:Ach}

das Geradenbiischel durch A.

g7z

Definition 2.16. Ein Isomorphismus im Sinne von Definition 2.9 zwischen zwei affinen Ebenen
heifit ein affiner Isomorphismus. Ein Automorphismus einer affinen Ebene heifit ein affiner Au-
tomorphismus. Die Menge der affinen Automorphismen einer gegebenen affinen Ebene A wird
mit Aut(A) bezeichnet.

Beispiel 2.17. A%(IF,) ist eine affine Ebene mit den vier Punkten (g), (%), (g), (%) und ist mit einer
beliebigen bijektiven Zuordnung von Punkten zur affinen Ebene aus Beispiel 2.13 (b) affin isomorph.

16ygl. auch Satz 1.93
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2.3 Ubungsaufgaben

Aufgabe 2.1 (proj. Raum). Seidim(V) = 3 und bezeichne Gp v die Menge der projektiven Geraden
inP(V). Zeigen Sie, dass (P(V'), Gp(v)) eine Inzidenzebene ist und untersuchen Sie dort die Giiltigkeit
der Parallelenaxiome (p) und (P).

Aufgabe 2.2 (I). Sei (P, G) eine Inzidenzebene und ¢: P — P ein Isomorphismus von (P, G) nach
(P, G). Zeigen Sie, dass dann auch ¢~ ein Isomorphismus von Inzidenzebenen ist.

Aufgabe 2.3. Zeigen Sie, dass die beiden Inzidenzebenen in Beispiel 2.13 auch das schwache Paralle-
lenaxiom erfiillen. Geben Sie eine Inzidenzebene mit fiinf Punkten an, die das Axiom (p) nicht erfiillt.
Aufgabe 2.4 (aff. Ebene). Sei A = (P, G) eine affine Ebene. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:
(a) Seien g, h € G mit g }t h. Dann ist die Abbildung
» { 1 =g,
foomfng
wohldefiniert und bijektiv.
(b) Seien g, h € G mit g # h. Dann gibt es eine Gerade f € G mit f }f g und f }f h.

(c) Fiir g, h € G gibt es eine bijektive Abbildung ¢: § — h; g und h sind also als Mengen gleich-
miichtig.

Hinweis: Benutzen Sie (a) und (b).
Aufgabe 2.5 (aff. Ebene). Sei A = (P, G) eine affine Ebene. Nach Aufgabe 2.4 sind alle Geraden in

G gleichmiichtig. Diese Michtigkeit heifit die Ordnung der affinen Ebene A. Im Folgenden sei A eine
affine Ebene von endlicher Ordnung n. Nach (1) gilt n > 2. Zeigen Sie:

(a) Jedes Geradenbiischel besteht aus n + 1 Geraden, durch jeden Punkt gehen also n + 1 Geraden.
(b) Es gibt n + 1 Parallelenbiischel.

(c) Jedes Parallelenbiischel besteht aus n Geraden, zu jeder Geraden gibt es also n Parallelen.

(d) Esgilt |G| =n(n+1).

(e) Esgilt |P| =n>

Aufgabe 2.6 (aff. Ebene). Scien A = (P, G) eine affine Ebene und ¢: P — P ein affiner Isomorphis-
mus. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Fiiralle A # B € P gilt q)(zﬁ) = ¢(A)p(B).
(b) Punkte A, B,C € P sind genau dann kollinear, wenn ¢(A), ¢(B), ¢(C) € P kollinear sind.

© ¢(G):={e(g) |§€ G} =G
(d) Fiir parallele Geraden g || h € G gilt ¢(g) || ¢(h).



KAPITEL 3

Hilbertebenen

In diesem Kapitel fithren wir zunédchst ausgehend vom Begriff der Inzidenzebene aus Kapitel
2 mit den Anordnungsaxiomen und den Kongruenzaxiomen fiir Strecken und Winkel weite-
re Klassen von Axiomen ein. Auf diese Weise erhalten wir in Abschnitt 3.3 das Konzept der
Hilbertebene. In solchen kénnen wir eine Reihe klassischer geometrischer Satze synthetisch
beweisen. Es stellt sich jedoch heraus, dass manche Aussagen — darunter auch einige aus der
Schulmathematik bekannte — im Kontext von Hilbertebenen nicht allgemein richtig sind. Wir
werden diesen Missstand in Kapitel 4 durch Hinzunahme zweier weiterer Axiome beheben.

3.1 Die Anordnungsaxiome

In diesem Abschnitt fithren wir in einer Inzidenzebene (P, G) Axiome ein, vermoge derer wir
angeben konnen, wie gegebene kollineare Punkte auf ihrer gemeinsamen Verbindungsgeraden
angeordnet sind. Hierfiir benotigen wir eine Reihe von Sprechweisen:

* Seien M, C P x P x P eine fest gewdhlte Teilmenge und A, B,C € P drei Punkte. Liegt
das (angeordnete) Tripel (A, B,C) in M,, so sagen wir, der Punkt B liegt beziiglich der
Anordnung « zwischen A und C, und schreiben A x B % C.

* Seien ¢ € G eine Gerade und A, B € P \ g zwei Punkte. Falls es einen Punkt auf g gibt,
der zwischen A und B liegt, so sagen wir, A und B liegen auf verschiedenen Seiten von g,
und schreiben A | B. Andernfalls sagen wir, A und B liegen auf derselben Seite von g,
und schreiben AB|,.

Dieses Konzept einer Anordnung ist noch sehr allgemein gefasst; entgegen unserer naiven geo-
metrischen Vorstellung ist es etwa moglich, dass von drei Punkten A, B,C € P jeder zwischen
den jeweils anderen beiden liegt. Wir fordern daher prézisierend die folgenden Axiome:

84
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Definition 3.1 (I). Das Tripel (P, G, %) erfiillt die Anordnungsaxiome, falls gilt:
(A1) Gilt A,B,C € P mit AxBxC, sosind A, B,C kollinear, paarweise verschieden und es gilt

CxBx A.
(Ap) Fiir je zwei Punkte A # B € P gibtes P,Q,R € iﬁmitP*A*B,A*Q*BundA*B*R.

R
%
P

(As) Sind A,B,C € P paarweise verschieden und kollinear, so gibt es unter diesen drei Punkten
genau einen, der zwischen den beiden anderen liegt.
(A4) Fiir jede Gerade g € G und alle Punkte A,B,C € P \ g gilt
— Aus AB|q und BC|, folgt AC|,.
— Aus A |¢ Bund B | C folgt AC|,.

‘A
‘B

Fiir ,Sei (P, G) eine Inzidenzebene, die zusammen mit der Anordnung x die Anordnungsaxiome
erfiillt.” schreiben wir kiinftig auch kurz ,,(I + A)”.

Die Anordnungsaxiome (A1) und (Aj3) sorgen dafiir, dass wir uns Geraden in einer Inzidenze-
bene tatsdchlich so vorstellen konnen, wie wir das gerne titen. Axiom (A;) ist eine Reichhaltig-
keitsaussage, die erzwingt, dass es in jeder Inzidenzebene mit Anordnungsaxiomen unendlich

viele Punkte gibt, vgl. Ubungsaufgabe 3.2. Axiom (Aj4) hat zur Folge, dass wir in der folgenden
Proposition 3.2 das Konzept der Seiten einer Geraden sinnvoll einfithren konnen:

Proposition 3.2 (I + A). Fiir eine beliebige Gerade § € G ist __|q eine Aquivalenzrelation auf
P \ g. Es gibt genau zwei Aquivalenzklassen S1(g) und S»(g), die Seiten von g. Insbesondere gilt

P =gUSi(g) USag)-

S8

Sy(8)

Abbildung 3.1: Nach (A;) und (A4) hat g Seiten, nach (Az) und (A4) genau zwei Stiick.
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Beweis. Zum Beweis der Reflexivitdat von __|, betrachten wir A € P\ g. Da fiir einen beliebigen
Punkt P € g die drei Punkte A, P, A nicht paarweise verschieden sind, folgt mit (A7), dass es
kein P € g mit A « P x A gibt. Nach Definition gilt also AA|,.

Um die Symmetrie von __|, zu zeigen, betrachten wir zwei Punkte A, B € P \ ¢ mit AB|,. Es
gibt kein P € g mit A x P x B und nach (A;) also auch kein P € ¢ mit Bx P x A. Es folgt BA|,.

Die Transitivitit von __|, ist schliefSlich gerade die erste Aussage von (Ay).

Insgesamt wissen wir jetzt also, dass | ¢ eine Aquivalenzrelation ist. Es gibt beztiglich | q
genau zwei Aquivalenzklassen,

denn: Nach Proposition 2.6 bzw. (I;) gibt es Punkte A € P \ g bzw. B € g. Nach (A,) gibt es
ein R € AB mit A B* R, so dass A |¢ R gilt und es mindestens zwei Seiten von g gibt.

4 g

R

B

Seinun P € P\ g von A und von R verschieden. Gilt P |, A, so folgt mit der zweiten Aussage
von (Ay) sofort PR|,. Ein beliebiger Punkt P liegt also stets auf derselben Seite von g wie A
oder wie R, so dass es nicht mehr als zwei Seiten von g gibt. #

O]

Beispiel 3.3. Wir fiihren nun eine Anordnung x in der affinen Standardebene A%(R) ein, fiir welche
dort die Anordnungsaxiome erfiillt sind. Wir setzen

Gr := {g affine Gerade in A’(R)} = {gpo := P+ (v)r : P,v € R?,v # 0}.

Wie wir in Proposition 1.39 gesehen haben, ist in A%(R) die Verbindungsgerade AC zweier voneinander
verschiedener Punkte A, C € R? durch

AC={AA+(1-A)C:A€eR}
gegeben. Davon motiviert definieren wir fiir je drei Punkte A, B,C € R?
A*xBxC <= A#Cundesgibtein A € (0,1)mitB=AA+(1—-A)C. (3.1)

Wir geben nun eine Beschreibung der Seiten einer gegebenen Geraden gp , mit P,v € R? und v # 0:
Bezeichnet (- | -) das Standardskalarprodukt auf R?, so nennen wir jeden Vektor n € R? \. {0} mit (v |
n) = 0 einen Normalenvektor von gp ,. Da der Translationsvektorraum einer Geraden eindimensional
ist, ist dieser Begriff wohldefiniert. Wie man schnell nachrechnet, gilt

(neR2~{0}: (n|0) =0} = (v")r ~ {0} mit ot = (;’ _01>v
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Mit (vh)+ = —v folgt
Acgp, <= A-Pc{o)g <= (A-P|vt)=0,
so dass wir die Gerade gp , in ihrer Hesse’schen Normalform
gpo={AER?>: (A-P|ovt) =0} ={AcR>: (A|0v) = (P|ov})} (3.2)
schreiben konnen. Fiir A # B in R? \ gp, gilt nun
A lg,, B <= Esgibtein Q € gp, mit AxQx B.
L4 Eggibtein A € (0,1) mit AA + (1 — A) B € gp..
E2 Esgibtein A € (0,1) mit 0= ((AA+ (1—A)B) — P | ob).
<= Esgibtein A € (0,1)mit0=A-(A—P|ot)+(1—A)-(B—P|ot)
N——— N——
=R~ {0} =:eR~{0}

— R,

<= Es gibt eine Nullstelle A € (0,1) der Abbildung 01]
x = ax + B(1 —x).

<= « und B haben verschiedene Vorzeichen.

[4¢

Die zwei Seiten von gp , sind somit
{AcR?*: (A-P|v") >0} und {AcR?>:(A—P|ot) <0}

Wir nutzen nun diese Beschreibung, um zu zeigen, dass A%(R) zusammen mit der Anordnung x die
Anordnungsaxiome erfiillt; ein Beweis dafiir findet sich im verlinkten Zusatzmaterial.

In Beweisen kommt es oft vor, dass drei paarweise verschiedene, kollineare Punkte gegeben
sind und man statt mit den Seiten einer noch zu konstruierenden Geraden lieber mit den Seiten
des mittleren Punktes argumentieren mdochte. Dieses Vorgehen legitimieren wir nun:

Definition 3.4 (I + A). Seien A, B, P € P kollinear mit A, B # P. Im Fall A x P x B sagen wir, A
und B liegen auf verschiedenen Seiten von P, und schreiben A |p B. Andernfalls sagen wir, A
und B liegen auf derselben Seite von P, und schreiben AB|p.
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Proposition 3.5 (I + A). Seien A,B,P € P kollinear mit A,B # P. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(i) A wund B liegen auf verschiedenen Seiten von P.
(if) A und B liegen auf verschiedenen Seiten einer von AD verschiedenen Geraden durch P.
(iii) A und B liegen auf verschiedenen Seiten aller von AP verschiedenen Geraden durch P.

Beweis. Aus (iii) folgt (ii), da es nach (I3) und (I;) eine von AP verschiedene Gerade durch P
gibt.

Gelte nun (ii) und sei h # AP eine Gerade durch P mit A | B. Dann gibt es einen Punkt Q € &
mit A x Q x B. Nach Konstruktion ist Q = h A AB =hAAP = P. Es folgt A |p B, also (i).

Gelte schliefilich (i), also A x P x B. Sei h eine beliebige von AP verschiedene Gerade durch P.
Wegen P € h gilt dann A |, B. Wegen der freien Wahl von & haben wir somit (iii) gezeigt. [

Korollar 3.6 (I + A). Sei g € G eine beliebige Gerade. Fiir einen beliebigen Punkt P € g ist dann
__|p eine Aquivalenzrelation auf g . { P}. Es gibt genau zwei Aquivalenzklassen S (P) und S»(P),
die Seiten von P auf §. Insbesondere gilt

g = {P}US1(P)US(P).
Beweis. Klar mit den Propositionen 3.2 und 3.5. O

Definition 3.7 (I). Sei n > 3 eine natiirliche Zahl. Gilt A; x Ajx Agfiirallel <i <j<k<n,
so schreiben wir einfacher Ay % ... x Ay.
Proposition 3.8 (I + A). (a) Fiir beliebige vier Punkte A,B,C,D € P gilt
AxBxCund AxCxD <= B*CxDund AxBxD.
(b) Fiir beliebige vier Punkte A, B,C,D € P gilt
AxB*xCund BxCxD =— AxBxDund AxCxD.
(c) Sein > 3 eine natiirliche Zahlund seien Ay, ..., A, € P. Dann gilt

Ajx Ajp1 % Aigp fiiralleie {1,...,n -2} <= Aj*...xAp.

Beweis. Die Beweise der drei Teilbehauptungen sind einander sehr dhnlich. Wir beweisen hier
nur Aussage (b) und verweisen fiir den Rest auf Ubungsaufgabe 3.1
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Es gelten A x Bx C und B+ C x D. Nach (A;) sind dann die Punkte A, B, C und B, C, D jeweils
kollinear, so dass dies auch auf die vier Punkte A, B, C, D zutrifft. AuSerdem sind wieder nach
(A7) die Punkte A, B,C und B, C, D jeweils paarweise verschieden. Da aus A = D sofort A x
B x C und B+ C + A folgte, was nach (Aj3) nicht sein kann, sind die vier Punkte A, B, C, D auch
paarweise verschieden.

Wegen unserer Voraussetzungen A x Bx C und Bx C x D gelten A |p C und CD|. Mit Korollar
3.6 folgt A |g D, also A x B D. Wieder wegen unserer Voraussetzungen A « Bx Cund BxCx D
gelten AB|c und B |¢ D. Mit Korollar 3.6 folgt A |¢ D, also A+ C x D. d

Bemerkung 3.9. Eine dquivalente Formulierung des zweiten Anordnungsaxioms (Ay) ist
(AL) Fiir je zwei Punkte A # B € P gibt es Punkte P, Q, R € AB mit Px A%xQxB*R,
denn: (A}) folgt vermoge Teil (a) von Proposition 3.8 aus (Ajy). Die andere Richtung ist trivial. #

Definition 3.10 (I + A). Seien A # B € P zwei verschiedene Punkte. Dann heif$en die Mengen

AB:={Pec AB: AxP+B} U{A,B} die Strecke AB mit den Endpunkten A, B,
AB = {P € AB: A+P%BV AxBx P}U{A,B} der Strahl AB mit dem Ausgangspunkt A.

A/B A/B/

Zuwei Strahlen AB und AC heiflen entgegengesetzt, falls A zwischen B und C liegt. Wird im
Folgenden eine der Notationen AB oder AB verwendet, ohne dass wir ausdriicklich A # B voraus-
setzen, so ist dies an dieser Stelle als implizit angenommen zu verstehen.

Proposition 3.11 (I + A). Fiir je zwei verschiedene Punkte A, B € P gilt:

AB=BA und ABN BA = AB.

Beweis. Die erste Aussage folgt unmittelbar aus (A;). Im Beweis der zweiten Aussage folgt
die Inklusion ,, O unmittelbar aus Definition 3.10. Sei fiir die andere Inklusion P ein beliebiger
Punkt aus AB N BA. Da sonst nichts zu zeigen ist, konnen wir ohne Einschrankung P ¢ {A, B}
annehmen. Mit P € AB gilt

AxPxB oder AxBxP,

so dass A, B, P kollinear und paarweise verschieden sind. Mit P & Iﬂ gilt aber auch

BxPxA oder BxAxP.
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Falls A x P x B nicht gilt, kann nach (A;) auch B x P x A nicht gelten. Es folgt, dass dann sowohl
A% Bx P als auch B x A x P gelten miissten, was ein Widerspruch zu (A3) wire und deshalb
nicht sein kann. Es folgt also A x P x B, also P € AB, was zu zeigen war. O

Proposition 3.12 (I + A). Fiir drei Punkte A, B,C € P mit B A x C gilt:

AB = ABUAC und A—B>ﬂzﬁ:{A}.

Beweis. Zum Beweis der ersten Behauptung sei P € AB ~. AB. Nach Definition 3.10 und (As)
gilt dann P |4 B. Wir kénnen ohne Einschriankung P # C annehmen, da P sonst definitionsge-
maf schon auf zﬁ lage. Es sind dann A, P, C drei kollineare, paarweise verschiedene Punkte.
Wegen P |, Bund B |4 C gilt PC| 4. Es folgt P € AC.

Zum Beweis der zweiten Behauptung betrachten wir einen Punkt P € AB N AC. Dieser ist
nach Definition entweder gleich A oder es gilt sowohl PB|4 als auch PC| 4. Da letzteres auf-
grund der Voraussetzung B x A x C nicht moglich ist, folgt die Behauptung. O

Satz 3.13 (Satz von Pasch, I + A). Seien A,B,C € P drei Punkte in allgemeiner Lage und id
g € G mit g N AB = {P} fiir ein P € P mit A P x B. Dann schneidet g eine der Strecken AC
und BC. Im Fall C & g schneidet g genau eine der beiden Strecken.

C /8

A i B

Beweis. Da fiir C € g nichts zu zeigen ist, konnen wir ohne Einschrankung C ¢ ¢ annehmen.
Wegen A« PxBgilt A |, Bund also entweder CA|; oder CB|;. Da sich diese beiden Situationen
durch eine Umbenennung von A in B und umgekehrt ineinander {iberfiihren lassen, konnen
wir ohne Einschrinkung annehmen, es gelte CA[,. Dann folgt B |; C, so dass es also einen
Punkt Q € ¢ mit B x Q » C gibt. Dieser Punkt Q liegt nach Konstruktion im Durchschnitt
g N BC, der somit nicht leer sein kann. Andererseits gilt AC|g, so dass es keinen Punkt R € g
mit A x R x C gibt, der Durchschnitt ¢ N AC ist also leer. O

3.2 Die Kongruenzaxiome fiir Strecken

Wir haben im letzten Abschnitt den Begriff der Strecke eingefiihrt, haben bislang aber noch
keine Moglichkeit, solche miteinander zu vergleichen. Wir fithren daher den Begriff der Kon-
gruenz von Strecken als Relation = auf der Menge S aller Strecken in (P, G, x) ein:
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Definition 3.14 (I + A). Das 4-Tupel (P, G, *, =) erfiillt die Kongruenzaxiome fiir Strecken,
wenn gilt:

(Ky) istauf S eine Aquivalenzrelation.

(K2) Sind A # B € Pund A’ # C' € P, so gibt es genau ein B’ € A A'C mit AB = A'B'.

/ o
A/ /

Man sagt, eine beliebige Strecke lisst sich auf einen beliebigen Strahl abtragen.

(K3) Sind A,B,C,A’,B’,C" € Pmit AxBxC, A’xB'xC' und AB = A’B/, BC = B/C/, so gilt

auch AC =2 A'C.
A\ C'
\\\ A’ Bv

Fiir ,Sei (P, G) eine Inzidenzebene, die zusammen mit der Anordnung x die Anordnungsaxiome
und zusammen mit der Relation = auf S die Kongruenzaxiome fiir Strecken erfiillt.” schreiben wir
kiinftig auch kurz ,(I + A + K)”.

Beispiel 3.15. In der affinen Standardebene A%(R) definieren wir unseren Kongruenzbegriff fiir
Strecken wie folgt: Fiir je vier Punkte A, B,C,D € R? mit A # B und C # D setzen wir

AB=CD : d(A B)=d(C,D),

wobei fiir je zwei Punkte A = <Zl) ,B = <Z > in R? die Zahl
2 2

4(A,B) = |B=All = \/(B-A|B=4) = /(s —01)+ (@~ b2 €R

den aus der Linearen Algebra bekannten euklidischen Abstand zwischen A und B bezeichne. Die
affine Standardebene A%(R) zusammen mit diesem Kongruenzbegriff erfiillt die Kongruenzaxiome fiir
Strecken; ein Beweis hierzu findet sich im verlinkten Zusatzmaterial.

Proposition 3.16 (I + A + K). Seien A, B,C € P drei Punkte mit Ax B C und A’,B’,C' € P

drei Punkte mit C' € A'B'. Gilt dann AB = A’B’ und AC = A'C/, so folgt A’ x B' x C' und
BC >~ B/C.

Beweis. Nach Ubungsaufgabe 3.3 gibt es einen eindeutig bestimmten Strahl mit Ausgangs-
s
punkt B’, der dem Strahl B’A’ entgegengesetzt ist. Sei P der nach (K;) existente eindeutige
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Punkt auf diesem Strahl mit B’P = BC. Daraus und aus A’B’ = AB folgern wir mit (K3) die
Kongruenz A’P = AC.

Nun liegen aber sowohl P als auch C’ auf dem Strahl ﬁ , denn fiir C’ ist das vorausgesetzt,
und nach Konstruktion von P gilt A’ x B x P. Da nach Voraussetzung AC = A’C’ gilt, folgt mit
(Ky) unmittelbar A’P = A’C’ und mit der Eindeutigkeitsaussage in (K;) schon P = C'. Das
impliziert A’ x B’ x C' und BC = B/C/, also die Behauptung. O

Definition 3.17 (I + A + K). Seien A, B,C,D € P vier Punkte mit A # Bund C # D. Gibt es
@P € Pﬂit CxPx Dﬂd AB = CP, so sagen wir, die StLecke Astei kleiner als die Strecke
CD, bzw. CD grofSer als AB, und schreiben AB < CD bzw. CD > AB.

Proposition 3.18 (I + A + K). (a) Seien A,B,C,D, A',B',C', D' Punktein P mit A # B, C #
D, A" #B',C’' # D' und AB = A’'B',CD = C'D’. Dann gilt

AB<CD = A'B<C(CD.
(b) Sind A,B,C,D, E, F Punktein P mit A # B, C # D, E # F, dann gilt
AB<CD und CD<EF = AB<EF.
(c) Fiir beliebige A, B,C, D in P mit A # B und C # D gilt genau eine der folgenden Aussagen

AB<CD, AB=CD, AB>CD.

Beweis. Wir zeigen zunichst Behauptung (a). Sei dafiir AB = A’B’ und CD = C'D’, und gelte
AB < CD. Dann existiert ein P € P mit Cx Px D und CP =& AB. Nach (K;) existiert auf C'D'
ein Punkt P’ mit C'P’ = CP = AB = A’B’. Aus Proposition 3.16 erhalten wir C' x P’ x D’ und
damit A’B’ < C'D'.

Aufgrund von (a) und (K;) kénnen wir zum Nachweis von (b) von AB < AC und AC <
AD mit B, C in AD ausgehen. Insbesondere existiert ein C' € P mit A x C' x D und AC! =
AC. Aufgrund von (Kp) ist C' = C, es gilt also A x C = D. Analog ergibt sich A x B x C. Nach
Proposition 3.8 gilt A x Bx D und somit AB < AD.

Zum Nachweis von (c) nehmen wir nach (a) und (K;) ohne Einschrankung AB % AC mit
C e AB an. Wir erhalten entweder A «+ C x B oder A x B x C, was entweder AC < AB oder
AB < AC zur Folge hat. O
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3.3 Die Kongruenzaxiome fur Winkel

Definition 3.19 (I + A). Seien A, B,C € P drei Punkte in allgemeiner Lage. Dann heifSt

/BAC := ABU AC

der Winkel ZBAC, A sein Scheitel und zﬁ, zﬁ seine Schenkel.

(a) (b) (c)

Abbildung 3.2: Wir werden Winkel in Skizzen ab sofort mit einem Bogen wie in (a) darstellen.
Dabei ist anzumerken, dass es fiir jeden Winkel zwei mogliche Wahlen eines solchen Bogens
gibt, von denen wir in der Skizze jeweils einen auswihlen miissen. Gemeint ist unabhingig
von dieser Wahl stets der Winkel selbst. Man bemerke aufserdem, dass die obige Definition
den Nullwinkel (b) und den geraden Winkel (c) ausschliefst.

Proposition 3.20 (I + A). Seien A,B,C € P und A’,B',C’ € P je drei Punkte in allgemeiner
Lage. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

() /BAC = /BA'C,
(ii) A = A’ und entweder (B/ € ABund C' € ITC>) oder (B’ € ACund C' € A_B>)

Insbesondere hat jeder Winkel einen eindeutig bestimmten Scheitel.

Beweis. Unmittelbar mit Definition 3.19 O

Definition 3.21 (I + A). Seien A,B,C,D € P, so dass A, B, C in allgemeiner Lage sind und D

nicht in der Vereinigung der Geraden AB und AC liegt. Wir sagen, D liegt im Inneren von ZBAC
—

oder der Strahl AD liegt zwischen den Strahlen AB und AC, falls DBz und DC|y gilt.

C
‘D

B
Lemma3.22(I+A). (a) Firge G, Acg B¢ gundP € AB~ {A} gilt PB|,.

(b) Seien A, B, C € P drei Punkte in allgemeiner Lage und D € P im Inneren von ZBAC. Dann
schneidet der Strahl AD die Strecke BC, und der Schnittpunkt ist ungleich B, C.
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(c) Seien A,B,C € P in allgemeiner Lage und D & P ein weiterer Punkt, der nicht in der
Vereinigung der Geraden AB und AC liegt. Dann sind iquivalent:
(i) D liegt im Inneren von ZBAC.
(ii) DB|ge und B |45 C.
(iii) DClyp und B |43 C.

Beweis. Zum Beweis von Behauptung (a) diirfen wir ohne Einschrankung P # B annehmen.
Lage P auf g, so ware P der Schnittpunkt von ¢ und PB und somit gleich A. Das hatten wir
aber ausgeschlossen. Gélte P |, B, so gabe es einen Punkt auf ¢ zwischen ihnen. Dieser wire
insbesondere der Schnittpunkt der Geraden g und PB und somit gleich A. Es folgte Px A x B
im Widerspruch zu P € AB und (A3). Es gilt also PB,.

Nun zeigen wir Behauptung (b). Nach (A;) gibt es einen Punkt E € AB mit B+ A x E. Die
Punkte B, C, E sind offenbar in allgemeiner Lage und wegen D ¢ AB schneidet die Gerade
g = AD die Strecke BE genau im Punkt A. Nach dem Satz von Pasch 3.13 schneidet also g
eine der Strecken BC und EC. Nach Wahl von E gilt E |z B. Mit (a) folgt, dass ganz CE ~ {C}
auf der nicht B enthaltenden Seite von AC liegt. Andererseits liegen nach Voraussetzung D
und B auf derselben Seite von AC, also wieder nach (a) auch B und ganz AD ~ {A}. Es folgt
AD N CE = @. Sei nun AF der zu AD entgegengesetzte Strahl. Nach Voraussetzung liegen D
und C auf derselben Seite von AB, also wieder nach (a) auch C und ganz AD ~ {A}. Es folgt,
dass ganz AF ~ {A} auf der anderen Seite von AB liegen muss. Aber EC {E} liegt génzlich
auf derselben Seite von AB wie C, also gilt auch AF N EC = @ und insgesamt, dass g die
Strecke BC schneidet. Ganz dhnlich zeigt man AF 1 BC = @ und somit Behauptung (b).

Fiir Behauptung (c) langt es aus Symmetriegriinden, die Aquivalenz von (i) und (ii) zu zeigen:

* Es gelte (i). Fiir (i) gentigt es dann B |45 C zu zeigen. Aufgrund von (b) existiert der
Schnittpunkt S von AD und BC. Es gilt dann aus B + S x C und somit B lap C.

¢ Gelte umgekehrt (ii). Dann existiert ein S € AD mit B+ S x C. Deshalb gilt SC|43 und
SB|4e- Nach Voraussetzung gilt DB|z. Wir erhalten SD|«z, insbesondere gilt nicht S x

A D. Somit liegt D auf dem Strahl AS. Aus (a) ergibt sich SD|«3 und schliefllich DC|«.
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O]

Wir fithren nun den Begriff der Kongruenz von Winkeln als Relation ~ auf der Menge W aller
Winkel in (P, G, x, &) ein:

Definition 3.23 (I + A + K). Das 5-Tupel (P, G, , =, ~) etfiillt die Kongruenzaxiome fiir Win-
kel, wenn gilt:

(Ky) = ist auf W eine Aquivalenzrelation,
(Ks) Smd AB,CePin allgememer Lage und A" # B’ € P, dann gibt es fiir jede Seite S von

VY e 7 / 7 m
A’B’ genau einen Strahl A'C' mit A'C' C SU{A'} und /B'A'C' ~ ZBAC.

Man sagt, ein beliebiger Winkel lisst sich auf einen beliebigen Strahl abtragen.
(Ke) Sind A,B,C € Pund A’,B',C" € P je drei Punkte in allgemeiner Lage mit

AB~ A'B, ACX=A'C’ und /BAC~ /B A'C/,

so gilt

BC~B'C, /ABC~/A'B'C'’ und /ACB~/A'C'B.

In diesem Fall nennen wir das 5-Tupel (P, G, *, =, ~) auch eine Hilbertebene. Wir werden, wenn
wir im Folgenden eine Hilbertebene einfiihren und nichts anderes sagen, stets diese Notation anneh-
men. Fiir ,Sei (P, G, x, =, ~) eine Hilbertebene.” schreiben wir kiinftig auch kurz ,,(H)”.

Beispiel 3.24. Wir definieren nun in der affinen Standardebene A?(R) zusiitzlich zu der bereits einge-
fiihrten Anordnung = und dem bereits eingefiihrten Kongruenzbegriff = fiir Strecken einen Kongruenz-
begriff ~ fiir Winkel. Dafiir halten wir zuniichst fest, dass der Begriff des Winkels aus Definition 3.19
im Fall der affinen Standardebene A%(R) mit dem Winkelbegriff aus Definition 1.57 iibereinstimmt, so
dass wir auf die in (1.15) eingefiihrte Winkelgrofie zuriickgreifen konnen. Wir definieren jetzt, dass je
zwei Winkel ZABC und ZA'B'C" in der affinen Standardebene genau dann kongruent sind, wenn sie
die gleiche Winkelgrdifie haben:

/ABC ~ /A'B'C’ = 4(A—B,C—B)=4«(A' —B,C' —B). (3.3)

Wir werden spiter zeigen, dass die affine Standardebene A%(R) zusammen mit dieser Kongruenz von
Winkeln den Kongruenzaxiomen fiir Winkel geniigt. Zusammen mit Satz 2.7 und den Beispielen 3.3
und 3.15 folgt daraus, dass A%(R) eine Hilbertebene ist.
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Wir haben nun einen Begriff dafiir, wann zwei Winkel , gleich grofs” sind — wenn sie ndmlich
kongruent sind. Mit dem Begriff des ,, Dazwischenliegens” von Strahlen mit demselben Scheitel
konnen wir auch angeben, wann ein Winkel , groier” bzw. ,kleiner” als ein anderer ist:

Definition 3.25 (H). Seien A, B,C und A’,B',C’ je drei Punkte in P in allgemeiner Lage. Gibt

—_— — —
es einen Strahl A'P zwischen A'B' und A’C' mit ZBAC ~ ZPA’C’, so sagen wir, ZBAC sei
kleiner als /B'A'C' bzw. ZB'A'C’ gréfer als ZBAC, und schreiben ZBAC < ZB'A’C’ bzw.
/B'A'C' > /BAC.

In Ubungsaufgabe 3.5 zeigen wir die folgende Entsprechung von Proposition 3.18:

Proposition 3.26 (H). (a) Sind a,a/,8, € W mit « ~ o« und B ~ B/, so ist genau dann
a < B, wenn o’ < B gilt.

(b) Sindw,B,y € W, so0folgt aus « < Bund B < vy, dass auch a < y gilt.

(c) Fiir zwei Winkel a, B € W gilt genau eine der drei folgenden Aussagen

a<pB, ax~p, a>Pp.

Definition 3.27 (H). Seien A, B,C € P drei Punkte in allgemeiner Lage. Dann heifit das Tripel

AABC := (A,B,C)

das Dreieck mit den Eckpunkten A, B, C. Die Strecken AB, AC, BC heifien die Seiten des Dreiecks
N ABC und die Winkel Z/ABC, /BCA, ZCAB seine Innenwinkel.

Sind A’,B',C" € P weitere drei Punkte in allgemeiner Lage, so heiflen die Dreiecke ANABC und
AA'B'C’ zueinander kongruent, in Zeichen ANABC = ANA'B'C/, falls die jeweils entsprechenden
Seiten und Innenwinkel jeweils kongruent zueinander sind, falls also gilt:

AB=>= AP, AC = A'C, BC = B'C/,
/BAC ~ /B'A'C'", Z/ABC ~ /A'B'C'’, ZACB =~ /A'C'B'.

Wir sagen, ein D € P liegt im Inneren des Dreiecks AABC, wenn D im Inneren seiner drei
Innenwinkel liegt.

Bemerkung 3.28 (H). (a) Die Dreiecke AABC und ABAC sind nicht zwangsliufig kongruent,
denn aus der Kongruenz dieser Dreiecke folgt sofort AC = BC, was nicht fiir jedes Dreieck
zutrifft. In der Literatur findet sich daher oft die Definition des Dreiecks A\ABC als die nicht
geordnete Menge { A, B, C}. Eine solche Festlequng zieht jedoch einen merkbar aufwindigeren
Kongruenzbegriff nach sich, wihrend unsere Notation lediglich eine etwas grifiere Wachsam-
keit erfordert.

(b) Mit Definition 3.21 sehen wir sofort, dass ein Punkt D € P im Inneren von AABC liegt,
wenn er im Inneren von zweien der drei Winkel ZABC, ZBCA, ZCAB liegt.
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Wir konnen nun Axiom (Kg) umformulieren zum SWS-Kriterium
(Ki) Sind A,B,C € Pund A’,B',C’ € P je drei Punkte in allgemeiner Lage mit
AB= A'B', AC=A'C' und /BAC~/B'A'C,
so sind die Dreiecke ANABC und AA'B'C’ kongruent.

Wir leiten nun ein Kriterium fiir die Giiltigkeit des SWS-Kriteriums her und holen dafiir zu-
néchst ein wenig aus:

Bemerkung 3.29. Bei der Definition der fiir die Formulierung der Relationen = und ~ benotigten
Begriffe , Strecke” und ,,Winkel” haben wir die Inzidenz- und Anordnungsaxiome vorausgesetzt.
Rein formal ist dies jedoch nicht notwendig, so dass wir unter Verzicht auf simtliche Axiome be-
reits in einer beliebigen Ebene (P, G) iiber eine Anordnung x und Kongruenzbegriffe = bzw. ~
fiir Strecken bzw. Winkel sprechen und dies wieder als (P, G, x, =, ~) notieren kinnen. Sinnvolle
Siitze lassen sich in einem derart allgemeinen Setting natiirlich nicht zeigen, weshalb wir fiir alle
auftretenden Anwendungen die Inzidenz- und Anordnungsaxiome voraussetzen werden.

Definition 3.30. Eine Bewegung einer Ebene 11 := (P, G, *, =, ~) ist eine bijektive Abbildung
@: P — P mit den folgenden Eigenschaften.

(i)  Fiir alle Teilmengen g C P gilt
eEG <= ¢(g) €G.
(ii)  Fiir je drei Punkte A, B,C € P gilt
AxBxC <= ¢(A) x ¢(B) » ¢(C).
(iii)  Fiir je zwei Punkte A, B € P mit A # B gilt
AB = ¢(A)(B).
(iv)  Fiir je drei Punkte A, B,C € P in allgemeiner Lage gilt
LABC = Zg(A)g(B)g(C).
Die Menge aller Bewegungen in 11 bezeichnen wir mit Bew (IT).

Vereinfachend kénnen wir sagen, dass Bewegungen gerade diejenigen bijektiven Abbildungen
auf P sind, die die bislang von uns eingefiihrte Geometrie im Sinne der Kongruenz unverandert
lassen. Fordern wir, dass = und =~ transitiv sind, so wird Bew (IT) zu einer Gruppe.

Beispiel 3.31. Die Menge Bew((le, GRr, *, =, :)) besteht nach den Propositionen 1.52 und 1.54

genau aus den in Bemerkung 1.62 betrachteten Bewegungen der analytischen Geometrie

RZ — R? .
@: mit M € O2(R) und A € R?.
P —M-P+A
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Definition 3.32. Sei Il = (P, G, x, =, ~) eine Ebene, die die Inzidenz- und die Anordnungsaxio-

me erfiillt. Wir sagen, 11 habe geniigend viele Bewegungen, wenn gilt:

(i)  Fiir je zwei Punkte A, B € P gibt es ein ¢ € Bew(I1) mit p(A) = B.

(i)  Fiir beliebige drei Punkte A,B,C € P mit A # B und A # C gibt es ein ¢ € Bew(IT) mit
¢(A) = Aund q)(A;B>) = AC.

(iii) Fiir jede Gerade g € G gibt es ein ¢ € Bew(I1), so dass zum einen ¢(A) = A fiir alle
A € g gilt und zum anderen A |; ¢(A) fiiralle A € P\ g.

0) 5 G) C.” (iii) A g
A-/—) . AQ_ /((P( 4)

Satz3.33. Seill = (P,
die Axiome (K1), (Ky),
das SWS-Kriterium (K}

i~

G, x, =, ~) eine Ebene, die die Inzidenz- und die Anordnungsaxiome sowie
(Ky), (Ks) erfiillt. Hat dann T1 geniigend viele Bewegungen, so gilt in I1
).

Beweis. Seien A,B,C € Pund A’, B/,C’ € P je drei Punkte in allgemeiner Lage, und gelte
AB= A'B'’, AC= A'C’ und /BAC ~ /B'A'C. (3.4)

Nach Definition 3.32 (i) gibt es ein ¢ € Bew(II) mit ¢;(A) = A’. Da andererseits ¢, bijektiv
ist und Anordnungen und Kongruenzen von Strecken und Winkeln erhilt, konnen wir ohne
Einschrinkung A = A’ annehmen.

Nach Definition 3.32 (ii) gibt es ein ¢, € Bew(IT) mit ¢2(A) = A und q)z(zﬁ) — AB'. Mit
demselben Argument wie oben kénnen wir daher ohne Einschrankung annehmen, dass neben
A = A’ auch B = B/ gilt.

Schlielich gibt es nach Definition 3.32 (iii) ein ¢3 € Bew(II), das die Gerade AB punktweise
festlasst, und fiir das C |43 ¢3(C) gilt. Wieder ohne Einschrankung kénnen wir annehmen,
dass nicht nur A = A’ und B = B’ gelten, sondern auch CC’ |ﬁzﬁ- Unsere Voraussetzungen
(3.4) lauten nun
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(i) 4BAC ~ ZBAC,
(i) AC= AC,
(i) CC'|43-
——
Mit (Ks) folgt aus (i) und (iii) sofort AC = AC!, mit (K7) daraus und aus (ii) die Gleichheit C =
C’. Insgesamt haben wir gezeigt, dass es unter den gegebenen Voraussetzungen eine Bewegung

in Bew(I1) gibt, die das Dreieck AABC auf das Dreieck AA’B’C’ abbildet. Letztere sind also
kongruent, was zu zeigen war. O

Beispiel 3.34. Im verlinkten Zusatzmaterial zeigen wir, dass die affine Standardebene A?(R) zusam-
men mit dieser Kongruenz von Winkeln den Kongruenzaxiomen (K4), (Ks) fiir Winkel gentigt und
gentiigend viele Bewegungen hat. Zusammen mit Satz 3.33, 2.7 und den Beispielen 3.3 und 3.15 folgt
daraus, dass A?(R) eine Hilbertebene ist.

Man kann zeigen, dass jede Hilbertebene geniigend viele Bewegungen hat. Insbesondere kann
man in der Definition einer Hilbertebene das Axiom (Kg) — bzw. das SWS-Axiom (K}) - da-
durch ersetzen, dass man die Existenz gentigend vieler Bewegungen fordert.

3.4 Erganzungswinkel, Gegenwinkel und rechte Winkel

In diesem Abschnitt studieren wir Winkel in Hilbertebenen noch etwas genauer:

Definition 3.35 (H). Seien A, B,C € P drei Punkte in allgemeiner Lage. Seien weiter B',C' € P
mit B' x Ax B und C' x A % C. Dann heiflen ZBAC’ und /B’ AC Erginzungswinkel zu /BAC.
Der Winkel ZB' AC' heifit der Gegenwinkel oder auch der Scheitelwinkel von ZBAC.

Proposition 3.36 (H). Fiir a, p € W und Erginzungswinkel o’ bzw. B’ zu o bzw. zu p gilt
a~p = o ~f;
Ergiinzungswinkel kongruenter Winkel sind also kongruent. Insbesondere sind die Erginzungswin-
kel eines gegebenen Winkels zueinander kongruent.
Beweis. Seien AABC und ADEF Dreiecke mit « = ZBAC und B = ZEDF und seien weiter
B/,C’,E/,F' € P mit
B«AxB, C'xAxC, E'xD%E, F xDxF.


https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/360/play?time=1
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/360/play?time=1
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Die Menge der Ergidnzungswinkel zu « ist dann durch {ZBAC’, ZB'AC} gegeben, die Menge
der Ergdnzungswinkel zu B durch {ZEDF’, ZE'DF}. Wir werden nun zeigen, dass aus « ~
die Kongruenz /B'AC ~ ZE'DF folgt; die anderen Félle ergeben sich nach Umbenennung
ebenso.

Indem wir gegebenenfalls die Punkte E, E/, F durch andere Punkte auf dem jeweils gleichen
von D ausgehenden Strahl ersetzen, konnen wir vermoge (K3) ohne Einschrankung

AB~DE, ACZ=DF und AB = DF’

annehmen.
F
' a ' A
B A B E D E

Mit dem SWS-Kriterium (Kj) folgt aus AB = DE, AC = DF und Z/BAC ~ ZEDF die Kon-
gruenz der Dreiecke AABC und ADEF und insbesondere die Kongruenzen BC = EF und
ZABC ~ ZDEF. Weiter gelten

B'xAxB, E xDxE, AB =DE und ABZ2DE,

so dass nach (K3) auch BB’ = EF’ gilt.

CAFA
B4 B Pk

Wir konnen also wieder das SWS-Kriterium anwenden und erhalteﬂie Kggruenz der Drei-
ecke ABB'C und AEE'F. Hieraus folgen sofort die Kongruenzen B/C = E'F und /AB'C ~
ZDE'F. Zu Beginn des Beweises hatten wir zudem ohne Einschrankung AB’ = DE’ gesetzt.

C F
B A B E D E

Ein letztes Mal kénnen wir das SWS-Kriterium (K}) anwenden und erhalten die Kongruenz
der Dreiecke AAB'C und ADE'F, was insbesondere die Proposition beweist. ]
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Korollar 3.37 (H). Ein beliebiger Winkel « € W ist zu seinem Gegenwinkel o’ kongruent.

Beweis. Sei /A ABC ein Dreieck mit &« = Z/BAC, und seien weiter B, C’ € P Punkte mit B’ x A x B
und C' x A x C, sodass ' = ZB'AC’ gilt. Dann sind ZBAC und ZB’AC’ beide Ergénzungswin-
kel zu ZB' AC, also kongruent nach Proposition 3.36. O

Proposition 3.38 (H). Es seien «, B € W zwei Winkel und o', B’ € W seien Ergiinzungswinkel
zu « bzw. B. Dann gilt:
n<p= B <da.

Beweis. Sei p = ZBAC. Wegen a < B gibt es dann einen Punkt D im Inneren von ZBAC mit
ZBAD ~ a.Sei E € P mit Ex A% B. Nach Proposition 3.36 geniigt es, ZCAE < ZDAE zu
zeigen, dass also C im Inneren von ZDAE liegt. Aufgrund von E x A B gilt B |4z E, dazu gilt
DC|, BD|gg. Wir erhalten D |4z E, DC|4z und damit nach Lemma 3.22 die Behauptung. [

Definition 3.39 (H). Ein Winkel x € W heifst ein rechter Winkel, wenn er zu einem und somit
allen seinen Erginzungswinkeln kongruent ist.

Proposition 3.40 (H). Seien «, B € W zwei Winkel. Dann gilt: Ist a ein rechter Winkel, und sind
« und B kongruent, so ist auch B ein rechter Winkel. Insbesondere ist jeder Erginzungswinkel eines
rechten Winkels wieder ein rechter Winkel.

Beweis. Sei ' bzw. B’ ein Ergénzungswinkel zu « bzw. B. Aus a ~ B folgt mit Proposition 3.36,
dass auch &’ und B’ zueinander kongruent sind. Da « ein rechter Winkel ist, folgt

B~a~a ~p

und somit die Behauptung. O

Satz 3.41 (H). Je zwei rechte Winkel sind zueinander kongruent.

Beweis. Wiren «, € W zwei nichtkongruente rechte Winkel, so gdlte « < B oder f < a; ohne
Einschrankung ersteres. Fiir Ergdnzungswinkel &’ zu & und g’ zu B erhielten wir dann aus der
Rechtwinkligkeit von & und B den Widerspruch

,338
p~p < a ~a.

Es folgt, dass alle rechten Winkel paarweise zueinander kongruent sein miissen. O
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Korollar 3.42 (H). Die rechten Winkel bilden eine Kongruenzklasse in W.\7

Bemerkung 3.43. Ist « € W ein Winkel, ' € W ein Erginzungswinkel von « und v € W ein
rechter Winkel, dann gilt entweder & ~ o ~ -y oder (x < -y oder &’ < 1),

denn: Gilt « ~ vy, so gilt nach Proposition 3.36 auch o' ~ «y. Andernfalls ist x < 7y oder v < «
und im letzteren Fall gilt o' < <y nach Proposition 3.38. #

3.5 Orthogonalitat und Parallelitat

Unsere naive Vorstellung sagt uns, dass wir mit dem Begriff des rechten Winkels ein Kriterium
tiir Parallelitdat angeben kdnnen sollten. Dies soll in diesem Abschnitt untersucht werden:

Definition 3.44 (H). Zwei Geraden g,h € G heiflen orthogonal, in Zeichen g 1 h, wenn sie sich
in genau einem Punkt schneiden und einer der gebildeten Winkel ein rechter Winkel ist.

Nach den Uberlegungen des letzten Abschnitts sind zwei nichtparallele Geraden genau dann
orthogonal, wenn alle gebildeten Winkel rechte Winkel sind.

Satz 3.45 (H). Fiir beliebige § € G und A € P gibt es eine Gerade durch A, die orthogonal zu g
ist.

Beweis. Fall1: A ¢ g.Nach (I) gibt es zwei Punkte B # C € g. Weiter gibt es nach (Ks) auf der
Seite von g, auf der A nicht liegt, genau einen Strahl BP mit /PBC ~ /ABC. Nach (Ky) gibt
es einen eindeutig bestimmten Punkt Q auf BP mit BQ = BA. Da A und Q nach Konstruktion
auf verschiedenen Seiten von g liegen, gibt es einen Punkt R € g mit Ax Rx Q. Ist R = C, so
ersetzen wir C durch einen Punkt auf g, so dass B, C auf verschiedenen Seiten von R liegen.

Wir zeigen nun, dass ZARC kongruent zu seinem Erganzungswinkel ZQRC ist. Nach Defini-
tion ist er dann ein rechter Winkel und mit j@ ist eine auf g orthogonale Gerade gefunden.
Im Fall R = B gilt einfach ZQRC = ZPBC ~ ZABC = ZARC. Sind andererseits R und B
verschieden, so erhalten wir mit dem SWS-Kriterium (K}) die Kongruenz AABR = AQBR,

denn: Nach Konstruktion gelten BA 2 BQ und BR = BR. Es bleibt ZABR ~ ZQBR zu zeigen.
Im Fall B x R x C folgt dies direkt aus ZABR = ZABC ~ ZPBC = ZQBR. Der Fall BxC xR
geht natiirlich analog. Im Fall R x B x C ist zu beachten, dass ZABC und ZABR bzw. ZQBC
und ZQBR Ergdnzungswinkel sind. Aus ZABC ~ ZQBC folgt somit nach Proposition 3.36,
dass auch ZABR und ZQBR kongruent sind. #

17Strenggenommen brauchen wir dafiir noch, dass es tiberhaupt rechte Winkel gibt, da Aquivalenzklassen per
Definition stets nichtleer sind. Dies folgt jedoch aus Satz 3.45, den wir gleich im Anschluss beweisen werden.
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Abbildung 3.3: Die beiden interessanten Fille B x R« C und Rx B C.

Hieraus folgt direkt ZARB ~ ZQRB und mit Korollar 3.37 auch ZARC ~ ZQRC.

Fall 2: A € g. Nach (I3) gibt es ein B € P \ g und nach Fall 1 dann auch eine Gerade / durch
B, die orthogonal auf g steht. Sei P der Geradenschnittpunkt g A h.

Falls bereits P = A gilt, sind wir fertig. Ansonsten ist nach Konstruktion ZBPA ein rechter
Winkel. Andererseits gibt es nach (Ks) auf derselben Seite von g wie B einen Strahl 1@ mit
ZBPA ~ ZQAP. Nach Proposition 3.40 ist dann ZQAP ein rechter Winkel und m die ge-
suchte orthogonale Gerade. O

Aus Satz 3.45 ergibt sich insbesondere, dass in jeder Hilbertebene ein rechter Winkel existiert.

Definition 3.46 (H). Eine Geradet € G heifst eine Transversale zu gegebenen Geraden g, h € G,
falls sie g und h jeweils genau einmal schneidet und diese Schnittpunkte voneinander verschieden
sind.

Setzen wir nun B := g At und B' := h A t, und wiihlen wir Punkte A,C € gund A’,C" € h mit
AxBxCund A" xB' xC’,sodass A und A" auf derselben Seite von t liegen, und Punkte D, D" € t
mit D * Bx B’ x D'. Dann heifSen

(£LABB', ZC'B'B), (£/ABD, ZC'B'D’), (£CBD, ZA'B'D") und (£CBB’, ZA'B'B)
Paare von Wechselwinkeln beziiglich der Geraden g, h und der Transversalen t und
(LCBD, Z/C'B'B), (LCBB',ZC'B'D'), (LABB', ZA'B'D') und (LABD, ZA'B'B)

Paare von Stufenwinkeln beziiglich der Geraden g, h und der Transversalen t.
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Wechselwinkel Stufenwinkel

Statt ,,(«, B) ist ein Paar von Wechselwinkeln bzw. Stufenwinkeln” werden wir kiinftig auch einfa-
cher ,« und B sind Wechselwinkel bzw. Stufenwinkel” schreiben.

Bemerkung 3.47 (H). Sind «, B Wechselwinkel und ist B’ der Gegenwinkel zu B, dann sind «, '
Stufenwinkel. Sind w, B Stufenwinkel und ist p' der Gegenwinkel zu B, dann sind «, p’ Wechsel-
winkel.

Satz 3.48 (H). Es gelten die beiden idquivalenten Aussagen:

(i)  Schwacher Wechselwinkelsatz: Haben zwei von einer Transversalen geschnittene Geraden
ein Paar kongruenter Wechselwinkel, so sind sie parallel.

(ii)  Schwacher Stufenwinkelsatz: Haben zwei von einer Transversalen geschnittene Geraden
ein Paar kongruenter Stufenwinkel, so sind sie parallel.

Beweis. Nach Bemerkung 3.47 sind die beiden Aussagen zueinander dquivalent. Wir zeigen
den schwachen Wechselwinkelsatz und benutzen dabei die Notation aus Definition 3.46. Nach
Annahme und Proposition 3.36 gelten dann ZA’B’'B ~ /CBB' und ZC'B’'B ~ ZABB'.

Wir nehmen nun an, g und / wéren nicht parallel und schnitten sich also in genau einem Punkt
P € P. Ohne Einschrankung ldge dann P auf derselben Seite von t wie A und A’; sonst ersetzte
man ZA’B’'B und ZCBB’ durch ihre Ergénzungswinkel.

BP. Nach dem
~ /A'B'B ~

Nach (K;) gébe es auf dem Strahl B'C einen eindeutigen Punkt Q mit B'Q =
SWS-Kriterium (Kj) gélte dann AB'BP = ABB’Q und insbesondere Z/CBB’
/QBB'.

Nach Konstruktion gélte QC|;. Mit (Ks) folgte Q € BC C g, was ein Widerspruch dazu ist,
dass P der einzige Schnittpunkt von g und / ist. Die beiden Geraden sind also parallel. ]
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Korollar 3.49 (H). Seien f,g,h € Gmitg L fundh L f. Dann gilt g || h.

Beweis. Fall 1: f ist transversal zu g und h. Sei P := f A g und Q := f A h. Seien auflerdem
A € gund A’ € h auf verschiedenen Seiten von f. Dann sind die Winkel ZAPQ und ZPQA’
Wechselwinkel. Wegen ¢ 1. f und h L f sind sie aber auch rechte Winkel und somit nach Satz
3.41 zueinander kongruent. Die Behauptung folgt mit dem schwachen Wechselwinkelsatz 3.48.

Fall 2: f, g, haben einen gemeinsamen Schnittpunkt P. Seien A € gund A’ € h auf derselben
Seite von f und Q # P ein weiterer Punkt auf f. Dann sind die Winkel ZAPQ und ZA'PQ
beide rechte Winkel und somit nach Satz 3.41 kongruent. Nach (Ks) liegt also A" auf PA, so

dassh = PA' = PA = ¢ und insbesondere g || & folgt. O
Fall 1 f Fall 2 .f
A\ A b
N,
QA " Q

Korollar 3.50 (H). Seien ¢ € G eine Gerade und A € P ein Punkt. Dann gibt es genau eine
Gerade (4 A durch A, die orthogonal zu g ist. Diese heifit das Lot von A auf g und ihr Schnittpunkt
Lo A = L, A N g mit g heifit der LotfufSpunkt von A auf g.

Beweis. Die Existenz des Lots haben wir bereits in Satz 3.45 gezeigt. Zum Nachweis der Ein-
deutigkeit betrachten wir zwei Geraden (gA,(;A € G, die beide durch A gehen und beide
orthogonal auf g stehen. Mit Korollar 3.49 folgt (g A || £, A, was wegen A € (gA N £, A sofort
lgA = (LA impliziert. O

Korollar 3.51 (H). Seien ¢ € G eine Gerade und A € P ein Punkt. Dann gibt es eine (nicht
notwendigerweise eindeutige) Gerade h € G durch A mit g || h.

Beweis. Es gilt ;A L gund £ 2)A L A und somit £y ) A || g nach Korollar 3.49. O

Man kann sich nun fragen, ob die Umkehrung des schwachen Wechselwinkelsatzes auch gilt,
dass also Wechselwinkel an parallelen Geraden kongruent sein miissen. Wie wir nun zeigen
werden, ist dies genau dann richtig, wenn die betrachtete Hilbertebene affin ist:

Satz 3.52 (H). Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i)  Es gilt das schwache Parallelenaxiom (p).
(il)  Es gilt das starke Parallelenaxiom (P).
(iii) Es gilt der starke Wechselwinkelsatz: Je zwei parallele Geraden haben beziiglich einer be-
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liebigen Transversalen vier Paare kongruenter Wechselwinkel.
(iv) Es gilt der starke Stufenwinkelsatz: Je zwei parallele Geraden haben beziiglich einer belie-
bigen Transversalen vier Paare kongruenter Stufenwinkel.

Beweis. Nach Bemerkung 3.47 sind offenbar der starke Wechselwinkelsatz und der starke Stu-
fenwinkelsatz dquivalent, so dass zum Beweis des Satzes geniigt, die Aquivalenz der Aussagen
(i), (ii) und (iii) zu zeigen.

Wir nehmen zunichst an, es gelte das schwache Parallelenaxiom (p), es gebe also zu je einem
Punkt A € P und einer Geraden g € G nie mehr als eine Parallele zu g durch A. Da es aber
nach Korollar 3.51 stets mindestens eine solche Parallele gibt, folgt das starke Parallelenaxiom

(P).

Wir zeigen nun, dass aus dem starken Parallelenaxiom (P) der starke Wechselwinkelsatz folgt.
Sei dazu t € G eine Transversale zu zwei gegebenen parallelen Geraden g || & € G. Da sonst
nichts zu zeigen ist, konnen wir ohne Einschrankung ¢ # h annehmen. Wir nennen die Schnitt-
punkte B := t A g und B’ := t A h und wéhlen Punkte A,C € g mit A x Bx C und Punkte
A',C" € hmit A’ x B x C' und AA’|;. Der starke Wechselwinkelsatz ist gezeigt, wenn wir die
Kongruenz o := ZABB' ~ /C'B'B =: B zeigen konnen, da daraus mit Proposition 3.36 und
Korollar 3.37 die tibrigen Kongruenzen folgen.

A_ \.B/ . g

P & ¢

b
A B\ C h
t

Nehmen wir dafiir im Gegenteil an, es gilte « % B, ohne Einschrankung « > B. Dann gébe es
einen Punkt P im Inneren von a mit ZPBB’ ~ B und nach dem schwachen Wechselwinkelsatz
3.48 wiren die Geraden BP und h parallel. Andererseits ist nach Voraussetzung auch g eine
Parallele zu h durch B. Nach (P) gélte daher BP = g, was nicht sein kann, da P ein Punkt im
Inneren von « ist.

Es verbleibt, das schwache Parallelenaxiom (p) aus dem starken Wechselwinkelsatz herzulei-
ten. Seien dafiir ¢ € G und A € P gegeben. Im Fall A € g ist ¢ selbst offenbar die einzige
Parallele zu ¢ durch A. Im Folgenden kdnnen wir daher ohne Einschrankung A ¢ g anneh-
men. Seien 11, ' € G zwei zu g parallele Geraden durch A und sei B € g beliebig.

\B
&

g
BB h
A h'
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Die Gerade AB ist eine Transversale zu g und h. Nach dem starken Wechselwinkelsatz haben
also g, h bzgl. AB ein Paar kongruenter Wechselwinkel & ~ B. Andererseits ist AB auch eine
Transversale zu ¢ und h'. Wieder nach dem starken Wechselwinkelsatz ist der Wechselwinkel
B’ zu a zwischen AB und IV zu a kongruent. Es folgt f ~ B’ und mit (Ks) die Gleichheit der
Geraden h und 1'. O

Bemerkung 3.53. Wir nehmen Satz 3.52 zum Anlass, in Hilbertebenen nicht weiter zwischen
schwachem und starkem Parallelenaxiom zu unterscheiden und nur noch vom Parallelenaxiom (P)
zu reden. Fiir ,Sei (P, G, x, =, ~) eine Hilbertebene, in der das Parallelenaxiom (P) gilt.” schreiben
wir kiinftig auch kurz ,,(H + P)”.

3.6 Der Kongruenzsatz fiir Dreiecke

Der Kongruenzsatz fasst mehrere Kongruenzkriterien fiir Dreiecke zusammen. Wir werden ihn
benutzen, um in Abschnitt 3.7 zu einer gegebenen Strecke einen Mittelpunkt zu konstruieren.
Wir beginnen mit einigen vorbereitenden Propositionen:

Proposition 3.54 (H). Seien A, B, C € P drei Punkte in allgemeiner Lage und A’ # B’ € P zwei

verschiedene Punkte mit AB =2 A’B’. Dann gibt es auf jeder Seite von A'B’ genau einen Punkt C'
mit AABC = ANA'B'C'.

Beweis. Nach (Ks) gibt es auf jeder fest ausgewihlten Seite von A’B’ genau einen Strahl A—’L} mit
ZCAB ~ /PA’B’. Weiter gibt es nach (K) genau einen Punkt C’ auf diesem Strahl mit AC =
A’C’. Nach dem SWS-Kriterium (K}) sind die Dreiecke AABC und AA’B'C’ kongruent. [

Definition 3.55 (H). Ein Dreieck heift gleichschenklig, wenn zwei seiner Seiten zueinander kon-
gruent sind. Diese beiden Seiten heifSen dann die Schenkel des gleichschenkligen Dreiecks, die ver-
bleibende Strecke die Basis.

Proposition 3.56 (H). Seien A, B,C € P drei Punkte in allgemeiner Lage. Dann gilt die Aquiva-
lenz
AB>~ AC <= /ABC~ /ACB.

Ein Dreieck ist also genau dann gleichschenklig, wenn zwei seiner Winkel zueinander kongruent
sind. Diese Winkel heiflen dann die Basiswinkel des gleichschenkligen Dreiecks.

Beweis. Dass aus der Kongruenz der Strecken die Kongruenz der Winkel folgt, sehen wir sofort
durch Anwenden des SWS-Kriteriums (K} ) auf die Dreiecke AABC und AACB.

Gelte nun umgekehrt ZABC ~ ZACB. Angenommen, es gilte AB 2% AC, ohne Einschran-
kung AB > AC. Dann gébe es ein D € AB mit DB = AC und insbesondere A x D x B. Nach
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Konstruktion liegt daher D im Inneren des Winkels ZBCA. Da D auf AB liegt, gilt aber anderer-
seits ZABC = ZDBC. Mit dem SWS-Kriterium (K}) folgt ADBC = AACB und insbesondere
ZDCB ~ ZACB. Das ist ein Widerspruch dazu, dass D im Inneren von ZACB liegt. O

Proposition 3.57 (H). Seien A,B,C € P bzw. A’,B',C" € P drei Punkte in allgemeiner La-
geund sei D bzw. D' ein Punkt im Inneren von ZBAC bzw. ZB'A’C’. Dann folgt aus je zwei der
Kongruenzen

/BAD ~ /B'A'D', /DAC ~ /D'A'C', ZBAC ~ /B'A'C’

die jeweils dritte.

Beweis. Der Beweis zerfillt offensichtlich in drei Fille.

Fall 1: (/BAD ~ /B'A'D’) A (/{DAC ~ /D'A'C') = (4BAC ~ /B'A’C’). Nach Lem-
ma 3.22 schneidet der Strahl AD die Strecke BC. Indem wir gegebenenfalls D durch diesen
Schnittpunkt ersetzen, konnen wir daher ohne Einschrankung B x D x C annehmen. Weiter
konnen wir nach (K) die Punkte B/, C’, D’ jeweils derart durch Punkte auf demselben Strahl
aus A’ ersetzen, dass A’B’ = AB, A/C' =2 ACund A’'D' = AD gelten. Nach Annahme gelten
auBerdem /B'A’'D’ ~ /BAD und ZD'A'C' ~ ZDAC. Nach dem SWS-Kriterium (K}) sind

dann die Dreiecke ABAD und AB’A’D’ bzw. ADAC und AD’A’C’ kongruent.

B B, D
A c A C'

Sei nun E' ein Punkt auf der Geraden B'D' mit B’ x D' x E/ ; so etwas gibt es nach (Az). Dann
ist ZA’D'E’ ein Ergénzungswinkel zu ZA'D'B’ ~ ZADB. Andererseits ist ZADC ein Ergén-
zungswinkel zu ZADB, so dass mit Proposition 3.36 die Kongruenz ZA’'D'E’ ~ ZADC ~
ZA'D'C’ folgt.

Da C’ und B’ auf verschiedenen Seiten von A’D’ liegen und B’ und E’ ebenso, liegen nach (Ay)

die Punkte C' und E’ auf derselben Seite von A’D’. Nach (K5) sind daher die Winkel ZA’D'E’
und ZA’'D'C’ sogar identisch. Insbesondere gilt B’ « D’ C'.

Da wir mit der Kongruenz der Dreiecke schon vorhin B’'D’ = BD und D’C’ = DC einge-
sehen hatten, folgt mit (K3) die Kongruenz B’C’ = BC. Weiter hatten wir schon ZA'C'B’ =
ZA'C'D' ~ Z/ACD = Z/ACB erkannt und A’C’ 2 AC vorausgesetzt. Mit dem SWS-Kriterium
(K) folgt somit die Kongruenz der Dreiecke AA’B’C’ und AABC und insbesondere die Be-
hauptung.

Fall 2: (/BAD ~ /B'A'D') A (/BAC ~ /B'A'C') = (/DAC ~ /D'A'C'). Nach (K5)
—
existiert ein C”, das auf derselben Seite von A'D’ liegt wie C’ und das Z/D’A'C" ~ ZDAC
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erfiillt. Wenn wir C’ durch C” ersetzen, haben wir also die Voraussetzungen fiir Fall 1 erfiillt
und erhalten so Z/B’A’C" ~ Z/BAC. Das impliziert

/B'A'C' ~ /BAC ~ /B'A’C"
und somit C” € A’C’. Daraus ergibt sich

/DAC ~ /D'A'C" ~ /D'A'C’

und also die Behauptung.
Fall 3: (/BAC ~ /B'A'C") A (/{DAC ~ /D'A'C") = (£/BAD ~ /B'A’D’). Dieser Fall ist
nach Umbenennung mit Fall 2 identisch. O]

Satz 3.58 (Kongruenzsatz fiir Dreiecke, H). Seien A, B,C € Pund A’,B’,C" € P je drei Punkte
in allgemeiner Lage. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

() AABC AAB'C,

(i) AB=A'B, AC=AC und BC=BC (SSS)
(i) AB=~A'B, AC=A'C und /BAC=~/B'A'C, (SWS)
(iv) AB~ A'B/, /BAC~ /B'A'C' und /ABC~ /A'B'C'. (WSW)

C SSS C SWS C, WSW

A B A B A B

Beweis. Dass aus (i) die anderen drei Aussagen folgen, ist klar. Dass aus (iii) Aussage (i) folgt,
gilt mit dem SWS-Kriterium (K}) und somit nach Definition der Hilbertebene.

Wir zeigen nun das WSW-Kriterium, das besagt, dass aus (iv) Aussage (i) folgt. Nehmen wir da-
fiir an, es gelten die Kongruenzen aus (iv). Mit (K») wihlen wir auf dem Strahl AC einen Punkt
C"” mit AC” =2 A’C’. Da nach Voraussetzung AB =~ A’B’ und /BAC” = Z/BAC ~ /B'A'C’ gel-
ten, konnen wir das SWS-Kriterium auf die Dreiecke AABC” und AA’B'C' anwenden und

erhalten deren Kongruenz.

C C'
CH

A B A B’

Daraus und wieder aus (iv) folgt

/ABC" ~ /A'B'C’ ~ /ABC. (3.5)
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Nach Konstruktion liegen C und C” auf derselben Seite von AB, so dass wegen (3.5) und (Ks)
-
bereits die Identitit der Strahlen BC und BC” gilt. Es folgt

C"=BCAAC=C

und insbesondere AC = A’C’. Wir diirfen also das SWS-Kriterium auf die Dreiecke AABC
und AA’B'C’ anwenden und zeigen so (i).

Am aufwandigsten ist der Beweis des SSS-Kriteriums, dessentwegen wir die Propositionen
3.54, 3.56 und 3.57 gezeigt haben. Nehmen wir dafiir an, es gelten di(e_)Kongruenzen aus (ii).
Nach Proposition 3.54 gibt es auf der B’ gegerﬂgrli@den Seite von A’C’ genau einen Punkt
B" mit AA’B"C' = AABC. Wir setzen P := A’C’ A B'B”. In Abhingigkeit von der Lage von P

—
auf der Geraden A’C’ ergeben sich verschiedene Fille.

Fall 1: P = A’. In diesem Fall sind die Punkte A’, B’, B” kollinear. Da sonst die Punkte
A',B’,C' kollinear wiren, sind deswegen C’, B/, B in allgemeiner Lage. Wegen der Kongruenz
B'C’ = BC = B’(C’ ist das Dreieck AC'B'B" gleichschenklig und hat kongruente Basiswin-
kel ZC'B'B" = ZA’B'C" und ZC'B"B' = ZA’B"C’ nach Proposition 3.56. Das reicht, um mit
dem SWS-Kriterium die Kongruenz von Dreiecken AABC = AA’B"C' = AA'B'C’ folgern zu
konnen.

Fall 2: P = C’. Dieser Fall ist nach Umbenennung mit Fall 1 identisch.

Fall 3: A’,C’,P paarweise verschieden. Analog zu Fall 1 sind die Dreiecke AC'B'B” und
AA'B'B” gleichschenklig, woraus mit 3.56 die Kongruenzen

/C'BP~/C'B"P und /A'B'P~/A'B"P

der jeweiligen Basiswinkel folgen. Mit Proposition 3.57 erhalten wir ZC'B’A’ ~ ZC'B"A’, was
mithilfe des SWS-Kriteriums die Behauptung zeigt.

B B'
*.
/ /

/

«C AK
va

3.7 Mittelsenkrechte und Winkelhalbierende

/
!
/
/
{
i
A ‘

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass jede gegebene Strecke eine eindeutige Mittelsenkrechte
besitzt und jeder gegebene Winkel eine eindeutige Winkelhalbierende. Fiir beide Ziele wird
es sich als vorteilig erweisen, zu einer gegebenen Strecke einen Mittelpunkt konstruieren zu
konnen, so dass wir hiermit beginnen:
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Definition 3.59 (H). Gegeben seien drei paarweise verschiedene kollineare Punkte A,B, M € P.
Der Punkt M heifst ein Mittelpunkt der Strecke AB, falls AM = MB gilt.

Lemma 3.60 (H). Seien A, B, M € P paarweise verschieden und kollinear. Ist M ein Mittelpunkt
der Strecke AB, so gilt A x M % B.

Beweis. Galte M x A x B, so folgte nach Definition AM = MA < MB. Dies stiinde nach Proposi-
tion 3.18 im Widerspruch zur Annahme AM = MB und kann daher nicht sein. Galte A x Bx M,
so folgte nach Definition AM > BM = MB. Dies stiinde genauso im Widerspruch zur Annah-
me AM = MB und kann daher ebenfalls nicht sein. Nach (A3) liegt aber genau einer der
Punkte A, B, M zwischen den anderen beiden, so dass wir das Lemma gezeigt haben. ]

Satz 3.61 (H). Fiir zwei beliebige Punkte A # B € P hat die Strecke AB genau einen Mittelpunkt.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Existenz. Wie in Proposition 3.2 gilt fiir g := AB die Aufteilung

P =¢gUSi(g)USa(g)

von P in ¢ und die durch g begrenzten Halbebenen. Fiir einen beliebigen Punkt P € S;(g) gibt
es nach Proposition 3.54 genau einen Punkt Q € S>(g) mit AABP = ABAQ und insbesondere

AP~ BQ und PB2QA. (3.6)

Die Punkte A, P, Q sind in allgemeiner Lage,

denn: Nach Konstruktion ist ¢ eine Transversale der beiden Geraden BP und i@ mit kongru-
enten Wechselwinkeln /PBA ~ /QAB. Nach dem schwachen Wechselwinkelsatz 3.48 sind
somit die Geraden BP und j‘lvé parallel. Da sie wegen A # B zudem voneinander verschieden
sind, folgt die Behauptung. #

Analog zeigt man, dass auch die Punkte B, Q, P in allgemeiner Lage sind.

Insgesamt konnen wir das SSS-Kriterium 3.58 auf die Dreiecke AAPQ und ABQP anwenden
und erhalten wegen PQ = QP und (3.6) deren Kongruenz. Insbesondere gelten die Kongruen-
zen von Winkeln

/APQ ~ /BQP und ZAQP ~ /BPQ. (3.7)
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Wegen P |, Q schneidet g die Strecke PQ in einem Punkt M. Fiir diesen gilt A M * B,

denn: Da die Punkte A, P, Q bzw. B, Q, P in allgemeiner Lage sind, liegen weder A noch B auf
der Verbindungsgeraden l@; es ist also M ¢ {A, B}. Weiter gilt nicht M x A x B, denn sonst
lage A jeweils im Inneren der Winkel ZBPM und ZBQM und es folgte

/APQ = /APM < /BPM = /BPQ
0 40P = /AQM < /BQM = /BQP

3.7)
~ LAPQ,
was offensichtlich nicht sein kann. Analog zeigt man, dass auch A x B « M nicht sein kann, so
dass die Behauptung mit dem Anordnungsaxiom (As3) folgt. #
Es gilt nun
ZMAP = /BAP ~ ZABQ = ZMBQ, (AxM~*B, AABP = ABAQ)
(39
AP = BQ,
3.7
/APM = 2APQ %0 /BOP = /BOM (P M~ Q)

und also mit dem WSW-Kriterium 3.58 die Kongruenz der Dreiecke AAMP und ABMQ. Ins-
besondere folgt die Kongruenz von Strecken AM = MB und somit, dass M ein Mittelpunkt
der Strecke AB ist.

Es verbleibt die Eindeutigkeit des Streckenmittelpunkts zu zeigen. Sei dafiir M’ ein von M
verschiedener Mittelpunkt von AB. Wir kénnen ohne Einschrankung AM < AM’ annehmen,
insbesondere also A x M x M'. Aufgrund von A x M’ % B folgt mit 3.8 die Anordnung M M’ x B
und deshalb BM’ < BM. Insgesamt erhalten wir aber mit den Mittelpunktseigenschaften von
M und M’ die Ungleichungskette

AM < AM'=M'B < MB= AM

und somit nach Proposition 3.18 einen Widerspruch. O

Die Existenz eines eindeutigen Streckenmittelpunkts bedingt die Existenz einer eindeutigen
Mittelsenkrechten und einer eindeutigen Winkelhalbierenden wie folgt:

Definition 3.62 (H). Seien A # B € P zwei verschiedene Punkte. Das Lot des Mittelpunkts von
AB auf AB nennen wir die Mittelsenkrechte m 45 von AB.

Proposition 3.63 (H). Fiir zwei verschiedene Punkte A # B € P gilt

mAB:{PGP:ﬁ%ﬁ}.
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Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass fiir ein beliebiges P € mp die Bedingung AP = BP gilt.
Da dies fiir den Streckenmittelpunkt M von AB definitionsgemaf richtig ist, konnen wir dabei
ohne Einschrinkung P € myp \ {M} annehmen. Nach dem SWS-Kriterium sind dann die
rechtwinkligen Dreiecke A AMP und ABMP kongruent, insbesondere gilt AP = BP.

Sei nun umgekehrt P € P mit AP =2 BP.ImFallP = M liegt P trivialerweise auf m4p. Im
Fall P # M ist das Dreieck APAB gleichschenklig, woraus ZPAM ~ ZPBM folgt. Mithilfe des
SWS-Kriteriums erhalten wir APAM = APBM, was ZPMA ~ /PMB zur Folge hat. Diese
Winkel sind Ergdanzungswinkel, weshalb ZPMA ein rechter Winkel ist. Aus der Eindeutigkeit
des Lotes folgt wie verlangt P € m 4p. O

Definition 3.64 (H). Seien A, B, C € P drei Punkte in allgemeiner Lage und g eine Gerade durch
A. Genau dann heifst g eine Winkelhalbierende von ZBAC, wenn fiir ein (und damit alle) P €
¢~ {A} die Kongruenz /PAB ~ /PAC gilt.

B
A P

g
C

Ist ¢ eine Winkelhalbierende von ZBAC, so gilt B |, C. Die Punkte B, C liegen namlich beide
nicht auf g, andernfalls wiirden wir unmittelbar einen Widerspruch erhalten und der Fall BC|,
wiirde aufgrund von (Ks) sofort zu C € AB fiihren, im Widerspruch dazu, dass A, B, C in
allgemeiner Lage sind.

Proposition 3.65 (H). Zu je drei Punkten A,B,C € P in allgemeiner Lage gibt es genau eine
Winkelhalbierende w - o des Winkels ZCAB.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Existenz. Nach (Kj) gibt es einen eindeutigen Punkt C' € AC
mit AC’ = AB. Nach Satz 3.61 hat die Strecke BC’ einen Mittelpunkt M, der definitionsgemaf3
BM = MC erfiillt.

C\.C

Damit kénnen wir das SSS-Kriterium auf die Dreiecke AABM und AAC'M anwenden und

erhalten deren Kongruenz. Insbesondere gilt dann auch ZBAM ~ ZC’'AM, so dass durch die
2

Gerade AM eine Winkelhalbierende des Winkels /C'AB = ZCAB gegeben ist.
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Die Eindeutigkeit der Winkelhalbierenden zeigt man analog zur Eindeutigkeit des Strecken-
mittelpunkts im Beweis von Satz 3.61. O

3.8 Innen- und AuBenwinkel im Dreieck

In diesem Abschnitt fithren wir den Begriff des AufSenwinkels eines Dreiecks ein und unter-
suchen damit das Verhiltnis von Innen- und Auflenwinkeln einerseits und von Innenwinkeln
und Dreiecksseiten andererseits:

Definition 3.66 (H). Ein beliebiger Ergiinzungswinkel eines Innenwinkels eines gegebenen Drei-
ecks heifSt ein Auflenwinkel dieses Dreiecks.

Die folgenden beiden Resultate sind jeweils eine Abschwichung des in euklidischen Ebenen
glltigen Satzes 1.67 von der Innenwinkelsumme im Dreieck:

Proposition 3.67 (H + P). Seien a, B, <y die Innenwinkel eines Dreiecks /\ und seien o', B, ' die
Innenwinkel eines weiteren Dreiecks /\'. Dann gilt

(a:o/ und ,B:,B’) = gy~q.

Beweis. Wir schreiben A = AABC und A’ = A A’B'C’ und setzen

x :=/LCAB, B :=ZABC und vy :=ZBCA,
o =/LC'A'B, B :=ZA'B'C' und o :=ZLB'C'A.

Nach (K;) gibt es auf dem Strahl AB einen eindeutigen Punkt B” mit AB” = A’B’. Ohne Ein-
schrankung kénnen wir B” # B annehmen, da sonst nach dem WSW-Kriterium die Dreiecke
AABC und AA’B'C’ kongruent und somit nichts zu zeigen wire. Nach Proposition 3.54 gibt
es dann genau einen Punkt C” mit

C'Clyy und AAB'C"= AA'BC. (3.8)
CH
C
A ) ) "
B B

Insbesondere gilt
/ABC=p~p =2sA'BC'Y saB"C”,

> —
so dass die beiden Geraden BC und B"C” beziiglich der Transversalen AB = AB" kongruente
>
Stufenwinkel haben. Nach dem schwachen Stufenwinkelsatz 3.48 gilt somit B¢ | B"C".
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Andererseits gilt die Kongruenz
/CAB=a=d = 2CAB X /C"AB" = /C" AB.

Wegen C"C|y3 stimmen folglich nach (Ks) die Strahlen AC und AC” {iberein. Wir konnen da-
her den starken Stufenwinkelsatz 3.52 auf die Transversale AC = AC" der parallelen Geraden

BC el : : :
und B”C" anwenden und erhalten wie verlangt die Kongruenz der Winkel

3.8
y=/BCA~ /B"C"A'L /BC'A = .

Satz 3.68 (Auflenwinkelsatz, H). Sind «, B,y die Innenwinkel eines Dreiecks und ist ' ein Er-
giinzungswinkel zu vy, so gilt
a<v und B<q.

Beweis. Wir schreiben A ABC fiir das Dreieck und setzen
«:=/CAB, B:=ZABC und v :=ZBCA.

Da nach Proposition 3.36 beide Wahlen fiir den Aulenwinkel 9" kongruent sind, diirfen wir
zudem ohne Einschrankung einen Punkt D ¢ BC mit B C+ D wéhlen und v = LACD
setzen.

Da die Behauptungen &« < 9/ und f < 9/ unter Umbenennung zueinander dquivalent sind,
gentigt es, die erste der beiden zu zeigen. Sei dafiir M der nach Satz 3.61 existierende eindeutige
Mittelpunkt der Strecke AC. Fiir diesen gilt definitionsgema8 AM = CM. Wir wihlen nun auf
BM einen Punkt B’ mit B« M « B’ und BM = MPB.

Da die Winkel ZAMB und ZCMB’ als Gegenwinkel kongruent sind, kénnen wir dann das
SWS-Kriterium auf die Dreiecke AABM und ACB’M anwenden und erhalten deren Kongru-
enz. Insbesondere folgt die Kongruenz der Winkel « und ZMCB’ = ZACB'. Andererseits liegt
B’ im Inneren des Winkels ZACD = v/,
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denn: Nach Konstruktion gilt B |4z B’. Aulerdem gilt AB'|;:, denn es gilt AM|;: wegen
Ax M C und es gilt B'M|z: wegen B x M x B'. Folglich liegt der Punkt A im Inneren des
Winkels ZBCB'. Nach Lemma 3.22 bedeutet dies AB|¢;2 und B |4z B". Wegen B x Cx D ist dies
dquivalent zu A |72 D und B'D|4. Wieder nach Lemma 3.22 ist dies gleichbedeutend dazu,
dass B’ im Inneren von Z/DCA = ZACD liegt. #

O]

Aus dem Auflenwinkelsatz 3.68 folgern wir einen Zusammenhang zwischen Innenwinkeln
eines Dreiecks und den jeweils gegeniiberliegenden Seiten. Dieser Zusammenhang wird fiir
euklidische Ebenen mit dem Sinussatz 1.68 prazisiert:

Satz 3.69 (H). In einem Dreieck A ABC gilt

AB>BC <« /BCA > /CAB.

Doy

Abbildung 3.4: Der grofieren Dreiecksseite liegt stets der grofiere Innenwinkel gegentiber.

Beweis. Unter der Annahme AB > BC gibt es einen Punkt P zwischen A und B mit BP = BC.
Da ZCPB ein Auflenwinkel des Dreiecks ACPA ist, ist er nach dem Auflenwinkelsatz 3.68
grofier als der Innenwinkel Z/CAP = ZCAB. Da P im Inneren des Winkels ZBCA liegt, ist
zudem letzterer grofler als Z/BCP. Da das Dreieck ABCP nach Konstruktion gleichschenklig
ist, sind schliefSlich seine Basiswinkel ZBCP und ZCPB kongruent. Insgesamt haben wir

/BCA > /BCP ~ /CPB > ZCAB
gezeigt und somit die erste Implikation.

A

Gelte nun umgekehrt ZBCA > ZCAB. Da die Basiswinkel eines gleichschenkligen Dreiecks
stets kongruent sind, kann dann nicht AB = BC gelten. Gélte AB < BC, so folgte /ZBCA <
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ZCAB nach dem bereits Gezeigten, was nicht sein kann. Der Satz folgt im Ausschlussprinzip
nach Proposition 3.26. O

Wir sind nun in der Lage, weitere Kongruenzkriterien fiir Dreiecke herzuleiten:

Ez 3.’770(H). Seien A,B,C € P und A’,B',C’ € P je drei Punkte in allgemeiner Lage und sei
AC < BC. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

() AABC=AABC,

() AC~AC, BC~BC und /BAC~ /B AC (SsW)
C SsW
A B

Beweis. Dass (ii) aus (i) folgt, ist trivial. Gelte also umgekehrt (ii). Auf AB gibt es einen eindeu-
tigen Punkt B” mit AB” = A’B’. Fiir diesen gilt nach dem SWS-Kriterium die Kongruenz von
Dreiecken AAB”C = AA'B'C’ und insbesondere die Streckenkongruenz B”C = B'C’ = BC.
Mit Proposition 3.56 folgt die Kongruenz ZCB"B ~ /CBB" der Basiswinkel im zugehéri-
gen gleichschenkligen Dreieck ACBB”. Wir unterscheiden nun drei Fille fiir die Lage der drei
Punkte A, B, B” zueinander:

Fall 1: B’ = B. Es gilt AB = A’B’ und mit (ii) und dem SSS-Kriterium folgt die gewiinschte
Kongruenz der Dreiecke AABC und AA’B'C’.

Fall 2: A x B B”. Fiir ein beliebiges E € Pmit Ex A x Bista := ZEAC ein Ergénzungswinkel zu
ZCAB und der Aulenwinkelsatz 3.68 gibt fiir das Dreieck A AB”C die Abschéitzung ZCB" A <
a. Nach Satz 3.69 folgt aus der Voraussetzung AC < BC weiter ZCBA < ZCAB, was nach
Proposition 3.38 die Abschidtzung a« < ZCBB” der jeweiligen Ergédnzungswinkel impliziert.
Insgesamt erhalten wir den Widerspruch

a < /CBB" ~ /CB"B= /CB"A < a.

Fall 3: A x B” x B. Das ist nach Umbenennung gerade Fall 2. O

Korollar 3.71 (H). Seien A,B,C € P und A’,B’,C' € P je drei Punkte in allgemeiner Lage und
seien Z/BAC und /B’ A'C’ rechte Winkel. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

() AABC= AA'BC,

(i) AC= AC’ und BC =BC. (SSTW)
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C SSrWw

A B

Beweis. Dass (ii) aus (i) folgt, ist trivial. Gelte also umgekehrt (ii) und sei E € P mit Ex A x B.
Der Winkel ZEAC ist ein Erganzungswinkel zum rechten Winkel ZBAC, also ein Aufienwin-
kel des Dreiecks AABC und selbst ein rechter Winkel. Mit dem Aufienwinkelsatz 3.68 und
Satz 3.41 folgt daher ZABC < Z/EAC ~ /BAC und mit Proposition 3.69 weiter AC < BC.
Damit diirfen wir das SsW-Kriterium 3.70 anwenden und erhalten die behauptete Kongruenz
AABC = AA’B'C' von Dreiecken. O

3.9 In- und Umkreis

Wir haben gesehen, dass sich in Hilbertebenen gut Geometrie betreiben ldsst. Da die klassische
Geometrie ohne Kreise nicht vorstellbar ist, fiihren wir diese nun ein:

Definition 3.72 (H). Seien M # A € P zwei verschiedene Punkte. Dann heifSt
K(M,A):={PeP: MA > MP}

der Kreis mit Mittelpunkt M und Radius MA.

Proposition 3.73 (H). Sei K C P ein Kreis. Dann gelten die folgenden Aussagen.

(a) Der Kreis K ist nichtleer.
(b) Jede Gerade durch einen Mittelpunkt von K schneidet K in genau zwei Punkten.
(c) Der Kreis K hat genau einen Mittelpunkt.

Beweis. Aussage (a) ist trivialerweise richtig, da fiir K = K(M, A) definitionsgemaf A € K gilt.

Ist K = K(M, A), so konnen wir auf jedem Strahl aus M eindeutig den Radius abtragen. Aus-
sage (b) folgt, da sich eine beliebige Gerade g durch M als Vereinigung von genau zwei solcher
Strahlen schreiben ldsst und deren Durchschnitt gerade aus dem Punkt M besteht.

Es verbleibt, Aussage (c) zu zeigen. Nach (a) gibt es einen Punkt A € K. Nehmen wir nun an,
K héatte zwei Mittelpunkte M # M'. Dann kénnten wir K = K(M, A) = K(M’, A) schreiben.

Nach (b) schnitte die Gerade W den Kreis K dann in genau zwei Punkten, die wir B und
C nennen wollen. Diese erfiillten einerseits B« M « C und BM = MC und andererseits B *
M’ x C und BM’ = M'C. Da der Mittelpunkt der Strecke BC nach Satz 3.61 eindeutig ist, folgte
M = M’, was wir ausgeschlossen hatten. Der Mittelpunkt eines Kreises ist also stets eindeutig
bestimmt und Aussage (c) bewiesen. O
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Unter zusétzlicher Voraussetzung des Parallelenaxioms (P) konnen wir nun mithilfe der Er-
gebnisse aus Abschnitt 3.7 noch einige bekannte Sitze tiber Kreise herleiten:

Satz 3.74 (Umkreissatz, H + P). Sei AABC ein Dreieck. Dann schneiden sich die Mittelsenk-
rechten der Dreiecksseiten AB, BC und CA in einem gemeinsamen Punkt U. Der Kreis K(U, A)
enthilt die Punkte A, B, C und ist mit dieser Eigenschaft eindeutig bestimmt. Wir nennen K(U, A)
den Umkreis und U den Umkreismittelpunkt von A\ ABC.'8

Beweis. Die drei Mittelsenkrechten sind paarweise nicht parallel,

denn: Nach Definition gelten map L AB und m Ac L AC. Gilte m AB || mac, so folgte mac L
AB mit dem starken Wechselwinkelsatz 3.52, was nach Korollar 3.49 sofort die Unmoglichkeit
AB I AC implizierte. #

Je zwei Mittelsenkrechten des Dreiecks AABC schneiden sich also in genau einem Punkt. Sei
U der Schnittpunkt von m 45 und m 4c. Nach Proposition 3.63 gilt dann BU AU = CU, was
wieder nach 3.63 zur Folge hat, dass U in mpc liegt. Es schneiden sich also die drei Mittelsenk-
rechten von AABC in genau einem Punkt, ndmlich in U.

Nach Konstruktion ist dann K(U, A) ein Kreis, der die Punkte A, B, C enthilt. Sei K’ ein weiterer
Kreis, der A, B, C enthilt, und sei U’ der — nach Proposition 3.73 eindeutige — Mittelpunkt von
K'. Dann gilt insbesondere BU’ = AU’ = CU’ und aus Proposition 3.63 folgt U’ = mup A
mac = U. Es folgt also K’ = K(U', A) = K(U, A). O

Bemerkung 3.75. Mit dem Umkreissatz haben wir insbesondere gezeigt, dass je drei Punkte in
allgemeiner Lage einen eindeutigen Kreis bestimmen.

Definition 3.76 (H). Fiir ein Dreieck A ABC heifSt das Lot von C auf die Gerade AB die Hohe von
AABC durch C und wird mit he bezeichnet. Der Schnittpunkt he A AB heif$t dabei der FufSpunkt
der Hohe hc. Analog werden auch die Hohen h 4 und hg und ihre Fuf§punkte definiert.

C

e,

BDjese Namensgebung erhilt ihren tieferen Sinn erst dann, wenn man zeigt, dass mit Ausnahme der Eckpunkte
A, B, C alle Punkte des Umbkreises , auflerhalb” von AABC liegen, was wir allerdings nicht tun werden.
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Satz 3.77 (Hohensatz, H + P). Die Hohen hu, hg, hc eines Dreiecks ANABC schneiden sich in
einem gemeinsamen Punkt H.

Beweis. Per Widerspruchsbeweis sieht man schnell ein, dass die Geraden
a' = pgeA, b :=ps;B, = pyC
paarweise nicht parallel sind. Die jeweiligen Schnittpunkte
A=A, B :=dnd, C:=dAV
sind in allgemeiner Lage, da ihre Kollinearitdt auch die der Punkte A, B, C implizierte, was wir
ausgeschlossen hatten.

B! c' C A

ANp, B
a' b’
C'

Nach Ubungsaufgabe 3.10 gilt nun
Mppg =C, Mpc =A, Mca =B.

Mit hy L BC | ' folgt daraus hy = mpc und analog hg = mc 4 und he = map. Der Satz
folgt nun mit dem Umkreissatz 3.74 angewandt auf das Dreieck AA’'B'C’. O

Satz 3.78 (Inkreissatz, H + P). Sei /A ABC ein Dreieck. Dann schneiden sich die Winkelhalbieren-
den der Innenwinkel &« :== ZCAB, B := ZABC und <y := ZBCA in einem gemeinsamen Punkt I.
Der Kreis K(I, Lq3I) enthalt die LotfufSpunkte

Lo:=Lgal, Ly:=Lggl und Lc:= Lol

und ist mit dieser Eigenschaft eindeutig bestimmt. Wir nennen K(I, LqzI) den Inkreis und I den
Inkreismittelpunkt von AABC."

A B

BDjese Namensgebung erhilt ihren tieferen Sinn erst dann, wenn man zeigt, dass mit Ausnahme der Lotfuf3-
punkte L,, Ly, Lc alle Punkte des Inkreises ,,innerhalb” von AABC liegen, was wir allerdings nicht tun werden.
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Beweis. Die drei Winkelhalbierenden sind paarweise nicht parallel,

denn: Es langt zu zeigen, dass sich die Winkelhalbierenden w, und wg schneiden; die anderen
beiden Félle ergeben sich analog. Wegen B ¢ w, und B € wg sind w, und wg verschieden.
Wegen B |, C gibt es einen Schnittpunkt A’ von w, und BC. Nach Konstruktion gilt Cx A’ x B,
so dass A'Cly, gilt. Andererseits gilt nach Definition der Winkelhalbierenden A |, C und mit
(As4) erhalten wir A |y, A’. Es muss daher einen Schnittpunkt von wg und AA” C w, geben. #

Den eindeutig bestimmten Geradenschnittpunkt w, N wg bezeichnen wir im Folgenden als I.
Fallen wir sein Lot auf die drei Seiten des Dreiecks und schreiben

Lo :=Lgel, Lp:=Lgzl und L. := Lyzl,
so erhalten wir kongruente Dreiecke AAIL. = AAIL, und ABIL. = ABIL,,

denn: Da w, Winkelhalbierende ist, gilt ZIAL, ~ ZIAL.. Andererseits sind nach Konstruktion
ZIL.A und ZIL, A rechte Winkel und nach Satz 3.41 somit ebenfalls kongruent. Nach Propo-
sition 3.67 sind daher auch ZAIL; und ZAIL, kongruent. Da die beiden Dreiecke auflerdem
die Seite AI gemeinsam haben, folgt die erste der gesuchten Kongruenzen mit dem WSW-
Kriterium. Die andere Kongruenz zeigt man analog. #

C

L=Licl
Ly=Lall \ > ™

A ror B

Aus dem gerade Gezeigten folgt insbesondere IL. = IL, = IL,. Man kann zeigen, dass die
Punkte L,, Ly, L. in allgemeiner Lage sind, dies fithren wir hier nicht aus. Nach dem Umkreis-
satz 3.74 ist K(I, L.) der eindeutige Kreis durch die Lotfufpunkte L,, L, und L..

Wir haben den Inkreissatz bewiesen, wenn wir noch CI = w., zeigen konnen. Wegen IL, = TL,
und da ZIL,C, ZIL,C nach Konstruktion rechte Winkel sind, gilt nach dem SSrW-Kriterium
3.71 die Kongruenz von Dreiecken AIL,C = AIL,C und insbesondere

LACI = ZL,CI ~ /L,CI = ZBCI.
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3.10 Ubungsaufgaben

Aufgabe 3.1 (I + A). Beweisen Sie die Aussagen (a) und (c) von Proposition 3.8.
Aufgabe 3.2 (I + A). Zeigen Sie, dass P unendlich viele Elemente hat.

Aufgabe 3.3 (I + A). Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Seien A # B € P Punkte und AB die sie verbindende Strecke. Dann gibt es in AB keine Punkte
C, D mit Cx A * D. Die Endpunkte von AB sind also bis auf ihre Reihenfolge eindeutig bestimmt.

(b) Seien A # B € P Punkte und AB der Strahl von A durch B. Dann gibt esin AB keinen Punkt C
mit C x A x B. Der Ausgangspunkt eines Strahls ist also eindeutig bestimmt. Ist C ein beliebiger,
von A verschiedener Punkt auf A—B>, dann ist ITC> = 1@

(c) Seien A # B € P Punkte und AB der Strahl von A durch B. Dann gibt es ein C € P, so dass die
Strahlen AB und AC einander entgegengesetzt sind, und der Strahl AC ist mit dieser Eigenschaft
eindeutig. Zu jedem Strahl gibt es also genau einen entgegengesetzten Strahl.

Aufgabe 3.4. Zeigen Sie, dass die Definition der Anordnung auf A?(R) wie in (3.1) dquivalent zu
folgender Definition ist.

Es gilt AxB*C, wenn A = (ay,a2),B = (b1,b2),C = (c1,¢2) paarweise verschieden und kollinear
sind und mindestens eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

ap <by<c, ap<by<cy ay>by>c oder a;>by>co.
Aufgabe 3.5 (H). Beweisen Sie Proposition 3.26.

Aufgabe 3.6 (I + A). Seien A,B,C,B/,C’ € P derart gegeben, dass A, B,C und A, B’,C’ jeweils in
allgemeiner Lage sind. Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden beiden Aussagen.

(i) 4BAC = «ZB'AC/,

(i)  Ein Punkt P € P liegt genau im Inneren von ZBAC, wenn er im Inneren von ZB' AC' liegt.
Aufgabe 3.7 (I + A). Eine Teilmenge S C P heifst konvex, falls fiir alle A # B € S auch die gesamte
Strecke AB in S enthalten ist. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Beliebige Durchschnitte konvexer Mengen sind wieder konvex. Die Vereinigung zweier konvexer
Mengen ist jedoch nicht notwendigerweise konvex.

(b) Fiir eine beliebige Gerade g € G sind die durch g begrenzten Halbebenen S1(g) und Sy(g) konvex.
(c) Seien A, B,C € P in allgemeiner Lage. Dann sind die Mengen

I/pac := {P € P : P liegt im Inneren des Winkels ZBAC},
Ipapc := {P € P : P liegt im Inneren des Dreiecks ANABC}

konuvex.
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Aufgabe 3.8 (H). Zeigen Sie, dass es einen Winkel gibt, der kein rechter Winkel ist.

Aufgabe 3.9 (H). Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Es gilt das Kongruenzkriterium (SSW) fiir Dreiecke, also

AABC 2 NA'B'C «— (E =~ A’B/, BC = B'C' und /BAC ~ AB’A’C’) .

(b) Es gilt das Kongruenzkriterium (WWS) fiir Dreiecke, also

AABC = AA'BC' < (AB= A'B', /BAC ~ /B'A'C" und ZACB ~ /A'C'B).

Aufgabe 3.10 (H + P). Seien Ay, Ay, A3, Ay € P paarweise verschiedene Punkte, so dass je drei von
ihnen nicht kollinear sind. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

i) AB| CDund AD | BC.
(ii) AB I CD, AB = DC und die Punkte B, C liegen auf derselben Seite von AD.
Ist dies der Fall, so heifit das 4-Tupel ITA1 Ay A3Ay := (A1, A2, A3, Ag) ein Parallelogramm.

Aufgabe 3.11 (H + P). Seien A1, Ay zwei Punkte auf einer Geraden gund seien By, Cy, By, Co Punkte
auf derselben Seite von g, so dass Ay, B1,Cq und Ay, By, Co jeweils in allgemeiner Lage sind. Dann gilt

AlBl || Asz und A1C1 || A2C2 — 4B1A1C1 ~ ZBQAQCZ.

Aufgabe 3.12 (H). Sei ¢ € G eine Gerade. Die Geradenspiegelung o, an g ist dann die Abbildung
og: P — P, die die Gerade g punktweise festlisst und einen beliebigen Punkt A ¢ g auf den eindeutigen
Punkt A" € £y A mit

AxLgA*x A" und BLgA= ALA
schickt. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.
(@) Die Abbildung oy ist bijektiv, genauer gilt og 0 0 = idp.
(b) Fiir A # B € Pgilt AB = 04(A)og(B).

Hinweis: Machen Sie eine Fallunterscheidung in Abhiingigkeit von der Lage der Punkte A, B zur
Geraden g.

(c) Fiir A, B € P gibt es eine Gerade § € G mit 0g(A) = B.
(d) Fiir A,B,C € Pmit A # Bund A # C gibt es eine Gerade § € G mit 0g(A) = A und

oo (AB) = AC.

Aufgabe 3.13 (H). Seien A, B, C € P drei Punkte in allgemeiner Lage und sei P € P mit A x P % B.
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(a) Zeigen Sie, dass im Fall, dass ZBAC ein rechter Winkel ist, die Abschitzung
AC < PC < BC
gilt. Insbesondere ist BC die lingste Seite des Dreiecks /\ABC.

(b) Folgern Sie aus (a), dass ganz allgemein stets PC < AC oder PC < BC gilt.
(c) Sei K= K(M,A) C P ein Kreis. Das Innere I von K sei die Menge

Ix:={P €P:P= Moder MP < MA}.

Zeigen Sie, dass Ix U K konvex im Sinne von Ubungsaufgabe 3.7 ist.

(d) Wir nehmen nun an, dass in H zusitzlich (P) gilt. Seien A, B,C € P in allgemeiner Lage und K
der Umkreis von AABC. Folgern Sie dann aus (c), dass alle von A, B, C verschiedenen Punkte auf
den Seiten von AABC in I liegen.

Aufgabe 3.14 (Hohenformel). Sei AABC ein Dreieck in A?(R) mit Winkelgrofen («,B,y) und
Seitenliingen (a, b, c)und seien A’, B',C' die Fufjpunkte der Hohen ha, hg, hc. Zeigen Sie, dass dann
die folgenden Aussagen gelten.

|A—A'||=c-sinf=b-sinvy,
|B—B'|| =a-siny =c-sing,
|[C—C'||=0b-sina =a-sinp.

A C'

Abbildung 3.5: Zum Ablesen markiert: |[B — B'|| = a - sin .



KAPITEL 4

Euklidische Geometrie

Im Kontext von Hilbertebenen haben wir bereits eine Vielzahl klassischer geometrischer Sitze
gezeigt. Es stellt sich jedoch heraus, dass einige klassische Aussagen in beliebigen Hilbertebe-
nen nicht korrekt sind. So werden wir in Kapitel 5 eine Hilbertebene konstruieren, in der das
Parallelenaxiom und damit auch der starke Wechselwinkelsatz 3.52 nicht gelten. Offensichtlich
miissen wir also unserem Axiomensatz noch weitere Axiome hinzufiigen. So kommen wir zum
Begriff der euklidischen Ebene, in der uns alle Objekte und Schlussweisen zur Verfiigung ste-
hen, die in Euklids Elementen eine Rolle spielen. Uber den Hauptsatz fiir euklidische Ebenen
4.7 sehen wir ein, dass sich alle euklidischen Ebenen in geeigneter Weise identifizieren lassen,
so dass es gentigt, die Geometrie in einem Standardmodell zu untersuchen.

4.1 Das Vollstandigkeitsaxiom

Fiir die Identifikation einer gegebenen Hilbertebene (P, G) mit der euklidischen Standardebene
E konstruiert man ein Koordinatensystem, das eine gegebene Gerade bijektiv auf die x-Achse
abbildet. Damit dies moglich ist, muss die zugrundeliegende Hilbertebene bestimmte Vollstan-
digkeitseigenschaften erfiillen. Wir erinnern zunichst an das aus der Analysis bekannte

Vollstindigkeitsaxiom der reellen Zahlen Sei (S, T) ein Dedekindschnitt von R, also ein Paar
(S, T) nichtleerer Teilmengen von R mit SUT = R und p < q fiiralle p € S und alle g € T. Dann
gibt es genaueinr € Rmit p <r < qfiiralle p € Sund alle q € T, insbesondere ist

entweder S = (—o0,r) und T = [r, )
oder S = (—oo,r|und T = (r,0).

Die Ungleichung p < g fiir alle p € S und alle g € T aus der obigen Definition eines Dedekind-
schnitts von R impliziert insbesondere, dass kein Punkt aus S zwischen zwei Punkten aus T
liegt und kein Punkt aus T zwischen zwei Punkten aus S. Die nachfolgende Ubertragung des
Begriffs des Dedekindschnitts in unsere Situation ist daher naheliegend:

125



4.1. Das Vollstandigkeitsaxiom 126

Definition 4.1 (I + A). Ein Dedekindschnitt einer Geraden ¢ € G ist ein Paar (s, t) nichtleerer
Teilmengen von g mit s Ut = g, so dass

o kein Punkt von t zwischen zwei Punkten aus s liegt und P # Q € s also PQ C s impliziert,
* kein Punkt von s zwischen zwei Punkten aus t liegt und P # Q € talso PQ C t impliziert.

Definition 4.2 (H). Die Hilbertebene (P, G, *, =, ~) erfiillt das Vollstindigkeitsaxiom, wenn

gilt:

(V) Fiir jede Gerade § € G und jeden Dedekindschnitt (s, t) von g gibt es genau einen Punkt
P € P, so dass fiir alle A € s, B € t genau eine der folgenden drei Aussagen gilt.

P=A, P=B oder AxPxB.

Fiir ,Sei (P, G, *, =, ~) eine Hilbertebene, in der das Vollstindigkeitsaxiom (V) gilt.” schreiben
wir kiinftig auch kurz ,,(H + V)”.

Bemerkung 4.3 (H + V). Ist (s,t) ein Dedekindschnitt einer Geraden g und P der von (V') dazu
gelieferte Punkt, dann ist entweder s ein Strahl auf ¢ mit Ausgangspunkt P und t das Komplement
von s, oder t ist ein Strahl auf g mit Ausgangspunkt P und s ist das Komplement von ¢,

denn: Hier sind zwei Fiille zu betrachten:

Fall 1: P < t. Es existiert ein von P verschiedener Punkt Q & t, andernfalls lige P zwischen
zwei Punkten aus s. Es folgt PQ C t. Sei R € ¢ mit P* Qx R. Wiire R € s, so ergiibe sich ein
Widerspruch zu (V). Somit liegt R in t und es folgt PO C t Nach (V) gilt S % P * Q fiir ein
beliebiges S € s. Sei nun R € t \ {P}. Wiederum aufgrund von (V) ergibt sich S« P x R, also

QR|p und damit R € 1@ Insgesamt erhalten wir t = I@ undt =g \s.
Fall 2: P € s. Dieser Fall ergibt sich analog. #

Beispiel 4.4. (a) A2(R) erfiillt das Vollstindigkeitsaxiom (V),

denn: Seien § € Gr eine Gerade und (s, t) ein Dedekindschnitt von g. Fiir beliebige, aber feste
A # B € g schreiben wir

g={AM+(1-A)B:AecR}
und setzen
S:={AeR:AA+(1-A)Bes} sowie T:={A€R:AA+(1—-A)Be€t}.

Wegen ¢ = s Ut gilt hierbei R = S U T. Nun sind entweder alle p € S kleiner als alle g € T oder
umgekehrt, da es sonst p1,p, € Sund q1,q2 € T giibe mit py > q1 und py < qo. Zwangsliufig
liige fiir diese Punkte einer der folgenden drei Fiille vor.
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Fall 1: g1 > po. Dann gilte p1 > q1 > p2 und es folgte die Existenz eines Punktes in t, der
zwischen zwei Punkten von s liegt.

Fall 2: q1 = p,. Unter dieser Voraussetzung wiiren S und T und damit auch s und t nicht disjunkt.

Fall 3: q1 < p». Hier ergiibe sich q1 < p2 < g und es folgte die Existenz eines Punktes in s, der
zwischen zwei Punkten von t liegt.

Da alle drei Moglichkeiten zu einem Widerspruch fiihren, miissen tatsichlich alle p € S kleiner als
alle q € T sein oder umgekehrt, ohne Einschrinkung ersteres. Nach dem Vollstindigkeitsaxiom der
reellen Zahlen gibt es dann genau ein r € Rmit p < r < q fiir alle p € S und alle g € T. Dies
ist dquivalent zur Existenz eines P € g derart, dass fiir alle A € s und alle B € t genau eine der
folgenden Aussagen gilt:

P=A, P=B oder A%xPxB.

Damit ist die Giiltigkeit von (V') nachgewiesen. #
(b) A2(Q N R) erfiillt das Vollstindigkeitsaxiom (V) nicht,
denn: Dort lisst sich die x-Achse als die disjunkte Vereiniqung der Mengen
s={(x,00 € (QNR)?:x<m} und t={(x,0)€(QNR)?:x>m}

schreiben. Offenbar ist (s,t) ein Dedekindschnitt der x-Achse. Ein Punkt P wie in (V') gefordert
existiert aber nicht, da v transzendent ist und somit nicht in Q N R liegt. #

4.2 Euklidische Ebenen

Wir halten nun den bereits in der Einleitung dieses Kapitels beschriebenen Begriff der euklidi-
schen Ebene in einer Definition fest:

Definition 4.5. Eine Hilbertebene, die das Vollstindigkeitsaxiom (V) und das Parallelenaxiom
(P) erfiillt, heifSt euklidische Ebene.

Beispiel 4.6. Nach den Beispielen 2.13, 3.24 und 4.4 ist die reelle affine Standardebene |5 := A%(R) =
(IRZ,GR, *, 2, ~) eine euklidische Ebene. Wir nennen sie das kartesische Modell der euklidischen
Standardebene.

Fiir euklidische Ebenen kann man auf naheliegende Weise einen Isomorphiebegriff einfiihren:
Man versteht unter einem Isomorphismus euklidischer Ebenen eine bijektive Abbildung, die
Geraden auf Geraden schickt und Anordnung sowie Kongruenz von Strecken und Winkeln
erhilt. Das zentrale Resultat in der Theorie der euklidischen Ebenen ist der folgende Satz:

Satz 4.7 (Hauptsatz fiir euklidische Ebenen). Jede euklidische Ebene ist isomorph zu E.
Der Beweis dieses Satzes ist sehr aufwandig und wird hier nicht durchgefiihrt. Eine ausfiihrli-

chere Darstellung findet sich in den Abschnitten 4.3 bis 4.8 unseres Lehrbuchs Grundlagen der
ebenen Geometrie.
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Eine Folgerung ist, dass wir den Beweis einer behaupteten Aussage in einer beliebigen eu-
klidischen Ebene stets in der euklidischen Standardebene E fiihren diirfen und dabei sowohl
analytische als auch synthetische Methoden heranziehen konnen. Fiir ,Sei IE die euklidische
Standardebene.” schreiben wir kiinftig auch kurz (E).

Exemplarisch untersuchen wir die synthetisch eingefiihrten Begriffe des Ergdnzungswinkels
und des Inneren eines Winkels mit dem in Abschnitt 1.3 eingefiihrten analytischen Winkelmaf3
quantitativ:

Proposition 4.8 (IE). Seien A,B,C,D € R2 vier Punkte so, dass sowohl A, B, C als auch A, B, D
in allgemeiner Lage sind. Dann gilt:

(a) Sind LCAB, ZBAD Erginzungswinkel, dann gilt {CAB + ABAD = m. Insbesondere ist
ZCAB genau dann ein rechter Winkel, wenn L CAB = 7 ist.
(b) Liegt der Punkt D im Inneren von ZBAC, so gilt ABAD + ADAC = £BAC.

Beweis. Seien zundchst ZCAB und ZBAD Erganzungswinkel. Dann gilt C x A x D, so dass es
eine Bewegung gibt, die A auf den Ursprung und C, D auf Punkte auf der x-Achse abbildet,
die auf verschiedenen Seiten von A liegen. Da Bewegungen Winkelgrofsen unverandert lassen,
konnen wir ohne Einschriankung von dieser Situation ausgehen. Weiter konnen wir C und D
durch beliebige Punkte ihres jeweiligen von A ausgehenden Strahls ersetzen. Insgesamt kon-
nen wir daher fiir geeignete by, b, € R ohne Einschrankung annehmen, es gelte

Q) o) () oo ()

B
— N,
C A D
Mit (1.12) folgt
(C|B) —b (B| D)
cos L{CAB = = = — = —cos {BAD.
ICIl-IB][ (B Bl - [ D]

Da beide Winkelmafle im Intervall (0, 77) liegen, haben wir damit (a) gezeigt.

Beim Beweis von (b) kénnen wir ohne Einschrankung von

() i o-()
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ausgehen. Da D im Inneren des Winkels Z/BAC liegt, liegen B und C nach Lemma 3.22 auf
verschiedenen Seiten der Geraden ,ﬁ, also der x-Achse. Ohne Einschrankung liege B in der
oberen und C in der unteren Halbebene. Weil wir weiter B und C durch beliebige Punkte ihres
jeweiligen von A ausgehenden Strahls ersetzen konnen, diirfen wir sogar annehmen, es gelte

D=@})

C=(4
Wegen CD | folgt mit den Uberlegungen aus Beispiel 3.3
c -1
~sgaten+0) =sgn(( ) 1)) =smnic | B
N 1\ /-1
= sgn(D | BY) =sgn(( ) 1 (, )) = —sn()
1

und somit b 4+ ¢; > 0. Mit (1.17) erhalten wir

. |det(B D)| 1 . |det(D C)| 1
sin {BAD = = und sin{DAC = = :
IBII- DI} [Bll IBIF- el el
Mit den Additionstheoremen von Sinus und Kosinus folgt nun

sin({BAD + £DAC) = sin {BAD cos £ DAC + cos £BAD sin £ DAC
1 ¢ bhh 1 c1+b
= + = > 0/
IBIICI - IBIICH IBIHIC]
cos({BAD + £DAC) = cos £BAD cos ADAC — sin {BAD sin { DAC
- bl C1 B 1 1 _b1C1—1_<B|C>
IBIICIEAIBIFACH WIBIIC] Bl

Hieraus ergibt sich schliefSlich wie verlangt {BAC = £BAD + £DAC. O

= cos £LBAC.

4.3 Kreise

Kreise als geometrische Figuren haben wir bereits in Abschnitt 3.9 eingefiihrt. Da wir nun auch
analytisch argumentieren diirfen, bietet sich aber eine etwas eingéngigere Notation an. Von
nun an schreiben wir fiir alle M € R? und alle ¥ € R+

K,(M):={Pe€R*: |P - M| =r}
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tiir den Kreis mit Mittelpunkt M und Radius r. Das ist insofern mit der alten Notation kompa-
tibel, als fiir jeden beliebigen Punkt A € K,(M) die Identitit K, (M) = K(M, A) gilt. Die Punkte
P € R? mit |P — M|| < r liegen innerhalb von K,(M), die Punkte mit ||P — M|| > r auferhalb.

Wir hatten schon in Proposition 3.73 festgestellt, dass ein Kreis mit einer Geraden durch seinen
Mittelpunkt immer genau zwei Schnittpunkte hat. Wir studieren nun den Durchschnitt eines
Kreises mit einer beliebigen Geraden:

Proposition 4.9 (E). Sei K = K, (M) ein Kreis mit M € R? und r € R0, und sei ¢ = gp, eine
Gerade in Gg mit P,v € R? und v # 0. Dann gQilt:

0
@@ |[Kngl=2 <+ ||P—M|\2<r2+(P—M|W>2.

In diesem Fall nennt man g eine Sekante von K.
®) |[Kngl=1 < [P=M|P=r+(P—M| HZH>2'

In diesem Fall nennt man g eine Tangente von K.
© [Kngl=0 <= [P-M|P>r*+(P-M| HZH>2'

In diesem Fall nennt man g eine Passante von K.
In den Fillen (b) und (c) besitzt g keine Punkte im Inneren von K.

<P$A4|ﬁﬁ>) ,
7 p,

Py

M

Abbildung 4.1: Der Durchschnitt von K und g ist zwei-, ein- bzw. nullelementig, falls der Lot-
fuSpunkt von M auf g im Kreis bzw. auf dem Kreis bzw. auflerhalb des Kreises liegt.

Beweis. Sei Q = P+ Av € g miteinem A € R. Dann gilt:
Q € K,(M)
= r=Q-M]|
—=r=0-M|>?=(Q-M|Q—-M)=(P+Av—M|P+Av—M)
= ||P = M|* +2A(P — M | v) + A?||o|]?
= 0=|[o|>-A+2(P-=M|0v)-A+ (|P—M|*—7r?)
Das ist eine quadratische Gleichung in A, deren Losungsmenge in Abhéngigkeit vom Vorzei-

chen € {+,0, —} ihrer Diskriminante

(2P = M [ 9))* —4- o2 (||P - M|~ 1)
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v
Z—Mﬂ”UW—MW—ﬁ—@—M!wWﬂ
zweielementig, einelementig oder leer ist. In den Féllen (b) und (c) gilt wegen Q € ¢ = go
Q=M= 7+ (Q= M| p? =7,

so dass g keinen Punkt im Inneren von K besitzt. O

Korollar 4.10 (E). Seien K = K,(M) ein Kreis mit M € R? und r € R~ sowie § = gp,, eine
Gerade in Gg mit P,v € R? und v # 0. Fiir ein beliebiges Q € K N g sind dann die folgenden
beiden Aussagen dquivalent:

(i)  gist Tangente an K,
i) <£(Q—-M,v)=7.

Beweis. Ohne Einschrankung setzen wir P = Q. Nach Proposition 4.9 gilt dann
g Tangente an K <= [|Q — M|*> ="+ (Q — M| HZH>2
E Q- M| =0
— (Q—-M) Lo
= L(Q-M,v) = g
O

Wir wissen jetzt, wie viele Schnittpunkte eine gegebene Gerade mit einem gegebenen Kreis hat.
Um etwas tiber deren Lage in Erfahrung zu bringen, fithren wir eine Hilfsgrofse ein:

Definition 4.11 (E). Sei K = K, (M) ein Kreis mit M € R? und r € R und sei P € R? ein
Punkt. Dann heifst
kk(P) := ||P — M||* — r?

die Potenz von P in Bezug auf K.

Offensichtlich beschreibt das Vorzeichen der Potenz, ob der Punkt P in K, auf K oder auflerhalb
von K liegt. Der Betrag der Potenz liefert dafiir Informationen iiber die (relative) Lage der
Schnittpunkte von Sekanten oder Tangenten von K in P:

Satz 4.12 (Zwei-Sehnen-Satz, E). Sei K = K,(M) ein Kreis mit M € R? und r € R~ und sei
P € R? \ K ein Punkt. Sei weiter g eine Sekante von K durch P mit g N K = {A, B}. Dann gilt

P = All - ||P = B|| = [« (P)],
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fiir alle durch P verlaufenden Sekanten von K ist also das Produkt der sogenannten Sehnenab-
schnitte gleich.

A

Abbildung 4.2: Eine Sehne eines Kreises K ist die Strecke zwischen den beiden Schnittpunkten
einer gegebenen Sekante von K.

Beweis. Sei gp, eine Sekante durch P mit |[v|| = 1. Wie im Beweis von Proposition 4.9 liegt
Q := P + Av genau dann im Durchschnitt gp, N K, wenn

0= o> A*+2(P—=M|v)- A+ (|P— M|*—1?)
=A24+2(P— M |0) A+ xg(P)

gilt. Da gp, eine Sekante von K ist, hat diese quadratische Gleichung zwei reelle Losungen
A1 # Ay Es gilt also kg (P) = Aq - A und ohne Einschrénkung A = P 4+ Ajv und B = P + A,o.
Es folgt die Behauptung

[P = A| - [P = B|| = [[Mo]| - [|A20]] = [A1 - Ao| = [k (P)].
OJ
Satz 4.13 (Sehnen-Tangenten-Satz, E). Sei K = K, (M) ein Kreis mit M € R?2 undr € R und

sei P € R? ein Punkt auferhalb von K. Seien weiter g eine Sekante von K durch P mit ¢ N K =:
{A, B} und t eine Tangente an K durch P mit t N K =: {C}. Dann gilt

IP— Al - [P~ B|| = |[P - C||* = |[xx(P)].

Beweis. Nach dem Zwei-Sehnen-Satz 4.12 ist nur das zweite Gleichheitszeichen zu zeigen. Des-
sen Beweis erfolgt analog, aufier, dass es statt zwei verschiedenen Nullstellen A1, A; der qua-
dratischen Gleichung nurmehr eine doppelte Nullstelle p gibt. O
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Wir studieren nun den Durchschnitt zweier Kreise und betrachten dazu die Menge der Punkte,
die beziiglich zweier verschiedener Kreise die gleiche Potenz haben. Es stellt sich heraus, dass
diese eine Gerade ist, deren Durchschnitte mit je einem der beteiligten Kreise mit dem Durch-
schnitt der Kreise untereinander tibereinstimmen. So ldsst sich die Frage des Durchschnitts
zweier Kreise auf die bereits behandelte Frage des Durchschnitts eines Kreises mit einer Gera-
den zuriickfiihren:

Proposition 4.14 (E). Fiir je zwei Kreise K; = K, (M) und Ky = Ks(N) mit M # N € R? und
r,s € Ry gilt:

(@) Pk, := {P € R?: kk, (P) = x,(P)} ist eine Gerade, die Potenzgerade von Ky und K,.

(b) Pk, L MN,
() KiNKz=KiNpk,k =Ko N pgy k-

Insbesondere schneiden sich zwei verschiedene Kreise in hochstens zwei Punkten.

Beweis. Zum Nachweis von (a) sei P € R?. Dann gilt
P € pr x, = KK1(P) = KKz(P)
< |[P-M|*-7r*=||P-N|*-s?
< ||P|]? = 2(P | M) + [ M]|]> = #* = ||P||> = 2(P | N) + |N|* - &?

1
= (P|N=M) =50~ =" +|IN|J* = [ M[).
Aufgrund von M # N ist pk, k, insbesondere nicht leer. Ist nun A € pg, k, fixiert, so ergibt sich
Pepxr,<—= (PIN-M)=(A|N-M)<= (P-A|N—-M)=0.

Die obige Gleichung beschreibt genau die Hesse’sche Normalform der Geraden g4 (n_ar)t,
was neben (a) auch (b) impliziert. Die erste Gleichung in (c) ergibt sich nun direkt aus der
Aquivalenz

P € Ki N Ky <= «k,(P) = 0und g, (P) =0
K

<= g, (P) = 0und kg, (P) =
<— PeKn PKy,Kar

Kz(P)

und die zweite Gleichung folgt aus Symmetriegriinden. O

Nachdem wir nun wissen, dass der Durchschnitt zweier verschiedener Kreise hochstens zwei
Elemente hat, gilt es nun herauszufinden, unter welchen Voraussetzungen es keinen, einen
oder zwei Schnittpunkte gibt. Dabei hilft uns das folgende Lemma:

Lemma 4.15 (E). Sei ¢ eine Bewegung der euklidischen Standardebene I, und sei K = K,(M)
ein Kreis mit M € R? und r € R. Dann gilt

G”(Kr(M)) = KY(GO(M»'
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insbesondere bilden also Bewegungen Kreise auf Kreise ab.

Beweis. Sei zundchst P € K,(M) ein Punkt. Dann gilt mit den bekannten Bewegungseigen-
schaften ||p(M) — ¢(P)|| = ||M — P|| = r, so dass ¢(P) in K,(¢(M)) liegt. Es folgt

(K, (M)) C K (@(M)).
Da nach Beispiel 3.31 mit ¢ auch ¢! eine Bewegung ist, gilt analog

¢ (K (¢(M))) C K (97" 0 9(M)) = K (M).

Zusammengenommen erhalten wir

K:(M) = (97" 0 9)(K:(M)) = ¢~ (9(Kr(M))) € ¢~ (Ke(9(M))) S Kr(M),

so dass in allen Teilmengenbeziehungen Gleichheit gelten muss, was das Lemma zeigt. O

Satz 4.16 (Kreis-Kreis-Schnitt-Eigenschaft, IE). Fiir zwei Kreise K1 = K,(M) und Ky = Ks(N)
mit M, N € R? und r,s € R sind die folgenden beiden Aussagen iquivalent.

(i)  Kj besitzt einen Punkt innerhalb und einen Punkt auferhalb von K.%°
(ii) ‘Kl N Kz‘ =

Beweis. Daim Fall M = N stets sowohl Aussage (i) als auch Aussage (ii) falsch ist, konnen wir
fir den Rest des Beweises ohne Einschrankung M # N annehmen und, da die Fragestellung
unter Bewegungen invariant ist, sogar

Ky = K,(<8>) und K = Ko(N) mit N = (g) fiir ein 1 > 0.

Fiir einen Schnittpunkt S = (}) gilt

SeKiNKy=||S—M| =rund||S—N| =5
=+ =rund (x —n)’ +y* =¢°
= 2xn —n®* = x* — (x —n)? =r* — 5
1?2 —s?+n?
—_— =
2n

Die x-Koordinate eines Schnittpunkts ist also eindeutig. Da jeder Schnittpunkt insbesondere
auf Kj liegen muss, folgt daher

r2 —s2 +n?

2
hat i Lo
o ) at zwel Losungen

\K10K2]:2<:>y2:r2—<

20 Aus Symmetriegriinden besitzt dann auch K; einen Punkt innerhalb und einen Punkt auerhalb von K.
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r2 —s2 4+ n?
el — <7
2n
n>(Q

E onr < 1? —sP+n? < 2nr
= n-r)<s?<(n+r)?

n\  [(r\2 ’ n\ (=72
=1(3) - (o) <=<1(3)- ()
“— <S> liegt innerhalb von K; und <—Or> liegt aufserhalb von Kj.
Es verbleibt zu zeigen, dass dies dquivalent dazu ist, dass es auf Kj je irgendeinen Punkt inner-

halb beziehungsweise aufierhalb von Kj; gibt. Dem ist aber so,

denn: Aus der Analysis wissen wir, dass sich ein beliebiger Punkt P € K; in der Form

t
P=p(t) = (;gj) mit einem £ € R

schreiben ldsst. Durch den Abstand

|P(t) — N| = \/rzsin2t+ (n—rcost)? = \/r2 — 2nrcost + n2

ist offenbar eine stetige Funktion in der Variablen t € R gegeben. Wegen n > 0 nimmt diese
ihre (globalen) Minima in ¢ € 2Z und ihre (globalen) Maxima in t € (2Z + 1) 7 an. Es ist also
(y) derjenige Punkt von Kj, der den kleinsten Abstand zu N hat, und (") der Punkt von K; mit
dem grofiten Abstand. Gibt es nun irgendwelche Punkte A, B € Kj, so dass A innerhalb und B
aufierhalb von Kj liegt, dann folgt mit dem soeben Bewiesenen

r —r
s> A= N| = () - NI wnd s < [B-N] < () =Nl

Es liegt also auch (;) innerhalb und (7;") auBerhalb von K. Da die andere Schlussrichtung
trivial ist, folgt hieraus die Behauptung. #

O]

Die gerade nachgewiesene Kreis-Kreis-Schnitt-Eigenschaft ist nicht besonders gut dafiir geeig-
net, fiir zwei gegebene euklidische Kreise tatsdchlich nachzupriifen, ob sie sich schneiden. In
diesem Kontext ist das folgende, angenehmere Kriterium sehr niitzlich. Es ergibt sich unmittel-
bar aus dem Beweis von Satz 4.16 und macht auch eine Aussage, wenn zwei gegebene Kreise
nur einen oder gar keinen Punkt gemeinsam haben:

Korollar 4.17 (E). Fiir K; = K,(M), Ky = Ks(N) mit M,N € R?,r > s € Rug und K; # K
gilt

IM=N|—-r|<s <= |KiNnKky| =2

IM=N||-r|=s <= [KiNKy|=1,
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IM=N||—r|>s <= |KiNKy|=0.
Im Rest dieses Abschnitts verwenden wir Kreise dazu, Dreiecke genauer zu studieren:

Satz 4.18 (Peripheriewinkelsatz, ). Seien A # B € R? Punkte auf dem Kreis K,(U) um einen

Punkt U € R? mit einem Radius r € R~q. Seien weiter die Seiten der Geraden AB mit Sy und Sy
bezeichnet. Dann gilt fiir einen von A und B verschiedenen Punkt C € K,(U) N S

L AUB fiiru € 8y,
LACB={1z fiir U € AB,
m—14AUB fiir € S,.

Insbesondere ist die Winkelgrofie £ ACB nicht von der Wahl des Punktes C € K,(U) N Sy abhiin-
8ig:

Abbildung 4.3: U und die drei Punkte C;,C;, C3 liegen auf derselben Seite der Geraden zwi-
schen A und B. Die markierten drei Winkel sind also kongruent.

Beweis. Sei C € K,(U) N S; ein beliebiger, aber fest gewé&hlter Punkt. Dann unterteilt das
Dreieck A ABC das Innere des Kreises in vier durch die Lage auf den verschiedenen Seiten von
AB, AC und BC definierte Teile und die drei Dreiecksseiten AB, AC und BC selbst. So ergeben
sich fiir den Beweis des Satzes sieben Fille, von denen wir hier allerdings nur einen behandeln.
Die iibrigen Fille werden in Ubungsaufgabe 4.4 behandelt.

Liege daftir U im Sinne von Definition 3.27 im Inneren des Dreiecks AABC. Nach dem Satz
von der Winkelsumme 1.67 fiir das Dreieck AAUB gilt

£LAUB = m — AUAB — LUBA.

Da U insbesondere im Inneren der Winkel ZCAB und ZCBA liegt, gelten nach Proposition 4.8
ALUAB = £CAB — £LCAU und <UBA = £CBA — £CBU.

Eingesetzt erhalten wir

LAUB = 1 — ({CAB — LCAU) — (L(CBA — £CBU)
— (m — LCAB — LCBA) + (LCAU + £CBU).
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Mit dem Satz von der Winkelsumme 1.67 fiir das Dreieck A ABC folgt
£LAUB = £LACB + (£CAU + £CBU,).

Nun ist U auch der Umkreismittelpunkt des Dreiecks AABC, so dass ||U — A|| = ||U — B|| =
|U — C|| gilt und also die Dreiecke AAUC und ABUC gleichschenklig sind.

C

Insbesondere gilt nach Proposition 3.56

/ZCAU ~ ZACU und ZCBU ~ ZUCB.
Setzen wir dies ein, so erhalten wir

£LAUB = LACB + ({LACU + LUCB) = 2£ACB,

wobei wir fiir das letzte Gleichheitszeichen verwendet haben, dass U auch im Inneren des
Winkels ZACB liegt. Damit ist die Behauptung in diesem Fall bewiesen. ]

Korollar 4.19 (Satz des Thales, ). Seien A, U, B € R? drei Punkte mit Ax U % B und ||U —
Al = |lU = B|| = r. Ist dann C € R? ein dritter Punkt auf dem Kreis K,(U), so ist der Winkel
£ ACB ein rechter.

Beweis. Das ist gerade der Peripheriewinkelsatz fiir U & AB. O

Satz 4.20 (Verschirfung des Sinussatzes, E). Sei AABC ein Dreieck mit Winkelgrifien
(a, B,7y), Seitenliingen (a, b, c) und Umkreis K,(U). Dann gilt
a b c

= = o=
sina  sinf  sinvy

Beweis. Ohne Einschrankung liege U auf derselben Seite von AB wie C.2! Nach dem bereits
gezeigten Sinussatz 1.68 gentigt es fiir den Beweis des Satzes siny = 5. zu zeigen. Da U und

21]st dies nicht der Fall, so liegt U zwangslaufig auf derselben Seite von BC wie A, und wir konnen nach einer
Umbenennung der Punkte A, B, C denselben Beweis fiihren. Das schliefit ausdriicklich auch den Fall mit ein, dass
U auf der Strecke AB liegt.
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C auf derselben Seite von AB liegen, liegt der zweite Schnittpunkt C der Geraden BU mit dem
Kreis K, (U) auch auf derselben Seite wie C.

Nach dem Peripheriewinkelsatz 4.18 gilt also weiterhin {ACB = . Andererseits ist aber
i := |C — B|| = 2r leicht zu berechnen, und nach dem Satz des Thales 4.19 ist /CAB ein
rechter Winkel. Da nach Korollar 1.69 der Sinus eines Winkels in rechtwinkligen Dreiecken als
Quotient der Langen von Gegenkathete und Hypothenuse ausgedriickt werden kann, gilt die
zu beweisende Beziehung

N | O
N
v

siny =

Satz 4.21 (Eulergleichung, IE). Sei AABC ein Dreieck mit Schwerpunkt S, Hohenschnittpunkt
H und Umbkreismittelpunkt U. Dann gilt die Eulergleichung

35S =H +2U.

Beweis. Nach Definition gilt fiir den Schwerpunkt 35S = A + B + C. Es folgt
(3S|B—A)=(A+B+C|B—A)=(A+B|B—A)+(C|B—A).

Nach Definition ist B — A ein Normalenvektor der Geraden h¢c bzw. m 4. Die jeweiligen Hes-
se’schen Normalformen (vgl. Beispiel 3.3) lauten also

he={PeR*|(P|B—-A)=(C|B-A)},
1
mAB:{PG]R2|<P|B—A>:<§(A+B)]B—A)}.
Mit H € hc und U € m4p folgt

(H|B—A)=(C[B—-A),
QU | B—A) = (A+B|B— A).

Zusammengenommen ergibt sich

(35| B— A) = (2U | B— A) + (H| B— A)
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und somit
(3§—2U—-H|B—A)=0.

Analog kann man (35 —2U — H | C — A) = 0 zeigen. Nun sind aber die Punkte A, B,C in
allgemeiner Lage, so dass insbesondere B — A und C — A eine Basis von R? bilden. Da das
Skalarprodukt in der euklidischen Standardebene nicht ausgeartet ist, folgt 35 —2U — H = 0
und somit der Satz. O

In Ubungsaufgabe 4.5 zeigen wir, dass Schwerpunkt, Hohenschnittpunkt und Umkreismittel-
punkt genau dann paarweise verschieden sind, wenn das zugehorige Dreieck nicht gleichseitig
ist. In diesem Fall gilt noch folgende erstaunliche Folgerung;:

Korollar 4.22 (E). Sei AABC ein nicht gleichseitiges Dreieck mit Schwerpunkt S, Hohenschnitt-
punkt H und Umkreismittelpunkt U. Dann gelten die folgenden beiden Aussagen:
(a) Es gilt H* S U, insbesondere sind die Punkte H, S, U kollinear.

IHSs| _
®) s =2

Die Gerade HU heif$t die Eulergerade von AABC.

Beweis. Aus 3S = H + 2U folgt S = IH + 2U. Da nach Ubungsaufgabe 4.5 in einem nicht
gleichseitigen Dreieck der Hohenschnittpunkt und der Umkreismittelpunkt verschieden sind,
folgt daraus H x S x U sowie

2 2 1 1
|H =8Il = | 3H - SUl =2+ 3H - 3U]| =2 [|s - U] =2 |u - 5].

4.4 Die Inversion am Kreis

Mit den Methoden von Abschnitt 4.3 studieren wir nun mit den Kreisspiegelungen eine neue
Klasse von Abbildungen in der euklidischen Standardebene. Diese werden wir in Abschnitt 5.1
dazu benutzen, ein Modell einer Hilbertebene ohne Parallelenaxiom zu konstruieren:

Definition 4.23 (E). Zu einem gegebenen Kreis K,(M) definieren wir die Abbildung
orm: REN{MY — R? . {M},

indem wir jedem A € R? \ {M} den eindeutig bestimmten Punkt o, p(A) auf dem Strahl MA
mit

1M — All - |M = g m(A)|| = 7
zuordnen. Die Abbildung o, heifit die Inversion oder auch Spiegelung am Kreis K,(M), und
arm(A) heifit das beziiglich K, (M) zu A Inverse.
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Ur,M(A)

Wir fixieren fiir den Rest dieses Abschnitts einen Kreis K := K,(M) und schreiben kurz o fiir
0y, M- Unmittelbar aus Definition 4.23 folgt:

Proposition 4.24 (E). (a) 0 o0 = idg2. (). [nsbesondere ist o bijektiv und zu sich selbst in-
vers.

(b) o bildet Punkte im Inneren von K auf Punkte auferhalb von K ab und umgekehrt. Punkte auf
K werden auf sich selbst abgebildet.

Ab sofort verwenden wir die abkiirzende Schreibweise A’ := ¢(A) fiir alle A € R? \. {M}.Im
Fall, dass A innerhalb von K liegt, geben wir nun eine geometrische Konstruktion fiir A’ an:

Proposition 4.25 (). Sei A € R? \ {M} ein Punkt im Inneren von K. Seien weiter P und Q

die Schnittpunkte der Lotgeraden {7 A mit K und tg P bzw. txQ die Tangenten an K in P bzw. Q.

Dann schneiden sich die drei Geraden tx P, txQ und AM im Punkt A,

Beweis. Die drei Geraden txP, txQ und AM haben einen gemeinsamen Schnittpunkt S,

denn: Der Schnittpunkt von m mit tgP heiffe Sp, der mit txQ entsprechend Sgy. Wegen
MP = MQ ist das Dreieck AMPQ gleichschenklig. Nach dem SSrW-Kriterium 3.71 sind da-
her die Dreiecke AMAP und AMAQ kongruent, insbesondere gilt /PMA ~ ZQMA. Nach
dem WSW-Kriterium 3.58 sind schliefilich auch die Dreiecke AMPSp und AMQSg kongruent,
insbesondere gilt MSp = MSg und somit die Behauptung. #

Die beiden rechtwinkligen Dreiecke AMAP und AMPS haben dieselbe Winkelgrofie bei M.
Mit Korollar 1.69 folgt

M= Al _ [[M—P]|
IM—=P[ [[M=S5]|

also
IM—A|-[M-5|| =|M-P|*=r

Da A’ der einzige Punkt auf dem Strahl MA mit dieser Eigenschaft ist, gilt S = A’
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M ANA‘
e

Q

O

Proposition 4.26 (E). Sei A € R?> \ {M}, ¢m € Gr eine Gerade mit M € gp, §-m € Gr eine
Gerade mit M ¢ g und Ks(N) ein Kreis durch M. Dann gilt:

(@) o(MA~{M}) =MAN{M},

(b) ( IM {M} IM {M}

(c) o(g-m) ist ein Kreis durch M, bei dem der Punkt M entfernt ist.

(d) o(Ks(N)~ {M}) ist eine Gerade, die nicht durch M geht.

Beweis. Behauptung (a) folgt unmittelbar aus der Definition von ¢ und aus 0 o 0 = idg2. 1},
und Behauptung (b) folgt direkt aus (a).

Zum Beweis von Behauptung (c) betrachten wir nun L := L¢_, M, seinen Spiegelpunkt L’ und
den Kreis

Ks(N) mitN:=-(M+L')unds:= |L'— N]||.

NI =

Wir zeigen 0(g-m) = Ks(N) \ {M}. Sei dafiir zunédchst P € g beliebig. Dann hat die Gerade
auler M noch einen zweiten Schnittpunkt Q mit dem Kreis K;(N),

denn: Sonst wire MP die Tangente an Ks(N) in M und stiinde somit senkrecht auf MN =

Ly wM. Dann wiren g-p und MP parallele Geraden durch P, also identisch. Das kann nicht
sein, da dann M auf g lage. #

Nach dem Satz von Thales 4.19 ist /ZMQL’ ein rechter Winkel. Andererseits ist nach Konstruk-
tion ZMLP ebenfalls ein rechter Winkel, so dass mit Korollar 1.69

IM—Ql _M-L]|

IM—-L  [[M-P|
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folgt. Mit Definition 4.23 erhalten wir
IM—=P|-[M=Q|=|M-L||[M-L|=r

und somit P’ = Q € K;(N) ~ {M}.

Fir Q € K;(N) \ {M} sind umgekehrt die Geraden m und gy nicht parallel,

denn: Sonst stiinde m orthogonal auf MN und wire somit eine Tangente an K;(N), was nicht
sein kann, da m ja zwei voneinander verschiedene Schnittpunkte mit K (N) hat. #

Bezeichnen wir den Schnittpunkt von m und g mit P, dann sind wieder ZMQL’ und
ZMLP rechte Winkel, und mit derselben Argumentation wie gerade eben folgt Q = P’ €
0(g-m). Insgesamt haben wir somit Behauptung (c) gezeigt.

Behauptung (d) zeigt man analog zu Behauptung (c). O
Auch wenn wir das o-Bild eines Kreises, der nicht durch M geht, noch nicht kennen, legt Propo-

sition 4.26 nahe, im Kontext der Inversion am Kreis Geraden und Kreise in einem gemeinsamen
Oberbegriff zusammenzufassen:

Definition 4.27 (E). Eine Teilmenge von R2, die eine Gerade oder ein Kreis ist, nennen wir auch
eine verallgemeinerte Gerade. Fiir eine beliebige verallgemeinerte Gerade g und ein beliebiges
P € g heifit

rp=1J8 fiir g eine Gerade,
7\ die Tangente an g in P fiir g ein Kreis

die Tangente an die verallgemeinerte Gerade g im Punkt P.

Proposition 4.28 (E). Fiir eine verallgemeinerte Gerade ¢ mit ¢ N K = {P, Q} gilt:

(@ txP L t,P < t,P = MP.
(b) txP L t,P <= txQ L t;Q. Im Orthogonalititsfall heiffen K und g zueinander orthogo-
nal.

Beweis. Nach Korollar 4.10 gilt txP L MP. Gilt nun zunachst teP = MBP, so folgt sofort
txP L MP = t,P.

Gilt umgekehrt tx P | t,P, so folgt daraus
MP 1 txP L t,P

und also P || MP. Mit P € teP N MP erhalten wir teP = MP und insgesamt somit Behaup-
tung (a).

Zum Beweis von Behauptung (b) geniigt es offenbar, eine der behaupteten Implikationen zu
zeigen. Gelte also ohne Einschrankung txP L toP. Nach Teil (a) gilt dann ¢, P = MP.
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Fall 1: g ist eine Gerade. Nach Voraussetzung gilt Q € ¢ = t,P = MP, also g = m Nach
Korollar 4.10 folgt txQ L m = ¢ = t;Q und somit Behauptung (b) in diesem Fall.

Fall 2: g ist ein Kreis. Schreiben wir § = K(N), so gilt nach dem SSS-Kriterium 3.58 die
Kongruenz von Dreiecken AMPN = AMQN und insbesondere die Kongruenz von Winkeln
ZMPN =~ ZMQN. Analog zu t;P = MP zeigt man txP = ﬁﬁ, so dass wegen txP | toP der
Winkel ZMPN ~ ZMQN ein rechter Winkel ist. Es folgt m 1L m und mit Korollar 4.10
weiter txQ = m und t,Q = m Das zeigt Behauptung (b) auch in diesem Fall.

t,P
p

tx P

Proposition 4.29 (IE). Fiir einen Kreis Ks(N) gelten die folgenden Aussagen:

(a) Ist Ks(N) orthogonal zu K, so gilt 0(Ks(N)) = Ks(N) und M ¢ Ks(N).
(b) Gibtesein A € Ks(N) ~ Kmit A" € Ks(N), so ist Ks(N) orthogonal zu K.

Beweis. Sei Ks(N) orthogonal zu K mit Schnittpunkten P und Q. Nach Proposition 4.28 (a) gilt
dann tx ()P = MP und te.n)Q = m Fiir ein beliebiges A € K;(N) \ {P, Q} schneidet die
Gerade AM den Kreis Ks(N) in einem weiteren Punkt B,

denn: Ware dem nicht so, galte m = tKS(N)A, und mit m, MP und m gédbe es also drei
paarweise verschiedene Tangenten an K;(N) durch M. Nach Korollar 4.10 wéren dann ZMAN,
ZMPN und ZMQN allesamt rechte Winkel und nach dem Satz des Thales 4.19 ldgen somit die
drei paarweise verschiedenen Punkte A, P, Q im Durchschnitt von K;(N) mit dem ,Thales-
kreis” K(3(M + N),N) lagen. Nach Proposition 4.14 stimmten daher die Kreise Ks(N) und
K(3(M + N), N) miteinander iiberein. Wegen N € K(3(M + N),N) und N ¢ K;(N) kann das
aber nicht sein. #

Nach dem Sehnen-Tangenten-Satz 4.13 gilt jetzt
IM — Al - |M — Bl = |[M — P||* = r?

und also B = A’ € K;(N) nach Definition 4.23. Da A in K;(N) \ {P, Q} beliebig gewihlt war
und mit P’ = P € K;(N) sowie Q" = Q € K;(N) folgt die Inklusion ¢(K;(N)) C K;(N).
Mit ¢ o 0 = idg2. () erhalten wir auch die umgekehrte Inklusion und insgesamt ¢/(Ks(N)) =
Ks(N).
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Wire schliellich M € K(N), so lagen nach der gerade erfolgten Diskussion fiir A € K;(N) \
{P, Q} beliebig die drei kollinearen Punkte M, A, A’ allesamt auf dem Kreis K;(N), was nicht
sein kann, da sich nach Proposition 4.9 eine Gerade und ein Kreis in hochstens zwei Punkten
schneiden. Zusammengefasst haben wir also Behauptung (a) gezeigt.

Wir zeigen nun Behauptung (b). Da K;(N) mit A und A’ je einen Punkt innerhalb und aufler-
halb von K enthilt, schneiden sich K und K;(N) nach Satz 4.16 in genau zwei Punkten P und
Q. Nach Definition 4.23 gilt

IM— Al - [M—A"| =* = ||M - P|*

Mit der Umkehrung des Sehnen-Tangenten-Satzes 4.13%2 folgt MP =t k,(n)P- Durch zweifache
Anwendung von Korollar 4.10 erhalten wir daraus

m - th(N)P 1 m - tKP.

Nach Proposition 4.28 (b) sind also K und K;(N) orthogonal zueinander und (b) ist gezeigt. [

Teil (a) von Proposition 4.29 ldsst sich durch Verwendung einer zentrischen Streckung zu Pro-
position 4.30 verallgemeinern:

Proposition 4.30 (EE). Fiir einen Kreis Ks(N) mit M ¢ Ks(N) ist o (Ks(N)) wieder ein Kreis.

Fiir verallgemeinerte Geraden g, sowie Punkte A € ¢ N h mit t;A # t,A, B € ¢~ hund
C € h\ g lasst sich durch Betrachtung eines geeigneten Winkels zwischen den Tangenten eine
verallgemeinerte Winkelgrofie £, ;) BAC einfiihren. Mit einigem Aufwand liefe sich nun zei-
gen, dass Inversionen am Kreis verallgemeinerte Winkelgrofsen in folgendem Sinne erhalten:

Satz 4.31 (E). Fiir je zwei verallgemeinerte Geraden g,h und drei von M verschiedene Punkte
AecgnNhmittsA# A, Beg~\hundC e h\ggilt

i(g’,h’) B/A,C/ = K(g,h) BAC

22Dje Korrektheit dieser Umkehrung sieht man ein, wenn man sich den Beweis des Zwei-Sehnen-Satzes 4.12 und
des Sehnen-Tangenten-Satzes 4.13 anschaut.
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4.5 Ubungsaufgaben

Aufgabe 4.1 (E). Seien A ein Punkt auf einem Kreis K, t die Tangente an K in A und s eine Sekante
von K durch A. Sei weiter r derjenige Teilstrahl von s mit Ausgangspunkt A, der nicht den zweiten
Schnittpunkt von s mit K enthilt. Dann liegen r ~ { A} und K~ { A} auf verschiedenen Seiten von t.

Hinweis: Ohne Einschrinkung konnen Sie fiir den Beweis annehmen, der Mittelpunkt des Kreises sei
der Ursprung und A liege auf der positiven x-Achse. Bestimmen Sie eine Geradengleichung von s aus
einer geeigneten Parameterdarstellung des zweiten Schnittpunktes.

Aufgabe 4.2 (E). Sei K = K,(M) ein Kreis mit M € R? und r € R~o, und sei P € R? ein Punkt
auflerhalb von K. Dann gelten die folgenden beiden Aussagen.

(a) Es gibt genau zwei Tangenten t1,t, an K durch P.

(b) IsttyNK=:{A} undt, N K =:{B}, soist MP die Winkelhalbierende von / APB.

Aufgabe 4.3 (Satz von Monge, E). Es seien M, M’, M" € R? paarweise verschieden sowie r, 7', r" €
R~o. Fiir die drei Kreise K := K,(M), K" := K, (M'), K" := K,n(M") gilt

(a) Die Punkte M, M', M" sind genau dann kollinear, wenn die Potenzgeraden px k', px v, Px x» alle
parallel zueinander sind.

(b) Die Punkte M, M', M" sind genau dann in allgemeiner Lage, wenn sich die drei Potenzgeraden
PKK'» PKK", Pr kv in genau einem Punkt schneiden.

Aufgabe 4.4 (E). Zeigen Sie die iibrigen Fiille im Beweis des Peripheriewinkelsatzes 4.18.

Aufgabe 4.5 (E). Sei AABC ein Dreieck mit Schwerpunkt S, Hohenschnittpunkt H und Umkreis-

mittelpunkt U. Dann sind die folgenden Aussagen iquivalent.

(i)  Zwei der drei Punkte S, H, U stimmen tiberein.

(i) S=H=LU.

(iii)) AABC ist gleichseitig, es gilt also ||A — B|| = ||B—C|| = ||C — A]].



KAPITEL 5

Nichteuklidische Geometrie

Schon seit Euklid war die Notwendigkeit des Parallelenaxioms in der euklidischen Geometrie
umstritten. Jedoch konnte diese Frage erst im 19. Jahrhundert endgiiltig geklart werden. Dies
gelang durch Angabe eines Modells einer Geometrie, die mit Ausnahme des Parallelenaxioms
allen von Euklid geforderten Eigenschaften gentigt, in unserer Sprache also durch Angabe ei-
nes Modells einer Hilbertebene, die das Vollstindigkeitsaxiom (V) aber nicht das Parallelenaxi-
om (P) erfullt. Wir werden in Abschnitt 5.1 mit dem Poincaré’schen Kreismodell ein solches
Modell einfithren, uns hierbei aber auf die Inzidenzstruktur beschrianken.

5.1 Das Poincaré’sche Kreismodell

Definition 5.1. Eine Hilbertebene, die das Vollstindigkeitsaxiom (V) und das hyperbolische
Axiom

(H) Zu jedem Punkt A und jeder Gerade g, die nicht durch A geht, gibt es unendlich viele zu g
parallele Geraden durch A.

erfiillt, heifit hyperbolische Ebene.
Wir fixieren fiir den Rest dieses Abschnitts
¢ den Ursprung O := (8) der euklidischen Standardebene,
* den Einheitskreis K := K;(O) in der euklidischen Standardebene E,
¢ die Inversion ¢ := 070 an K.
Dann heifSt das Paar Hy := (Py, G¢) mit

P, := {A € R?: A liegt im Inneren von K},
Gy := {g N P, : g zu K orthogonale verallgemeinerte Gerade }

146
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das Poincaré’sche Kreismodell. Die Elemente von P, nennen wir hierbei k-Punkte, die Ele-
mente von Gy heiflen k-Geraden. Hierbei heifsen diejenigen k-Geraden, die von euklidischen
Geraden herstammen, k-Geraden vom ersten Typ, diejenigen, die von euklidischen Kreisen
herstammen, k-Geraden vom zweiten Typ.

K

Zur besseren Unterscheidbarkeit von den Objekten in der euklidischen Standardebene E wer-
den wir die entsprechenden Objekte in H kiinftig immer mit einem Index , k" kennzeichnen.
So bezeichnen wir beispielsweise die k-Verbindungsgerade zweier k-Punkte A, B € Pj mit

ABk,

Definition 5.2 (E). Die zu einer beliebigen k-Geraden vom ersten Typ gehorige euklidische Gerade
und der zu einer beliebigen k-Geraden vom zweiten Typ gehorige euklidische Kreis haben jeweils
genau zwei Schnittpunkte mit K. Diese Schnittpunkte nennen wir die Endpunkte der k-Geraden.

Proposition 5.3 (IE). Das Poincaré’sche Kreismodell Hy = (P, Gy) ist eine Inzidenzebene.

Beweis. Als erstes zeigen wir das Inzidenzaxiom (1), dass also durch je zwei k-Punkte genau
eine k-Gerade geht. Seien dafiir zwei k-Punkte A # B € Py gegeben.

Fall 1: A, B, O sind kollinear in IE. Dann ist zﬁ N Py eine k-Gerade durch A und B. In E gilt
(I), so dass jede weitere k-Gerade durch A und B vom zweiten Typ wire, also ein Durchschnitt
eines zu K orthogonalen Kreises K, (M) durch A, B mit Py. So etwas gibt es aber nicht,

denn: Nach Teil (a) von Proposition 4.29 ligen dann mit A, B auch A’, B" auf K,(M). Wegen
AA' = A0 = AB = OB = B'B

enthielte also K, (M) vier kollineare Punkte, was nach Proposition 4.9 nicht sein kann. #

Fall 2: A, B,O sind in E in allgemeiner Lage. Offensichtlich geht dann keine k-Gerade vom
ersten Typ durch A, B. Andererseits enthélt nach Teil (a) von Proposition 4.29 jeder zu K ortho-
gonale Kreis K, (M) C E durch A, B auch den Punkt A’. Die Punkte A, A’, B sind in allgemeiner
Lage, da sonst mit O, A, A’ auch O, A, B kollinear wéren. Nach dem Umkreissatz 3.74 gibt es
also einen eindeutig bestimmten Kreis K,(M) C E durch A, A’, B. Nach Teil (b) von Proposi-
tion 4.29 sind wegen A, A’ € K,(M) die Kreise K und K, (M) orthogonal zueinander, so dass
K, (M) N Py die eindeutig bestimmte k-Gerade durch A, B ist.
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Fir (I;) miissen wir zeigen, dass auf jeder k-Geraden mindestens zwei k-Punkte liegen. Fiir
eine k-Gerade vom ersten Typ ist dies einfach, denn diese ist der Durchschnitt einer Geraden
g € Gr durch O mit dem Inneren des Kreises K. Fiir einen beliebigen Schnittpunkt P von g mit
K ist dann beispielsweise (O + P) neben O ein zweiter k-Punkt. Eine k-Gerade vom zweiten
Typ ist der Durchschnitt eines zu K orthogonalen Kreises K, (M) mit dem Inneren von K. Der
Mittelpunkt M von K, (M) liegt dabei auerhalb von K,

denn: Ist P einer der Schnittpunkte von K und K, (M), so hat das Dreieck AOPM nach Defini-
tion der Orthogonalitdt einen rechten Winkel ZOPM. Mit dem Satz von der Winkelsumme im
Dreieck 1.67 und Satz 3.69 gilt dann OP < OM. #

Seien P, Q die Endpunkte von K, (M) N Py. Dann liegen zwischen den Strahlen MP und MO
unendlich viele euklidische Strahlen aus M, die paarweise verschiedene Schnittpunkte mit
K, (M) aufweisen. Unendlich viele solcher Schnittpunkte S liegen im Inneren von K,

denn: Ohne Einschrankung seien S, O, M nicht kollinear und das Dreieck AOSM somit wohl-
definiert. Nach Anwendung des Kosinussatzes 1.65 auf AOSM und des Satzes von Pythagoras
1.66 auf AOPM erhalten wir

10— 5> = |0 = M|* + IS = M||* =2+ |0 = M|| - ||S — M]| - cos £SMO

(5.1)
=1+ +r>—2r /1412 cos £SMO.

Aus Symmetriegriinden und da nach Konstruktion der Strahl MS zwischen den Strahlen MD
und ]\w liegt, gilt mit Korollar 1.69

’
cos £SMO > cos LPMO = cos LQMO = .
OMO= T

Eingesetzt in (5.1) erhalten wir ||O — S||?> < 1 und somit die Behauptung. #

Es folgt, dass unendlich viele solcher Schnittpunkte S k-Punkte auf der gegebenen k-Geraden
vom zweiten Typ sind, so dass wir (I») auch in diesem Fall nachgewiesen haben.

Zuletzt zeigen wir (I3), dass es also drei k-Punkte in k-allgemeiner Lage gibt. Seien dafiir A, B €

P, zwei k-Punkte, so dass A, B, O in IE in allgemeiner Lage sind. Dann ist ABK der Durchschnitt

eines zu K ortho%lalen Kreises K,(M) durch A, B mit Pi. Nach Teil (a) von Proposition 4.29
A

liegt O nicht auf k so dass A, B,O auch in Hy in k-allgemeiner Lage sind. O

Um Hy zu einer Hilbertebene zu machen, miissen wir eine Anordnung x; einfithren. Hierzu
definieren wir fiir drei k-kollineare k-Punkte A, B, C € Py:
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¢ Liegen A, B, C auf einer k-Geraden vom ersten Typ, so setzen wir
A*Bx C:<= AxBxC.
¢ Liegen A, B,C auf einer k-Geraden g, € Gj; vom zweiten Typ, so gibt es einen zu K

orthogonalen Kreis K, (M) mit gy = K,(M) N Py. Wie schon im Beweis von Proposition
5.3 eingesehen liegt der Mittelpunkt M von K, (M) auflerhalb von K.

Wir bezeichnen die Endpunkte von g mit P und Q, die nach Teil (b) von Lemma 3.22
existenten Schnittpunkte der Strahlen aus M durch A, B, C mit der Strecke PQ mit

{A}:=MANPQ, {B}:=MBNPQ und {C}:=MCnPQ
und setzen

A *; B* C :<—= A*B*C
~— B liegt im Inneren des (euklidischen) Winkels ZAMC
<= B liegt im Inneren des (euklidischen) Winkels ZAMC.

Als nédchstes fithren wir nun auf Hy einen Kongruenzbegriff = fiir k-Strecken ein. Seien dafiir
A # B zwei k-Punkte und seien P, Q die Endpunkte der k-Gerade iﬁk. Wir definieren dann
zunichst den hyperbolischen Abstand di(A, B) der k-Punkte A, B durch

logDV(A, B, P, Q)| = |log (|‘|‘2ig|“| : ‘|||lfg:%|‘l)| fir A # B,

dk(A ’ B ) =

0 fir A = B.
Man kann zeigen, dass dj eine Metrik auf Py ist. Fiir zwei Paare verschiedener k-Punkte A; #
By und A; # B, setzen wir

A1B1 = AsBy <= di(A1, By) = di(Az, By).

Einen Kongruenzbegriff ~ fiir k-Winkel fiihren wir tiber die verallgemeinerte Winkelgrofie aus
Abschnitt 4.4 ein: Fiir je drei k-Punkte A, B, C in k-allgemeiner Lage ist der k-Winkel Z,BAC
als Vereinigung

/.BAC = AB" U AC"
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definiert. Die k-Strahlen AB" und AC" liegen auf zwei eindeutig bestimmten k-Geraden ABk #
ACk und es gibt eindeutig bestimmte zu K orthogonale verallgemeinerte Geraden ¢ # h mit

mk:gﬁPk und Rk:hﬂl"k.

Man kann zeigen, dass t; A # t; A ist. Insbesondere lasst sich dem k-Winkel Z,BAC wegen der
Eindeutigkeit von g bzw. h wohldefiniert die im Abschnitt zur Inversion am Kreis angedeutete
verallgemeinerte Winkelgrofe £, ;) BAC zuordnen. Wir schreiben

KkBAC = K(g,h)BAC

und nennen diesen Wert das k-Bogenmaf$ bzw. die k-Winkelgréfie des k-Winkels /BAC. Fiir
weitere drei k-Punkte D, E, F in k-allgemeiner Lage definieren wir so

Z/tBAC =~ £ EDF <= £BAC = £EDF.

Satz 5.4 (E). Das Poincaré’sche Kreismodell Hy = (Py, Gg, *r, =k, ~) etfiillt die Axiome einer
Hilbertebene sowie das Vollstindigkeitsaxiom.

Einen Beweis fiir diesen Satz fiihren wir nicht durch. Wir weisen aber nach, dass ; das hyper-
bolische Axiom erfiillt:

Proposition 5.5 (IE). Das Poincaré’sche Kreismodell Ty, erfiillt das hyperbolische Axiom (H). Ins-
besondere ist Hy. eine hyperbolische Ebene.

Beweis. Zu zeigen ist, dass es zu jedem k-Punkt A und jeder k-Geraden g, die nicht durch A
geht, unendlich viele k-Geraden durch A gibt, die g nicht schneiden. Da Hy als Hilbertebene
geniigend viele Bewegungen hat, gibt es eine k-Bewegung, die A auf den Ursprung O abbildet
und gy wegen A ¢ g auf eine k-Gerade vom zweiten Typ. Es langt also zu zeigen, dass es zu
jeder k-Geraden g, vom zweiten Typ unendlich viele k-Geraden vom ersten Typ gibt, die g
nicht schneiden.

Sei also g eine fest gewéhlte Gerade vom zweiten Typ, sei K,(M) der zu K orthogonale Kreis
mit g, = K;(M) N Py, und seien P, Q die Endpunkte von gy.
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Die Geraden O<HP und 6@ sind die beiden Tangenten des Kreises K, (M), die durch O gehen. Es
folgt, dass alle Punkte in K, (M) ~\ {P} auf derselben Seite von Op liegen wie M,

denn: Lige ein B € K,(M) auf der M entgegengesetzten Seite von OP, so gidbe es ein S €
MB N OP mit M % S % B. Es gélte dann |M — S|| < ||M — BJ| = r, so dass S ein innerer Punkt
von K, (M) wire. Da OP eine Tangente an K, (M) ist und Tangenten nach Proposition 4.9 keine
Punkte im Inneren des zugehorigen Kreises besitzen, kann es ein solches B nicht geben. #

Wegen Q € K,(M) \ {P} folgt, dass alle Punkte in K,(M) \ {P} auf derselben Seite von oP
liegen wie Q. Analog zeigt man, dass alle Punkte in K, (M) \ {Q} auf derselben Seite von @
liegen wie P. Mit Ausnahme von P, Q liegen also alle Punkte von K, (M) im Inneren des Win-
kels ZPOQ. Es folgt, dass ein Strahl aus O hochstens dann einen Schnittpunkt mit K,(M) hat,
wenn er im Inneren von ZPOQ verlduft oder mit einem der Strahlen 57’, (ﬁ iuibereinstimmt.

Der von P verschiedene Schnittpunkt von OP und K ist —P. Es ist ZQO(—P) ein Ergédnzungs-
winkel von ZPOQ, und fiir jeden Punkt A im Inneren von ZQO(—P) ist die Gerade OA die
Vereinigung zweier Strahlen, die mit Ausnahme des Punktes O jeweils im Inneren eines Er-
gianzungswinkels zu ZPOQ liegen. Fiir jeden Punkt A im Inneren von ZQO(—P) hat also die
Gerade OA keinen Schnittpunkt mit K, (M). Auf der Strecke Q(—P) liegen wegen (A») unend-
lich viele Punkte, von denen bis auf Q und —P alle im Inneren des Winkels ZQO(—P) liegen.
Da die Verbindungsgeraden durch O und jeweils einen Punkt von Q(—P) \ {Q, —P} paarwei-
se verschieden sind, erhalten wir durch Schneiden derselben mit P, unendlich viele k-Geraden
vom ersten Typ, die K, (M) und insbesondere gj nicht schneiden. O

Man kann zeigen, dass die k-Innenwinkelsumme eines jeden k-Dreiecks kleiner als 7t ist. Un-
ter Verwendung der Hyperbelfunktionen ldsst sich analog zur klassischen Trigonometrie die
hyperbolische Trigonometrie entwickeln.
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		MaMpf-Label		bem:Klassifikation-Bewegungen-Ebene		Bemerkung		1.63		Klassifikation von Bewegungen der Ebene		1		1.4		1.4.0		37
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		MaMpf-Label		defn:Ecken-Kanten-Flaechen		Definition		1.73		Ecken, Kanten, Flächen eines Polytops		1		1.5		1.5.0		44

		MaMpf-Label		bsp:Wuerfel		Beispiel		1.74		Ecken, Kanten, Flächen beim Würfel		1		1.5		1.5.0		44
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		MaMpf-Label		defn:Platonischer-Koerper		Definition		1.76		regelmäßige n-Ecke und Platonische Körper		1		1.5		1.5.0		49
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		MaMpf-Label		defn:projektiver-Unterraum		Definition		1.84		projektiver Unterraum		1		1.6		1.6.0		54

		MaMpf-Label		prop:projektive-Unterraeume-Korrespondenz		Proposition		1.85		Korrespondenz projektive Unterräume zu Untervektorräumen		1		1.6		1.6.0		55

		MaMpf-Label		defn:projektive-Unterraeume-Dimension		Definition		1.86		Dimension projektiver Unterräume		1		1.6		1.6.0		55
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		MaMpf-Label		bsp:projektiver-Abschluss		Beispiel		1.96		Projektiver Abschluss am Beispiel		1		1.6		1.6.0		64
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		MaMpf-Label		defn:Zentralprojektion		Definition		1.100		Zentralprojektion		1		1.6		1.6.0		66

		MaMpf-Label		Wohldefiniertheit-Zentralprojektion-1		Gleichung		1.24				1		1.6		1.6.0		67
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		MaMpf-Label		defn:Ergaenzungswinkel-Gegenwinkel		Definition		3.35		Ergänzungswinkel und Gegenwinkel		3		3.4		3.4.0		99

		MaMpf-Label		prop:Ergaenzungswinkel		Proposition		3.36		Ergänzungswinkel kongruenter Winkel sind kongruent		3		3.4		3.4.0		99

		MaMpf-Label		coro:Gegenwinkel		Korollar		3.37		ein Winkel ist zu seinem Gegenwinkel kongruent		3		3.4		3.4.0		101

		MaMpf-Label		prop:Ergaenzungswinkel-und-Kleiner-Relation		Proposition		3.38		Ergänzungswinkel und Kleiner-Relation		3		3.4		3.4.0		101

		MaMpf-Label		defn:rechter-Winkel		Definition		3.39		rechter Winkel		3		3.4		3.4.0		101

		MaMpf-Label		prop:rechter-Winkel		Proposition		3.40		Ergänzungswinkel eines rechten Winkels ist rechter Winkel		3		3.4		3.4.0		101

		MaMpf-Label		satz:Viertes-euklidisches-Postulat		Satz		3.41		rechte Winkel sind zueinander kongruent		3		3.4		3.4.0		101

		MaMpf-Label		coro:rechte-Winkel		Korollar		3.42		die rechten Winkel bilden eine Kongruenzklasse		3		3.4		3.4.0		102

		MaMpf-Label		bem:ergaenzungswinkel-und-rechte-Winkel		Bemerkung		3.43		Ergänzungswinkel und rechte Winkel		3		3.4		3.4.0		102

		MaMpf-Label		sect:Orthogonalitaet-und-Parallelitaet		Abschnitt		3.5		Orthogonalität und Parallelität		3		3.5		3.5.0		102

		MaMpf-Label		defn:orthogonal		Definition		3.44		orthogonal		3		3.5		3.5.0		102

		MaMpf-Label		satz:Orthogonale-Gerade		Satz		3.45		Existenz des Lots		3		3.5		3.5.0		102

		MaMpf-Label		abb:Orthogonale		Abbildung		3.3		Existenz des Lots		3		3.5		3.5.0		103

		MaMpf-Label		defn:Wechselwinkel-und-Stufenwinkel		Definition		3.46		Wechselwinkel und Stufenwinkel		3		3.5		3.5.0		103

		MaMpf-Label		bem:Wechselwinkel-und-Stufenwinkel		Bemerkung		3.47		Zusammenhang zwischen Wechsel- und Stufenwinkel		3		3.5		3.5.0		104

		MaMpf-Label		satz:Schwacher-Wechselwinkelsatz-und-schwacher-Stufenwinkelsatz		Satz		3.48		schwacher Wechselwinkelsatz		3		3.5		3.5.0		104

		MaMpf-Label		coro:zum-schwachen-wws		Korollar		3.49		zweifaches Lotfällen gibt Parallele		3		3.5		3.5.0		105

		MaMpf-Label		coro:Lot-eindeutig		Korollar		3.50		Eindeutigkeit des Lots		3		3.5		3.5.0		105

		MaMpf-Label		coro:Existenz-von-Parallelen		Korollar		3.51		Existenz von Parallelen		3		3.5		3.5.0		105

		MaMpf-Label		satz:Parallelenaxiom-in-Hilbertebenen		Satz		3.52		starker Wechselwinkelsatz		3		3.5		3.5.0		105

		MaMpf-Label		sect:Kongruenzsatz		Abschnitt		3.6		Der Kongruenzsatz für Dreiecke		3		3.6		3.6.0		107

		MaMpf-Label		prop:eindeutiges-Dreieck		Proposition		3.54		Abtragung eines Dreiecks		3		3.6		3.6.0		107

		MaMpf-Label		defn:gleichschenkliges-Dreieck		Definition		3.55		gleichschenkliges Dreieck		3		3.6		3.6.0		107

		MaMpf-Label		prop:gleichschenkliges-Dreieck		Proposition		3.56		gleichschenkliges Dreieck		3		3.6		3.6.0		107

		MaMpf-Label		prop:Winkeladdsubtraktion		Proposition		3.57		Winkeladdition und -subtraktion		3		3.6		3.6.0		108

		MaMpf-Label		satz:Kongruenzsatz-fuer-Dreiecke		Satz		3.58		Kongruenzsatz für Dreiecke		3		3.6		3.6.0		109

		MaMpf-Label		wsw-1		Gleichung		3.5				3		3.6		3.6.0		109

		MaMpf-Label		sect:Mittelsenkrechte-und-Winkelhalbierende		Abschnitt		3.7		Mittelsenkrechte und Winkelhalbierende		3		3.7		3.7.0		110

		MaMpf-Label		defn:Streckenmittelpunkt		Definition		3.59		Streckenmittelpunkt		3		3.7		3.7.0		111

		MaMpf-Label		lemma:Mittelpunkt-liegt-zwischen-Randpunkten		Lemma		3.60		Streckenmittelpunkt liegt zwischen den Randpunkten der Strecke		3		3.7		3.7.0		111

		MaMpf-Label		satz:Mittelpunkt		Satz		3.61		Existenz und Eindeutigkeit des Streckenmittelpunkts		3		3.7		3.7.0		111

		MaMpf-Label		Mittelpunkt-1		Gleichung		3.6				3		3.7		3.7.0		111

		MaMpf-Label		Mittelpunkt-2		Gleichung		3.7				3		3.7		3.7.0		111

		MaMpf-Label		defn:Mittelsenkrechte		Definition		3.62		Mittelsenkrechte		3		3.7		3.7.0		112

		MaMpf-Label		prop:Charakterisierung-Mittelsenkrechte		Proposition		3.63		Charakterisierung der Mittelsenkrechten		3		3.7		3.7.0		112

		MaMpf-Label		defn:Winkelhalbierende		Definition		3.64		Winkelhalbierende		3		3.7		3.7.0		113

		MaMpf-Label		prop:Existenz-der-Winkelhalbierenden		Proposition		3.65		Existenz der Winkelhalbierenden		3		3.7		3.7.0		113

		MaMpf-Label		sect:Innen-und-Aussenwinkel-im-Dreieck		Abschnitt		3.8		Innen- und Außenwinkel im Dreieck		3		3.8		3.8.0		114

		MaMpf-Label		defn:Innenwinkel		Definition		3.66		Innenwinkel		3		3.8		3.8.0		114

		MaMpf-Label		prop:schwache-Winkelsumme-im-Dreieck-1		Proposition		3.67		schwache Winkelsumme im Dreieck		3		3.8		3.8.0		114

		MaMpf-Label		schwache-Winkelsumme-im-Dreieck		Gleichung		3.8				3		3.8		3.8.0		114

		MaMpf-Label		satz:Aussenwinkelsatz		Satz		3.68		Außenwinkelsatz		3		3.8		3.8.0		115

		MaMpf-Label		satz:grosse-Dreiecksseite-hat-grossen-Winkel		Satz		3.69		der größeren Dreiecksseite liegt der größere Winkel gegenüber		3		3.8		3.8.0		116

		MaMpf-Label		abb:grosse-Dreiecksseite-hat-grossen-Winkel		Abbildung		3.4		der größeren Dreiecksseite liegt der größere Winkel gegenüber		3		3.8		3.8.0		116

		MaMpf-Label		satz:SsW		Satz		3.70		SsW-Kriterium		3		3.8		3.8.0		117

		MaMpf-Label		coro:SSrechterWinkel		Korollar		3.71		SSrW-Kriterium		3		3.8		3.8.0		117

		MaMpf-Label		sect:Kreise		Abschnitt		3.9		In- und Umkreis		3		3.9		3.9.0		118

		MaMpf-Label		defn:Kreis		Definition		3.72		Kreis		3		3.9		3.9.0		118

		MaMpf-Label		prop:Kreise-haben-genau-einen-Mittelpunkt		Proposition		3.73		Eindeutigkeit des Kreismittelpunkts		3		3.9		3.9.0		118

		MaMpf-Label		satz:Umkreissatz		Satz		3.74		Umkreissatz		3		3.9		3.9.0		119

		MaMpf-Label		defn:Hoehe		Definition		3.76		Höhe		3		3.9		3.9.0		119

		MaMpf-Label		satz:Hoehensatz		Satz		3.77		Höhensatz		3		3.9		3.9.0		120

		MaMpf-Label		satz:Inkreissatz		Satz		3.78		Inkreissatz		3		3.9		3.9.0		120

		MaMpf-Label		sect:Uebungsaufgaben-Hilbertebenen		Abschnitt		3.10		Übungsaufgaben		3		3.10		3.10.0		122

		MaMpf-Label		aufg:Anordnung-von-Punkten-auf-Geraden		Aufgabe		3.1				3		3.10		3.10.0		122

		MaMpf-Label		aufg:unendlich-viele-Punkte-mit-I-+-A		Aufgabe		3.2				3		3.10		3.10.0		122

		MaMpf-Label		aufg:Anordnung-Modell-alternativ		Aufgabe		3.4				3		3.10		3.10.0		122

		MaMpf-Label		aufg:<-fuer-Winkel		Aufgabe		3.5				3		3.10		3.10.0		122

		MaMpf-Label		aufg:Inneres-bestimmt-den-Winkel		Aufgabe		3.6				3		3.10		3.10.0		122

		MaMpf-Label		aufg:konvexe-Mengen		Aufgabe		3.7				3		3.10		3.10.0		122

		MaMpf-Label		aufg:Parallelogramm-synthetisch		Aufgabe		3.10				3		3.10		3.10.0		123

		MaMpf-Label		aufg:Spiegelungen-in-Hilbertebenen		Aufgabe		3.12		Geradenspiegelung		3		3.10		3.10.0		123

		MaMpf-Label		aufg:Abschaetzung-Abstand-Punkt-Gerade		Aufgabe		3.13				3		3.10		3.10.0		123

		MaMpf-Label		aufg:Hoehenformel		Aufgabe		3.14		Höhenformel		3		3.10		3.10.0		124

		MaMpf-Label		chap:Euklidische-Geometrie-kurz		Kapitel		4		Euklidische Geometrie		4		4.0		4.0.0		125

		MaMpf-Label		sect:Vollstaendigkeitsaxiom		Abschnitt		4.1		Das Vollständigkeitsaxiom		4		4.1		4.1.0		125

		MaMpf-Label		defn:Dedekindschnitt		Definition		4.1		Dedekindschnitt		4		4.1		4.1.0		126

		MaMpf-Label		defn:Vollstaendigkeitsaxiom		Definition		4.2		Vollständigkeitsaxiom		4		4.1		4.1.0		126

		MaMpf-Label		bem:Dedekindschnitte-bei-Vollständigkeit		Bemerkung		4.3		Dedekindschnitte bei Vollständigkeitsaxiom		4		4.1		4.1.0		126

		MaMpf-Label		bsp:Vollstaendigkeitsaxiom		Beispiel		4.4		Vollständigkeitsaxiom		4		4.1		4.1.0		127

		MaMpf-Label		sect:Euklidische-Ebenen		Abschnitt		4.2		Euklidische Ebenen		4		4.2		4.2.0		127

		MaMpf-Label		defn:Euklidsche-Ebene		Definition		4.5		euklidische Ebene		4		4.2		4.2.0		127

		MaMpf-Label		satz:Hauptsatz-fuer-euklidische-Ebenen		Satz		4.7		Hauptsatz für euklidische Ebenen		4		4.2		4.2.0		127

		MaMpf-Label		prop:Groesse-der-Winkelsumme		Proposition		4.8		Größe der Winkelsumme		4		4.2		4.2.0		128

		MaMpf-Label		sect:Kreise-in-der-euklidischen-Ebene		Abschnitt		4.3		Kreise		4		4.3		4.3.0		129

		MaMpf-Label		prop:Durchschnitt-Kreis-Gerade		Proposition		4.9		Durchschnitt von Kreis und Gerade		4		4.3		4.3.0		130

		MaMpf-Label		coro:Tangente		Korollar		4.10		Charakterisierung der Tangente		4		4.3		4.3.0		131

		MaMpf-Label		defn:Potenz		Definition		4.11		Potenz		4		4.3		4.3.0		131

		MaMpf-Label		satz:Zweisehnensatz		Satz		4.12		Zweisehnensatz		4		4.3		4.3.0		131

		MaMpf-Label		satz:Sehnen-Tangenten-Satz		Satz		4.13		Sehnen-Tangenten-Satz		4		4.3		4.3.0		132

		MaMpf-Label		prop:potenzgerade		Proposition		4.14		Potenzgerade		4		4.3		4.3.0		133

		MaMpf-Label		satz:Kreis-Kreis-Schnitt-Eigenschaft		Satz		4.16		Kreis-Kreis-Schnitt-Eigenschaft		4		4.3		4.3.0		134

		MaMpf-Label		coro:Kreis-Kreis-Schnitt-Eigenschaft		Korollar		4.17		Kreis-Kreis-Schnitt-Eigenschaft		4		4.3		4.3.0		135

		MaMpf-Label		satz:Peripheriewinkelsatz		Satz		4.18		Peripheriewinkelsatz		4		4.3		4.3.0		136

		MaMpf-Label		satz:Thales		Satz		4.19		Satz des Thales		4		4.3		4.3.0		137

		MaMpf-Label		satz:Sinussatz-Verschaerfung		Satz		4.20		Verschärfung des Sinussatzes		4		4.3		4.3.0		137

		MaMpf-Label		satz:Eulergleichung		Satz		4.21		Eulergleichung		4		4.3		4.3.0		138

		MaMpf-Label		coro:Eulergerade		Korollar		4.22		Eulergerade		4		4.3		4.3.0		139

		MaMpf-Label		sect:Inversion-am-Kreis		Abschnitt		4.4		Die Inversion am Kreis		4		4.4		4.4.0		139

		MaMpf-Label		defn:Inversion-am-Kreis		Definition		4.23		Inversion am Kreis		4		4.4		4.4.0		139

		MaMpf-Label		prop:Inversionen-am-Kreis-sind-bijektiv		Proposition		4.24		Inversionen am Kreis sind bijektiv und bilden Punkte von innen nach außen ab		4		4.4		4.4.0		140

		MaMpf-Label		prop:Tangentenschnittpunkt-mit-Inversion		Proposition		4.25		Konstruktion des Bildpunkts unter der Inversion		4		4.4		4.4.0		140

		MaMpf-Label		prop:Eigenschaften-der-Inversion		Proposition		4.26		Eigenschaften der Inversion am Kreis		4		4.4		4.4.0		141

		MaMpf-Label		defn:verallgemeinerte-Gerade		Definition		4.27		verallgemeinerte Gerade		4		4.4		4.4.0		142

		MaMpf-Label		prop:orthogonale-verallgemeinerte-Geraden		Proposition		4.28		orthogonale verallgemeinerte Gerade		4		4.4		4.4.0		142

		MaMpf-Label		prop:orthogonale-Kreise		Proposition		4.29		Eigenschaften orthogonaler Kreise		4		4.4		4.4.0		143

		MaMpf-Label		prop:Inversion-Kreis-an-Kreis		Proposition		4.30		Inversion eines Kreises an einem anderen Kreis		4		4.4		4.4.0		144

		MaMpf-Label		satz:Inversion-winkeltreu		Satz		4.31		Inversion ist winkeltreu		4		4.4		4.4.0		144

		MaMpf-Label		sect:Uebungsaufgaben-Euklidische-Geometrie		Abschnitt		4.5		Übungsaufgaben		4		4.5		4.5.0		145

		MaMpf-Label		aufg:zwischen-Kreis-und-Tangente-passt-kein-Strahl		Aufgabe		4.1				4		4.5		4.5.0		145

		MaMpf-Label		aufg:Peripheriewinkelsatz		Aufgabe		4.4				4		4.5		4.5.0		145

		MaMpf-Label		aufg:gleichseitige-Dreiecke-SHU		Aufgabe		4.5		gleichseitiges Dreieck		4		4.5		4.5.0		145

		MaMpf-Label		chap:Nichteuklidsche-Geometrie		Kapitel		5		Nichteuklidische Geometrie		5		5.0		5.0.0		146

		MaMpf-Label		sect:Hyperbolische-Ebenen		Abschnitt		5.1		Das Poincarésche Kreismodell		5		5.1		5.1.0		146

		MaMpf-Label		defn:Hyperbolische-Ebene		Definition		5.1		hyperbolische Ebene		5		5.1		5.1.0		146

		MaMpf-Label		defn:Endpunkte-von-k-Geraden		Definition		5.2		Endpunkte einer k-Geraden		5		5.1		5.1.0		147

		MaMpf-Label		prop:Kreismodell-ist-Inzidenzebene		Proposition		5.3		Poincaré'sches Kreismodell ist Inzidenzebene		5		5.1		5.1.0		147

		MaMpf-Label		I2-hyperbolisch		Gleichung		5.1				5		5.1		5.1.0		148

		MaMpf-Label		satz:Kreismodell-ist-Hilbertebene-mit-Vollstaendigkeitsaxion		Proposition		5.4		Poincaré'sches Kreismodell ist Hilbertebene mit Vollständigkeitsaxiom		5		5.1		5.1.0		150

		MaMpf-Label		prop:hyperbolisches-Axiom-im-Poincaremodell		Proposition		5.5		Poincaré'sche Kreismodell erfüllt das hyperbolische Axiom		5		5.1		5.1.0		150



