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KAPITEL 1

Riemann’sche Flachen

Vermutlich von den Arbeiten Abels {iber Additionstheoreme elliptischer Funktionen inspiriert,
begriindete RiemanN' in seiner Dissertation 1851 und einem Folgeartikel aus dem Jahr 1857
einen vollig neuen, geometrischen Zugang zu der Beschreibung von analytischen Funktio-
nen. Statt mit Formeln versuchte er, diese durch ihr qualitatives Verhalten zu charakterisieren.
Die von Riemann angestofsene Theorie verlangte aber neuartige mathematische Konzepte und
Techniken aus Topologie und Analysis, die erst danach entwickelt wurden. Ihren logischen Ab-
schluss fand sie daher erst spéter, im 1913 erschienenen Buch Die Idee der Riemann’schen Fliche
von WeyL2. Wir fiihren in diesem Kapitel den Begriff der Riemann’schen Fliiche ein und studie-
ren elementare Eigenschaften von Riemann’schen Flichen und Abbildungen zwischen ihnen.
Abschlieflend studieren wir mit den elliptischen Funktionen einen klassischen Beispielfall fiir
diese Theorie.

1.1 Der Begriff der Riemann’schen Flache

Bevor wir den Begriff der Riemann’schen Fldche einfiihren, wollen wir uns einige topologische
Grundbegriffe in Erinnerung rufen:

Definition 1.1. Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, O) aus einer Menge X und einer Teilmenge
O der Potenzmenge P (X) von X mit den Eigenschaften

(Ty) ©,XeO.

(T») Die Vereinigung beliebig vieler Mengen aus O ist in O.

(T3) Der Durchschnitt endlich vieler Mengen aus O ist in 0.

1Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866)

2Hermann Klaus Hugo Weyl (1885-1955)

30ffensichtlich gentigt es zum Nachweis von (T3) zu zeigen, dass der Durchschnitt zweier Mengen aus O wieder
in O liegt. Letzteres ist oftmals weniger aufwéndig.
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Ist (X, O) ein topologischer Raum, so nennen wir O eine Topologie auf X und die Elemente von O
die offenen Mengen von X. Statt (X, O) schreiben wir dann oft auch einfacher X fiir den topologischen
Raum und merken uns, dass die Topologie durch O gegeben ist.

Beispiel 1.2. (a) Eine beliebige Menge X ldsst sich mit der diskreten Topologie versehen, beziiglich
welcher alle Teilmengen von X offen sind. Wir sprechen dann vom diskreten Raum Xgigx 1=

(X, P(X)).

(b) Eine beliebige Menge X lisst sich mit der indiskreten Topologie versehen, beziiglich welcher @
und X die einzigen offenen Teilmengen von X sind. Wir sprechen dann vom indiskreten Raum

Xindisk ‘= (X/ {®/ X})

Definition 1.3. Seien (X, O) und (Y, Q') zwei topologische Riume und f: X — Y eine Abbildung.
Dann sagen wir:

fist stetig <= fiiralleU' € O'gilt f~1(U') € O,
fistoffen <= fiiralleU € Ogilt f(U) € O'.

Klar, dass Verkettungen stetiger Abbildungen wieder stetig und Verkettungen offener Abbil-
dungen wieder offen sind.

Beispiel 1.4. Sei X eine beliebige Menge und sei Y ein beliebiger topologischer Raum. Dann gelten fiir
den wie in Beispiel 1.2 definierten topologischen Raum Xgisx offensichtlich die folgenden Aussagen:

(@) Jede Abbildung Xy« — Y ist stetig.

(b) Jede Abbildung Y — Xgisk ist offen.

Definition 1.5. Seien X, Y topologische Riume und f: X — Y eine Abbildung. Dann sagen wir:

f ist ein Hombomorphismus <=  f ist stetig, f ist bijektiv und f~" ist stetig
<= f ist stetig, bijektiv und offen.

Die topologischen Riume X, Y heiflen homéomorph, in Zeichen: X =Y, falls es einen Homdomorphis-
mus zwischen ihnen gibt. Offensichtlich ist Homdomorphie eine Aquivalenzrelation auf der Klasse der
topologischen Réiume.

Definition 1.6. Ein topologischer Raum X mit der Trennungseigenschaft

(T) Fiiralle x # y € X gibt es offene Umgebungen U, von x und U, von y mit U, N U, = @.

heifit HausporrF'sch* oder auch ein Hausdorff-Raum.

4Felix Hausdorff (1868-1942)
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N

Abbildung 1.1: In einem Hausdorff-Raum lassen sich zwei beliebige Punkte durch offene Um-
gebungen trennen.

Beispiel 1.7. Fiir ein beliebiges n € INg ist R" Hausdorff'sch,

denn: Fiir n = 0 gibt es in R" keine zwei verschiedenen Punkte, so dass nichts zu zeigen ist. Fiir n > 1
betrachten wir zu je zwei verschiedenen Punkten x # y € R" die offenen Kugeln U, (x) und U, (y) mit
Radius r = % - ||x — y||2, wobei ||-||» die euklidische Norm auf R" bezeichne. #

Via C" = R?" folgt, dass auch C" fiir beliebiges n € o Hausdorff'sch ist.

Definition 1.8. Ein topologischer Raum X erfiillt das zweite Abzihlbarkeitsaxiom, falls es eine
hichstens abzihlbare Basis der Topologie von X gibt.

Beispiel 1.9. Trivialerweise erfiillt R® das zweite Abzihlbarkeitsaxiom. Fiir ein beliebiges n € N erfiillt
R" das zweite Abzihlbarkeitsaxiom, da die abzihlbare Menge der offenen Kugeln U, (q) mit r € Q und
q € Q" offensichtlich eine Basis der Standardtopologie von R bildet. Entsprechend erfiillt auch C" fiir
alle n € Ny das zweite Abzihlbarkeitsaxiom.

Nun konnen wir schrittweise die Struktur der Riemann’schen Flache einfiihren:

Definition 1.10. Fiir einen Hausdorff-Raum X und ein n € INg definieren wir:

(a) Eine (n-dimensionale) reelle (bzw. komplexe) Karte von X ist ein Homdéomorphismus ¢: U —
V, wobei U eine beliebige offene Teilmenge von X und V eine beliebige offene Teilmenge von R"
(bzw. C") ist.

(b) Ein (n-dimensionaler) reeller (bzw. komplexer) Atlas auf X ist ein System

A ::{qol-: U; — V; (n-dimensionale) reelle (bzw. komplexe) Karte von X :
i € I Indexmenge}

von Karten mit X = J;c; U;.

5In einem topologischen Raum (X, O) heifit eine Teilmenge B C O eine Basis der Topologie O, wenn bereits
jedes O € O eine Vereinigung von Mengen aus B ist. Nach dem Basiskriterium ist umgekehrt eine Teilmenge
B C P(X) genau dann Basis einer Topologie O auf einer gegebenen Menge X, wenn die folgenden Axiome gelten:

(B1) Upep B =X.
(B2) Fir alle B,C € Bist BN C eine Vereinigung von Mengen aus B.

In diesem Fall ist O eindeutig bestimmt und es gilt

O = {U C X : U ist Vereinigung von Mengen aus B}.
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Definition 1.11. Sei n € INg beliebig. Eine n-dimensionale reelle (bzw. komplexe) Mannigfaltig-
keit ist dann ein Hausdorff-Raum X mit dem zweiten Abzihlbarkeitsaxiom und einem n-dimensionalen
reellen (bzw. komplexen) Atlas.

Etwas ungenau merken wir uns: Eine n-dimensionale reelle (bzw. komplexe) Mannigfaltigkeit
sieht lokal so aus wie R” (bzw. C").

Beispiel 1.12. Fiir ein beliebiges n € INg ist R" (bzw. C") eine n-dimensionale reelle (bzw. komplexe)
Mannigfaltigkeit,

denn: Die Hausdorff-Eigenschaft und das zweite Abzdihlbarkeitsaxiom haben wir schon iiberpriift. Die
Behauptung gilt daher bereits, weil die Identitit idg» (bzw. id¢n) ein Homdomorphismus ist. #

Uber die Identifikation zwischen C und R? ist weiter C" fiir jedes n € Wy eine 2n-dimensionale reelle
Mannigfaltigkeit.

Einen allgemeinen topologischen Raum darauf zu iiberpriifen, ob er eine Mannigfaltigkeit ist,
kann recht aufwindig sein. Die Uberpriifung des zweiten Abzédhlbarkeitsaxioms kénnen wir
uns jedoch in einer recht grofien Klasse von Beispielen erleichtern;® es gilt ndmlich:

Lemma 1.13. Hat ein Hausdorff-Raum X einen reellen (bzw. komplexen) Atlas mit hichstens abzihlbar
vielen Karten, so erfiillt X das zweite Abzihlbarkeitsaxiom.

Beweis. Wie wir schon eingesehen haben, erfiillt R” und damit auch jede offene Teilmenge
V C R" das zweite Abzidhlbarkeitsaxiom. Sei nun

A= {(pi: U; — V;reelle Kartevon X : i € | } mit einer Indexmenge I

ein reeller Atlas von X mit einer hochstens abzdhlbaren Indexmenge I. Dann erfiillen fiir alle
i € I die offenen Teilmengen V; C R" das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom; es gibt also fiir jedes
i € I eine h('j(ihstens abzdhlbare Menge J; und offene Teilmengen {Vi,j} jeJ; von V;, so dass es fiir
jedes offene V; C V; eine Teilmenge J; C J; gibt mit

Vi = U Vi
i€y,

Sei nun U C X eine beliebige offene Teilmenge. Fiir ein beliebiges i € I ist dann wegen der
Homoomorphie der Karte ¢; das Bild ¢;(U N U;) eine offene Teilmenge von V;. Nach unserer
Vortiberlegung gibt es also eine Teilmenge ], (i  u;) € Ji mit

pUnl) = |J Vi

J€piunuy)

6Fs ist an dieser Stelle anzumerken, dass Riemann’sche Flichen nach dem Satz von Rapd’ stets das zweite
Abziahlbarkeitsaxiom erfiillen. Wir leiten diesen nicht her; wer sich aber fiir diesen Aspekt nicht interessiert, kann
diesen daher im Folgenden {ibergehen.

"Tibor Rad6 (1895-1965)
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und also mit

u=yJunu)=Ue (punu)=J U ¢ (V)

iel iel iEIj€I<p[(UﬁUi)

Da die hochstens abzdhlbare Vereinigung hochstens abzdhlbarer Mengen wieder hochstens
abzidhlbar ist, folgt die Behauptung fiir einen Hausdorff-Raum mit einem reellen Atlas mit
hochstens abzdhlbar vielen Karten. Die entsprechende Aussage fiir einen komplexen Atlas mit
hochstens abzdhlbar vielen Karten folgt sofort, weil sich jeder solche Atlas tiber die Identifikation
von C mit R? als reeller Atlas interpretieren lasst. O

Da jeder reelle (bzw. komplexe) Atlas auf einem kompakten Raum einen endlichen Teilatlas
besitzt, wird dort die Situation besonders einfach:

Korollar 1.14. Hat ein kompakter Hausdorff-Raum X einen beliebigen reellen (bzw. komplexen) Atlas,
so erfiillt X das zweite Abzihlbarkeitsaxiom.

Beispiel 1.15. Die Riemann’sche Zahlenkugel C = C U {oo} ist eine kompakte eindimensionale kom-
plexe Mannigfaltigkeit,

denn: Als erstes zeigen wir, dass C Hausdorff'sch ist, und legen dafiir zunichst die Topologie auf C fest:
Wir setzen die (Hausdorff'sche) Standardtopologie auf C fort, indem wir im Punkt co durch die Mengen

1 ,
U (00) := {z €C:|z| > g} U{oco} mite>0

eine Umgebungsbasis® angeben. Mit dieser Definition wird klar, dass sich auch der Punkt oo von einem
beliebigen z € C durch offene Umgebungen trennen lisst und C somit Hausdorff'sch ist.

Nun wollen wir die Kompaktheit von C zeigen. Jede offene Uberdeckung von C enthilt eine Umgebung
Us von oo, und nach Definition der Topologie von C enthiilt dieses U eine offene Menge U (c0) mit
geeignetem e > 0 als Teilmenge. Die Menge

U (0) = €\ Ue(c0)

ist bekanntlich kompakt in C und wird somit durch eine endliche Teiliiberdeckung der urspriinglichen
Uberdeckung von C iiberdeckt. Die Kompaktheit von C folgt, weil wir durch Hinzunahme von Us zu
dieser endlichen Teiliiberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung unserer beliebigen offenen Uberdeckung
von C gefunden haben.

8Fiir einen topologischen Raum (X, O) und ein x € X heif}t eine Familie /4, := (U, ;);c], von offenen Umgebungen
von x eine Umgebungsbasis von x, falls jede offene Umgebung von x mindestens eine der Umgebungen U, ; enthilt.
Die Kenntnis einer Topologie auf X ist gleichbedeutend dazu, in jedem Punkt x € X eine passende Umgebungsbasis
angeben zu konnen. Das Angaben einer Umgebungsbasis von co ist daher ein besonders unaufwéandiger Weg, die
Standardtopologie auf C auf die Riemann’sche Zahlenkugel C U {co} auszuweiten.
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Nach Korollar 1.14 und der Kompaktheit von C geniigt es zum Beweis der Behauptung nun, irgendeinen
komplexen Atlas von C anzugeben. Tatsichlich ist

C —¢C C~ {0} —¢C
P1: { und  @r: { ~ {0} 1 (1.1)
z gz z -

ein komplexer Atlas mit nur zwei Karten, denn dass C = CU (C \ {0}) eine offene Uberdeckung von C
darstellt und ¢, ein Homéomorphismus ist, ist klar. Und die Homdomorphie von ¢, gilt, weil ¢ = Pl

HH

eine selbstinverse meromorphe Funktion auf C mit einzigem Pol bei z = 0 ist.

Definition 1.16. Sei nun X speziell eine komplexe Mannigfaltigkeit. Dann definieren wir die folgenden
Begriffe:

(@) Zwei komplexe Karten ¢;: U; — V;von X miti € {1,2} heiflen biholomorph vertriglich, wenn
die Kartenwechselabbildung

@207t @1(Ur N Up) — @a2(Uy N Uy)

eine biholomorphe Funktion ist.

(b) Sind die komplexen Karten eines komplexen Atlas A auf X paarweise biholomorph vertriglich, so
heifit A ein biholomorpher Atlas auf X.

(c) Zwei biholomorphe Atlanten A; von X mit i € {1,2} heiflen biholomorph vertriglich, wenn
jede komplexe Karte aus Ay mit jeder komplexen Karte aus Ay biholomorph vertriglich ist.

(d) Offensichtlich ist die biholomorphe Vertriglichkeit biholomorpher Atlanten von X eine Aquivalenz-
relation. Eine Aquivalenzklasse unter dieser Relation heifst eine komplexe Struktur auf X.

Definition 1.17. Eine Riemann’sche Fliche ist ein Paar (X, S) bestehend aus einer zusammenhin-
genden eindimensionalen komplexen Mannigfaltigkeit X und einer komplexen Struktur S auf X.

Eine komplexe Struktur ist im Allgemeinen schlecht anzugeben. Da andererseits jeder biho-
lomorphe Atlas einer eindimensionalen komplexen Mannigfaltigkeit einer eindeutigen kom-
plexen Struktur derselben zugeordnet ist, gentigt in der Praxis die Angabe eines Paars (X, .A)
bestehend aus einer eindimensionalen komplexen Mannigfaltigkeit X und einem biholomor-
phen Atlas 4 von X. Man beachte jedoch, dass dies stets so zu verstehen sein muss, dass zur
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Riemann’schen Fldche alle Karten gehoren, die in einem biholomorphen Atlas aus der zu A
gehorigen komplexen Struktur enthalten sind.

Wir wollen ab sofort unsere Notation wieder etwas einfacher halten. Wenn klar ist, dass wir uns
im Kontext einer Riemann’schen Fliache (X, S) bewegen, schreiben wir von nun an einfacher

e Xfir(X,S),
* Atlas von X fiir einen biholomorphen Atlas aus der komplexen Struktur S,
* Karte von X fiir eine komplexe Karte aus einem beliebigen biholomorphen Atlas aus der
komplexen Struktur S.
Beispiel 1.18. (a) Die Menge der komplexen Zahlen C ist eine Riemann’sche Fliiche,

denn: Dass C zusammen mit dem durch A = {id¢ } gegebenen komplexen Atlas eine eindimensio-
nale komplexe Mannigfaltigkeit ist, hatten wir schon gesehen. Die Behauptung folgt, da offensichtlich
C zusammenhingend und A biholomorph ist. #

(b) Die Riemann’sche Zahlenkugel C ist eine kompakte Riemann’sche Fliiche,

denn: Wir wissen, dass C eine kompakte eindimensionale komplexe Mannigfaltigkeit ist. Auflerdem
ist C offensichtlich zusammenhingend. Die Behauptung folgt also, wenn wir zeigen kénnen, dass
der in (1.1) gegebene Atlas { @1, p2} biholomorph ist. Dem ist aber so, denn zum einen gilt

91(C N (C~A{0})) = g2(C N (C~ {0})) = €~ A0},

und zum anderen ist

_ C~ {0} — C~{0},
1.
P20¢p - {Z '_>%

biholomorph. #

Bemerkung 1.19. Sei (X, S) eine Riemann’sche Fliche und D C X ein Gebiet, also eine zusammen-
hingende offene Teilmenge von X. Fiir jeden biholomorphen Atlas A aus S ist die Menge

Alp :={¢lunp:UND = eUND):(p:U—V) e A}

ein biholomorpher Atlas von D und liefert dort somit auch eine komplexe Struktur S|p. Das Paar
(D, S|p) ist also wieder eine Riemann’sche Fliche. Die Zuordnung S — S|p ist dabei offensichtlich
wohldefiniert.

Beispiel 1.20. Die obere Halbebene H C C ist eine Riemann’sche Fliche,

denn: Nach Teil (a) von Beispiel 1.18 trigt die Menge der komplexen Zahlen C die Struktur einer
Riemann’schen Fliche. Die Behauptung folgt mit Bemerkung 1.19, da H C C bekanntlich ein Gebiet ist.
#
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AbschliefSend fiir diesen Abschnitt fithren wir nun mit den Periodentori noch eine weitere Klasse
Riemann’scher Fldachen ein. Fiir deren Konstruktion holen wir ein wenig aus und erinnern
zundchst an das Konzept des Gitters in C:
Definition 1.21. Seien wq,wy € C zwei iiber R linear unabhingige komplexe Zahlen. Dann heifst

A :=Zw1 + Zw;y = {mwy +nwp :m,n € Z} C C

das von wy und wy aufgespannte Gitter und {w1,wy} eine Basis von A. Offensichtlich lisst sich
ein beliebiger Punkt z € C schreiben als Summe z = Z + w mit einem w € A und einem Z aus der
Fundamentalmasche

F = JTA = {tlwl + thwy : ty,tr € [0, 1]}

des Gitters . Diese Schreibweise ist eindeutig, falls Z nicht auf dem Rand 0 F von F liegt. Wir erhalten
eine Uberdeckung

C= U (.FA-FCU)

weA

der komplexen Ebene mit Kopien der Fundamentalmasche.’

Bemerkung 1.22. Zwei R-Basen {w1, w,} und {w},w)} von C sind genau dann Basen desselben
Gitters A\, wenn es eine Matrix

M € GLy(Z) = {A € Z**? : det(A) € {£1}}

gibt mit

denn: Ubungsaufgabe 1.1 #

Ein beliebiges Gitter A C C bildet zusammen mit der Addition eine Untergruppe der abelschen
Gruppe (C, +). Es folgt, dass der Quotient
C/AN:={z+A:z€C}

mit der vererbten Addition wieder die Struktur einer abelschen Gruppe tragt. Konstruktions-
gemaf ist hierbei fiir ein beliebiges z € C die Menge [z] := [z]5 := z + A die Aquivalenzklasse
unter der durch

zopaZ = z-Z €A

9Diese Uberdeckung wird iiberschneidungsfrei und somit eine Parkettierung, wenn man statt der Fundamental-
masche F die halboffene Menge
{tlwl +towy 1 ty,ty € [O, 1)}
betrachtet. Dass wir dennoch die abgeschlossene Menge als Fundamentalmasche festlegen, liegt daran, dass so die
,Verklebung” des Fundamentalbereichs zu einem Torus (vgl. Definition 1.23 bis Satz 1.25) konzeptioneller ausfallt,
weil dort so klar ist, womit ein Randpunkt verklebt werden soll.
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gegebenen Aquivalenzrelation und C/A die Menge solcher Aquivalenzklassen. Durchlauft z
ein nicht naher spezifiziertes Vertretersystem der Aquivalenzklassen von C/A, so schreiben
wir in Missbrauch der Notation manchmal auch z € C/A.

Definition 1.23. Sei A = Zw, + Zw, C C ein beliebiges Gitter. Dann heifst der Quotient C/ A
der Periodentorus zu den, gemdf$ Bemerkung 1.22 nicht eindeutigen, Perioden wy und wy und die
Abbildung

C — C/A,
TTA -
{z — [z]a

die kanonische Projektion modulo A.

Abbildung 1.2: Den Periodentorus C/ A kann man sich in der Form eines Doughnuts vorstellen.
Die eingezeichneten Linien lassen die Fundamentalmasche F des Gitters erkennen.

Wir versehen nun fiir ein beliebiges Gitter A C C den Torus C/A mit der Struktur einer Rie-
mann’schen Fldche. Zuerst miissen wir dafiir eine Topologie auf C/A angeben. Dabei nutzen
wir aus, dass wir auf C mit der Standardtopologie bereits eine Topologie kennen und verse-
hen C/A mit der Quotiententopologie beziiglich der kanonischen Projektion 7t5: C — C/A.
Genauer bedeutet das

UCC/Aistoffen <= 7,'(U) ist offen in C.

Auf diese Weise wird 7t automatisch zu einer stetigen Abbildung. Andererseits ist 7t4 auch
offen,

denn: Es ist zu zeigen, dass das Bild 71 (V) einer beliebigen offenen Teilmenge V C C offen ist.
Nach Definition der Quotiententopologie gentigt es, stattdessen die Offenheit von 77, * (A (V))
zu zeigen. Diese gilt aber, weil letzteres die Vereinigung der offenen Mengen w + V mit w € A
beliebig ist. #

Fiir den Torus lassen sich damit die folgenden Eigenschaften herleiten:

Lemma 1.24. Fiir ein beliebiges Gitter A = Zwy + Zw, < C ist der Torus C/A ein kompakter
Hausdorff-Raum.
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Beweis. Die Kompaktheit gilt, da C/A das Bild des Kompaktums F unter der stetigen Abbil-
dung 7t ist.

Wir miissen nun noch die Hausdorffeigenschaft zeigen. Seien dafiir w;, w, zwei verschiedene
Punkte in C/A und seien z1,zp € C zwei Zahlen mit 75(z;) = w; fir j € {1,2}. Ohne
Einschrankung konnen wir dabei z; — z; € F annehmen. Da C Hausdorff’sch ist, gibt es offene
Umgebungen U; von z; und U, von z; mit U; N Up = @. Dann gilt trivialerweise wy € 7wa (Us)
und wy € 1A (Uy). Ohne Einschriankung konnen wir auflerdem annehmen, U; und U, seien
offene Kreisscheiben, deren Radius kleiner ist als die Halfte des Minimums der Betrédge |z2 — z1],
|Zz — (Z1 +CU1)|, |Zz — (Z1 +w2)| und |Zz — (21 + wq + CU2)|.

Abbildung 1.3: Die Umgebungen um z; und z, sind so klein gewihlt, dass ihr Radius kleiner
ist als die Halfte des minimalen Abstands zwischen z; und einer der vier , Ecken” der um z;
verschobenen Fundamentalmasche.

Dann gilt auch 7o (U;) N A (U2) = @. Wegen der Offenheit von 74 sind schlieflich 7t (U;)
und 715 (Uy) auch offen, so dass wir offene Umgebungen von w; und w, gefunden haben, durch
die sich die beiden Punkte trennen lassen. O

Satz 1.25. Fiir ein beliebiges Gitter A C C ist der Torus C/ A eine kompakte Riemann’sche Fliiche.

Beweis. Nach Lemma 1.24 und Korollar 1.14 geniigt es zum Beweis des Satzes, irgendeinen
biholomorphen Atlas fiir C/A anzugeben. Das machen wir wie folgt: Sei V. C C eine offene
Teilmenge, die kein Paar voneinander verschiedener modulo A dquivalenter Punkte enthalt.
Wegen dieser Eigenschaft und der Stetigkeit und der Offenheit von 7, ist dann mp|y: V —
ia(V) =: U ein Homdomorphismus und wir kénnen seine Umkehrabbildung ¢: U — V
als eine Karte von C/A wéhlen. Die Menge A aller Karten, die sich so erhalten lassen, ist
offensichtlich ein komplexer Atlas von C/ A. Es verbleibt also zu zeigen, dass je zwei Karten aus
A biholomorph vertraglich sind.

Seien also ¢q: Uy — Vj und ¢2: Uy — V, zwei Karten aus A. Wir wollen die Biholomorphie
der Funktion

@097 @1(Us N U2) — 2 (Uy N o)
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nachweisen. Tatsédchlich ist fir i € {1,2} auf ¢;(U; N Uz) C V; der Homéomorphismus 75
invers zur Karte ¢;, so dass

A ((g20 (pfl)(z)) = gofl(z) = 7ta(z) fiirallez € ¢1(U; N Uy)
gilt. Es folgt

(209 Y)(z) ~az fiirallez € ¢1(U; N ),
also

(prop;)(z) —z€ A fiirallez € ¢1(Uy N Uy).

Eine stetige Abbildung hat genau dann ein Bild aus isolierten Punkten, wenn sie lokal konstant
ist. Es gibt also zu jeder Zusammenhangskomponente K von ¢1(U; N Uy) ein w € A mit

(prop;)(z) =z+w fiirallez € K.

Insbesondere ist @2 o @ 1 Jokal eine Translation und als solche biholomorph, was zu zeigen
war. —~

1.2 Holomorphe Abbildungen

Definition 1.26. Sei X eine Riemann’sche Fliche und sei U C X offen. Eine Funktion f: U — C heifit
holomorph genau dann, wenn fiir alle Karten ¢': U' — V' von X die Funktion

fole) /(U nU) — €

holomorph ist. Die Menge der holomorphen Funktionen auf U wird mit O(U) bezeichnet.

Bemerkung 1.27. Sei X eine Riemann’sche Fliche. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(@) Nach Definition 1.16 ist jede Karte ¢: U — V C C von X eine holomorphe Funktion. Man nennt
@ auch eine lokale Koordinate und (U, ¢) eine Koordinatenumgebung eines jeden Punktes
xo € U. In diesem Zusammenhang schreibt man auch oft z fiir ¢.

(b) Holomorphe Funktionen wie in Definition 1.26 sind stetig,
denn: Ubungsaufgabe 1.2. #

(c) Wir miissen die Holomorphiebedingung aus Definition 1.26 nicht fiir alle Karten von X iiberpriifen,
sondern nur fiir die Karten aus einem fest gewihlten Atlas von X. Wegen der biholomorphen
Vertriglichkeit folgt die Aussage fiir die anderen Karten dann automatisch.

(d) Punktweise Summen und Produkte holomorpher Funktionen sind offenbar wieder holomorph, ge-
nauso sind konstante Funktionen holomorph. Die Menge O(U) trigt so die Struktur einer C-
Algebra.

Eine schone Verallgemeinerung eines Satzes aus der Funktionentheorie ist der folgende:
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Satz 1.28 (Riemann’scher Hebbarkeitssatz). Seien X eine Riemann’sche Fliche, U C X offen und
x € U ein beliebiger Punkt. Dann lisst sich jede beschrinkte Funktion f € O (U ~ {x}) eindeutig zu
einer Funktion f € O(U) fortsetzen.

Beweis. Es gilt zu zeigen, dass sich f holomorph nach x fortsetzen lasst. Sei dafiir ¢: U' — V'
eine beliebige Karte von X mit x € U’. Dann ist

fop leO(p(U' N (U~ {x})))

eine beschrdankte holomorphe Funktion. Nach dem aus der Funktionentheorie bekannten Rie-
mann’schen Hebbarkeitssatz fiir X = C gibt es also eine holomorphe Fortsetzung

—_~—

foel € O(p(U'NU)).

Weil nach Definition der Riemann’schen Flache alle Kartenwechselabbildungen biholomorph
sind, ist dann nach Definition 1.26

fi=foplopeO(U NU).
Die Behauptung folgt, da ¢ beliebig gewahlt war und die Karten von X ganz X iiberdecken. [

Definition 1.29. Seien X und Y Riemann’sche Flichen. Eine stetige Abbildung f: X — Y heifit
holomorph, falls fiir jedes Paar von Karten' ¢: U — V von X und ¢: U’ — V' von Y mit
f(U) C U’ die Funktion

pofoe LV V
holomorph ist. Die Menge der holomorphen Abbildungen von X nach Y wird mit Hol(X, Y) bezeichnet.

Eine Abbildung f: X — Y heifit biholomorph, wenn sie bijektiv ist und sowohl f als auch ihre
Umkehrabbildung holomorph sind. Zwei Riemann’sche Flichen heiflen biholomorph dquivalent, wenn
es eine biholomorphe Abbildung zwischen ihnen gibt. Die Menge der biholomorphen Abbildungen von
X auf sich selbst nennen wir die Automorphismengruppe Aut(X) von X.

Bemerkung 1.30. (a) Im Spezialfall Y = C gilt Hol(X, C) = O(X).
(b) Hintereinanderausfiihrungen holomorpher Abbildungen zwischen Riemann’schen Flichen sind wie-
der holomorph.

Aus dem entsprechenden Satz der Funktionentheorie folgt nun:

Satz 1.31 (Identitdtssatz fiir holomorphe Abbildungen). Seien X,Y Riemann’sche Flichen und
seien f,g € Hol(X,Y) holomorphe Abbildungen, fiir die die Menge

N¢_g = {xeX:f(x)=gx)}

t.ll

in X einen Hiufungspunkt x enthilt.* Dann stimmen die Funktionen f und g auf ganz X iiberein.

10 An dieser Stelle ist es wichtig, sich zu verdeutlichen, dass die Karten von X und Y frei in der jeweiligen komplexen
Struktur — und nicht nur in einem fest gewéhlten Atlas — ausgewahlt werden diirfen, da es sonst sein kann, dass f
keine Karte von X in eine Karte von Y abbildet und die Holomorphiebedingung somit trivial wére.

Ein Hiufungspunkt einer Teilmenge M C X ist hierbei wie {iblich ein Punkt in X, fiir den jede offene Umgebung
in X unendlich viele Punkte von M enthailt.
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Beweis. Wir betrachten die Menge
A:={x € X :es gibtein offenes W = W(x) C X mitx € Wund f|w = g|lw}-

Wir wollen nun zeigen, dass A offen, abgeschlossen und nichtleer ist. Weil X als Riemann’sche
Flache zusammenhingend ist, folgt daraus dann die Gleichheit A = X und somit der Satz.

Esgilt xg € A,

denn: Sei ¢: U — V eine beliebige Karte von X mit xo € U. Ohne Einschrankung kénnen
wir annehmen, dass U zusammenhéngt, und betrachten sonst stattdessen diejenige Zusam-
menhangskomponente von U, die x¢ enthélt. Nach Voraussetzung enthélt U unendlich viele
Elemente von N g ohne Einschrankung konnen wir sogar annehmen, sie liegen alle in U.
Wegen der Stetigkeit von ¢ ist folglich ¢(xp) € V ein Haufungspunkt von ¢(Ny_g). Fiir eine
beliebige Karte ¢: U' — V' von Y mit f(U), g(U) C U’ gilt dann nach dem Identitétssatz fiir
holomorphe Funktionen auf Gebieten in C die Gleichheit!?

(pofop )lv=(pogoo)lv.
Es folgt sofort f|i; = g|uy und somit xp € A mit W(xg) = U. #

A ist offen, da mit jedem x € A definitionsgemaf auch eine offene Umgebung W(x) von x in A
enthalten ist und daher

A= )W)

x€A

eine Vereinigung offener Mengen ist.'?

A ist abgeschlossen,

denn: Die Behauptung folgt, wenn wir zeigen konnen, dass alle Randpunkte von A schon
in A enthalten sind. Wegen der Stetigkeit von f und g gilt fiir einen solchen Randpunkt x die
Gleichheit f(x) = g(x). Es gibt daher Karten ¢: U — Vvon Xund ¢: U’ — V/vonY mitx € U
und f(U),g(U) C U'. Ohne Einschriankung kénnen wir annehmen, dass U zusammenhingt;
sonst betrachten wir stattdessen diejenige Zusammenhangskomponente von U, die x enthalt.
Als offene Umgebung des Randpunkts x von A hat U einen nichtleeren Durchschnitt mit A. Wir
haben bereits eingesehen, dass A offen ist. Es folgt, dass U N A, und somit auch ¢(U N A), eine
nichtleere offene Menge ist. Da V somit einen Haufungspunkt von ¢(U N A) enthilt, kénnen
wir den Identitdtssatz fiir holomorphe Funktionen auf Gebieten in C anwenden, nach dem die
Gleichheit

(Wofog l)lv=(pogop)l
gilt. Hieraus folgt sofort f|y = g|y und somit x € A mit W(x) = U. #

12Eine solche Karte gibt es, da aus Stetigkeitsgriinden f(xg) = g(xp) gilt.
13Man bemerke, dass diese Argumentation unabhangig von der Wahl der jeweiligen W (x) ist.


https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/49571/display?destination=satz:Identitaetssatz-fuer-holomorphe-Funktionen
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1.3 Meromorphe Funktionen

Einen wichtigen Spezialfall holomorpher Abbildungen zwischen Riemann’schen Flachen stellen
meromorphe Funktionen auf Riemann’schen Fliachen dar. Um dies einzusehen, definieren wir
den Begriff zunédchst wie in der Funktionentheorie tiblich und stellen dann den Zusammenhang
zu den holomorphen Abbildungen her:

Definition 1.32. Sei X eine Riemann’sche Fliche, U C X offen und sei f: U — C eine Abbildung.
Genau dann heift f eine meromorphe Funktion auf U, falls gilt

(i)  S(f) := f1({co}) ist abgeschlossen in U und besteht nur aus isolierten Punkten.

(i) fo:= fluws € O(UNS(S)).
(iii) Fiir jeden Punkt xo € S(f) gilt xh_)ng} |f(x)] = oo.

Die Punkte in S(f) heifien die Polstellen von f. Die Menge aller auf U meromorphen Funktionen
bezeichnen wir mit M(U).

Bemerkung 1.33. (a) Meromorphe Funktionen wie in Definition 1.32 sind stetig,

denn: Sei f € M(U). Nach Bedingung (ii) in Definition 1.32 ist f|y. g(s) holomorph und nach
Bemerkung 1.27 insbesondere stetig. Um auf die Stetigkeit in ganz U zu schlieflen, miissen wir
daher nur noch zeigen, dass f in jedem der Punkte aus S(f) stetig ist. Nach Beispiel 1.15 bilden die
offenen Mengen der Form

U, (c0) = {z €eC:|z| > i}u{oo} mite € R~

eine Umgebungsbasis von oo in C. Sei nun xo € S(f) beliebig und ¢: U’ — V' eine beliebige
Karte von U mit xo € U'. Wegen der Homdomorphie von ¢ und 1.32 (iii) bildet f o ¢~ |y kleine
d-Umgebungen von ¢(xo) in ein gegebenes Ug(oo) ab. Da ¢ homdomorph ist, gibt es ein Element
W der Umgebungsbasis von xq in U, dessen ¢-Bild in einer solchen 6-Umgebung liegt. Fiir dieses
W gilt f(W) C U,(c0), was die Stetigkeit von f in x( zeigt. #

(b) Seien f,g € M(U). Dann ist die punktweise Summe fo + go bzw. das punktweise Produkt fo - go
auf U~ (S(f) US(g)) eine holomorphe Funktion. Nach dem Riemann’schen Hebbarkeitssatz 1.28
kénnen wir diese Funktion auf eventuelle hebbare Singularititen holomorph fortsetzen. Die Menge
M(U) trigt so die Struktur einer C-Algebra.

Die meromorphen Funktionen auf einer Riemann’schen Flache }g konnen wir nun als holomor-
phe Abbildungen zwischen den Riemann’schen Flachen X und C erkennen. Genauer gilt:

Satz 1.34. Sei X eine Riemann’sche Fliche. Dann gilt
M(X) = Hol(X,C) \ {0},

wobei co die durch f(x) = oo fiir alle x € X gegebene konstante Funktion bezeichne.



17 Kapitel 1. Riemann’sche Flachen

Beweis. Sei zundchst f € M(X). Nach Bemerkung 1.33 ist f dann auf ganz X stetig. Um
f € Hol(X, C) einzusehen, miissen wir nun zeigen, dass fiir jedes Paar von Karten ¢: U — V
von X und ¢: U’ — V' von C mit f(U) C U’ die Funktion

1pofoqfl:V—>V/

holomorph ist. Da f auf X \ S(f) holomorph ist, gilt die Holomorphie von o f o ¢! auf
VN @(S(f) N U). AuBerdem ist ¢ o f o ¢~ ! als Verkettung stetiger Abbildungen auf ganz V
stetig. Da ¢(S(f) N U) C V eine abgeschlossene Teilmenge aus isolierten Punkten ist, folgt die
Behauptung iterativ mit dem Riemann’schen Hebbarkeitssatz 1.28.

Seinun f # oo eine holomorphe Abbildung von X nach C. Dann sind die Bedingungen (ii) und
(iii) aus Definition 1.32 trivialerweise erfiillt. Zu zeigen bleibt, dass S(f) abgeschlossen in X ist
und nur aus isolierten Punkten besteht. Das folgt aber unmittelbar aus der Annahme f # oo
und dem Identitdtssatz 1.31. O

Bemerkung 1.35. Aus Satz 1.34 folgt, dass der Identititssatz 1.31 auch fiir meromorphe Funktionen
auf einer Riemann’schen Fliche X gilt. Deshalb hat eine Funktion f € M(X) ~ {0}, wobei 0 die durch
f(x) = 0 fiir alle x € X gegebene konstante Funktion bezeichnet, nur isolierte Nullstellen. Somit lassen
sich Funktionen aus M(X) ~ {0} invertieren, was M (X) zu einem Korper macht.

AbschliefSend fiir diesen Abschnitt untersuchen wir als ein Beispiel nun noch die meromorphen
Funktionen auf Periodentori. Diese lassen sich schon durch eine geeignete Klasse meromorpher
Funktionen auf der komplexen Ebene C beschreiben, die wir nun zunéichst einfiihren:

Definition 1.36. Sei A C C ein Gitter. Unter einer elliptischen Funktion beziiglich A versteht man
eine meromorphe Funktion f € M(C) mit

f(z+w) = f(z) fiirallew € Aundallez € C.

Die Menge der elliptischen Funktionen beziiglich A bezeichnen wir mit K(A).

Bemerkung 1.37. Sei A C C ein Gitter mit Basis {w1, wy }. Dann ldsst sich jeder Gitterpunkt w € A
schreiben als w = mwy + nwy mit m,n € Z, und eine meromorphe Funktion f € M(C) ist offenbar
genau dann elliptisch beziiglich A\, wenn

f(z+wy) = f(z4+w2) = f(z) fiirallez € C

gilt. Aus diesem Grund nennt man elliptische Funktionen anschaulich auch doppeltperiodische Funk-
tionen.

Satz 1.38. Jede beziiglich eines Gitters A C C elliptische Funktion f € K(A) induziert durch f =
F o 1t eine meromorphe Funktion F € M(C/A). Die Zuordnung f — F liefert eine Bijektion

K(A) 2 M(C/A).
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Beweis. Dass die einer elliptischen Funktion f zugeordnete Funktion F wohldefiniert ist, folgt
aus der A-Invarianz von f und die Meromorphie von F folgt aus der Definition der komplexen
Struktur von C/A. Gehen wir umgekehrt von einer meromorphen Funktion F & M(C/A)
aus, so ist die Komposition f = F o 7t5 offenbar eine beziiglich A elliptische Funktion. Die
behauptete Zuordnung ergibt also in beide Richtungen Sinn und liefert offensichtlich eine
Bijektion zwischen den Mengen K(A) und M(C/A). O

Bemerkung 1.39. Nach Bemerkung 1.35 trigt M(C/A), ausgestattet mit punktweiser Addition und
Multiplikation, die Struktur eines Korpers. Auch auf K(A) lassen sich punktweise Addition und Mul-
tiplikation einfiihren. Offensichtlich gelten dann fiir alle Fy, F, € M(C/A) die Rechenregeln

((Fl + Fz) o 7'L'A) (Z) = ((Fl o 7TA) + (F2 o 7TA))(Z) fl:li" allez € C,
((Fi-B)oma)(z) = ((Foma) - (FBoma))(z) fiir alle z € C.

Schreiben wir 1¢ bzw. 1¢ A fiir die durch f(z) = 1 gegebene konstante Abbildung auf C bzw. C/ A, so
gilt auflerdem

1C/AO7TA = 1@.

Insgesamt iibertrigt die Zuordnung F — F o 7t die Kérpereigenschaften von M(C/A) auf K(A) und
wird so zu einem Korperisomorphismus.

1.4 Einfache Eigenschaften holomorpher Abbildungen

In diesem Abschnitt beweisen wir einige elementare Eigenschaften holomorpher Abbildun-
gen zwischen Riemann’schen Flichen. Grundlegend ist hier der folgende Satz, der sich als
Verallgemeinerung des Satzes von der Gebietstreue auffassen lasst:

Satz 1.40 (Lokale Gestalt holomorpher Abbildungen). Seien X,Y Riemann’sche Flichen, xo € X,
f € Hol(X,Y) nichtkonstant und yo := f(xo). Dann gibt es eine natiirliche Zahl k > 1 und Karten
¢: U — Voon X bzw. ¢: U — V' von'Y mit folgenden Eigenschaften:

(i)  xo € Uund ¢(x9) = 0.

(i) yo € U und(yo) = 0.

(i) fF(U) C U

(iv) Fiir die Abbildung F := o fo @~ ': V — V' gilt F(z) = Z* fiirallez € V.

Beweis. Es gibt Karten ¢: U — V von X und ¢: U’ — V' von Y, welche die Eigenschaften
(1)—(iii) erfillen,

denn: Sei p: U' — V' eine beliebige Karte mit yp € U’. Dann konnen wir ohne Einschrankung
P (yo) = 0annehmen und sonst ¢ durch v’ o i mitder Translation 7’: z — z — (i) ersetzen. Sei
nun ¢: U — V eine beliebige Karte mit xg € U. Dann konnen wir ohne Einschrankung f(U) C
U’ annehmen und sonst ¢ durch seine Einschrankung auf den (nichtleeren!) Durchschnitt
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von U mit dem Urbild unter f einer geeigneten offenen Umgebung von yo in U’ ersetzen.
Weiter konnen wir ohne Einschrankung ¢(xp) = 0 annehmen und sonst ¢ durch 7 o ¢ mit der
Translation T: z — z — @(xg) ersetzen. #

Wir betrachten nun die holomorphe Funktion
pofoe LV V.

Wire diese konstant, so miisste auch die Einschrankung von f auf U konstant sein. Letzteres
waére aber nach dem Identitdtssatz 1.31 ein Widerspruch zu unserer Voraussetzung, dass f auf
ganz X eine nichtkonstante Funktion ist. Da weiterhin (o f o ¢~1)(0) = 0 gilt, gibt es eine
nattirliche Zahl k > 1 und eine Funktion ¢ € O(V) mit ¢(0) # 0 und

(ofop)(z) =zk-g(z) firalleze V.

In einer hinreichend kleinen Umgebung von z = 0, in der ¢ keine Nullstelle hat, finden wir eine
holomorphe Funktion & mit ¢ = h¥. Mit dem Satz von der inversen Funktion lasst sich zeigen,
dass die Zuordnung z +— z - h(z) eine kleine Umgebung V; C V von z = 0 biholomorph auf
eine kleine Umgebung V> von z = 0 abbildet. Wir wollen diese biholomorphe Abbildung mit
a: V4 — V, bezeichnen. Wir ersetzen nun die Karte ¢: U — V durch die Karte

nogQ: gD_l(Vl) — V.

Fiir die Abbildung F = ¢ o f o (a 0 ¢)~! gilt dann nach Konstruktion F(z) = z* fiir alle z € V5,
also Eigenschaft (iv). O

Bemerkung 1.41. Die Zahl k in Satz 1.40 kann wie folgt charakterisiert werden (vgl. Ubungsaufgabe
1.8): Zu jeder Umgebung Uy von xg gibt es Umgebungen U C Uy von xo und U’ von yo = f(xo),
so dass fiir jeden Punkt y € U’ mit y # yo die Menge f~'(y) N U genau k Elemente hat. Wir
nennen k die Vielfachheit, mit der die Abbildung f den Wert yo im Punkt xo annimmt und schreiben

k = yo-ord(f; xo).

Beispiel 1.42. Sei D C C ein Gebiet und seien zo € D und wo € C beliebig.

(a) Fiir eine holomorphe Funktion f € O(D) gibt die Vielfachheit 0-ord(f;zo) offensichtlich gerade
die Nullstellenordnung im Punkt z = zo an. AufSerdem gilt

wo-ord(f;zp) = 0-ord(f — wo; 2o).

(b) Unter Benutzung der aus (1.1) bekannten Karten von C zeigt man leicht, dass fiir eine meromorphe
Funktion f € M(D) die Vielfachheit co-ord( f; zo) gerade die Polstellenordnung von f im Punkt
z = z¢ beschreibt (Ubung!).

(c) Der Begriff der Vielfachheit lisst sich iiber die Identifikation von K(A) mit M(C/A) auch auf
elliptische Funktionen iibertragen, denn fiir f € K(A), zo € C und wy € C mit f(zo) = wo
Qilt auch f(zo + w) = wy fiir alle w € A. Wir sprechen in diesem Kontext von wy-Stellen (und
insbesondere Null- oder Polstellen) modulo A der elliptischen Funktion f und schreiben fiir ihre
Vielfachheit wieder wo-ord( f; zo).
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Genau wie im Spezialfall X = C aus dem Satz von der Gebietstreue lassen sich aus Satz 1.40
eine ganze Reihe wichtiger Folgerungen gewinnen:

Korollar 1.43 (Offenheitssatz). Fiir je zwei Riemann’sche Flichen X,Y ist jedes nichtkonstante f &
Hol(X, Y) bereits offen.

Beweis. Seixp € X beliebig. Dann gibt es nach Satz 1.40 Karten ¢: Uy, — Vvon Xund ¢: U’ —
V' von Y mit xg € Uy, und f(Uy,) C U’, so dass die Abbildung F = ¢po fo ¢~ !: V — V' durch
F(z) = z* mit einem k > 1 gegeben ist. F|y ist offensichtlich offen. Die Offenheit von f |u,, folgt,
da die Kartenabbildungen Homéomorphismen sind.

Seinun U C X eine beliebige offene Teilmenge. Dann ist nach der obigen Uberlegung fiir jedes
xo € U die Menge f(U N Uy,) eine offene Umgebung von f(x) in f(U). Es folgt die Offenheit
von f(U) und damit die Behauptung. O

Korollar 1.44 (Biholomorphiekriterium). Seien X, Y Riemann’sche Flichen und sei f € Hol(X,Y)
injektiv. Dann liefert f eine biholomorphe Abbildung von X nach f(X).

Beweis. Wegen der Injektivitdt von f gilt in der lokalen Beschreibung von f wie in Satz 1.40 in
der dortigen Notation stets k = 1. Fiir Karten ¢: U — V von X und ¢: U’ — V’ von Y mit
xo € Uund f(U) C U’ wie dortistdaher o f o ¢! = idy und somit insbesondere holomorph
invertierbar. Da ¢ und 1 als Karten invertierbar sind, ist f|;; invertierbar und mit der Definition
des Begriffs der holomorphen Abbildung zwischen Riemann’schen Flachen erhalten wir die
Holomorphie von f 1| (- Das Biholomorphiekriterium folgt. O

Korollar 1.45 (Maximumprinzip). Seien X eine Riemann’sche Fliche und f € O(X) nichtkonstant.
Dann nimmt f auf X kein lokales Betragsmaximum an.

Beweis. Das zeigt man genau wie das Maximumprinzipin der Funktionentheorie. Man verwen-
det den Offenheitssatz 1.43 statt des Satzes von der Gebietstreue. O

Zum Abschluss dieses Abschnitts untersuchen wir noch das Verzweigungsverhalten holomor-
pher Abbildungen zwischen Riemann’schen Flachen:

Definition 1.46. Seien X,Y Riemann’sche Flichen und f € Hol(X, Y) eine nichtkonstante holomorphe
Abbildung zwischen ihnen. Ein Punkt xo € X heift ein Verzweigungspunkt von f, wenn

k:= f(xo)—ord(f; XQ) >1

gilt. Wir nennen k — 1 auch die Verzweigungsordnung von f in x.

Nach Konstruktion liegen die Verzweigungspunkte einer nichtkonstanten holomorphen Abbil-
dung isoliert. Im Fall kompakter Riemann’scher Flachen erhalten wir so:



https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/49571/display?destination=coro:Maximumprinzip
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/49571/display?destination=coro:Maximumprinzip

21 Kapitel 1. Riemann’sche Flachen

Proposition 1.47. Seien X, Y kompakte Riemann’sche Flichen und f € Hol(X,Y) eine nichtkonstante
holomorphe Abbildung zwischen ihnen. Dann hat f nur endlich viele Verzweigungspunkte.'*

Beweis. Betrachten wir eine Uberdeckung X = Uycx Ux durch offene Umgebungen U, wie
in Satz 1.40. Da X kompakt ist, gibt es eine endliche Teiliiberdeckung X = |Jy_; Uy,. Nach
Konstruktion besitzt fiir alle v € {1,...,n} die Einschrankung f|y, hochstens in x, einen
Verzweigungspunkt, so dass die Behauptung folgt. ]

Definition 1.48. Seien X, Y kompakte Riemann’sche Flichen und f € Hol(X,Y) eine nichtkonstante
holomorphe Abbildung zwischen ihnen. Dann heifst die nach Proposition 1.47 endliche Summe

Z)f = 2 (f(XQ)—OI'd(f,' xo) — 1)

xo€eX
die Gesamtverzweigungsordnung von f.

Eine weitere Endlichkeitsaussage ldsst sich in allgemeinerem Kontext zeigen. Dafiir definieren
wir zunédchst:

Definition 1.49. Seien X,Y Riemann’sche Flichen und f € Hol(X,Y). Wir nennen f eigentlich,
wenn das Urbild unter f jeder kompakten Teilmenge von Y wieder kompakt ist.

Bemerkung 1.50. Die Niitzlichkeit des Begriffs der Eigentlichkeit einer holomorphen Abbildung zwi-
schen zwei Riemann’schen Flichen zeigt sich bereits daran, dass er die Situation einer kompakten De-
finitionsmenge verallgemeinert: Seien X,Y Riemann’sche Flichen und sei f € Hol(X,Y). Ist nun X
kompakt und A C 'Y abgeschlossen, so ist die Einschrinkung

flxray: (XN fHA) 2 YN A

eigentlich,

denn: Im Hausdorff-Raum Y ~ A ist jedes gegebene Kompaktum K C Y ~ A abgeschlossen. Das
Urbild f~1(K) unter der stetigen Abbildung f ist daher ebenfalls abgeschlossen und als Teilmenge des
Kompaktums X selbst kompakt. #

Ein wichtiger Spezialfall dieser Aussage ist offensichtlich A = @, in dem wir die Abbildung f nicht

einschrianken miissen.

Lemma 1.51. Seien X,Y Riemann’sche Flichen und sei f € Hol(X,Y) eigentlich und nichtkonstant.
Dann ist f abgeschlossen'® und surjektiv.

4Fiir nichtkompakte Riemann’sche Flichen stimmt dies im Allgemeinen nicht, wie man am Beispiel der Funktion
sin?: C — C sieht. Diese hat in jedem Punkt x; := 7tk mit k € Z einen Verzweigungspunkt mit Verzweigungsord-
nung 1.

15Bilder abgeschlossener Mengen sind also stets wieder abgeschlossen.
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Beweis. Wir zeigen zundchst die Abgeschlossenheit von f. Seien dafiir A C X abgeschlossen
und y € Y \ f(A) beliebig. Sei weiter y € K, C Y eine kompakte Umgebung von y. Wegen der
Eigentlichkeit von f ist dann f~!(K,) und somit auch f!(K,) N A kompakt. Als stetiges Bild
eines Kompaktums ist schliefSlich

FUH(Ky) N A) =Ky N f(A)
eine kompakte und somit abgeschlossene Teilmenge des Hausdorff-Raums Y. Es folgt, dass
Ky~ (Ky 0 f(A))

eine offene Umgebung von y. Insgesamt haben wir die Offenheit von Y \ f(A) und also die
Abgeschlossenheit von f(A) gezeigt.

Wir zeigen nun die Surjektivitdt von f. Wegen der soeben nachgewiesenen Abgeschlossenheit
ist insbesondere f(X) abgeschlossen. Nach dem Offenheitssatz 1.43 ist f(X) aber auch offen.
Da Y als Riemann’sche Fliche zusammenhéngend ist, folgt f(X) € {®,Y}. Da f(X) als Bild
der nichtleeren Menge X unter f nicht leer ist, folgt f(X) = Y und somit die Surjektivitat. [

Korollar 1.52. Seien X,Y Riemann’sche Flichen und sei f € Hol(X, Y) nichtkonstant. Ist X kompakt,
so ist auch Y kompakt und f ist eigentlich und surjektiv.

Beweis. Die Eigentlichkeit und die Surjektivitat folgen mit Bemerkung 1.50 und Lemma 1.51;
die Kompaktheit ist dann offensichtlich. O

Korollar 1.53. Auf einer kompakten Riemann’schen Fliche ist jede holomorphe Funktion konstant.

Beweis. Das folgt sofort aus Korollar 1.52, weil € nicht kompakt ist. O
Korollar 1.54 (Erster LiouviLLe’scher Satz'®). Jedes holomorphe f € K(A) ist konstant.

Beweis. Nach Korollar 1.53 sind fiir jedes Gitter A C C die holomorphen Funktionen auf dem
(kompakten) Periodentorus C/ A konstant. Uber den Kérperisomorphismus M (C/A) = K(A)
sind somit auch die holomorphen elliptischen Funktionen konstant. O

Der Erste Liouville’sche Satz 1dsst sich natiirlich auch leicht elementar aus dem Satz von Liouville
ableiten, da holomorphe Funktionen fiir jedes Gitter A C C auf der (kompakten) Fundamental-
masche ihr Betragsmaximum annehmen und doppeltperiodische ganze Funktionen somit auf
ganz C beschrankt sind.

Definition 1.55. Seien X,Y Riemann’sche Flichen und f € Hol(X,Y). Wir nennen f endlich, wenn
f eigentlich ist und fiir jeden Punkty € Y das Urbild f~1(y) unter f endlich ist.

Lemma 1.56. Seien X,Y Riemann’sche Flichen mit X # @ und sei f € Hol(X,Y). Dann sind die
folgenden beiden Aussagen dquivalent:

16Joseph Liouville (1809-1882)
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(i)  Die Abbildung f ist eigentlich und nichtkonstant.
(ii)  Die Abbildung f ist endlich.

Beweis. Sei f zundchst endlich. Nach Definition 1.55 ist dann f eigentlich. Weiter ist fiir jedes
y € Y das Urbild f~!(y) endlich und also wegen X # @ von X verschieden. Das ist die
Nichtkonstantheit von f.

Sei nun umgekehrt f eigentlich und nichtkonstant. Nach Definition 1.49 ist dann fiirjedesy € Y
das Urbild f~!(y) des Kompaktums {y} C Y wieder kompaktim Hausdorff-Raum X und daher
insbesondere abgeschlossen. Wir miissen zeigen, dass f~!(y) endlich ist. Hierfiir gentigt es
offenbar zu zeigen, dass der Durchschnitt von f ~!(y) mit einem beliebigen Kompaktum K C X
endlich ist, dass f~1(y) also lokalendlich ist. Wegen f~!(y) # X geniigt es hierfiir wiederum
zu zeigen, dass f~1(y) analytisch ist, dass also f~!(y) C X abgeschlossen ist und jeder Punkt
x € f~1(y) eine Umgebung Uy, in X besitzt, so dass Uy N f~!(y) die Nullstellenmenge einer
holomorphen Funktion in O ( ! (y)) ist,

denn: Fiir eine beliebige analytische Menge A C X ist die Menge M der Haufungspunkte von A
wegen der Abgeschlossenheit von A eine Teilmenge von A. Wir zeigen nun die Offenheit von M
und betrachten dafiir einen beliebigen Punkta € M. Da A analytisch ist, gibt es eine Umgebung
U, C X, fir die U, N A die Nullstellenmenge eines f € O(A) ist. Nach dem Identititssatz 1.31
ist die Einschrankung von f auf die Zusammenhangskomponente von U, N A, die a enthilt,
identisch Null, so dass wir eine offene Umgebung von a in M gefunden haben. Es ist also in
der Tat M offen. Andererseits ist nach Definition des Begriffs des Haufungspunkts die Menge
X\ M ebenfalls offen. Da X als Riemann’sche Fliche zusammenhéngend ist, folgt M € {X,?}
und also entweder A = X oder A lokalendlich. #

Dass die abgeschlossene Teilmenge f~!(y) C X analytisch ist, folgt, da f~!(y) = X N f~1(y)
selbst bereits die Nullstellenmenge der holomorphen Funktion f —y € O(X) ist. Insgesamt
haben wir so die Endlichkeit von f gezeigt. ]

Proposition 1.57. Seien X, Y Riemann’sche Flichen und f € Hol(X,Y) nichtkonstant und eigentlich.
Dann ist die natiirliche Zahl

wei= ), yorord(f;xo)
x0€f~(yo)

unabhingig vom Punkt yo € Y und heif$t der Grad von f.

Beweis. DaY als Riemann’sche Fliche zusammenhéngt, geniigt es zu zeigen, dass die Abbildung
Y — N,
Hr: :
y = erffl(y) y_ord(f/ x)
lokalkonstant ist.

Nach Korollar 1.52 ist fiir jedes y € Y das Urbild f~!(y) nicht leer. Mit Lemma 1.56 folgt daher,
dass f~!(y) eine nichtleere endliche Menge {x1,...x,} C Xist.
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Seien nun fiir jedes A € {1,...,¢} wie in Satz 1.40 Karten ¢, : U, — V) von X mit x) € U, und
Pa: Uy — Vi von Y mity € U) gegeben, fiir die

Fi(z) =profogil(z) = 2 mitk, € Ng

gilt. Ohne Einschrankung diirfen wir dabei annehmen, die Mengen U, fur A € {1,...,¢}
seien paarweise disjunkt. Alle genannten Eigenschaften treffen auch noch zu, wenn wir die
soeben eingefiihrten Kartenabbildungen einschrdnken auf eine beliebige offene Umgebung
u' € Ni_y f()) C U, von y bzw. auf Uy := (f|L~IA)*1(U’) C U, firalle A € {1,...,£}. Wir
kénnen dabei U’ so wihlen, dass

L l

) = L (flg) W) = [ uy

A=1 A=1
gilt,

denn: Klar, dass fiir alle solchen U’ die rechte Seite in der linken enthalten ist. Auszuschlie3en
ist also lediglich, dass f~!(U’) noch Elemente enthilt, die nichtin U := | |{_, U, liegen. Wegen
der in Lemma 1.51 gezeigten Abgeschlossenheit von f ist

YN f(XNU)={geY: fi(g) cu)

offen. Diese Menge enthélt unser festes y, so dass es eine offene Umgebung U’ von y gibt mit
U’ C Nz f(Uy) und f~H(U') C UL #

Nach Konstruktion und Satz 1.40 folgt nun

¢
ue(y') =Y ky firalley e U’
A=1

und somit die Proposition. O

Korollar 1.58. Sei X eine Riemann’sche Fliche und sei f € M (X)) nichtkonstant und eigentlich. Dann
hat f mit Vielfachheiten gerechnet ebenso viele Nullstellen wie Polstellen.

Korollar 1.59 (Dritter Liouville’scher Satz). Fiir ein nichtkonstantes f € K(A) hingt die positive
ganze Zahl
ord(f):= ) wo-ord(f;z) mitwyeC
zeC/A

nicht von wg ab. Man nennt ord(f) die Ordnung der elliptischen Funktion f.

Beweis. Zum Beweis des Korollars geniigt es zu zeigen, dass die rechte Seite fiir wy = 0 und
wo = oo fiir alle elliptischen Funktionen dieselben Werte annimmt, denn offensichtlich gilt

wo-ord(f;z) = 0-ord(f — wo; z) fur alle wy € C,
co-ord(f;z) = co-ord(f — wp; z) fur alle wy € C,
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so dass sich dann unter Betrachtung der Funktion f — wy die allgemeine Behauptung ergibt. Dies
folgt aber unmittelbar aus Korollar 1.58, wenn wir berticksichtigen, dass wir die Vielfachheiten
modulo A der Null- und Polstellen von elliptischen Funktionen f € K(A) in Beispiel 1.42 (c)
als die Vielfachheiten der zugehorigen meromorphen Funktionen auf dem Periodentorus C/A
definiert hatten. O

Genau wie der Erste ldsst sich auch der Dritte Liouville’sche Satz elementar beweisen. Hierfiir
wendet man den bei uns erst spdter aus dem Residuensatz 4.41 hergeleiteten Zweiten Liou-
ville’schen Satz auf die logarithmische Ableitung einer gegebenen elliptischen Funktion an.

1.5 Elliptische Funktionen

Wir haben elliptische Funktionen mit dem Ersten und dem Dritten Liouville’schen Satz schon
ein wenig kennengelernt, kennen aber aufler den konstanten Funktionen noch immer kein
konkretes Beispiel. Wir werden diesen Missstand nun beheben und so iiber die Identifikation
K(A) = M(C/A) aus Satz 1.38 auch nichttriviale Beispiele meromorpher Funktionen auf einer
ersten Klasse Riemann’scher Flichen aufler Gebieten in C und C kennenlernen. Tatséchlich gibt
Satz 1.72 eine sehr explizite Beschreibung von ganz K(A) und somit auch aller meromorphen
Funktionen auf Periodentori.

Um uns die Schreibarbeit zu erleichtern, sei in diesem Abschnitt stets A = Zwq + Zw, C C ein
fest gewihltes Gitter. Auflerdem werden wir kurz Y/, , anstelle von Y ,c . {0y schreiben. Wir
konstruieren nun eine nichtkonstante Funktion in K(A):

Proposition 1.60. Die Reihe
/ 1 1
p(z) T @A(Z) T 27 +w§\ ((Z_(A))Z - w2>

ist auf Kompakta in C . A gleichmdfig absolut konvergent und definiert eine gerade holomorphe Funktion
auf C \. A mit Polstellen der Ordnung 2 in den Punkten aus A.\7 Die so erhaltene meromorphe Funktion

7Wie kommt man darauf, gerade diese Reihe zu studieren? Folgender Ansatz liegt zugrunde: Nach dem Ersten
Liouville’schen Satz 1.54 sind die elliptischen Funktionen von Ordnung 0 konstant und man kann zeigen, dass es
keine elliptischen Funktionen von Ordnung 1 gibt — bei uns geschieht das erst spéter in Korollar 2.49. Es ist also
naheliegend, eine elliptische Funktion von Ordnung 2 zu suchen. Jetzt muss man ein bisschen raten und sucht nach
einer elliptischen Funktion von Ordnung 2, die in allen Gitterpunkten einen Pol zweiter Ordnung besitzt. Wie man
meromorphe Funktionen aus M (C) mit gegebenen Anforderungen an ihre Hauptteile konstruiert, ist uns aus dem
Satz von Mittac-LerrLEr'® bekannt. Wenn wir noch beriicksichtigen, dass aufgrund der Elliptizitit die Hauptteile
in allen Gitterpunkten gleich sein miissen, dann erscheint es vielversprechend, nach einer Losung der durch

he(z) =22 firallew € A

gegebenen Hauptteilverteilung {/, }ea zu suchen. Da die Reihe

Z 1
weA (z— w)Z '
nicht absolut konvergiert, fligen wir geméfi dem , Kochrezept” fiir den Satz von Mittag-Leffler noch konvergenzer-
zeugende Summanden an und erhalten schliefSlich die Reihe p als Losung der Hauptteilverteilung.
8Magnus Gosta Mittag-Leffler (1846-1927)
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o € M(C) heifit die Weierstraf3’sche p-Funktion.

Bevor wir die Proposition zeigen, untersuchen wir das Konvergenzverhalten bestimmter Reihen
etwas allgemeiner:

Lemma 1.61. Seir > 2. Dann ist

endlich.

Beweis. Wir betrachten
RZ {(0,0)} —R,

() e
7

xi+y
Diese Funktion hat die folgenden Eigenschaften:

e f(x,y) > Ofiiralle (x,y) € R*~ {(0,0)}, denn {w,w,} ist iiber R linear unabhingig.
e f(Ax,Ay) = f(x,y) fiiralle A € R~ {0} und alle (x,y) € R?~ {(0,0)}.

e f nimmt auf dem Kompaktum S! = {(x,y) € R? : x> + y* = 1} sein Minimum an, ist
dort also durch eine Konstante C > 0 nach unten beschrankt.

Erinnern wir uns an die Polarkoordinatendarstellung in R? \. {(0,0) } und wenden diese Eigen-
schaften von f an, so erhalten wir

f(x,y) > C faralle (x,y) € R>~ {(0,0)}.

Diese Abschitzung gilt natiirlich insbesondere fiir (x,y) = (m,n) € Z>~ {(0,0)}, so dass wir
hieraus

_tr 11
|mwy + nwy|” = C |mi+nl|’
erhalten. Nach dem Majorantenkriterium folgt also das Lemma, wenn wir

1

D
(mn)ez? |1’}’ll + n|7

zeigen konnen. Hierbei haben wir die euklidische Norm |mi + n| = v/m? 4+ n? verwendet. Das
miissen wir jedoch nicht, da in R? alle Normen dquivalent sind. Insbesondere diirfen wir statt
der euklidischen die Maximumsnorm

[1Cx, )0 := max{|x, |y[}
verwenden und es geniigt
{m,n) € 22 : ||(x,y)lo = N}| _

/ |
el = L N

(m,n)ez?
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zu zeigen. Wie man der Abbildung

(O,N)
(V,0)

entnimmt, gilt hierbei |{ (m,n) € Z* : ||(x,y)|| = N}| = 8N. Das Lemma folgt, da fiir r > 2
8- ) N <o
N=1
gilt. O

Beweis von Proposition 1.60. Sei K C C ~ A kompakt und gelte |z| < R fiir alle z € K. Sei
aulerdem w € A mit |w| > 2R. Dann gilt

w? — (z — w)?

w? (z — w)?
w? — (22 — 2zw + w?)
w?(z — w)?

z(z — 2w)
w? (z — w)?

1 1

(z—w)? w?

2] - |z = 20|
W |z —w|*

Wir schitzen die Faktoren einzeln ab:

* |z| < R nach Voraussetzung.
o z—2w| <zl +2-Jw| <R+2-w| < ¥ 42w =3 |w|.

o lz—wl > (jo] = [2))* > (lo| - R)* > (jo] - §1)* =} P,

wobei wir bei der zweiten Abschitzung beachten, dass wegen unserer Wahl von z und w
die Ungleichung |z| < R < 2R < |w)| gilt.

Eingesetzt in unsere urspriingliche Gleichung ergibt sich

v 1
(z—w)? w?

R-3|w|  10R
e gl @l

Nach Lemma 1.61 ist daher die Reihe auf K gleichméfsig absolut konvergent. Mit dem Konver-
genzsatz von WeierstraB folgern wir sofort, dass p(z) auf € \. A holomorph ist.
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Mit w durchlduft auch —w ganz A einfach und wir erhalten

o= 3+ D (map ) "2+ Evap —a) =00

weA weA
und also die Geradheit von p(z).

Dass g in den Punkten von A doppelte Polstellen hat, kann leicht aus der Definition abgelesen
werden. In der Tat ist der Hauptteil von p in z = w € A gerade ﬁ O

Wir zeigen nun, dass die Weierstrafs’sche p-Funktion elliptisch ist, weisen dies aber zuerst fiir
ihre Ableitung nach:

Proposition 1.62. Es gilt
1
/
P'(2)=-2"), ——5
w;A (z—w)

Die Funktion ¢’ ist ungerade und liegt in K(A).

Beweis. Nach dem Konvergenzsatz von Weierstra8 konnen wir p(z) gliedweise ableiten. Das
fiihrt zu

, 2 / 1 1 ..
pz)=—=—-2- — =2 — furallez € C\ A.

Ganz dhnlich wie im Beweis von Proposition 1.60 zeigt man, dass diese Reihe absolut konver-
giert. Sei nun wp € A. Dann gilt

1 1

oz o) = _Z'wgm N _2'QEA (z— (w —wp))?
=2 L o =9

wobei wir in der vorletzten Gleichheit verwendet haben, dass mit w auch w — wy ganz A einfach
durchlduft. Es folgt ' € K(A).

Die Ungeradheit von ¢’(z) zeigt man analog zur Geradheit von p(z) in Proposition 1.60 oder
folgert sie daraus, dass die Ableitung einer geraden Funktion stets ungerade ist. O

Proposition 1.63. p liegt in K(A) und es gilt ord(p) = 2.

Beweis. Nach Proposition 1.62 gilt
P (z+w;) —'(z) =0 firalleze C~Aundje {1,2}.

Die Ableitung der holomorphen Funktion p(z + w;) — p(z) € O(C ~ A) mit j € {1,2} ist also
konstant Null. Da C \ A ein Gebiet ist, gilt

p(z+wj) —p(z) =Cje Cfurallez € C~ Aund j € {1,2}.
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Betrachten wir nun speziell z = —% ¢ A. Dann folgt
(Y oYy Yy (YN o far

Schliefilich ist klar, dass ord(p) = 2 gilt, da p in den Gitterpunkten Pole zweiter Ordnung hat
und ansonsten holomorph ist. O

Wir haben nun mit ¢ = g zum beliebigen Gitter A C C eine nichtkonstante elliptische
Funktion gefunden und untersuchen diese genauer:

Proposition 1.64. Die Funktion o(z) hat um z = 0 die LAURENT-Entwicklung'®
1
p(z) = a2t Y (214 1)Gopy2z™  fiiralle z € U,y(0) mit ¢ := min{|w| : w € A~ {(0,0)}},
n>1

wobei mit

1

Gk = Gk(A) = Z J

weA

die homogene EisensteIN-Reihe® zu A vom Gewicht k bezeichnet sei.

Beweis. Wir schreiben

0(z) = 5 +8() mitg(z):= Y ((z—lw)z - 1> € O(Uy(0)).

wEeA
Sukzessives Ableiten ergibt

/ 1
z—wy ©

g (z) = (~1)"(n+ 1)t )

weAN

O(U,(0)) fiirallen € IN>o.

Insbesondere gilt daher

/ 1
gM0) = ()" (n+ 1)1 Y —
weA( w)
r 1
weA
)0 fiir n ungerade,
| (n+1)!Gyyy  fiir n gerade.
Nach dem Satz von TayLor?!erhalten wir
om0
g(z) — Z g '( ) Zn
= n

19Pierre Alphonse Laurent (1813-1854)
20Ferdinand Gotthold Max Eisenstein (1823-1851)
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= Y (n+1)Goynz" (Beachte g(0) = 0)

n>2 gerade

= Z (21’1 + ]) Gont2 Z2"
n=1
und somit die Proposition. O

Satz 1.65 (Differentialgleichung der p-Funktion). In K(A) gilt die Gleichung
(¢')? = 40° — 820 — &3
mit den WeierstrafSkonstanten
9 =g (A) :=60Gs(A) und g3:= g3(A) :=140Ge(A)
des Gitters A.
Beweis. Nach Proposition 1.64 gilt fiir alle z € U,(0)
p(z) = %+3G4-22+5G6-Z4+...,
¢ (z) = —Z%+6G4-z+20G6-z3+...
Das kénnen wir nutzen, um die Hauptteile und die konstanten Terme der einzelnen Summan-

den in der Differentialgleichung zu berechnen. Wie man jeweils durch Ausmultiplizieren der
bekannten Reihen sieht, gilt fiir alle z € U, (0)

o (z)> = 4z7% — 24Gy-z7?2 — 80Gy + ...,
4-9(z)) = 4z7% + 36G4-z%2 + 60Gs + ...,
8o p(Z) = 60Gy - z72 + 0 +

Zusammengefasst folgt
O (z)> —4-9p(z)° + g p(z) = —140Gg + ... = —g3 +... furallez € U,(0).

Das bedeutet, dass die Funktion (p')> —4- ©® + ¢2 - p € K(A) inz = 0 eine hebbare Singularitit
hat und den Wert —g3 annimmt. Sie ldsst sich daher holomorph auf ganz C fortsetzen. Nach
dem Ersten Liouville’schen Satz 1.54 gilt daher in K(A) die Identitat

(0 —4-9"+g2-p=—g,
womit wir den Satz gezeigt haben. O
Korollar 1.66. Seien w; = wi + wy und ej := o(3) fiir j € {1,2,3}. Dann gilt in K(A) die

Gleichung
(9 =4-(p—e)-(p—e) (p—e3).

21Brook Taylor (1685-1731)
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Beweis. Weil o' ungerade und wj-periodisch fiir j € {1,2,3} ist, gilt

—¢'(5) = p’(—%) = p’(%) =0 firallej € {1,2,3}.

Nach Satz 1.65 sind also ey, e, e3 Nullstellen des kubischen Polynoms 4X58 — 90X — g3 € C[X].
Das Korollar folgt, wenn wir zeigen konnen, dass ey, e, e3 paarweise verschieden sind.

Fiir ein beliebiges j € {1,2,3} gilt nach dem obigen
w; w;
9(7]) —ej=0 und p’(?]) =0.

Die Funktion o — ¢; hat also in % eine Nullstelle mindestens zweiter Ordnung. Fiir ¢ haben wir

somit
w;j 3} .
ej-ord(p; 7) >2 furallej € {1,2,3}
gezeigt. Nehmen wir nun an, es gilte ¢; = ¢; fiir ein Paar (7, ) mit i # j. Dann folgte sofort

ei—ord(p;%) >2 und ei-ord(p;jj) > 2.

Andererseits sind nach Voraussetzung % und % modulo A verschieden, so dass wir ord(p) > 4
erhielten, was im Widerspruch zu Proposition 1.63 steht. O

Die WeierstrafS’sche p-Funktion und ihre Ableitung o’ sind unsere ersten nichttrivialen Beispiele
tiir elliptische Funktionen. Wie wir nun zeigen werden, spielen sie eine zentrale Rolle bei der
Klassifikation derselben. Da die entsprechenden Resultate korpertheoretisch formuliert sind,
wollen wir uns zunéchst ein paar algebraische Grundbegriffe in Erinnerung rufen:

Sei (K, +, -) ein Korper. Eine Teilmenge k C K, fiir die (k, +) eine Untergruppe von (K, +) ist
und (k \. {0}, -) eine Untergruppe von (K \ {0}, -), tragt ausgestattet mit der eingeschrankten
Addition und der eingeschrankten Multiplikation selbst wieder die Struktur eines Korpers.
Man nennt eine solche Teilmenge einen Teilkorper von K und K/k eine Korpererweiterung.
Offensichtlich kann man K zusammen mit der Skalarmultiplikation

kxK — K
(Aa) — A-a

als einen k-Vektorraum auffassen. Man nennt [K : k] := dimy(K) den Korpergrad von K/k.

Beispiel 1.67. (a) C/R ist Korpererweiterung vom Grad [C : R| = 2, denn {1,i} ist eine R-Basis
von C.

(b) R/Q ist Korpererweiterung vom Grad [R : Q] = oo, denn 7t € R ist transzendent.

(c) K(A)/C ist Korpererweiterung vom Grad [K(A) : C] = oo, denn alle Potenzen " mit n € IN
sind C-linear unabhingig.
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Seien (K, +k, -x) und (K, 4k, -x) Kérper mit Nullelementen Ox bzw. Ogs und Einselementen
1x bzw. 1x:. Eine Abbildung ¢: K — K’ heifit ein Kérperhomomorphismus, wenn sie fiir alle
a,b € K die Rechenregeln

@D ¢la+xd) = ¢(a) +x ¢(b),

(i) ¢a-xb) = ¢a) xob),

(i) ¢(lx) = L

erfiillt. Ein bijektiver Kérperhomomorphismus heifst ein Kérperisomorphismus. Da Kérperho-
momorphismen stets injektiv sind, langt es hierfiir, die Surjektivitdt zu tiberpriifen.

Definition 1.68. Der Teilkirper®*
Ky(A):={f €K(A): f(z) = f(—z) fiirallez € C} C K(A)
heifit der Korper der geraden elliptischen Funktionen.

Lemma 1.69. Sei f € K (A) mit S(f) = f~1({c0}) C A. Dann ist f ein Polynom in .

Beweis. Seiohne Einschrankung f nicht konstant. Dann ist nach dem Ersten Liouville’schen Satz
1.54 die Menge S(f) nichtleer; es gibtalsoeinwy € S(f). Aufgrund der Voraussetzung S(f) C A
liegt wp in A und wegen der A-Periodizitit von f giltsogar S(f) O A.Zusammengefasst erhalten
wir S(f) = A.

Da f gerade ist, hat f in z = 0 einen Pol von Ordnung 2n fiir ein geeignetes n € IN. Die
Laurent-Entwicklung von f um z = 0 ist also von der Form
f(z) =a2.z2 "+ Y a2z% fiirallez € Uy(0)
v>—n
mita_p, € C~ {0} und ap, € C fiir alle v > —n. Andererseits kennen wir aus Proposition 1.64

die Laurent-Entwicklung von o und somit auch diejenige von p" € K, (A) in z = 0. Offenbar
liegt fiir die Funktion

g:=f—a_2,p" € Ki(A)

die Polstellenmenge S(g) wieder in A, und es gilt co-ord(g;0) < 2n. Nun verfahren wir mit
g genauso wie zuvor mit f und fahren induktiv fort. In endlich vielen Schritten erhalten wir
ein Polynom P € C[X], fiir das die Funktion f — P(p) in z = 0 eine hebbare Singularitét hat
und dort den Wert Null annimmt. Wegen der Elliptizitit von f und p ist dann f — P(p) eine
ganze, elliptische Funktion, also konstant Null nach dem Ersten Liouville’schen Satz 1.54. Es
folgt f = P(gp) und somit das Lemma. O

Lemma 1.70. Die Abbildung

o) K,
?1p — P(p)

ist ein Korperisomorphismus.

22Dass K (A) tatsachlich ein Korper ist, ist eine leichte Ubungsaufgabe.
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Beweis. Die Abbildung ¢ ist wohldefiniert,

denn: Das Bild von ¢ liegt wegen der Elliptizitat und der Geradheit von p tatsachlich in K (A),
wenn wir ausschliefen konnen, dass der Nenner Q € C[X] . {0} einer rationalen Funktion aus
C(X) von ¢ auf die Nullabbildung geschickt wird. Es ist klar, dass dies nicht geschehen kann,
wenn Q ein konstantes Polynom ist. Fiir deg(Q) > 1ist Q(p) nicht konstant Null, weil Q(p) in
z = 0 wegen co-ord(g; 0) = 2 eine Polstelle der Ordnung 2 deg(Q) hat. #

Das Einsetzen eines C-Algebrenelements in C(X) ist ein Kérperhomomorphismus, wie man
entweder leicht nachrechnet oder aus der Linearen Algebra weifs. Nach unseren Vorbe-
merkungen gentigt es also fiir den Beweis des Lemmas, die Surjektivitit von ¢ und also
C(p) = ¢(C(X)) = Ki(A) zu zeigen. Da wir schon C(p) C Ky (A) eingesehen haben,
gentigt es sogar, C(p) 2 K (A) zu zeigen.

Sei also f € Ky{(A)~ C und sei zgp ¢ A eine Polstelle der Ordnung n > 1 von f. Wegen
0-ord((p(z) — ©(20))" z0) > n hat dann

8(2) := f(2) (p(2) — p(20))"

in z = zg eine hebbare Singularitit. Die Polstellenmenge S (f) von f modulo A ist endlich und
die Funktion

G =f@) T (o) = o)™

SESA(f)\A

hat hochstens Pole in A. Da G nach Konstruktion in Ky (A) liegt, folgt die Behauptung mit
Lemma 1.69. O

Lemma 1.71. Es gQilt [K(A) : Ky (A)] =2 und {1, o'} ist eine Basis von K(A) /Ky (A).
Beweis. Mit f(z) € K(A) ist auch f(—z) elliptisch beziiglich A. Setzen wir
+f(—
Fi(z) = f(z)zf(z) firallez € C,

soist f1 € K(A) gerade und f_ € K(A) ungerade. Es gilt dann

f=fetf-=fst+¢" {;, € Ki(A) + 9" - Ki(A).
Wir haben hiermit gezeigt, dass {1, ¢’} ein Erzeugendensystem des K (A)-Vektorraums K(A)
ist. Die Behauptung folgt, weil K; (A) nach Proposition 1.62 ein echter Teilkorper von K(A)

ist. OJ

Fassen wir die obigen Lemmata zusammen, so erhalten wir eine prizise Beschreibung des
Korpers K(A):

Satz 1.72 (Struktursatz fiir elliptische Funktionen). Es gilt

K(A) =C(p) @ C(p) - ¢'.
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1.6 Ubungsaufgaben

Aufgabe 1.1. Beweisen Sie Bemerkung 1.22, zeigen Sie also, dass zwei R-Basen {w1, wy } und {wj, wh}
von C genau dann Basen desselben Gitters A sind, wenn es eine Matrix M € GL,(Z) gibt mit

()= (&)

Aufgabe 1.2. Beweisen Sie Bemerkung 1.27 (c), zeigen Sie also, dass holomorphe Funktionen auf
Riemann’schen Flichen stetig sind.

Aufgabe 1.3. Als Gebiete in der komplexen Ebene C sind die offene Einheitskreisscheibe
E={zeC:|z] <1}

und C selbst Beispiele Riemann’scher Flichen. Zeigen Sie, dass It und C als topologische Riaume homdo-
morph, jedoch nicht als Riemann’sche Flichen biholomorph dquivalent sind.

Aufgabe 1.4. Sei X eine Riemann’sche Fliche und
A={¢;: U= V;:iel}

ein Atlas von X. Es bezeichne o: C — C die komplexe Konjugation. Sei ferner
A :={co@i: Uy —o(V;): ¢; € A,i € 1}.

Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) A7 ist ein biholomorpher Atlas auf der X zugrunde liegenden komplexen Mannigfaltigkeit. Die
dadurch induzierte Riemann’sche Fliche bezeichnen wir mit X°.

(b) Die Atlanten A und A sind nicht biholomorph vertriglich.

(c) Die Riemann'schen Flichen C und C° sind biholomorph dquivalent, wobei C wie iiblich mit der
durch den Atlas {id¢ } induzierten komplexen Struktur ausgestattet sei. Wie lassen sich die Elemente
von O(CY) durch die von O(C) charakterisieren?

Aufgabe 1.5. Fiir n € IN sei P" die Menge der eindimensionalen komplexen Untervektorriume von
C"*1. Der durch den Vektor 0 # (z1,...,2z411) € C"! aufgespannte C-Untervektorraum von C"*1
wird im Folgenden mit [zq : ... : z,41] € P" bezeichnet. Offensichtlich gilt

[z1:..izgp] =21 izl g in P”
< esgibtein A € C~ {0} mit (z1,...,2p0101) = A+ (21, ..., Zpi1)-

Zeigen Sie die folgenden Aussagen.
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(@) Firie {1,...,n+ 1} bezeichne U; C P" die Menge aller eindimensionalen komplexen Untervek-
torriiume C"*1, die nicht in der durch z; = 0 gegebenen Hyperebene von C"*! liegen. Dann gilt
P = ! U; und es existieren bijektive Abbildungen

u; — C",
Qi z Zi1 Ziyl Zn41
[z1 0.0t Zpaa] r—>(z—:,...,’zi,’;i,...,'2).

(b) Die Teilmenge
{97 (V): VS Coffeni € {1,...,n+1}} C P(PY)

definiert eine Topologie*® auf der Menge P". Letztere wird dadurch zu einem kompakten, zusam-
menhingenden Hausdorff-Raum und die Abbildungen ¢;: U; — C" sind Homdomorphismen.

(c) DieMenge A:= {¢;: Uy — C" :i € {1,...,n+1}} ist ein biholomorpher Atlas auf P".
(d) Die so definierte Riemann’sche Fliche P ist biholomorph dquivalent zur Riemann’schen Zahlenku-

gel C.

Aufgabe 1.6. Sei f € M (C) eine meromorphe Funktion auf der Riemann’schen Zahlenkugel. Zeigen
Sie, dass es dann Polynome p,q € C[X] gibt mit

f(z) = pz) fiir alle z € C mit q(z) # 0.

Aufgabe 1.7. Sei die Abbildung f: C — C durch die Zuordnung

. z+1 fL:%rallezeC\{O},
oo fiirallez € {0, 00}

gegeben.
(a) Zeigen Sie f € Hol(C,C).
(b) Bestimmen Sie f(zo)-ord(f; zo) fiir alle zg € C.

(c) Berechnen Sie Y ¢ r-1({u,}) Wo-ord(f; z) fiir alle wy € C.

Aufgabe 1.8. Seien X,Y Riemannsche Flichen, f € Hol(X,Y) nichtkonstant, xo € X und yo :=
f(x0). Wiein Satz 1.40 bezeichnen im Folgenden ¢: U — V bzw. ¢: U' — V' Karten von X bzw. Y mit
xo €U, p(x0) =0,y0 € U, p(yo) =0, f(U) C U’ sowie F(z) =zt fiir F:=pofop t: V- V'
mit einem k € IN. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Esgilt
(Flu) " ({yo}) = {xo}-

23Gei X eine Menge und & C P(X). Dann definiert S auf X dadurch eine Topologie, dass genau diejenigen
Teilmengen von X als offen gesetzt werden, die sich als beliebige Vereinigung von endlichen Schnitten von Elementen
aus S schreiben lassen. S wird dann als Subbasis dieser Topologie bezeichnet.
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(b) Es gilt die folgende Variante von Bemerkung 1.41:
Fiir jede offene Umgebung U von xq gibt es eine offene Umgebung U C U von xo, eine offene
Umgebung U’ von yo und eine eindeutig bestimmte natiirliche Zahl k, sodass fiir jedes y €
U~ {yo} die Menge U N f~1({y}) genau k Elemente besitzt. Ferner ist k genau diejenige
natiirliche Zahl, die in Satz 1.40 vorkommt.

Aufgabe 1.9. In dieser Aufgabe sehen wir exemplarisch, dass sich nicht alle Aussagen der Funktionen-
theorie auf C unverindert auf Riemann'sche Flichen iibertragen lassen. Sei f: C — C meromorph. Wir
definieren

res;_o f 1= rtes,—o f mit f(z) = —212 f(l)

z
Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Es gilt die folgende Variante des Residuensatzes:

1

resseo f = —5 g S P

wobei die Kreislinie im mathematisch positiven Sinn einfach durchlaufen wird und R > 0 so grof8
gewihlt ist, dass f keine Singularititen in der Menge {z € C : |z| > R} besitzt. Wieso ist letzteres
mdglich?

(b) Es folgt die im Kontext Riemann’scher Flichen oft als Residuensatz bezeichnete Aussage

Y res.—, f =0.

) eC

(c) Benutzen Sie die Formel aus (a), um das folgende Integral zu berechnen:

520 44
/ 77 dZ.
lz|=1 227 +1

Die Kreislinie wird hierbei wie iiblich im mathematisch positiven Sinn einfach durchlaufen.
(d) Die Funktion f(z) = % hat in co eine hebbare Singularitit, aber es gilt res,—o f = —1.

Bemerkung: Das Ergebnis aus (d) zeigt, dass das Residuum im Punkt z = oo nicht dem Koeffizienten
a_1 der Laurent-Entwicklung von f um oo entspricht. Dies liegt darin begriindet, dass sich das Residuum
auf das Differential f(z) dz bezieht, fiir das unter Kartenwechsel f(1)d (1) = —% - f(1) dz gilt, die
Laurent-Entwicklung aber auf die Funktion f. Wir werden Differentiale und Residuen auf Riemann’schen
Flichen in Kapitel 4 kennenlernen.

Aufgabe 1.10. Sei f: C — C eine ganze Funktion und A C C ein Gitter. Zu jedem w € A gebe es ein
Cw € C mit
f(z+w) =cw- f(z) fiirallez € C.

Zeigen Sie, dass es dann komplexe Zahlen a,c € C mit f(z) = c - * fiir alle z € C gibt.
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Aufgabe 1.11. Sei A C C ein Gitter. Dann setzen wir

A(A) = g3(A) =27 g3(A),
wobei g (A) und gz(A) wie in Satz 1.65 gegeben seien. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:
(a) Esgilt A(A) # 0.

Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass ein komplexes Polynom der Form p(z) =
az® + bz> + cz +d mit a # 0 genau dann drei paarweise verschiedene Nullstellen besitzt, wenn
seine Diskriminante b>c*> — 4ac® — 4b3d + 18abcd — 27a%d? ungleich 0 ist.

Seien ab jetzt

und j(t):=j(Z+1Z) fiirallet € H.

(b) Esgelten j(i) =1 undj(e%) =0.

(c) Fiiralle ("5) € SLy(Z) und T € H gilt: j(“2)) = j(7).

Hinweis: Zeigen Sie zunidchst j(a A) = j(A) fiiralle 0 # a € C.

3

(d) Sei (g2,83) € C?® mit g3 — 27 g% # 0. Dann gilt: Wenn es ein Gitter A C C mit j(A) = %
2 3
gibt, so auch ein Gitter A’ C C mit (g2,83) = (§2(A'), g3(A')).

Bemerkung: Die j-Invariante j: I — C ist tatsichlich eine surjektive holomorphe Funktion, vgl.
Aufgabe 1.12. Es ist also jedes Paar (g2, g3) € C? mit g3 — 27 g3 # 0 durch ein Gitter realisierbar.

Aufgabe 1.12. In dieser Aufgabe weisen wir die in Aufgabe 1.11 nur behaupteten Eigenschaften der
Holomorphie und der Surjektivitit von j(T) nach. Zeigen Sie dafiir die folgenden Aussagen:

(@) Aus Lemma 1.61 folgt, dass fiir jedes k > 3 die Eisenstein-Reihe
G(T) :== Gy (Z + t7) fiirallet € H
eine holomorphe Funktion ist, was folglich dann auch auf die Funktionen
20(7) = (Z+7Z), g3(7) :=B(Z+7Z), A(t) := A(Z+7Z) firallet € H
zutrifft.
(b) Fiir ungerades k > 3 gilt

(c) Fiir gerades k > 4 gilt

[ee]

lim Ge(t) =2+ Y_ n*=:2-7(k).

T—00
n=1
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Mit (4) = g—g und {(6) = %folgt hieraus

lim A(t) = 0.

T—00

Mit der in Teil (a) von Aufgabe 1.11 gezeigten Nullstellenfreiheit von A(T) folgt, dass j(T) eine auf
H holomorphe Funktion ist, die

lim [j(7)| = oo.

erfiillt.
(d) Die holomorphe Funktion j(T) nimmt auf dem Gebiet H jeden Wert aus C an.



KAPITEL 2

Uberlagerungstheorie

Die Theorie der Riemann’schen Flachen ist dadurch motiviert, dass bei der analytischen Fort-
setzung holomorpher Funktionen lidngs verschiedener Kurven verschiedene Funktionswerte
entstehen konnen. Setzt man so einen holomorphen , Funktionskeim” unbegrenzt analytisch
fort, so entsteht eine im Allgemeinen mehrdeutige Funktion. Um wieder eindeutige Funktionen
zu erhalten, ersetzt man den Definitionsbereich durch eine {iber der komplexen Ebene gelegene
mehrblattrige Flache, die iiber jedem urspriinglichen Punkt gerade so viele Punkte besitzt wie
die fortgesetzte analytische Funktion Funktionskeime annimmt. Auf dieser ,Uberlagerungsfla-
che” wird die analytische Funktion dann eindeutig. Wir besprechen diese Uberlagerungen in
diesem Kapitel zunédchst topologisch, behalten dabei aber stets den Anwendungsfall auf Rie-
mann’sche Flachen im Blick und kénnen schliefSlich in Abschnitt 2.7 mit den Methoden der
Uberlagerungstheorie eine Klassifikation der Riemann’schen Flachen angeben.

2.1 Homotopie und Fundamentalgruppe

Definition 2.1. Eine Kurve in einem topologischen Raum X ist eine stetige Abbildung «v: [0,1] — X.
Zwei Kurven g, y1: [0,1] — X mit

70(0) = 711(0) und (1) = 1 (1)
heiflen homotop, in Zeichen «yo ~ 71, wenn es eine stetige Abbildung H: [0,1] x [0,1] — X gibt mit
* H(t,0) = yo(t) und H(t,1) = y1(t) fiirallet € [0,1],
e H(0,s) = y0(0) = y1(0) und H(1,s) = yo(1) = 11(1) fiiralles € [0,1].

Eine Kurve «y: [0,1] — X in einem topologischen Raum X, fiir die Anfangspunkt -v(0) und Endpunkt
(1) tibereinstimmen, heifit geschlossen. Eine geschlossene Kurve v mit Anfangs- und Endpunkt x
heif$it nullhomotop in X genau dann, wenn vy in X zur Punktkurve

G (t) = x0  fiirallet € [0,1]

homotop ist.

39
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In einem gegebenen topologischen Raum X wird offenbar durch Homotopie eine Aquivalenz-
relation auf der Menge der Kurven in X mit Anfangspunkt xy € X und Endpunkt x; € X
definiert. Fiir die Homotopieklasse einer gegebenen Kurve 7: [0,1] — X schreiben wir [].

Definition 2.2. Seien X ein topologischer Raum und xo,x1,x2 € X fest gewihlt. Seien weiter eine
Kurve yo: [0,1] — X von xo nach x1 und eine Kurve 1 : [0,1] — X von x1 nach x, gegeben. Dann
sagen wir:

(a) Die zusammengesetzte Kurve (o - y1): [0,1] — X von xo nach x, ist gegeben durch

’)/()(Zt) t e [0, %],
1

(Yo 71)(t) :== {’Yl(Zt_ 1) tel[l,

(b) Die inverse Kurve v, : [0,1] — X von x; nach xo ist gegeben durch

Yol (t) := (1 —t) fiirallet € [0,1].

Man rechnet leicht nach: Fiir drei Punkte xg, x1,x2 € X, zwei homotope Kurven ¢ und %o
von xo nach x; und zwei homotope Kurven 71 und 4; von x; nach x, sind die jeweiligen
zusammengesetzten Kurven ebenfalls homotop, es gilt also (7yo - 1) ~ (90 - 71)-

Lemma 2.3. Seien X ein topologischer Raum und xo,x1,x2,x3 € X fest gewihlt. Seien weiter
Y0, 71,72: [0,1] = X Kurven mit

7k(0) = xp und (1) = xe1 fiirk € {0,1,2}.
Dann gelten die folgenden Homotopien:
@) Jx Y0~ 70~ Y0 T/
®) 107" ~ Tx
© (vo-7)-72~7-"(1-7)

Dieses Lemma beweisen wir in Ubungsaufgabe 2.1. Als Spezialfall erhalten wir das folgende
wichtige Korollar:

Korollar 2.4. Seien X ein topologischer Raum und xo € X fest gewdhlt. Auf der Menge
m (X, x0) == {[v] : 7: [0,1] = X Kurve mit Anfangs- und Endpunkt xo}
lisst sich via

[v0] - [n] = [v0- ] fiiralle [yo], [11] € m1(X, x0)

eine Verkniipfung definieren. 1t1(X, xo) wird so zu einer Gruppe mit neutralem Element [7y,|, der
Fundamentalgruppe von X beziiglich des Basispunktes x.
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Beweis. Die Verkniipfung der Fundamentalgruppe ist nach unserer Uberlegung im Anschluss
an Definition 2.2 wohldefiniert und nach Lemma 2.3 (c) assoziativ. Nach Lemma 2.3 (a) ist [}x,]
das neutrale Element und nach Lemma 2.3 (b) gilt [y] ! = [y7!] fiiralle [y] € m(X,xp). O

Seien ein topologischer Raum X sowie zwei Punkte xg, x; € X fest vorgegeben. Dann definiert
offensichtlich fiir eine beliebige Kurve J: [0,1] — X von x( nach x1, also mit §(0) = xo und
0(1) = x1, die Zuordnung

(Y] = [0 -9

einen Gruppenisomorphismus ¢: 71(X, x1) — m1(X, x9). Fiir wegzusammenhéngende topo-
logische Rdaume ist damit der Isomorphietyp der Fundamentalgruppe unabhédngig vom Basis-
punkt und wir schreiben oft auch 711 (X) statt 771 (X, x¢).2*

Definition 2.5. Ein wegzusammenhingender topologischer Raum X heifst einfach zusammenhin-
gend, wenn m(X) = 0 gilt.?

Proposition 2.6. In einem einfach zusammenhingenden, wegzusammenhingenden topologischen
Raum X seien zwei Punkte xo und x1 gegeben. Dann sind je zwei Kurven 7o, v1: [0,1] — X von
xo nach x1 homotop.

Beweis. Wegen 71(X, x1) = 0 gilt 77 - 70 ~ x, und somit auch

Yo~ Fro Yo~ (Y1) Yo~ Y1 (7 Y0) ~ Y1 T ~ 11

was zu Zeigen war. ]

Beispiel 2.7. Die Riemann’sche Zahlenkugel C ist einfach zusammenhingend,

denn: Wir zeigen 71(C) = m1(C,0) = 0 und betrachten dafiir eine beliebige geschlossene Kurve
v: [0,1] = C mit Anfangs- und Endpunkt 0. Da [0, 1] kompakt und -y stetig ist, gibt es endlich viele —
nicht notwendigerweise geschlossene — Kurven 71, ..., Yan41: |0,1] — C mit folgenden Eigenschaften:

* Die zusammengesetzte Kurve 4 := y1 - ... Yany1 ist zu 7y homotop.

* Die Kurven vyy,4+1 mit v € {0,...,n} verlaufen ganz in C, die Kurven vy, mitv € {1,...,n}
ganz in C ~ {0}.%° Anfangs- und Endpunkte der Kurven <y, sind hierbei von oo verschieden.

24Der Gruppenisomorphismus ¢ ist im Allgemeinen nicht kanonisch, sondern hangt von der Wahl der Kurve &
ab: Konstruieren wir ausgehend von einer weiteren Kurve 4: [0,1] — X von x( nach x; analog einen Gruppeniso-
morphismus @, so gilt fiir den Automorphismus ¢! o ¢

(@ tog)[y)=(8-67) - y-(6-67H)7! furalley € my(X,xp).

Kanonizitit gilt also nur fiir abelsches 71 (X, xp).

25Es ist gewohnungsbediirftig aber etabliert, 71 (X) = 0 zu schreiben, wenn die Fundamentalgruppe nur aus dem
neutralen Element besteht, obwohl die Gruppenverkniipfung multiplikativ geschrieben wird.

26Wir benutzen die in (1.1) eingefiihrte, den Standardkarten auf C zugrundeliegende offene Uberdeckung C =
CU (T~ {0}).
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Bekanntermagen ist die offene Menge C ~. {0} homéomorph zu C und daher einfach zusammenhingend.
Wir kénnen somit Proposition 2.6 anwenden und finden fiir alle v € {1,...,n} zu den jeweiligen
Kurven 7o, homotope Kurven ), die ganz in C ~\. {0} verlaufen. Es gilt dann

V=1 Yo Y YT~
und 4" verlduft ganz in C. Die Behauptung folgt nun mit 711(C) = 0. #
Definition 2.8. Zwei geschlossene Kurven 7y, y1: [0,1] — X mit nicht notwendigerweise identischem

Anfangs- und Endpunkt in einem topologischen Raum X heiflen frei homotop, wenn es eine stetige
Abbildung H: [0,1] x [0,1] — X gibt mit:

e H(t,0) = vo(t) und H(t,1) = v1(t) fiirallet € [0,1],

e H(0,s) = H(1,s) firalles € [0,1].
Wir wollen die freie Homotopie geschlossener Kurven mit der in Definition 2.1 eingefiihrten
Homotopie bei festgehaltenem Anfangs- und Endpunkt vergleichen. Seien dafiir ¢ und vy,
zwei frei homotope geschlossene Kurven in einem topologischen Raum X. Setzen wir in dieser

Situation s (t) := H(t,s), so ist jedes s eine geschlossene Kurve in X und in den Spezialfillen
s = 0 bzw. s = 1 stimmt s mit 9 bzw. 1 tiberein. Die Kurvenschar

{rs:5€[0,1]}

stellt so eine stetige Deformation der Kurve 7 in die Kurve 7; dar. Fiir t € [0, 1] setzen wir nun
weiter 6(t) := H(0,t). Dann ist offensichtlich § eine Kurve mit Anfangspunkt 6(0) = (0) =
70(1) und Endpunkt 6(1) = 1(0) = 71(1), genauer gilt sogar

5(s) = 15(0) = 9s(1) firalles € [0,1].

Die Kurve 6 - 71 - 61 ist also geschlossen mit Anfangs- und Endpunkt xo und man sieht leicht
ein, dass sie im Sinne von Definition 2.1 homotop zu 7 ist.

Da zwei im Sinne von Definition 2.1 zueinander homotope geschlossene Kurven mit identischem
Anfangs- und Endpunkt offensichtlich auch frei homotop im Sinne von Definition 2.8 sind,
haben wir zusammenfassend folgende Bemerkung gezeigt:
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Bemerkung 2.9. Zwei geschlossene Kurven vy, y1: [0,1] — X mit identischem Anfangs- und End-
punkt in einem topologischen Raum X sind genau dann frei homotop im Sinne von Definition 2.8, wenn
sie homotop im Sinne von Definition 2.1 sind. Es fiihrt also nicht zu Missverstindnissen, wenn wir im
Folgenden einfach von homotopen Kurven reden, sobald eine der beiden Definitionen anwendbar ist.

Proposition 2.10. Ein wegzusammenhingender topologischer Raum X ist genau dann einfach zusam-
menhingend, wenn je zwei geschlossene Kurven in X frei homotop sind.

Beweis. Nach Definition 2.5 und Korollar 2.4 ist ein wegzusammenhéngender topologischer
Raum X genau dann einfach zusammenhéngend, wenn fiir alle xo € X

m1(X, x0) = {[v] : v: [0,1] — X Kurve mit Anfangs- und Endpunkt x¢}

— ([} &1
gilt.

Sei nun zunédchst X einfach zusammenhéngend. Da X wegzusammenhédngend ist, gibt es fiir je
zwei geschlossene Kurven 7o, y1: [0,1] — X eine Kurve 6: [0,1] — X mit

6(0) = 70(0) =70(1) =:x9 und (1) =711(0) = 11 (1) =: x1.

Nach (2.1) sind dann 7 und 6 - y; - 6! als geschlossene Kurven mit Anfangs- und Endpunkt
xo homotop; es gibt also eine stetige Abbildung H: [0,1] x [0,1] — X wie in Definition 2.1 mit

e H(t,0) = yo(t) und H(t,1) = (616 1)(¢t) furallet € [0,1],
. JHO,5) =7(0) = (6-71-57)(0),
H(1,5) = v0(1) = (6-71-071)(1)

Es ist klar, dass die stetige Abbildung

furalles € [0,1].

(6s-H-6;1):[0,1] x [0,1] — X mit &s(t) := (s + (1 —s)t) fitralles, ¢ € [0,1]
die Forderungen fiir eine freie Homotopie zwischen 7 und y; wie in Definition 2.8 erfiillt.

Nehmen wir nun umgekehrt an, zwei geschlossene Kurven g, v1: [0,1] — X in X seien frei
homotop mit Homotopieabbildung H(s, t). In der Herleitung von Bemerkung 2.9 haben wir in
dieser Situation festgestellt, dass

S-y1-6 1 ~q9 mitd(t) := H(O,t)

gilt. Die Behauptung folgt mit (2.1), wenn wir dies im Spezialfall 7 (0) = 1(0) =: x¢ betrachten.
O

Abschlieflend in diesem Abschnitt wollen wir einsehen, dass die Zuordnung der Fundamental-
gruppe zu einem topologischen Raum auf strukturelle Weise sinnhaft ist. Sei dafiir f: X — Y
eine stetige Abbildung zwischen topologischen Rdumen. Ist y: [0,1] — X eine Kurve in X, so
ist (foy):[0,1] — Y eine Kurve in Y. Sind 7; und 7, homotope Kurven in X, so sind f o 3
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und f o 9, homotope Kurven in Y. Auf diese Weise induziert f fiir ein beliebiges xo € X eine
Abbildung

fur (X, x0) = (Y, f(x0))
der Fundamentalgruppen. Wegen
fe(n-m)=(fomn) (fon)

ist diese Abbildung ein Gruppenhomomorphismus. Fiir einen beliebigen weiteren topologi-
schen Raum Z und eine beliebige weitere stetige Abbildung ¢: Y — Z gilt offenbar

(80 ) =gu0fe

In der Sprache der Kategorientheorie haben wir also gezeigt, dass durch

o {(X,xo) — (X, x0),
(f: (X, x0) = (Y, f(x0))) + (fe: m(X,x0) = m(Y, f(x0)))

ein kovarianter Funktor von der Kategorie der topologischen Rdume mit ausgewdhltem Punkt
in die Kategorie der Gruppen gegeben ist.

2.2 Uberlagerungen
Deutlich allgemeiner als in der Topologie iiblich definieren wir:

Definition 2.11. Fiir je zwei topologische Riume X,Y und eine Abbildung p: Y — X sagen wir:

(a) Die Abbildung p heifSt diskret, wenn das Urbild eines jeden Punktes von X eine diskrete Menge in
Y ist.”

(b) Die Abbildung p heifit eine Uberlagerung, wenn sie stetig, offen und diskret ist.
Definition 2.12. Fiir je drei topologische Riume X,Y, Z und Uberlagerungen p: Y — Xund q: Z —
X definieren wir:

(@) Fiiryo € Y und xo € X mit xo = p(yo) sagen wir, yo liegt iiber xo bzw. xq ist der Spurpunkt
von .

(b) Erfiillt eine Abbildung f: Y — Z die Bedingung p = q o f, so heifst f spurtreu.
y— 1 .7
A
X

Ein Punkt yo € Y der iiber einem Punkt xo € X liegt, wird unter der spurtreuen Abbildung f also
auf einen Punkt zo € Z abgebildet, der ebenfalls iiber x liegt.

?’Hiermit meinen wir eine Teilmenge Z von Y, deren durch Schneiden der in Y offenen Teilmengen mit Z
definierten Unterraumtopologie die diskrete Topologie auf Z ist. Um zu zeigen, dass eine Teilmenge Z C Y diskret
ist, reicht es mit Axiom (T,) aus zu zeigen, dass sich je zwei Elemente von Z durch offene Mengen in Y trennen
lassen.
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Beispiel 2.13. (a) Trivialerweise ist jeder Homdomorphismus topologischer Riume eine Uberlagerung.

(b) Fiir Riemann’sche Flichen X,Y ist jede nichtkonstante holomorphe Abbildung p:Y — X eine
Uberlagerung,

denn: Die Abbildung p ist nach Definition stetig und nach dem Offenheitssatz 1.43 offen. Wir
zeigen nun, dass p nur dann nichtdiskret sein kann, wenn es konstant ist. Sei also p nichtdiskret,
so dass ein Punkt x € X existiert, dessen Urbild unter p nicht diskret ist. Definitionsgemiif$ gibt es
dann eine Teilmenge M C p~'(x), die nicht offen ist. Da Y durch homdomorphe Urbilder offener
Kreisscheiben unter seinen Kartenabbildungen iiberdeckt werden kann und beliebige Vereinigungen
offener Mengen wieder offen sind, diirfen wir dabei ohne Einschrinkung annehmen, dass M in einem
solchen Urbild enthalten und sein Bild (M) unter der zugehérigen Kartenabbildung ¢: U' — V'
beschrinkt ist. Da V' C € Hausdorff'sch ist, lisst sich jede endliche Menge von Punkten in V'
durch offene Kreisscheiben trennen, so dass (M) C V' als nichtoffene Teilmenge zudem unendlich
sein muss. Nach dem Satz von BoLzZANO-WEIERSTRAB®® enthiilt somit die Menge {(M) — und mit
ihr auch ihr homdomorphes Urbild M — einen Hiufungspunkt. Nach dem Identititssatz 1.31 folgt
nun die Konstanz von p. #

Eine schone Interpretation von Uberlagerungen im Kontext Riemann’scher Flichen gibt die
folgende Bemerkung:

Bemerkung 2.14. Seien X,Y Riemann’sche Flichen und p: Y — X eine holomorphe Uberlagerung.
Dann heifit eine holomorphe Funktion f: Y — C bzw. eine meromorphe Funktion f: Y — C eine
mehrdeutige holomorphe bzw. meromorphe Funktion auf X. Fiir ein x € X mit p~'(x) = {y; :
j € ]} sind die Zahlen f(y;) mit j € | die Werte der mehrdeutigen Funktion f an der Stelle x.

Beispiel 2.15. Setzen wir in der Situation von Bemerkung 2.14 speziell Y = C, X = C* und
p = exp: C — C*, so entspricht die identische Funktion id: C — C dem mehrdeutigen Logarithmus
auf C*, denn fiir ein z € C* besteht exp~'(z) genau aus den verschiedenen Werten des Logarithmus.

c_9. ¢
eXpi
.~ log
Cx

Ein wichtiger Grund fiir unsere allgemeinere Definition einer Uberlagerung ist, dass wir Ver-
zweigung erlauben wollen. Hierfiir definieren wir:

Definition 2.16. Seien X, Y topologische Riume und p: Y — X eine Uberlagerung. Ein Punkt yo € Y
heifit ein Verzweigungspunkt von p, wenn es keine Umgebung U’ von yo gibt, fiir die p| injektiv ist.
Die Uberlagerung p heifit unverzweigt, falls sie keine Verzweigungspunkte besitzt.

Bemerkung 2.17. Nach Beispiel 2.13 (b) ist jede nichtkonstante holomorphe Abbildung p: Y — X
zwischen Riemann’schen Flichen X und Y eine Uberlagerung. Ein yo € Y ist dabei offensichtlich und

Z8Bernardus Placidus Johann Nepomuk Bolzano (1781-1848) und Karl Theodor Wilhelm Weierstraf3 (1815-1897)



2.2. Uberlagerungen 46

beruhigenderweise genau dann ein Verzweigungspunkt im Sinne von Definition 2.16, wenn es auch ein
Verzweigungspunkt im Sinne von Definition 1.46 ist. Schreiben wir Vz(p) C Y fiir die Menge aller
Verzweigungspunkte von p, so ist insbesondere die Einschrinkung

Plyvap: (Y N\ Vz(p)) = (X~ p(Vz(p)))

unverzweigt. Insbesondere trifft dies im Fall Vz(p) = O bereits auf p selbst zu.

Beispiel 2.18. (a) Die Abbildung exp: C — C* ist eine unverzweigte Uberlagerung, denn die Ein-
schrinkung von exp auf jede Teilmenge U' C C, die keine zwei Punkte enthilt, die sich um ein
ganzzahliges Vielfaches von 27ti unterscheiden, ist injektiv.

(b) Fiir ein beliebiges Gitter A C C ist die kanonische Projektion 7tp: C — C/A eine unverzweigte
Uberlagerung, denn die Einschrinkung von 7, auf jede Teilmenge U’ C C, die keine zwei Punkte
enthilt, die sich um ein Element von A\ unterscheiden, ist injektiv.

Proposition 2.19. Seien X,Y topologische Riume und p: Y — X eine Abbildung. Dann sind die
folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(i)  Die Abbildung p ist eine unverzweigte Uberlagerung.

(ii) Die Abbildung p ist ein lokaler Homoomorphismus, es gibt also fiir alle yo € Y eine offene
Umgebung U' C Y derart, dass p(U') C X eine offene Umgebung von p(yo) ist und p|y: U' —
p(U") ein Homéomorphismus.

Beweis. Gelte zundchst (i) und sei also p eine unverzweigte Uberlagerung. Dann ist kein Punkt
von Y ein Verzweigungspunkt und es gibt fiir alle yp € Y eine offene Umgebung U’ von y,
fiir die p|y injektiv ist. Da p als Uberlagerung stetig und offen ist, bildet p die Menge U’
homoéomorph auf die offene Teilmenge p(U’) C X ab. Insgesamt haben wir (ii) gezeigt.

Gelte nun umgekehrt (ii) und sei also p ein lokaler Homéomorphismus. Als solcher ist p
trivialerweise stetig, offen und besitzt keine Verzweigungspunkte. Die Abbildung p ist aber
auch diskret,

denn: Zu jedem Punkt y aus dem Urbild p~!(x() eines beliebigen xy € X gibt es nach Voraus-
setzung eine offene Umgebung U’, die durch p homéomorph auf die offene Menge p(U’) C X
abgebildet wird. Fiir diese gilt U’ N p~!(x) = {yo}. Die Punkte des Urbilds p~!(x() eines
beliebigen x lassen sich also durch offene Mengen in Y trennen, was die Behauptung zeigt. #

Insgesamt haben wir (i) gezeigt. O
Satz 2.20. Seien X eine Riemann’sche Fliche, Y ein Hausdorff-Raum und p: Y — X eine unverzweigte

Uberlagerung. Dann gibt es genau eine komplexe Struktur auf Y, fiir die p holomorph — und dann sogar
lokal biholomorph — wird.

Beweis. Wir zeigen zunichst die Existenz einer solchen komplexen Struktur. Sei dafiir U’ C Y
eine beliebige offene Teilmenge, fiir die p|y/: U — p(U’) ein Homdomorphismus ist, und sei
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¢: p(U') — V C C eine Karte der komplexen Struktur von X. Dannist ¢ := ¢ op: U’ — V eine
komplexe Karte auf Y. Wir bezeichnen die Menge aller komplexen Karten auf Y, die sich auf
diese Weise erhalten lassen, mit A. Aufgrund der Unverzweigtheit von p tiberdecken die Karten
aus A ganz Y und, da die Karten auf der Riemann’schen Fliche X paarweise biholomorph
vertrdglich sind, trifft das nach Konstruktion auch auf die Karten aus A zu. Es folgt, dass A ein
biholomorpher Atlas auf Y ist und somit eine komplexe Struktur auf Y definiert. Wahlen wir
diese komplexe Struktur, so ist wegen der Biholomorphie der Kartenwechselabbildungen der
Riemann’schen Fliche X dann auch die Uberlagerung p: (Y, .A) — X lokal biholomorph und
also holomorph.

Zum Nachweis der Eindeutigkeit einer solchen komplexen Struktur betrachten wir einen wei-
teren komplexen Atlas A’ auf Y, fiir den die Uberlagerung p: (Y, A’) — X holomorph und also
lokal biholomorph ist. Dann ist die identische Abbildung (Y, A) — (Y, .A") lokal biholomorph
und somit biholomorph. Es folgt, dass A und A" dieselbe komplexe Struktur definieren. O

2.3 Hochhebungen

Definition 2.21. Seien X,Y,Z topologische Riume, p: Y — X eine Uberlagerung und f: Z — X
stetig. Eine Hochhebung von f iiber die Uberlagerung p ist dann eine stetige Abbildung ¢: Z — Y mit
f = pog fiir die also das Diagramm

Y
E
5 lp
Z— =X
f

kommutiert.

Satz 2.22 (Eindeutigkeit der Hochhebung). Seien X,Y Hausdorff-Ridume und p: Y — X eine
unverzweigte Uberlagerung. Seien weiter Z ein nichtleerer zusammenhingender topologischer Raum
und f: Z — X stetig. Fiir je zwei Hochhebungen ¢,3: Z — Y von f iiber p und ein zy € Z mit

Q(z0) = §(zo) gilt dann schon g = §.
Beweis. Wir betrachten die Ubereinstimmungsmenge

U:={z€Z:3(z) =3(2)}

und werden zeigen, dass U offen und abgeschlossen ist. Da Z zusammenhéngend ist und U
wegen g(zo) = §(zo) nicht leer ist, folgt so bereits der Satz.

Tatsdchlich ist aber U abgeschlossen,

denn: Im Hausdorff-Raum Y ist die Diagonale A C Y X Y abgeschlossen und U ist das Urbild
von A unter der (stetigen) Abbildung (g,§): Z = Y x Y. #

Wir zeigen nun, dass U auch offen ist. Sei dafiir z € U beliebig mit ¢(z) = §(z) =: y. Da
die unverzweigte Uberlagerung p nach Proposition 2.19 ein lokaler Homéomorphismus ist,
gibt es eine offene Umgebung U’ von y, die durch p homdomorph auf eine offene Umgebung
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U := p(U) von p(y) = f(z) abgebildet wird. Da ¢ und § stetig sind, gibt es eine offene
Umgebung U” von z mit g(U"), §(U") CU'.Wegenpog = f = po g gilt
glur = (plu) ™ o (flur) = &lur,

wobei (p|y)~': U — U’ die Umkehrabbildung des Homdomorphismus p|y;: U’ — U bezeich-
ne. Hieraus folgt U"” C u, wegen der freien Wahl von z also, dass U offen ist, und insgesamt
schliefSlich der Satz. O

Proposition 2.23. Seien X,Y, Z Riemann’sche Flichen und p: Y — X eine holomorphe unverzweigte
Uberlagerung. Dann ist jede Hochhebung g: Z — Y einer holomorphen Abbildung f: Z — X wieder
holomorph.

Beweis. Wir betrachten einen beliebigen Punkt zy € Z und seine Bildpunkte

Yo :=g(z0) und xo:=p(yo) = f(zo)

Die unverzweigte Uberlagerung p ist ein lokaler Homdomorphismus, es gibt also eine offene
Umgebung U’ C Y von y, fiir die U := p(U’) C X eine offene Umgebung von xo = p(yo) ist
und p|y: U — U ein Homéomorphismus. Da mit p auch p|y holomorph ist, folgt mit dem
Biholomorphiekriterium 1.44 die Biholomorphie von p|;: U" — U. Insbesondere ist die lokale
Umkehrabbildung (p|y)~: U — U’ holomorph.

Wegen der Stetigkeit der Hochhebung g in zj gibt es eine offene Umgebung U"” C Z von zp mit
g(U") C U'.Wegen f = poggiltdann auch f(U"”) C U und weiter

g‘u// = ((p‘u/)il) ’f(u/’) o f‘u//.
Insbesondere ist ¢ im Punkt zy € Z holomorph. O

Direkt aus der Proposition folgt:

Korollar 2.24. Seien X,Y,Z Riemann’sche Flichen und p: Y — X sowie q: Z — X holomorphe
unverzweigte Uberlagerungen. Dann ist jede spurtreue stetige Abbildung h: Y — Z als Hochhebung
von p iiber q holomorph.

Ein besonders interessanter Fall von Hochhebungen ist die Hochhebung von Kurven:

Proposition 2.25. Seien X,Y Hausdorf-Riume und p: Y — X eine unverzweigte Uberlagerung.
Seien weiter xo, x1 € X und yo € Y mit p(yo) = xo. SchliefSlich gebe es eine stetige Abbildung

H:[0,1] x [0,1] — X
mit H(0,s) = xo und H(1,s) = x1 fiir alle s, t € [0,1]. Wir setzen
vs(t) := H(t,s).

Lisst sich jede Kurve 7ys: [0,1] — X zu einer Kurve és: [0,1] — Y mit Anfangspunkt yo hochheben, so
haben 6y und 61 denselben Endpunkt und sind homotop.
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Beweis. Wir betrachten die Abbildung

, 0,1 x[0,1] =Y,
i {(t,s) > 65 (t).

Es gibt ein € > 0 derart, dass diese auf [0,¢) x [0, 1] stetig ist,

denn: Da die unverzweigte Uberlagerung p ein lokaler Homéomorphismus ist, gibt es eine
offene Umgebung U’ von yy, die durch p homéomorph auf eine offene Umgebung U := p(U’)
von p(yo) = xo abgebildet wird. Sei (p|y)~': U — U’ die Umkehrabbildung. Aufgrund von
H({0} x [0,1]) = {x0} und der Stetigkeit von H gibt es ein ¢ > 0 mit H([0,¢) x [0,1]) C U.
Wegen der in Satz 2.22 gezeigten Eindeutigkeit der Hochhebung der Kurven 7, gilt

S [0,e) = (plu) Lo Yslj0,) fiuralles € [0,1]
und insbesondere

H'(t,s) = ((plur) "' o H)(t,s) fir alle (t,s) € [0,€) x [0,1].
Wegen der Stetigkeit von (p|i;) ! folgt hieraus die Behauptung. #
Tatsdchlich ist H' sogar auf ganz [0, 1] x [0, 1] stetig,

denn: Nehmen wir an, die Abbildung H’ besifSe eine Unstetigkeitsstelle (fo,s1) in [0, 1] x [0, 1].
Dann existierte auch das Infimum # aller + € [0,1], fiir die H' in (,s1) nicht stetig ist, und
erfiillte nach unserer vorherigen Uberlegung t > e

Wir kénnten nun x := H(ty,s1) und y := H'(t1,51) = Js,(f1) setzen. Da die unverzweigte
Uberlagerung p ein lokaler Homdomorphismus ist, gibe es dann eine offene Umgebung U’ von
y, die durch p homoomorph auf eine offene Umgebung U := p(U’) von p(y) = x abgebildet
wiirde. Aufgrund der Stetigkeit von H gébe es weiter ein ¢ > 0 mit

H(Ig(t), Lo (s1)) CU mit I (t; bzw. s1) := Uy (t; bzw. s1) N [0,1].
Insbesondere gilte s, (I (t1)) € U, woraus wir
Ssi |1,y = (Plu) ™ o sl en)
erhielten. Wegen t; > ¢ > 0 gébe es ein f; € I/(t1) mit t, < t;. Fiir dieses folgte dann
H'(ty,81) = 65, (t2) e U'.
Wegen der Stetigkeit von H' in (t;,51) gdbe es daher ein 0 < ¢’ < ¢ mit
H'(ty,8) = 6s(t) e U’ fiiralle s € I (s1).
Aufgrund der Eindeutigkeit der Hochhebung 2.22 folgte daher

55‘18/(1?1) = (r)‘u/)71 o) ’)/S|IS/(1‘1) furalles € Ie”(sl)
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und also
H'(t,s) = ((plur) ' o H)(t,s) fir alle (t,5) € Iy(t) X L (s1).

Damit wire aber H' in einer offenen Umgebung von (t1,s1) stetig, was aufgrund der Defini-
tion von t; nicht sein kann. Eine solche Unstetigkeitsstelle kann es also nicht geben und die
Behauptung ist gezeigt. #

Aus H = po H' und H ({1} x [0,1]) = {x1} folgt H' ({1} % [0,1]) C p~!(x1). Einerseits ist nun
p~1(x1) nach Definition einer Uberlagerung eine diskrete Teilmenge des Hausdorff-Raums Y,
andererseits ist H' ({1} x [0, 1]) als Bild einer zusammenhéngenden Menge unter einer stetigen
Abbildung wieder zusammenhingend. Es folgt, dass H' ({1} x [0,1]) nur aus einem einzigen
Punkt bestehen kann. Somit besitzen ¢y und J; denselben Endpunkt und sind homotop im
Sinne von Definition 2.1. O

2.4 Unverzweigte unbegrenzte Uberlagerungen

Wir sind nun soweit, um denjenigen Spezialfall einer Uberlagerung einzufiihren, der in den
meisten Lehrbiichern der Topologie als solche bezeichnet wird:

Definition 2.26. Eine Abbildung p: Y — X zwischen zwei topologischen Riumen X,Y heifit eine
unverzweigte unbegrenzte Uberlagerung, wenn es fiir alle x € X eine offene Umgebung U, und —
fiir eine geeignete Indexmenge | — paarweise disjunkte, offene Teilmengen U;,]- C Y gibt mit

Pil(UX) = |_| ua/c,jr
i€l
P\u;ji U;,]- — Uy ist fiir alle j € ] ein Homdomorphismus.

Bemerkung 2.27. Jede unverzweigte unbegrenzte Uberlagerung im Sinne von Definition 2.26 ist eine
unverzweigte Uberlagerung im Sinne von Definition 2.11,

denn: Sei p: Y — X eine unverzweigte unbegrenzte Uberlagerung im Sinne von Definition 2.26. Dann
istp...

e ...stetig, da sich jede offene Teilmenge O C X durch offene Umgebungen U, wie in der Definition
iiberdecken lisst und die Urbilder der offenen Mengen O N U, aufgrund der lokalen Homdomorphie
sowie dann auch p~1(O) als deren Vereinigung wieder offen sind.

e ... offen, denn jede offene Teilmenge O’ C Y lisst sich durch offene Mengen LIJ’CJ wie in der Defini-
tion iiberdecken. Die Bilder der Durchschnitte O’ N UJ’C,]. sind aufgrund der lokalen Homdomorphie
wieder offen, genau wie deren Vereinigung p(O’).

e ...diskret, da sich die Urbilder unter p eines gegebenen x € X durch offene Mengen in Y trennen
lassen.

Nach Definition 2.11 ist p insgesamt also eine Uberlagerung. Als lokaler Homdomorphismus ist p nach
Proposition 2.19 schliefSlich unverzweigt. #
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Beispiel 2.28. (a) Die kanonische Einbettung p: IE — C ist nach Bemerkung 2.17 eine unverzweigte

(b)

(d)

Uberlagerung, aber nicht unbegrenzt, da kein Punkt wy € C mit |wy| = 1 eine Umgebung besitzt,
wie sie in Definition 2.26 gefordert wird.

Fiir ein beliebiges k > 2 ist

. C* — Cx,
PR, ok

nach Bemerkung 2.17 eine unverzweigte Uberlagerung. Es ist py aber auch unbegrenzt,

denn: Fiir ein beliebiges wy € C* gibt es ein zy € C* mit px(z0) = wo. Da py als unverzweigte
Uberlagerung ein lokaler Homdomorphismus ist, gibt es offene Umgebungen U’ von zg und U von
wo derart, dass py|y: U — U ein Homdomorphismus ist. Nun gilt p, ' (U) = U;‘;& g u fir
eine primitive k-te Einheitswurzel, wobei wir ohne Einschrinkung annehmen kénnen, die Mengen
7l - U’ seien paarweise disjunkt, und sonst U’ kleiner wihlen. Die Behauptung folgt, da offensichtlich
fiiir jedes j die Einschrinkung p|ci. ein Homdomorphismus ist. #

Nach Beispiel 2.18 (a) ist die Abbildung exp: C — C* eine unverzweigte Uberlagerung. Sie ist
aber auch unbegrenzt,

denn: Seien wy € C* und zo € C mit exp(z9) = wo. Da exp als unverzweigte Uberlagerung ein
lokaler Homdomorphismus ist, gibt es offene Umgebungen U’ von zg und U von wy derart, dass
exp |2 U — U ein Homdomorphismus ist. Nun gilt exp~'(U) = U,ez (27in + U'), wobei
wir ohne Einschrinkung annehmen kénnen, die Mengen 27tin + U’ seien paarweise disjunkt, und
sonst U’ kleiner wihlen. Die Behauptung folgt, da offensichtlich fiir jedes n die Einschrinkung
exp |2nintur ein Homdomorphismus ist. #

Nach Beispiel 2.18 (b) ist fiir ein beliebiges Gitter A C C die kanonische Quotientenabbildung
7a: C — C/ A eine unverzweigte Uberlagerung. Analog zu (c) zeigt man, dass sie auch unbegrenzt
ist.

Eine schéne Eigenschaft unverzweigter unbegrenzter Uberlagerungen ist, dass sich tiber solche
stets alle Kurven hochheben lassen. Das formalisieren wir wie folgt:

Definition 2.29. Seien X,Y topologische Riume und p: Y — X eine Uberlagerung. Wir sagen, p
besitze die Kurvenhochhebungseigenschaft, wenn es zu jeder Kurve y: [0,1] — X und jedem yy € Y
mit p(yo) = 7v(0) eine Hochhebung 6: [0,1] — Y von y mit 6(0) = yo gibt.

Satz 2.30. Seien X, Y topologische Riumeund p: Y — X eine unverzweigte unbegrenzte Uberlagerung.
Dann erfiillt p die Kurvenhochhebungseigenschaft.

Beweis. Seien 7: [0,1] — X eine Kurve und yp € Y mit p(yo) = 7(0). Wegen der Kompaktheit
von [0, 1] gibt es eine Partition

O=t<hh<...<ty =1 fireinn € N
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und offene Mengen Uy C X fiirallek € {1,...,n} mit

v ([tk-1,t]) C Ug.

Hierbei konnen wir die Uy ohne Einschrankung so klein wihlen, dass es wie in Definition 2.26
gefordert fiir jedes k derartige offene Mengen U, ; © Y mit j aus einer geeigneten Indexmenge
Jx gibt, dass

-1
pH(Up) = | Uy,
J€Jk
plu; : Uy; — Uy ist ein Homdomorphismus
7 ’.
gilt.

Wir zeigen nun induktiv fiir jedesk € {0,...,n} die Existenz einer Hochhebung 6|y, [0, fx] —
Y mit §(0) = yo. Der Induktionsanfang fiir k = 0 ist dabei trivial. Nehmen wir nun an,
10,4 417 10, fx—1] — Y mit 5(0) = yo sei bereits konstruiert und es gelte d(f;_1) = yx—1. Wegen

p(Yi—1) = p(8(tr-1)) = v(t-1) € U

gibtes dann ein j € J mity,_; € U] ;- Wir setzen

5‘[tk,1,tk] = (P‘U,’C,j)fl o ’)”[tk,l,tk]-
Auf diese Weise erhalten wir eine stetige Fortsetzung der Hochhebung ¢ auf das Intervall

[0, tk]. O

Bemerkung 2.31. Sind in der Situation von Satz 2.30 die topologischen Riume X,Y beide Haus-
dorff'sch, so ist die Hochhebung von vy iiber p mit Anfangspunkt yo nach Satz 2.22 eindeutig. Wir
bezeichnen sie mit Ly, (p;y) und schreiben L(p;y) fiir die Menge aller Hochhebungen von vy iiber p.

Ist die Kurve <y geschlossen, so ist Ly, (p; y) nicht notwendigerweise auch geschlossen,

jJcr =0,
pa: z = Z?

denn: Nach Beispiel 2.28 (b) ist

eine unverzweigte unbegrenzte Uberlagerung zwischen Hausdorf-Rdumen. Fiir xo = 1 = yq gilt
dann offensichtlich p2(yo) = Xo. Betrachten wir die durch ~(t) := e*™* gegebene geschlossene Kurve
v:[0,1] — C* mit Anfangs- und Endpunkt 1. Dann stimmt die durch 6(t) := e™" gegebene Kurve
0:[0,1] — C* offensichtlich mit der Hochhebung Ly (p; y) tiberein. Diese ist keine geschlossene Kurve:
Ihr Anfangspunkt ist 1 und ihr Endpunkt —1. #

Aus Proposition 2.25 folgt jedoch, dass jede Hochhebung einer nullhomotopen geschlossenen Kurve
wieder geschlossen und nullhomotop ist.

Aus der Eindeutigkeit der Kurvenhochhebung ldsst sich folgern, dass unter einer unverzweigten
unbegrenzten Uberlagerung p: Y — X jeder Punkt in X gleich viele Urbilder hat, wenn Y
wegzusammenhéngend ist. Genauer gilt:
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Satz 2.32. Seien X,Y Hausdorff-Riaume, X wegzusammenhingend und p: Y — X eine unverzweigte
unbegrenzte Uberlagerung. Zu gegebenem xo € X heifit die Urbildmenge p~1(xo) die Faser von p im
Punkt xo. Die Fasern von p sind alle gleichmiichtig. Diese Miichtigkeit B(p) € INo U {oo} nennen wir
die Blitterzahl der Uberlagerung p. Diese kann endlich oder unendlich sein.

Beweis. Seien xg,x1 € X beliebig. Da X als wegzusammenhidngend vorausgesetzt war, gibt es
dann eine Kurve : [0,1] — X von xg nach x;. Nach Bemerkung 2.31 ist dann die Zuordnung

pt(x0) — L(p;v),
Yo = Lyy(p;7)

bijektiv. Aufgrund der Eindeutigkeit der Hochhebung 2.22 ist aber auch

L(p;y) —p Hx),
o — 0(1).

bijektiv. Zusammengenommen erhalten wir mit der Zuordnung yo — L,,(p;y)(1) eine Bijekti-
on zwischen den Fasern p~!(xg) und p~!(x1). Da xo und x; beliebig gewahlt waren, zeigt dies
den Satz. O

Die im Beweis von Satz 2.32 konstruierte Bijektion zwischen den Fasern hdangt von der Wahl der
benutzten Kurve <y ab — eine kanonische Nummerierung der Blitter einer Uberlagerung gibt es
daher im Allgemeinen nicht.

Bemerkung 2.33. Seien speziell X, Y Riemann’sche Flichen und p: Y — X eine nichtkonstante eigent-
liche holomorphe Abbildung. Dann ist insbesondere X wegzusammenhingend und die Einschrinkung

Plyvapy: (Y NVz(p)) = (X~ p(Vz(p)))

nach Bemerkung 2.17 eine unverzweigte Uberlagerung. Letztere ist aber auch unbegrenzt,

denn: Sei xo € X beliebig. Nach Lemma 1.56 ist p endlich, so dass es ein n € IN und paarweise
verschiedene y; mit p~*(x) = {y1,...,ya} gibt. Da p als unverzweigte Uberlagerung ein lokaler
Homdomorphismus ist, existiert zu jedem j € {1,...,n} eine offene Umgebung U]f von yj, die von p
homdomorph auf eine offene Umgebung U; von xq abgebildet wird. Ohne Einschrinkung kénnen wir
dabei annehmen, die U]f seien disjunkt, und letztere sonst geeignet verkleinern. Dann ist Ui_4 U]/- eine
offene Umgebung von p~! (xo) und es gibt eine offene Umgebung U C Uiy Uj mit p~1(U) C Ui U
Es folgt

pi () = L (ujnpH(W)),
j=1
Plunp iy Ui N p~N(U) — U ist ein Homdomorphismus,
]
was die Behauptung zeigt. #

Es folgt, dass wir Satz 2.32 in dieser Situation anwenden kénnen. Wir erhalten die Gleichmiichtigkeit
der Fasern von p in allen xo € X \ p(Vz(p)). Tatsichlich hatten wir in Proposition 1.57 bereits stirker
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gezeigt, dass dies auf die Fasern von p in allen xo € X zutrifft, und die — in diesem Fall endliche
— Blitterzahl der Einschrinkung ply.v,(,) den Grad der nichtkonstanten eigentlichen holomorphen
Abbildung p genannt. Interpretieren wir eine nichtkonstante eigentliche holomorphe Abbildung daher
wie in Beispiel 2.13 (b) als Uberlagerung, so nennen wir in Anlehnung an Satz 2.32 ihren Grad auch
ihre Blitterzahl.

Satz 2.34 (Existenz der Hochhebung). Seien X,Y Hausdorff-Riume und p: Y — X eine unver-
zweigte unbegrenzte Uberlagerung. Seien weiter Z ein nichtleerer einfach zusammenhingender, wegzu-
sammenhingender und lokal wegzusammenhingender topologischer Raum und f: Z — X stetig. Dann
gibt es zu jeder Wahl von Punkten zq € Z und yo € Y mit f(zo) = p(yo) eine eindeutige Hochhebung

Lyo,Zo(p;f): Z — Y von f mit Lyo,Zo(p;f)(ZO) = Yo-

Beweis. Sei z € Z ein beliebiger Punkt und f,): [0,1] — Z eine beliebige Kurve in Z von zp
nach z. Dann ist y(,) := f o B,) eine Kurve in X von f(z) nach f(z). Wir definieren nun die
Abbildung

Z =Y,

Lyoz(pi f): {Z — Ly (15 7(2)) (1)-

Diese ist wohldefiniert,

denn: Da Z einfach zusammenhédngend ist, sind je zwei Kurven ,B(Z),B(z): 0,1] — Zin Z
von zp nach z homotop. Dasselbe trifft auf die induzierten Kurven ;) := f o f(;) und
Y = fo B(Z) zu. Nach Proposition 2.25 haben somit die zwei Hochhebungen Ly, (p;(-))
bzw. Ly, (p; ¥(z)) mit demselben Anfangspunkt auch den gleichen Endpunkt, so dass der Funk-
tionswert Ly, -, (p; f)(z) nicht von der Wahl der Kurve f,) abhéngt. #

Weiter gilt fiir allez € Z

f(z)=f(Bxy(1) = v (1) = p(Ly(ps 7)) (1))
= P(Lyozo (s £)(2)) = (P 0 Ly 2 (p; ) (2)-

Es verbleibt zu zeigen, dass die Abbildung L, .,(p; f) stetig ist, dass es also fiir ein beliebiges
z € Z und eine offene Umgebung U’ C Y vony := Ly, ., (p; f)(z) eine offene Umgebung U" C Z
von z gibt mit Ly, -, (p; f)(U") C U'.»

Wir fixieren also ein z; € Z und eine offene Umgebung U’ C Y von y; := Ly (p; f)(z1)-
Da die unverzweigte Uberlagerung p ein lokaler Homdomorphismus ist, kénnen wir nach
eventueller Verkleinerung von U’ annehmen, dass es eine offene Umgebung U von p(y1) = (p o
Ly, (p; f))(z1) = f(z1) gibt derart, dass die Einschrdnkung p|y: U' — U der Uberlagerung
p auf U’ ein Homoomorphismus ist. Da f stetig und Z lokal wegzusammenhingend ist, gibt
es auflerdem eine wegzusammenhingende offene Umgebung U” C Z von z; mit f(U"”) C U.
Dieses U" erfiillt wie verlangt L, ., (p; f)(U") € U,

denn: Seien z; € U” ein beliebiger Punkt und f: [0,1] — Z eine beliebige Kurve von z; nach z5,
die ganz in U” verlduft. Dann verlduft die iiber v = f o B induzierte Kurve +y: [0,1] — X von

2'Wir nutzen hier aus, dass eine Abbildung 1: Z — Y genau dann stetig ist, wenn sie in jedem z € Z stetig ist.
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f(z1) nach f(z;) ganzin U und 6 := (p|y) ! o 7y ist eine Hochhebung von 7y mit Anfangspunkt
(Plu) ™' (f(z0) = ((plu) ™" 0 f)(z1) = Lyo (pi ) (z1) = 1

und verlduft ganz in U'. Es folgt, dass die zusammengesetzte Kurve J,,) - § eine Hochhebung
von ;) - v = f o (B(z,) - B) mit Anfangspunkt yy ist. Es folgt

Lyozo (Pi )(22) = (O(z,) - ) (1) = 6(1) e U
und somit die Behauptung. #
O

Beispiel 2.35. Sei X eine einfach zusammenhingende Riemann’sche Fliche und f € Hol(X,C*)
nullstellenfrei. Wir wollen den Logarithmus von f bilden, suchen also ein F € O(X) mit

exp(F)(x) = f(x) fiirallex € X.

Diese Bedingung bedeutet gerade, dass F Hochhebung von f beziiglich der nach Beispiel 2.28 (c) unver-
zweigten unbegrenzten Uberlagerung exp: C — C* ist. Fiir ein beliebiges xo € X und ein beliebiges
z € C mit e* = f(xo) gibt es nach Satz 2.34 eine eindeutige Hochhebung F: X — C mit F(xg) = z.
Nach Proposition 2.23 gilt F € O(X). Jede weitere Losung des Problems unterscheidet sich von F
offensichtlich durch eine additive Konstante 2rtik mit k € Z.

Ein funktionentheoretisch interessanter Spezialfall hiervon ergibt sich, wenn wir fiir f die kanonische
Einbettung

D — C%, .y . . . «
L mit einem einfach zusammenhingenden Gebiet D C C
z =z

betrachten. Dann ist jede Hochhebung von 1 tiber exp ein Zweig des komplexen Logarithmus Log auf D.

Beim Beweis von Satz 2.34 haben wir strenggenommen nicht benutzt, dass die Uberlagerung p
unbegrenzt ist, sondern nur die Unverzweigtheit sowie die Giiltigkeit der Kurvenhochhebungs-
eigenschaft eingesetzt. Das ermoglicht uns, den Satz fiir den Beweis des folgenden Resultats
einzusetzen:

Satz 2.36. Seien X eine reelle (bzw. komplexe) Mannigfaltigkeit, Y ein Hausdorff-Raum und p: Y — X
eine unverzweigte Uberlagerung mit der Kurvenhochhebungseigenschaft. Dann ist p unbegrenzt.

Beweis. Seien xo € X beliebig und y; fiir j in einer Indexmenge | die Urbilder von xq unter p.
Sei U C X eine offene Umgebung von xj, die homéomorph zu einer Kugel ist, und f: U — X
die kanonische Einbettung. Nach Satz 2.34 existiert daher fiir jedes j € | die Hochhebung
Ly,x (p; f)- Setzen wir U7 := Ly x,(p; f )~1(U), so gilt nach eventueller Verkleinerung von U

p(U) = U,
€]
plu: Ui — U ist ein Homdomorphismus

und der Satz folgt. O
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2.5 Die universelle Uberlagerung

Unter den unverzweigten unbegrenzten Uberlagerungen einer gegebenen reellen (bzw. kom-
plexen) Mannigfaltigkeit X gibt es eine ,grofite”, aus der man alle iibrigen gewinnen kann.
Diese heifit die universelle Uberlagerung von X und héngt iiber die Gruppe der sogenannten
Decktransformationen eng mit der Fundamentalgruppe von X zusammen.

Definition 2.37. Seien X, Y zusammenhingende topologische Rdumeund p: Y — X eine unverzweigte
unbegrenzte Uberlagerung. Letztere heifst eine universelle Uberlagerung von X, wenn sie die folgende
universelle Eigenschaft hat:

Zu jedem zusammenhingenden topologischen Raum Z, jeder unverzweigten unbegrenzten Uberlagerung
q: Z — X und jeder Wahl von Punkten yo € Y und zy € Z mit p(yo) = q(zo0) gibt es genau eine
stetige spurtreue Abbildung h:'Y — Z mit h(yo) = zo.

y__ " 7
A
X

Bemerkung 2.38. Seien p: Y — X und q: Z — X zwei universelle Uberlagerungen eines zusammen-
hingenden topologischen Raumes X. Dann gibt es einen spurtreuen Hombéomorphismus h: Y — Z,

denn: Nach Definition 2.37 gibt es zu jeder Wahl von Punkten yo € Y und zg € Z mit p(yo) = q(20)
stetige spurtreue Abbildungen

h:Y — Z mit h(yo) = zo,
fl: Z —Y mit fl(Zo) = Y0-

Die Hintereinanderausfiihrungen h o h und h o h sind stetige spurtreue Abbildungen mit (h o h)(yo) =
yo und (hoh)(zo) = zo. Offensichtlich ist aber auch die jeweilige Identitit eine solche Abbildung, so
dass mit der universellen Eigenschaft von p bzw. q bereits h o h = idy und h o h = id folgt. Insgesamt
haben wir so mit h einen spurtreuen Homdéomorphismus zwischen Y und Z gefunden. #

Wir identifizieren die universellen Uberlagerungen von X iiber diese spurtreuen Hombomorphismen und

sprechen, falls existent, etwas ungenau von der universellen Uberlagerung von X.

Satz 2.39. Seien X,Y reelle (bzw. komplexe) Mannigfaltigkeiten und p: Y — X eine unverzweigte
unbegrenzte Uberlagerung. Ist Y einfach zusammenhingend, so ist p bereits die universelle Uberlagerung
von X.

Beweis. Das folgt direkt aus Definition 2.37 und Satz 2.34. O

Beispiel 2.40. Unmittelbar aus Satz 2.39, dem einfachen Zusammenhang von C sowie Beispiel 2.28 (c)
und (d) erhalten wir
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(a) Die Exponentialfunktion exp: C — C* ist die universelle Uberlagerung von C*.

(b) Fiir jedes Gitter A C C ist die kanonische Quotientenabbildung rtn: C — C/A die universelle
Uberlagerung des Periodentorus C/ A.

Wir wollen nun zeigen, dass in der von uns studierten Situation stets eine universelle Uberla-
gerung existiert:

Satz 2.41 (Existenz der universellen Uberlagerung). Sei X eine zusammenhingende reelle (bzw.
komplexe) Mannigfaltigkeit. Dann gibt es eine zusammenhingende und einfach zusammenhingende
reelle (bzw. komplexe) Mannigfaltigkeit X und eine unverzweigte unbegrenzte Uberlagerung p: X — X.
Diese ist dann nach Satz 2.39 die universelle Uberlagerung von X.

Beweis. Sei xp € X fest gewahlt. Fiir ein beliebiges x € X bezeichnen wir dann mit 77(X, xo, x)
die Menge der Homotopieklassen von Kurven von xg nach x in X und setzen

- % X
X = {(x,cx) :x € Xund chn(X,xO,x)} und p: {( ) — X,
x/cx ’_>x.

Wir fithren nun auf X eine Topologie ein, fiir die X eine zusammenhingende und einfach
zusammenhingende reelle (bzw. komplexe) Mannigfaltigkeit und p: X — X eine unverzweigte
unbegrenzte Uberlagerung wird.

Sei daftir (xq, cxl) eX beliebig und sei Uy, C X eine offene, zusammenhédngende und einfach
zusammenhingende Umgebung von x1.% Fiir ein beliebiges x, € Uy, setzen wir nun

0y, = [y -] mity € ¢y, und 4: [0,1] — U,, Kurve von x1 nach x,.

Da Uy, einfach zusammenhdngend ist, ist 9, unabhédngig von der Wahl der Kurve  und somit
die Menge

[le,ch] = {(x2/ax2) e X . X2 6 qu} g X
wohldefiniert. Das System B(X) all solcher Mengen bildet die Basis einer Topologie auf X,

denn: Wir zeigen, dass B(X) die Bedingungen des Basiskriteriums aus Fufinote 5 erfiillt: Bedin-
gung (B;) gilt, da fiir ein beliebiges (x,¢;) € X offensichtlich (x,¢y) € [Uy, ¢x] € B(X) erfiillt
ist, so dass X von den Mengen aus B(X) iiberdeckt wird. Zum Beweis von Bedingung (B;)
betrachten wir beliebige Mengen [U, ¢, [U, §] € B(X) und einen beliebigen Punkt

(x,¢0) € [U,c] N [U,7].

Dann gilt x € U N U und es gibt eine offene, zusammenhingende und einfach zusammenhén-
gende Umgebung U, C U N U von x. Wie man leicht einsieht, folgt dann

(x,¢x) € [Uy, cx] C [U,¢] N[U,E.

30Um eine solche Umgebung zu finden, schranken wir uns auf eine Karte ein, die x1 enthilt, und nutzen aus, dass
diese homéomorph auf eine offene Teilmenge von C abbildet.
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Wir kénnen den Durchschnitt [U,¢] N [U,§ also als die Vereinigung aller solcher Mengen
[Uy, ¢x] schreiben und haben so Bedingung (B,) gezeigt. #

Die Abbildung p: X — X ist ein lokaler Homdomorphismus und nach Proposition 2.19 somit
eine unverzweigte Uberlagerung,

denn: Fiir ein beliebiges [U, ¢] € B(X) ist die Einschrankung p|y,q: [U,¢] — U offensichtlich
homdomorph. #

Die unverzweigte Uberlagerung p: X — X erfiillt die Kurvenhochhebungseigenschaft,

denn: Sei 7v: [0,1] — X eine Kurve mit Anfangspunkt xo. Fir s € [0,1] sei 7;: [0,1] — X
die durch 7,(t) := 7(st) definierte Kurve; diese durchlauft alle Punkte der Kurve v, die zu
den Parameterwerten ¢ € [0,s] gehoren. Sei weiter 4: [0,1] — X eine geschlossene Kurve mit
Anfangs- und Endpunkt x(. Direkt aus der Definition der Topologie auf X folgt dann, dass die
Abbildung

Jo1] =X,
; {f = ((1), 1% m)) (2.2)

stetig und eine Hochhebung von « tiber p mit 6(0) = (xo, [¥]) ist. #

Nebenbei haben wir offensichtlich bereits gezeigt, dass X wegzusammenhéngend ist. Der Raum
X ist aber auch Hausdorff’sch,

denn: Da X als Hausdorff'sch vorausgesetzt war, geniigt es zu zeigen, dass sich zwei unter-
schiedliche Punkte mit demselben p-Bild durch offene Umgebungen trennen lassen. Seien also
(x,¢cx), (x,8) € Xmitcy # & gegeben. Sei weiter U, C X eine offene, zusammenhéngende und
einfach zusammenhidngende Umgebung von x. Dann gilt schon

[uau Cx] N [ux/ Ex] =Q,

da es sonst ein Element (x1,0y,) im Durchschnitt gébe. Fiir dieses kénnten wir eine Kurve
0:[0,1] — U, von x nach x; auswéhlen. Fiir beliebige v € ¢, und ¥ € ¢, gilte dann

0 = [r-0] =1[7-4]
und somit ¢, = €, im Widerspruch zu unserer Voraussetzung. #

Nach Satz 2.36 ist p: X — X somit eine unverzweigte unbegrenzte Uberlagerung. Weiter ist
X als wegzusammenhingender Hausdorff-Raum auch zusammenhingend und kann leicht
mit einem reellen (bzw. komplexen) Atlas ausgestattet werden. Es verbleibt zu zeigen, dass X
einfach zusammenhéangend ist. Dem ist aber so,

denn: Fiir einen beliebigen Punkt xg € X seiy: [0,1] — X eine geschlossene Kurve mit Anfangs-
und Endpunkt (xg, [¥x,]). Dann ist v := p o ¥ eine geschlossene Kurve mit Anfangs- und
Endpunkt xg. Sei weiter

5. {[0,1] — X,
¢ = (Y (1), [T - 1))
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die nach (2.2) existente Hochhebung von < iiber p. Diese hat ebenfalls den Anfangspunkt
(x0, [7x,]) und mit der Eindeutigkeit der Hochhebung 2.22 folgt die Identitdt § = . Hieraus
ergibt sich

(xo, [7]) = 6(1) = ¥(1) = (x0, [1xo])

und somit, dass y nullhomotop ist. Nach Bemerkung 2.31 ist dann auch 4 nullhomotop und es
folgt die Behauptung. #

O]

Bemerkung 2.42. Nach Satz 2.41 lisst sich insbesondere zu jeder Riemann’schen Fliche X die universel-
le Uberlagerung X konstruieren. Nach Satz 2.20 ist diese auf natiirliche Weise wieder eine Riemann’sche
Fliiche, wenn wir fordern, dass die zugehdrige Uberlagerungsabbildung p: X — X holomorph ist.

Definition 2.43. Seien X,Y topologische Riume und p: Y — X eine Uberlagerung. Dann trigt
offensichtlich die Menge

Deck(Y/X) := Deck(Y EA X) :={0: Y — Y spurtreuer Homéomorphismus}

zusammen mit der Hintereinanderausfiihrung als Verkniipfung die Struktur einer Gruppe. Diese Gruppe
nennen wir die Decktransformationsgruppe der Uberlagerung p.

Bemerkung 2.44. Seip: Y — X eine holomorphe unverzweigte Uberlagerung Riemann’scher Flichen.
Dann ist nach Korollar 2.24 jeder spurtreue Homéomorphismus o: Y — Y holomorph und nach dem
Biholomorphiekriterium 1.44 sogar biholomorph. Insgesamt ist also in dieser Situation

Deck(Y/X) = {c € Aut(Y) : o spurtreu}

eine Untergruppe der Automorphismengruppe der Riemann’schen Fliche Y.

Definition 2.45. Seien X,Y zusammenhingende Hausdorff-Riume und p: Y — X eine unverzweigte
unbegrenzte Uberlagerung. Existiert dann fiir jedes Paar von Punkten yo,y1 € Y mit p(yo) = p(y1)
eine — dann nach Satz 2.22 als Hochhebung von p eindeutige — Decktransformation o: Y — Y mit
o (yo) = y1, so nennen wir p Garois’sch®® oder auch normal.

Beispiel 2.46. Nach Beispiel 2.28 (b) ist die Abbildung py: C* — C* fiir jedes k > 2 eine unverzweigte
unbegrenzte Uberlagerung. Sie ist aber auch Galois'sch, denn fiir je zwei Punkte zo,zy € C* mit
Pr(z0) = pr(z1) gibt es eine k-te Einheitswurzel { mit z1 = { - zo und die Abbildung z — ( - z ist eine
Decktransformation.

Satz 2.47. Sei X eine zusammenhingende reelle (bzw. komplexe) Mannigfaltigkeit und p: X — X ihre
universelle Uberlagerung. Dann ist p bereits Galois'sch und Deck(X / X) ist isomorph zur Fundamen-

talgruppe 11 (X).
3lfvariste Galois (1811-1832)
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Beweis. Wir zeigen zundchst, dass p Galois’sch ist, und betrachten dafiir ein Paar von Punkten
%o, %1 € X mit p(%) = p(%1). Nach Definition der universellen Uberlagerung gibt es dann
spurtreue stetige Abbildungen f,g: X — X mit f(%)) = % und g(%;) = %. Folglich sind
dann f o ¢ und g o f spurtreue stetige Abbildungen von X in sich selbst mit (f o ¢)(%1) = %
und (g o f)(%y) = %p. Aufgrund der Eindeutigkeitsaussage in der Definition der universellen
Uberlagerung folgt hiermit f o ¢ = idgy = g o f. Die spurtreue stetige Abbildung f ist also ein
Homdoomorphismus und damit eine Decktransformation. Nach Definition 2.45 ist somit gezeigt,
dass die Uberlagerung p: X — X Galois’sch ist.

Es verbleibt nachzuweisen, dass Deck (X / X) isomorph zu 77(X) ist. Dafiir fixieren wir zunéchst
ein xp € X und ein ¥, € X mit p(%y) = xo und definieren eine Abbildung

®: Deck(X/X) — m1(X, x0)

wie folgt: Fiir ein ¢ € Deck(X/X) und eine Kurve v in X mit Anfangspunkt %, und Endpunkt
(%) hat die Kurve p o 7 in X Anfangs- und Endpunkt x¢. Da X einfach zusammenhéngt, ist die
Homotopieklasse von 7y und somit auch diejenige von p o y eindeutig bestimmt und wir wéahlen
letztere als den Wert von ®(c). Die so definierte Abbildung ist ein Gruppenhomomorphismus,

denn: Seien ¢, T € Deck(X/X) und -y bzw. § Kurven in X mit Anfangspunkt %, und Endpunkt
o(%o) bzw. T(Xp). Dann ist 0 o ¢ eine Kurve mit Anfangspunkt (%) und Endpunkt (¢ o 7)(%p).
Es gilt po (0 06) = pod. Die zusammengesetzte Kurve 7 - (0 o0 ) hat Anfangspunkt %, und
Endpunkt (o 7)(%p) und es gilt

Q(cot)=[po(y-(00d))] =[por]-[po(cod)]
=[poq]-[pod] = (o) (7).

Der Gruppenhomomorphismus @ ist injektiv,

denn: Seien o € Deck(X/X) und 7 eine Kurve in X von %j nach ¢(%j). Wir nehmen nun an,
es gelte ®(0) = [}x,] und p o 7 sei also nullhomotop. Da y eine Hochhebung von p o 1 ist,
folgt mit Proposition 2.25, dass der Endpunkt o (%) von 7 gleich dem Anfangspunkt %y ist. Das
bedeutet o = idx. #

Der Gruppenhomomorphismus @ ist surjektiv,

denn: Sei [y] € (X, xp) und sei § eine Hochhebung von  nach X mit Anfangspunkt %, und
einem Endpunkt %;. Dann gibt es ein ¢ € Deck(X/X) mit ¢(%)) = %; und nach Konstruktion
gilt fiir dieses @ (o) = [v]. #

Insgesamt haben wir die Isomorphie von Deck(X/X) und 711(X, x¢) gezeigt. O
Wir konnen den Satz nutzen, um einige Fundamentalgruppen zu bestimmen:

Beispiel 2.48. (a) Nach Beispiel 2.40 (a) ist die Exponentialfunktion exp: C — C* die universelle
Uberlagerung von C*. Fiir ein n € 7 betrachten wir zundchst die Translation

C —C,
Tyt .
z  —z+27min
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um 27in. Wegen exp(T,(z)) = exp(z + 27min) = exp(z) ist diese eine Decktransformation.
Sei nun umgekehrt o eine beliebige Decktransformation, so gilt exp(c(0)) = exp(0) = 1 und
es existiert ein n € Z mit 0(0) = 2min. Da auch 7,(0) = 2min gilt und exp nach Satz 2.47
Galois’sch ist, folgt bereits ¢ = T, und insgesamt also

2.47 ex
m(C%) = Deck(C 28 C*) = {1, :n € Z} 2 Z.

(b) Nach Beispiel 2.40 (b) ist fiir ein beliebiges Gitter A die kanonische Quotientenabbildung rtp: C —
C/ A die universelle Uberlagerung des Periodentorus C/A. Fiir ein beliebiges v € A betrachten
wir die Translation

{c ~C,
Tw:
zZ —z4+w

um w. Genau wie in Teil (a) zeigt man dann

2.47
11 (C/A) = Deck(C B C/A) = {1 weA} ZAZZ X7,

Aus den Uberlegungen des Beispiels erhalten wir einen rein topologischen Beweis der folgenden
Aussage, die man normalerweise im Kontext der Liouville’schen Sitze analytisch herleitet:

Korollar 2.49. Fiir kein Gitter A C C gibt es eine elliptische Funktion f € K(A) von Ordnung 1.

Beweis. Eine solche Funktion induzierte nach den Sitzen 1.34 und 1.38 eine holomorphe Ab-
bildung C/A — C, die den Wert co nur einmal annimmt. Mit Bemerkung 2.33 ergébe sich die
Injektivitdt dieser Abbildung und mit dem Biholomorphiekriterium 1.44 ihre Homéomorphie.
Hieraus folgte unmittelbar

s| (C/A) = s| (@)
und mit 2.7 sowie Beispiel 2.48 (b) also
Z x 7, = {0},

was nicht sein kann. O

In Abschnitt 2.7 werden wir beliebige Riemann’sche Flachen als Quotienten ihrer universellen
Uberlagerung nach ihrer Decktransformationsgruppe darstellen. Hierfiir miissen wir zundchst
studieren, wie sich Quotienten Riemann’scher Flichen bilden lassen. Dies geschieht in Abschnitt
2.6.
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2.6 Diskontinuierliche Gruppenaktionen

In Abschnitt 1.1 haben wir gesehen, dass es mit den Gebieten geeignete Teilmengen Rie-
mann’scher Flichen gibt, die wieder die Struktur einer Riemann’schen Fldche tragen. Das
ist bislang die einzige Moglichkeit fiir uns, aus bekannten Riemann’schen Flichen neue zu
gewinnen, und wirklich spannend sind die so erhaltenen neuen Flachen nicht. Das dndert
sich, wenn wir stattdessen geeignete Quotienten Riemann’scher Flachen untersuchen. Diese
erhalten wir, indem wir die Aktion geeigneter Untergruppen der in Abschnitt 1.2 eingefiihrten
Automorphismengruppe aus der gegebenen Riemann’schen Flache herausfaktorisieren:

Definition 2.50. Sei G = (G, ) eine Gruppe und X eine Menge. Man sagt dann, G operiere (von
links) auf X, falls es eine Abbildung

‘ {G xX = X,
“l(g,x) — gox
gibt mit
(i)  Das neutrale Element e von G erfiillt eg o x = x fiir alle x € X.
(i) Esgilt (¢xh)ox =go(hox)fiiralleg,h € Gundallex € X.
Weiter nennt man

* Gy:={g € G:gox = x}den Stabilisator von x in G,

e Gox:={gox:g € G} die Bahn von x unter G.

Durchy ~ x <=y € G o x ist eine Aquivalenzrelation auf X gegeben und man hat eine disjunkte
Zerlegqung

X:U(GOX]‘),

]

wobei x; ein Vertretersystem der verschiedenen Bahnen durchliuft. Gibt es dabei nur eine Bahn, so nennt
man die Aktion von G auf X auch transitiv.

Definition 2.51. Sei G eine Gruppe, die via einer Abbildung o wie in Definition 2.50 auf einem
topologischen Raum X operiert. Diese Aktion heif$t diskontinuierlich, wenn zu jedem Element von X
eine offene Umgebung U C X existiert, fiir die

{geG:UNn(golU) # 2}

endlich ist. Die Aktion von G heifSt frei, wenn alle Elemente von X trivialen Stabilisator haben. Operiert
G frei und diskontinuierlich, so sagen wir auch, G operiere eigentlich diskontinuierlich.

32Um nicht mit der Verwendung des Wortes ,Operation” ungute Assoziationen zu wecken, werden wir im
Folgenden stets von der Aktion der Gruppe G auf der Menge X sprechen, wenn G auf X operiert. Umgekehrt klingt
es auch nicht besonders schon zu sagen, die Gruppe G ,agiere” auf X. Unsere Notation ist in diesem Fall also eine
zusammengesetzte.
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Beispiel 2.52. Seien X,Y Hausdorff-Riume und p: Y — X eine unverzweigte Uberlagerung. Dann
operiert die Decktransformationsgruppe Deck(Y / X) eigentlich diskontinuierlich auf Y,

denn: Die Behauptung folgt offenbar, wenn wir zeigen kénnen, dass es zu jedem y € Y eine offene
Umgebung U’ C 'Y gibt mit

{o € Deck(Y/X) : U' no(U') # @} = {idy}.

Sei dafiir o € Deck(Y / X) beliebig und yo € Y fest gewihlt. Da die unverzweigte Uberlagerung p nach
Proposition 2.19 ein lokaler Homdomorphismus ist, gibt es eine offene Umgebung Uy C Y von yo, so
dass p]u(/) homdomorph auf sein Bild abbildet. Nehmen wir nun an, es gebe ein y; € U} N o(U)). Dann
gelten y1,0(y1) € Uy und p(y1) = p(c(y1)). Mit der Homdomorphie von p|yy folgt y1 = o(y1). Nun
sind aber nach Voraussetzung sowohl ¢ als auch idy Hochhebungen von p iiber sich selbst. Nach Satz
2.22 stimmen diese dann tiberein und es gilt o = idy, wie behauptet. #

Unser Ziel fiir diesen Abschnitt ist der Beweis des folgenden Satzes:

Satz 2.53. Seien X eine Riemann’sche Fliche und G C Aut(X) eine Untergruppe der Automorphis-
mengruppe von X, die diskontinuierlich auf X operiert. Dann lisst sich der mit der Quotiententopologie®
ausgestattete Bahnenraum

G\X:={G(x):={g(x): g€ G} : x € X}
derart mit der Struktur einer Riemann’schen Fliche ausstatten, dass die kanonische Projektion

)X = G\X,
lx = G(x),

eine holomorphe Abbildung mit G(x)-ord(7; x) = |Gy| fiir alle x € X ist.

In Vorbereitung des Beweises von Satz 2.53 leiten wir zunéchst eine Reihe von Hilfsresultaten
her:

Definition 2.54. Eine topologische Gruppe ist ein topologischer Raum mit einer Gruppenstruktur,
so dass die Gruppenverkniipfung und die Inversenbildung stetig sind. Sei G eine topologische Gruppe,
die via einer Abbildung o wie in Definition 2.50 auf einem topologischen Raum X operiert. Diese Aktion
heifSt stetig, wenn o stetig ist.

3BGeien (X, O) ein topologischer Raum, ~ eine Aquivalenzrelation auf X und

) X —»X/~,
¥ o= {yeX:y~x}

die Projektionsabbildung. Dann ist durch
O={ucx/.:p '(U) e O}

die Quotiententopologie auf X/~ beziiglich p gegeben.
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Lemma 2.55. Seien X ein topologischer Raum und G eine topologische Gruppe, die stetig auf X operiert.
Dann ist die kanonische Projektion t: X — G\ X offen.

Beweis. Operiere G auf X via einer Abbildung o wie in Definition 2.50. Nach Definition der
Quotiententopologie ist 7(U) fiir ein offenes U C X genau dann offen, wenn

! (r(w) = U (gou)

g€G

offen ist. Da die Aktion von G auf X stetig ist, ist fiir ein festes ¢ € G die Abbildung

A X =X,
7 lx —gox

ein Homoomorphismus und insbesondere offen. Es ist daher fiir jedes ¢ € G die Menge go U
offen und somit auch 77! (7(U)) als Vereinigung offener Mengen. O

Lemma 2.56. Seien X ein Hausdorff-Raum und G eine stetig und diskontinuierlich auf X operierende
topologische Gruppe. Dann ist auch der Quotient G\ X Hausdor{f'sch.

Beweis. Seien x,y € X mit 71(x) # m(y) € G\X. Nach Lemma 2.55 geniigt es zum Beweis der
Hausdorff-Eigenschaft, offene Umgebungen U, von x und U, von y mit 7t(Uy) N n(U,) = @
zu finden und nach Definition von 7 ist diese Bedingung gleichbedeutend mit

U, n(golly) =@ firalleg € G. (2.3)

Da G auf X diskontinuierlich operiert, gibt es Umgebungen U, von x und U, von y, so dass die
Menge

{geG:Uxn(goly) #Ot =:{g1,...,8n}
endlich ist,

denn: Nach unserem Ansatz gilt x # v, so dass es im Hausdorff-Raum X disjunkte Umgebungen
U, von x und U, von y gibt. Da sonst nichts zu zeigen ist, konnen wir ohne Einschrankung
annehmen, es gebe ein ¢ € Gmit U, N (go Uy,) # @.Nach moglicher Verkleinerung beider Um-
gebungen lasst sich dies zu U, = g o U, fiir ein ¢ € G verschérfen. Da G auf X diskontinuierlich
operiert, folgt die Behauptung nun mit Definition 2.51. #

Wir wollen nun U, und Uy so zu U, € U, und l:ly C U, verkleinern, dass auch diese endlich
vielen problematischen Gruppenelemente wegfallen und (2.3) erfiillt ist. Das geht tatsdchlich,

denn: Nach Voraussetzung gilt G o x = 7t(x) # 7m(y) = Goyund also x # goy firalle g € G.
Da X Hausdorff’sch ist, existieren somit fiir jedes i € {1,...,n} Umgebungen

Uj(ci) von x und U(f)

gioy VON g; 0 i mit Uy(f) N Ué(,f) =Q

oy
und wir setzen

Uy :=U.n () ul’)  und , :=u, N () g;l(ugly).
i=1 i=1
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Nach Konstruktion ist dann offensichtlich U, eine Umgebung von x und U, eine Umgebung
von y und es gilt

Uy N (go Uy) =@ furge G~{g1,.---, 8}

u, n u,) - i
(go y)—{uj(cl)mu(i)oy:@ fﬁrg:gimitiE{l,...,n}

und somit die Behauptung.

O

Lemma 2.57. Seien X eine Riemann’sche Fliche und G C Aut(X) eine Untergruppe der Automor-
phismengruppe von X, die diskontinuierlich auf X operiert. Dann ist fiir jedes x € X der Stabilisator Gy
endlich.

Beweis. Das ergibt sich sofort mit
Gy C{geG:Ung(U) # @} firalle Umgebungen U von x

und der Voraussetzung, dass G auf X diskontinuierlich operiert. O
Lemma 2.58. Seien X eine Riemann’sche Fliche und G C Aut(X) eine Untergruppe der Automor-
phismengruppe von X, die diskontinuierlich auf X operiert. Dann gelten die folgenden beiden Aussagen:

(@) Jedes x € X besitzt eine Gy-invariante offene Umgebung U, mit U, N g(Uy) = @ fiir alle
g €GNGy.

(b) Die Umgebung U, aus (a) kann so gewihlt werden, dass die Abbildung
" G \Uy — G\X,
1 Ge(x)  — G(x)

die Menge Gy \U, homéomorph auf eine offene Menge in G\ X abbildet.

Beweis. Da G auf X diskontinuierlich operiert, gibt es eine offene Umgebung U, von x, fiir die
die Menge

{¢eG:Ung(ly) #D}~Gy=:{g1,---,8n}

endlich ist. Nach Konstruktion gilt x # g;(x) furallei € {1,...,n} und, da X Hausdorff’sch ist,
gibt es somit fiir alle i € {1,...,n} offene Umgebungen

u;(ci) von x und u;)(x) von g;(x) mit u?(ci) n U;%x) =0

Vermoge dieser Mengen konstruieren wir weitere offene Umgebungen von x:

= aenud ngt (ull,),
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wobei die Offenheit von U, mit der in Lemma 2.57 gezeigten Endlichkeit des Stabilisators Gy
folgt. Nach Konstruktion gelten

g(Uy) =Uyfuralleg e Gy und g(Uy) N U, =@ firalleg € G\ Gy,

so dass wir Behauptung (a) gezeigt haben.

Zum Beweis von Behauptung (b) zeigen wir zunéchst die Injektivitdt von ¢,. Diese ist tatsdchlich
erfullt,

denn: Fiir je zwei Elemente gilt G(y) = G(z) und daher die Existenz eines § € G mit y = g(z).
Es folgt U, N g(Uy) # @ und nach Konstruktion von U, in (a) somit § € G,. Insgesamt erhalten
wir Gx(y) = Gy(z) und also die Injektivitdt von ¢,. #

Die Injektion ¢, ist aber auch stetig,

denn: Fiir die jeweiligen kanonischen Projektionen 77: X — G\X und 7y: Uy — Gy\Uy kom-
mutiert das Diagramm

X — T G\X
Ul Lx
ux 7> Gx\ux

und die eingeschriankte Abbildung ¢, := 7|y, = ix o 71y ist stetig. Fiir eine beliebige offene
Menge U C G\X ist daher auch ¢ '(U) = (1x 0 7my) 1 (U) = m (i1 (U)) offen. Aus der
Definition der Quotiententopologie auf G, \ U, folgt daraus sofort die Offenheit von 171 (U) und
somit die Behauptung. #

Dass ¢, auch offen ist, zeigt man auf dhnliche Weise. Insgesamt erhalten wir, dass ¢, die Menge
Gy \Uyx homoomorph auf ihr Bild in G\ X abbildet, also Behauptung (b). O

Lemma 2.59. Seien X eine Riemann’sche Fliche und G C Aut(X) eine Untergruppe der Automor-
phismengruppe von X, die diskontinuierlich auf X operiert. Dann enthilt die Menge der Punkte in X
mit nichttrivialem Stabilisator in G keinen Hiufungspunkt.

Beweis. Fiir eine beliebige Teilmenge A C X sei in diesem Beweis M(A) die Menge der in A
enthaltenen Punkte mit nichttrivialem Stabilisator in G. Enthielte M(X) einen Haufungspunkt,
so gdbe es ein x € X und eine gegen x konvergente Folge (11, )pev in M(X) \ {x} mit paarweise
verschiedenen Gliedern. Jedem m,, liefe sich dann ein g, € G ~ {idx} mit g,(m,) = m,
zuordnen.

Nach Teil (a) von Lemma 2.58 gibt es eine Gy-invariante Umgebung U, von x mit U, N ¢(Uy) =
@ fir alle g € G\ Gy. Da (my,),en gegen x konvergierte, gibe es daher ein ny € IN mit m,, € U,
fiir alle n > np. Fiir alle diese n gélte somit nach Konstruktion der Folge m, € Uy, N 9n(Uy)
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und insbesondere U, N g, (Ux) # @. Dies wiederum implizierte nach Konstruktion von Uy,
dass alle g, mit n > np in der nach Lemma 2.57 endlichen Menge G, ldgen. Da es andererseits
unendlich viele, paarweise verschiedene Folgeglieder m, mit n > ng gibe, existierte nach dem
Schubfachprinzip ein ¢ € Gy \ {idx}, das unendlich viele m, mit n > ny fixiert, und folglich
auch eine Teilfolge (mnk) ren, deren Glieder samtlich von diesem einen g fixiert wiirden. Als
Teilfolge einer gegen x konvergenten Folge konvergierte auch (1, )xev gegen x.

Aufgrund der Stetigkeit von ¢ € Aut(X) erhielten wir so g(x) = x. Insgesamt stimmte g auf
der mit einem Haufungspunkt ausgestatteten Menge

{my,, ke N}U{x}

mit der Identitdt idx tiberein. Mit dem Identitdtssatz 1.31 folgte ¢ = idx, was im Widerspruch
dazu stiinde, dass wir § € G, \ {idx } angenommen hatten. Unsere Annahme, M(X) enthielte
einen Haufungspunkt, ist also falsch und das Lemma bewiesen. O

Korollar 2.60. Seien X eine Riemann’sche Fliche und G C Aut(X) eine Untergruppe der Automor-
phismengruppe von X, die diskontinuierlich auf X operiert. Dann kann man in Lemma 2.58 in der
dortigen Notation zusdtzlich fordern, dass kein Punkt von U, aufler x selbst von einem nichttrivialen
Element von Gy festgelassen wird.

Beweis. In der Notation des Beweises von Lemma 2.59 enthilt die Umgebung U, eine offene
Teilmenge U/, mit x € U}, und endlichem M(U),

denn: Sei ¢: U — V eine Karte von X mit x € U und sei x € K, C (U, N U) eine Teilmenge,
deren homoomorphes Bild K, ;) := ¢(Ky) C C eine abgeschlossene Kreisscheibe von positivem
Radius ist. Ware M(Ky) unendlich, so auch ihr homdomorphes Bild ¢(M(Ky)). Wegen der
Abgeschlossenheit von K,y und nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafi enthielte dieses dann
einen Hiufungspunkt. Dann hitte aber auch M(Ky) selbst einen Haufungspunkt, was nach
Lemma 2.59 nicht moglich ist. Es ist also M(K,) endlich und insbesondere auch M(K,). Die
Behauptung folgt nun mit U}, := K,. #

Nach Entfernen dieser endlich vielen Punkte aus U, haben wir die Forderung erfiillt. ]
Wir haben nun unsere Vorbereitungen abgeschlossen und kénnen Satz 2.53 zeigen:

Beweis von Satz 2.53. Nach Lemma 2.56 ist der Quotientenraum G\ X Hausdorff’sch. Da X als
Riemann’sche Fliche zusammenhingt, die kanonische Projektion 77: X — G\ X stetig ist und
(X) = G\X gilt, ist G\ X auch zusammenhéngend.

Wir konstruieren nun einen Atlas auf G\ X und wéhlen dafiir zunichst zu jedem x € X eine
geeignete Umgebung U,. In Hinsicht auf Lemma 2.58 interessiert uns hierbei die Ordnung |Gy|.
Wir unterscheiden zwei Félle:

Fall 1: |G| = 1. In diesem Fall folgt aus Teil (b) von Lemma 2.58 in der dortigen Notation
unmittelbar die Existenz von offenen Umgebungen x € Uy C X und G(x) € Ug(y) € G\X, fiir
die 7|y, : Uy — Ug(y) ein Homdomorphismus ist. Wir konnen ohne Einschrankung annehmen,
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U, sei die Definitionsmenge einer Karte ¢, : Uy — V, auf X und verkleinern sonst U, geeignet.
Die Hintereinanderausfiihrung
lPG(x) = @xO0 7'(’&3}1 uG(x) — Vi (24)

ist als Verkniipfung von Homoomorphismen selbst ein Homdomorphismus und somit eine
Karte auf G\ X. Derart definierte Karten nennen wir kiinftig auch Karten vom ersten Typ.

Fall 2: |Gy| > 2. Nach Teil (b) von Lemma 2.58 und Korollar 2.60 gibt es offene Umgebungen
x € Uy C Xund G(x) € Ug(x) C G\ X, so dass die natiirliche Abbildung

[x: Gx\l.lx — UG(X)

ein Homdomorphismus ist und kein Punkt von U, aufler x selbst von einem nichttrivialen
Element von Gy festgelassen wird. Es folgt, dass unter der kanonischen Projektion

Tt Uy — Gy\Uy
jedes Element von G, \Uy auBer {Gy(x)} = {{x}} genau |G,| Urbilder hat. Da G,\Uy mit der

Quotiententopologie ausgestattet ist, ist diese Projektion 7r, zudem offen,

denn: Nach Definition der Quotiententopologie ist fiir eine beliebige offene Teilmenge O C U,
das Bild 7, (O) C G,\U, genau dann offen, wenn sein Urbild 77 1(0O) = Ngec, §(O) offen ist.
Da Gy aber iiber Automorphismen auf U, operiert, ist dies stets der Fall. #

Sei nun @, : U, — V, eine Karte auf X mit x € U, und @x(x) = 0. Wir kénnen ohne Einschréan-
kung U, C I, annehmen und sonst U, im Beweis von Lemma 2.58 geeignet kleiner wahlen.
Aufgrund der Gy-Invarianz von U, erhalten wir so fiir alle ¢ € G4 eine Funktion

(s) {Ux — Va,
Px -

v e ex(8).
Diese ist als Hintereinanderausfithrung zweier injektiver, holomorpher Abbildungen selbst
injektiv und holomorph und erfiillt so 0—ord(go,(cg ) ; x) = 1. Die Produktfunktion
o). {Ux -G
X .

y = Tgec, @8 (9)

ist wieder holomorph und erfiillt nach Konstruktion 0-ord(g03(CG'Y) ;X) = |Gyl Sie ist aber auch
Gy-invariant und offen,

denn: Fiir ein beliebiges § € G, gilt

o (&) = [T ¢¥ W) = TT ex((g02) )

g€Gy 8€Gy
=TT o+(s) = T1 ¢ ) = ¢\ (v)
8€Gy 8€Gy

und somit die Gy-Invarianz. Die Offenheit folgt mit dem Offenheitssatz 1.43, da wir ohne Ein-

schrankung U, als zusammenhdngend annehmen kénnen und gogcc") auf diesem nichtkonstant

ist, was man bereits an 0-ord ( (p,(CG"); x) = |Gy| sieht. #
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Wir erhalten so die Wohldefiniertheit der Abbildung

(Gx) . {Gx\ux — C,

L (Gx)
Cx(y) = o (y)-

Diese ist stetig, offen und injektiv,

denn: Die Stetigkeit der Abbildung 1/],((GX) ergibt sich iiber die universelle Eigenschaft der Quo-

tiententopologie aus derjenigen von gochX), die Offenheit unmittelbar aus derjenigen von goj(cGX)

und von 7.

Zum Beweis der Injektivitdt betrachten wir zunéchst zwei Punkte

Gx(y), Gx(z) € (Gx\Ux) ~ {Gx(x)}

und nehmen an, es gelte
2 ) = 9 (Gv) = 97 (G:(2) = ™ (2).

Dajedes Element von G, \ Uy aufler { G¢(x) } genau |G| Urbilder unter 77, hat, gilt nun einerseits
|IM;| = |Gx| mit M, := {w € Uy : Gy(w) = Gx(2)},

wegen O-ord(q)g(ccx) ; x) = |Gy|, der Definition von U, und q)§ ")(z) # q)g(( X)(x) andererseits

IN;| = [Gx]  mitN. = {w € Uy : ¢\ (w) = ¢\ (2)}.

Aufgrund der Wohldefiniertheit von gbg(CGX) gilt aber M, C N,. Gélte nun G,(y) # Gy(z), so

folgte im Widerspruch zu |M;| = |G| = |Nz| durch Einsetzen in die jeweiligen Definitionen
y € N; \ M. Esist daher Gx(y) = Gy(2).
Es verbleibt, den Fall
Gx Gx G Gx
0= 917 (x) = i (Gx(x) = 947 (G:(2)) = 1™ ()
(Gy)

zu untersuchen. Nach Definition von ¢, ' bedeutet dies aber

0= qo,(cg) (z) = ¢x(g(z)) fiireing € G,

und mit der Injektivitit von ¢, und g sowie g(x) = x erhalten wir x = z und somit insbesondere
Gx(x) = Gx (Z)

Beide Fille zusammen zeigen die geforderte Injektivitat von gb,(CG“’). #

Insgesamt erhalten wir die Homéomorphie von

Pl GAUL — 9l (Go\Ux) =: Vi) C €
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und wir konnen via

Gy
Po(x) = ll’a(c Vougl: Ugx) = Vo)

eine Karte auf G\ X definieren. Derart definierte Karten nennen wir kiinftig auch Karten vom
zweiten Typ.

Offensichtlich gilt mit diesen Karten

\X= |J Usp),
G(x)eG\X

so dass wir einen Atlas auf G\ X gefunden haben. Da wir G\ X mit der Quotiententopologie
ausgestattet haben, erfiillt G\ X zudem das zweite Abzidhlbarkeitsaxiom.

Es gilt nun, die biholomorphe Vertraglichkeit der soeben konstruierten Karten nachzuweisen.
Wir untersuchen die verschiedenen Kombinationsmoglichkeiten von Karten ersten und zweiten
Typs gesondert:

Je zwei Karten 9 ;) und ¢, vom ersten Typ sind biholomorph vertrdglich,

denn: Das ist trivialerweise so, da die zur Definition von §¢(,) bzw. i, benutzten Karten ¢y
bzw. ¢, biholomorph vertréglich sind. #

Je zwei Karten 9 ,) und ¢, vom zweiten Typ sind biholomorph vertraglich,

denn: Da nach Lemma 2.59 die Menge der Punkte in X mit nichttrivialem Stabilisator in G
keinen Haufungspunkt besitzt, konnen wir ohne Einschrankung annehmen, dass die Definiti-
onsbereiche von ¢ () und ¢, disjunkt sind und sie ansonsten geeignet verkleinern. #

Je eine Karte ¢,y vom ersten Typ und eine Karte i (,) vom zweiten Typ sind biholomorph
vertraglich,

denn: In der folgenden Argumentation benutzen wir die Notation aus der Konstruktion der
Karten, ohne sie hier erneut einzufiihren. Ohne Einschrankung kénnen wir dann analog zur
Argumentation fiir zwei Karten vom zweiten Typ zunéchst Ug(,) N Ug(,) # © annehmen.
Unser Ziel ist nun der Nachweis der Holomorphie von

Ya(y) © Vo Yo (Usw NUcw)) = Yo (Usr N Usy))-

Nach Konstruktion der Karten 9 (,) und ¢, gilt fiir z € gy (UG(,C) N UG(y)) beliebig nun

(e © Poi) (@) = (1™ oty o 7l 0 91 (2)
= (™ 01, ) (G931 (2))
= 9, (Gy(97'(2)))
=0 (9:1(2)).



71 Kapitel 2. Uberlagerungstheorie

Da ¢, eine Karte auf X und cpﬁcy ) eine holomorphe Funktion auf einer offenen Menge von X ist,

ist die Verkettung (p;Gy )6 @5 ! wieder holomorph. Die Behauptung folgt, da z beliebig gewahlt
war. #

Insgesamt folgt, dass G\ X zusammen mit der durch die Karten vom ersten und vom zweiten
Typ gegebenen komplexen Struktur eine Riemann’sche Fldche ist.

Die Holomorphie von 7t folgt sofort aus der Definition der Karten.

Wir berechnen schlieflich noch fiir ein beliebiges x € X die Vielfachheit, mit der 7t den Wert
G(x) in x annimmt. Dafiir betrachten wir in einem beliebigen Punkt G(x) € G\X eine wie in
Fall 2 definierte Karte

l/JG(x)i uG(x) — VG(x) mit G(x) S uG(x)

und beachten dabei, dass die Konstruktionsweise von Fall 2 auch fiir |G| = 1 anwendbar ist.
Es gilt dann

(¥ © M(Y) = Yo (GY)) = pi™ (51(G(y)))
= pi (Gx(y)) = i (y) firalley € U,

und somit

G(x)-ord(77; x) = 0-ord (Y (x) © 75; %) = 0-0rd(\%; x) = |G-

2.7 Eine Klassifikation der Riemann’schen Flachen

Eine spannende Anwendung von Satz 2.53 ist, dass wir nun zeigen konnen, dass sich jede
Riemann’sche Fliache als Quotient ihrer universellen Uberlagerung nach ihrer Decktransforma-
tionsgruppe schreiben lésst:

Satz 2.61. Sei X eine beliebige Riemann’sche Fliche und p: X — X ihre universelle Uberlagerung.
Dann ist der Quotient Deck(X / X)\ X von X nach der zugehérigen Decktransformationsgruppe wieder
eine Riemann'sche Fliche und als solche biholomorph dquivalent zu X selbst.

Beweis. Nach Bemerkung 2.42 lasst sich X auf natiirliche Weise zu einer — nach Konstruktion
einfach zusammenhéngenden - Riemann’schen Fliche machen. Die Uberlagerungsabbildung p
ist dabei holomorph. Nach Bemerkung 2.44 und Beispiel 2.52 ist die Decktransformationsgruppe
Deck(X/X) in dieser Situation eine Untergruppe der Automorphismengruppe Aut(X), die
eigentlich diskontinuierlich auf X operiert. Wir konnen daher Satz 2.53 anwenden und erhalten,
dass der Quotient Deck(X/X)\ X eine Riemann’sche Flache ist und die Projektion

: X — Deck(X/X)\X
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eine (nichtkonstante) holomorphe Abbildung. Letztere ist nach Beispiel 2.13 (b) eine Uberla-
gerung, die aufgrund der Freiheit der Aktion der Decktransformationsgruppe keine Verzwei-
gungspunkte aufweist und somit unverzweigt ist.

Die Bahnen der Aktion von Deck(X/X) auf X sind offensichtlich jeweils in Fasern enthalten.
Die Uberlagerungsabbildung p: X — X ist daher modulo der Aktion der Decktransformati-
onsgruppe wohldefiniert. Versehen wir Deck(X / X)\ X mit der Quotiententopologie, so ist die
induzierte Abbildung

7: Deck(X/X)\X — X

genau wie die unverzweigte Uberlagerung p selbst nach Proposition 2.19 ein lokaler Hom&o-
morphismus. Da p: X — X als universelle Uberlagerung unverzweigt und unbegrenzt ist,
erfiillt es nach Satz 2.30 die Kurvenhochhebungseigenschaft. Es folgt, dass Deck(X/X) transi-
tiv auf den Fasern operiert, so dass p offenkundig injektiv und also ein Homdomorphismus ist,
fiir den nach Konstruktion das Diagramm

X P X
Deck(X/X)\X

kommutiert. Nach Proposition 2.19 ist die unverzweigte Uberlagerung 7t ein lokaler Homoo-
morphismus und besitzt daher lokal eine Umkehrabbildung. Lokal ist also

p=pom’

als Verkettung holomorpher Funktionen selbst wieder holomorph. Da Holomorphie eine lokale
Eigenschaft ist, ist p global ein holomorpher Homéomorphismus und nach dem Biholomor-
phiekriterium 1.44 somit biholomorph. O

Qualitativ bedeutet Satz 2.61, dass jede Riemann’sche Flache biholomorph dquivalent zu einem
Quotienten G\Y einer einfach zusammenhéngenden Riemann’schen Flache Y nach einer Unter-
gruppe G C Aut(Y) ist, die auf Y eigentlich diskontinuierlich operiert. Das wird insbesondere
dadurch interessant, dass es bis auf biholomorphe Aquivalenz nur drei einfach zusammenhan-
gende Riemann’sche Flachen gibt. Das ist der zuerst 1907 von Koese und Poincaré® bewiesene
Grofse Riemann’sche Abbildungssatz, dessen Beweis aber leider zu umfangreich ist, um ihn an
dieser Stelle vorzufiihren:

Satz 2.62 (Grofser Riemann’scher Abbildungssatz). Jede einfach zusammenhingende Riemann’sche
Fliche ist biholomorph dquivalent zu C, C oder H = .

Mit unseren Voriiberlegungen folgt hieraus sofort:

Korollar 2.63. Jede Riemann’sche Fliche ist biholomorph dquivalent zu einem Quotienten G\Y mit

34Paul Koebe (1887-1945) und Jules Henri Poincaré (1854-1912)
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e Ye{C,CHXE},
e G C Aut(Y) Untergruppe, die auf Y eigentlich diskontinuierlich operiert.

Um eine Klassifikation der Riemann’schen Fldchen zu erhalten, gilt es also, die Untergruppen
der Automorphismengruppen von C, € und H zu bestimmen und zu untersuchen, welche davon
eigentlich diskontinuierlich operieren. Der Fall Y = I = IE ist dabei der weitaus reichhaltigste
und wird von uns spéter in Kapitel 3 behandelt werden, wenn uns mehr Werkzeuge zur
Verfiigung stehen. Wir untersuchen nun die Fille Y = C sowie Y = C. Es gilt zunéchst:

Proposition 2.64. Fiir die Automorphismengruppen von C und C gilt:

(@) Aut(C)={f:f(z) = ZI Z mit (2’ Z) € GLy(C)},

(b) Aut(C) = {f:f(z) =az+bmitac C*,be C}.

Beweis. Wir zeigen zundchst Behauptung (b) und stellen dafiir fest, dass jede ganze Funktion
f aufgefasst als Funktion in C in z = o eine isolierte Singularitit besitzt. Diese ldsst sich fiir
eine beliebige Karte ¢: U — V mit co € U mit den Methoden der Funktionentheorie durch
das Verhalten von f o ¢! in einer kleinen punktierten Umgebung von ¢(o0) beschreiben; wir
wiéhlen fiir ¢ die Karte

C~ {0} —¢,

$2: 1
z 2

aus (1.1) und untersuchen das Verhalten der holomorphen Funktion f := f o @, ! in der Sin-
gularitit gp(c0) = 0. Im Fall f € Aut(C) ist die so beschriebene Singularitit in z = oo eine
Polstelle,

denn: Ware die Singularitdt hebbar, so liefle sich f zu einer auf ganz C holomorphen Funk-
tion fortsetzen und ware nach Korollar 1.53 konstant und somit im Widerspruch zu unserer
Annahme nicht bijektiv.

Wire die Singularitit wesentlich, so lige nach dem Satz von Casorati-Weierstrafs das Bild
f(U.(0)) fiir ein beliebig kleines ¢ > 0 dicht in C. Fiir ein beliebiges Gebiet D C C ~ U,(0) ist
nach dem Satz von der Gebietstreue f(D) C C wieder ein Gebiet und hitte somit nichtleeren
Durchschnitt mit der dichten Teilmenge f(U.(0)) C C. Da wir D N U,(0) = @ vorausgesetzt
hatten und f als Hintereinanderausfiihrung von Bijektionen selbst bijektiv ist, kann dies aber
nicht sein. #

Andererseits ist jede ganze Funktion f mit einer Polstelle in z = oo bereits durch ein nichtkon-
stantes Polynom gegeben,

denn: Sei f(z) = Y_,_oa,z" eine ganze Funktion, die nicht durch ein nichtkonstantes Polynom
gegeben ist. Im Fall, dass f konstant ist, liegt in z = oo eine hebbare Singularitit vor, im Fall,
dass f nicht durch ein Polynom gegeben ist, hat

fz):=f (i) = ganz” = ) a2

n=—oo


https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/49571/display?destination=satz:Satz-von-Casorati-Weierstrass
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/49571/display?destination=satz:Satz-von-Casorati-Weierstrass
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/49571/display?destination=satz:Satz-von-der-Gebietstreue
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/49571/display?destination=satz:Satz-von-der-Gebietstreue
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in z = 0 eine wesentliche Singularitit. Definitionsgemaf8 hat dann auch f(z) an der Stelle z = oo
eine wesentliche Singularitat. #

Die invertierbaren Polynome in C[X] sind gerade diejenigen von der Gestalt
f(X)=aX+beC[X] mita#0,

da sich bei Hintereinanderausfithrung der Grad multipliziert. Die Proposition folgt.Behauptung
(b) folgt.

Wir zeigen nun Behauptung (a). Nach Satz 1.34 ist die Menge der nichtkonstanten holomorphen
Abbildungen von C nach C gerade die Menge der nichtkonstanten meromorphen Funktionen
auf C. Offensichtlich sind daher zunéchst die in der Behauptung genannten rationalen Funktio-
nen tatsdchlich Automorphismen von C. Wir miissen umgekehrt aber noch zeigen, dass jeder
Automorphismus von dieser Gestalt ist. Als meromorphe Funktion auf C hat jeder Automor-
phismus f € Aut(C) entweder einen Pol oder eine hebbare Singularitét in z = co. Liegt ein Pol
vor, so lasst sich f wegen seiner Bijektivitdt zu einem Automorphismus von C einschrianken und
ist nach (b) von der gewiinschten Form. Liegt eine hebbare Singularitit vor, so gibt es wegen
der Bijektivitdt von f genau eine komplexe Zahl zy € C, in der f einen Pol hat. Es folgt, dass

f( Z}ZO) seine einzige Polstelle in z = co hat. Mit den Uberlegungen von gerade eben gilt also

):gz—|—b mita € C*, b € C.

(

Z— Z0

Nach der Substitution z > zy + % erhalten wir so

f(z) = (azo+b)z+a mit (720 +b a € GLy(C),
z 1 0
so dass f auch in diesem Fall in der gewiinschten Form vorliegt. O

Wir untersuchen nun, welche Untergruppen der jeweiligen Automorphismengruppen eigent-
lich diskontinuierlich operieren, und beginnen mit den Untergruppen von Aut(C):

Proposition 2.65. Aut(C) hat keine nichttrivialen Untergruppen, die frei operieren.

Beweis. Sei f € Aut(C) durch

az+b

fla) =~ firein (Z Z) € GLy(C)

gegeben. Dann besitzt f mindestens einen Fixpunkt,

denn: Ist dann ¢ = 0, so fixiert f offenbar oo € C. Sei also nun ¢ # 0. Dann ist weder oo noch —%
ein Fixpunkt von f. Betrachten wir also z ¢ {—¢, co}. Hier gilt

azop+b o
czo+d

zo Fixpunkt von f <= Z0
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— cz5+(d—a)zg—b=0.

Diese Gleichung hat mindestens eine komplexe Losung, so dass f auch in diesem Fall minde-
stens einen Fixpunkt besitzt. #

Jedes nichttriviale Element f € Aut(C) liegt daher im Stabilisator mindestens eines Punktes
z € C und es kann keine nichttriviale Untergruppe von Aut(C) geben, die frei operiert. O

Die einzige Riemann’sche Flache, die sich als Quotient der Riemann’schen Zahlenkugel schrei-
ben lisst, ist also C selbst.

Um die infrage kommenden Untergruppen von Aut(C) systematisch zu studieren, holen wir
ein wenig aus:

Definition 2.66. Eine Untergruppe U einer topologischen Gruppe G heifst diskret, wenn die induzierte
Unterraumtopologie die diskrete Topologie ist, also fiir jedes ¢ € U bereits {g} C U eine offene
Teilmenge ist.

Beispiel 2.67. Auf natiirliche Weise sind fiir jedes n € IN die additiven Gruppen R" und C" = R*"
topologische Gruppen. Wir bestimmen nun die diskreten Untergruppen von R". Zundchst stellen wir fest:
In keiner diskreten Untergruppe U < R" gibt es zwei Punkte by, by € U, die sich um einen irrationalen
Faktor ¢ unterscheiden,

denn: Nehmen wir an, es gilte by = ¢by mit irrationalem . Jede irrationale Zahl lisst sich beliebig genau
durch rationale Zahlen approximieren. Es gibe daher dann eine Folge (%)VG]N in Q mit Grenzwert ¢. Es

folgte, dass (q,b1 — pyb2)yven eine Folge in U mit Grenzwert 0 wire.®® Das kann nicht sein, da U als
diskrete Untergruppe von R" keinen Hiufungspunkt enthiilt. #

Es folgt, dass in jeder diskreten Untergruppe U < R" das Gruppenerzeugnis zweier Punkte by, by, € U,
die sich um einen reellen Faktor ¢ € R unterscheiden, zyklisch ist, dass es also ein b € U gibt mit

(b1, ba) = (D),

denn: Nach der vorherigen Uberlequng gilt bereits & € Q. Schreiben wir & = g mit teilerfremden ganzen
Zahlen p,q mit q # 0, so gilt mit dem Euklidischen Algorithmus

(b1, by) = <Z : bz,g ) = ()

%Das Argument ist in Wirklichkeit etwas subtiler, da wir die Gréfenordnung von g, kontrollieren miissen: Wir
wiahlen (%)ve]N als die (hierfiir optimale) Folge der Naherungsbriiche der Kettenbruchentwicklung von ¢. In der

v

zugehorigen Theorie gibt es einen Satz, nach dem

pv 1
P
e PR T

gilt. Hieraus folgt

lqv| - b2 123 vz
lgv] - 1gus1] v 41

l[qub1 — puba| <


https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/52483/display?destination=satz:Abschaetzung-der-Qualitaet-der-Approximation-einer-Kettenbruchentwicklung-durch-ihre-Naeherungsbrueche
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/52483/display?destination=satz:Abschaetzung-der-Qualitaet-der-Approximation-einer-Kettenbruchentwicklung-durch-ihre-Naeherungsbrueche

2.7. Eine Klassifikation der Riemann’schen Flachen 76

wie behauptet. #

Wir erhalten, dass sich jede diskrete Untergruppe U < R" als das Gruppenerzeugnis (by,...,b,) einer
R-linear unabhingigen Teilmenge {b1,...,b;} C R" mit 0 < d < n schreiben lisst. Umgekehrt sind
auch alle auf diese Weise erhaltenen Untergruppen diskret,

denn: Da sich jede R-linear unabhingige Teilmenge {by,...,b;} € R" mit 0 < d < n zu einer
Basis {b1,...,by} von R" vervollstindigen lisst und die Diskretheit von (by, ..., by) aus der von
(b1,...,byn) folgt, geniigt es, den Fall d = n zu betrachten. Da die Matrix mit den Spalten by, ..., b,
nach Konstruktion in GL,,(R) liegt, ist (by, ..., b,) ein homéomorphes Bild der diskreten Untergruppe
7" und damit selbst diskret, was die Behauptung zeigt. #

Proposition 2.68. Die Untergruppen von Aut(C), die eigentlich diskontinuierlich auf C operieren,
sind in der Notation von Beispiel 2.48 (b) gegeben durch:

{id¢},
(Tw) fiir ein w # 0,
(Twys Twy) fiir R-linear unabhingige wy, w, € C.

Beweis. Nach Proposition 2.64 ist jeder Automorphismus f € Aut(C) von der Form f(z) =
az+bmita,b € Cund a # 0. Offensichtlich gilt fiir solche Abbildungen

{z € C:zFixpunktvon f} ={z € C: f(z) =z} = {{glba} izf.z 7_é 1,

Eine frei operierende Untergruppe von Aut(C) besteht also nur aus Translationen f(z) =z +b
mit b € C. Damit eine solche Untergruppe auch diskontinuierlich operiert, darf die Menge der
vorkommenden Translationsvektoren b keinen Haufungspunkt in C aufweisen. Auf diese Weise
lasst sich jede eigentlich diskontinuierlich operierende Untergruppe von Aut(C) natiirlich mit
einer diskreten Untergruppe von C identifizieren. Die Proposition folgt mit Beispiel 2.67 und,
weil alle solchen Gruppen offensichtlich eigentlich diskontinuierlich operieren. O

Nach Proposition 2.68 gibt es genau drei Typen von Untergruppen von Aut(C), die eigentlich
diskontinuierlich und frei auf C operieren. Zu diesen gehoren die drei Typen von Riemann’schen
Flachen, die sich als Quotient der komplexen Ebene C schreiben lassen, nimlich

¢ Die triviale Gruppe. Hier ist der Quotient offenbar die komplexe Ebene C selbst.

* Das Erzeugnis einer Translation 7, mit einem w € C \ {0}. Die Quotienten kénnen wir
uns hier als die zu verschiedenen ,, R6hren” zusammengerollte komplexe Ebene vorstellen,
die allesamt homdomorph zur punktierten Ebene C* sind.

e Gitter A C C. Wir erhalten so die von uns bereits untersuchten Periodentori aus Definition
1.23.

Eine nette Anwendung der Erkenntnisse dieses Abschnitts ist die folgende Verscharfung des
Satzes von Liouville:



https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/49571/display?destination=satz:Satz-von-Liouville
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/49571/display?destination=satz:Satz-von-Liouville
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Satz 2.69 (Kleiner Satz von Picarp®). Sei f eine ganze Funktion. Gibt es zwei komplexe Zahlen, die
nicht im Bild von f liegen, so ist f konstant.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es zwei komplexe Zahlen zg,z; € C mit
X = f(@) - C - {Zo,Zl}.

Nach Korollar 2.63 ist X dann ein Quotient von C, C oder H nach einer geeigneten Unter-
gruppe der jeweiligen Automorphismengruppe. Andererseits ist X offensichtlich zu keinem
der nach Proposition 2.65 bzw. Proposition 2.68 mdglichen Quotienten von C bzw. C biholo-
morph dquivalent, so dass X ein Quotient von H = IE nach einer geeigneten Untergruppe seiner
Automorphismengruppe sein muss.

Im Beweis von Satz 2.61 hatten wir gesehen, dass es dann eine holomorphe Uberlagerungs-
abbildung p: E — X geben muss, die universelle Uberlagerung von X. Da C einfach zusam-
menhédngend ist, ldsst sich die ganze Funktion f nach Satz 2.34 und Proposition 2.23 iiber die
holomorphe Uberlagerung p zu einer ganzen Funktion h: C — E hochheben. Als beschrinkte
ganze Funktion ist # nach dem Satz von Liouville konstant. Andererseits erfiillt / als Hochhe-
bung von f die Beziehung f = p o I, so dass auch f konstant sein muss. O

2.8 Ubungsaufgaben

Aufgabe 2.1. Beweisen Sie Lemma 2.3.

Aufgabe 2.2. Seien p: Y — X eine unverzweigte unbeschrinkte Uberlagerung von Riemann’schen
Fliichen und xo € X ein Punkt mit Spur p~'(xo). Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Durch

' {nl(X,xo) — Aut(p~(x0)),
7] = (yo = my([7]) (o) = Ly, (p,7)(1))

ist eine Aktion der Fundamentalgruppe auf p~—'(xo) gegeben. Diese ist transitiv und heift die
Monodromie(-aktion) von p auf p~!(xo).

(b) Seien x1 € X mit Spur p~'(x1) und &: [0,1] — X eine Kurve von xo nach x;. Dann gibt es eine
Bijektion @: p~(xo) — p~1(x1), fiir die das Diagramm

[ e m(X,x) —= Aut(p~(x0)) > "

| | | |

[0 y-0] e 7T1(X,X1)*W>Aut(p‘1(x1)) 5 @oyog!

36Charles Emile Picard (1856-1941)
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kommutiert.

(c) Fiir den Stabilisator eines yo € p~*(xo) gilt p~*(x0)y, = p«(m1 (Y, ¥0)).

(d) Ist p~Y(x0) = {]/(()1), . ,y(()d)} endlich, so definiert

. {7T1(X, x0) — Sa
"] = (i = my([y]) (1) = j, falls wy (V) (0”) = )
einen Gruppenhomomorphismus. Dieser ist —auch unabhingig von xo — bis auf Konjugation in Sy

eindeutig bestimmit.

Aufgabe 2.3. Sei A = w1Z + w,Z C C ein Gitter. Zeigen Sie mithilfe der Uberlagerung p: C —
C/ A, dass

)zZx7Z — m(C/A0),
(ny,mp) [t t- (Mwy + npwn)]
ein Gruppenisomorphismus ist.

Hinweis: Benutzen Sie zundchst Aufgabe 2.2, um einen Gruppenisomorphismus von 711 (C/A,0) — A
zu finden.

Aufgabe 2.4. Seien X,Y zusammenhingende reelle (bzw. komplexe) Mannigfaltigkeiten, g: Y — X
eine unverzweigte unbegrenzte Uberlagerung, p: X — X die universelle Uberlagerung und h: X — Y
eine nach Definition der universellen Uberlagerung existierende stetige spurtreue Abbildung. Zeigen Sie,
dass dann die folgenden Aussagen gelten:

(a) Die Abbildung h ist eine unverzweigte unbegrenzte Uberlagerung und es gibt eine Untergruppe
G C Deck(f( / X), fiir die je zwei Punkte Xy, %1 € X genau dann dasselbe h-Bild haben, wenn es
ein o € G mit o(Xy) = X gibt.

(b) Fiir die Gruppe G aus (a) gilt G = m1(Y).

Aufgabe 2.5. Seien Y eine Riemann’sche Fliche und p: Y — E* := E ~ {0} eine holomorphe
unverzweigte unbegrenzte Uberlagerung. Zeigen Sie mithilfe von Aufgabe 2.4, dass dann Folgendes gilt:

(a) Ist die Blitterzahl B(p) von p unendlich, so gibt es eine konforme Abbildung ¢: Y — H := {z €
C : Re(z) < 0} mit

p=exp|uoog.

(b) Nimmt die Blitterzahl B(p) von p einen endlichen Wert k € IN an, so gibt es eine konforme
Abbildung @: Y — E* mit

P = plEx © .
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Aufgabe 2.6. Seien X eine Riemann’sche Fliche und f : X — I eine eigentliche holomorphe Abbildung,
die tiber E* unverzweigt ist. Dann gibt es eine natiirliche Zahl k und eine biholomorphe Abbildung
p: X — E mit

f=rlec9.
Aufgabe 2.7. Seien p: Y — X eine d-blittrige unverzweigte unbegrenzte Uberlagerung zusammen-

hiingender topologischer Riume, xo € X und p~(xo) = {y1,...,ya} C Y. Zeigen Sie, dass dann die
folgenden beiden Aussagen dquivalent sind:

Yit1 fii?’ 1<i<d,
o firi=d.
(i)  pist Galois'sch und Deck(Y /X) ist zyklisch.

(i)  Esgibtein o € Deck(Y/X) mit o(y;) = {

Aufgabe 2.8. Seien X, Y zusammenhingende und lokal wegzusammenhingende Hausdorff-Riume und
p: Y — X eine unverzweigte unbegrenzte Uberlagerung. Zeigen Sie, dass dann die folgenden Aussagen
dquivalent sind.:

(i)  pist Galois'sch.

(ii)  Fiiralle xo € X operiert Deck(Y — X) transitiv auf p~ (xo).

(iii) Es gibt ein xo € X, fiir das Deck(Y —— X) transitiv auf p~(xo) operiert.

(iv) Fiiralle yo € Y ist p.(711(Y;y0)) ein Normalteiler von 111 (X; p(yo)).

(v)  Esgibteinyy €Y, fiir das p. (m1(Y;yo0)) ein Normalteiler von 71 (X; p(vo)) ist.

Aufgabe 2.9. Seien X, Y zusammenhingende und lokal wegzusammenhingende Hausdorff-Riume und

p: Y — X eine unverzweigte unbegrenzte Uberlagerung. Fiir beliebige xo € X und yo € p~(xo) sei
auflerdem

N:={[] e m(X,x0) : [7]- p-(m (Y, y0)) = p(m (Y, 10)) - [7]}
der Normalisator von p..(111(Y,yo)) in 7m1(X, xo). Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Durch die Abbildungsvorschrift

N — Deck(Y/X),

9: <[yl = (y—=Ly(p,(pod) -y (pod))(1)) mits: [0,1] =Y
Kurve von yo nach y

ist ein Gruppenhomomorphismus gegeben. Dieser ist surjektiv und hat Kern p (7t1(Y, yo)).
(b) Ist p Galois'sch und ist nach Aufgabe 2.8 also p. (1t1(Y,y0)) < m1(X, x0) ein Normalteiler, so gilt
Deck(Y/X) == 1 (X, x0)/ p« (1 (Y, %0))-

Bemerkung: Als migliche Folgerung dieser Aufgabe lisst sich eine Bijektion zwischen der Menge der
Aquivalenzklassen modulo spurtreuen Homdomorphismen von Uberlagerungen von X und der Menge
der Konjugationsklassen von Untergruppen der Fundamentalgruppe von X herleiten.



KAPITEL 3

Modulkurven

Das erste Ziel dieses Kapitels ist es, die in Kapitel 2 angegebene Klassifikation auch im Fall
der Quotienten der komplexen oberen Halbebene I zu explizieren. Es stellt sich dabei heraus,
dass sich die hierbei ja benétigten Automorphismen von H am besten als sogenannte Mobius-
Transformationen darstellen lassen. Diese wurden erstmals in den 1820er-Jahren von ihrem
Namensgeber Aucust FERDINAND MoBIUS (1790 - 1868) systematisch untersucht und werden
bei uns in den Abschnitten 3.1, 3.2 und 3.3 eingefiihrt. In Abschnitt 3.5 schlieflen wir dann
die Klassifikation der Riemann’schen Fldchen durch Beschreibung der Quotienten der kom-
plexen oberen Halbebene ab, um dann in Abschnitt 3.6 mit den Modulkurven arithmetisch
interessante Spezialfdlle genauer zu betrachten. Zuletzt beschreiben wir in Abschnitt 3.7 die
meromorphen Funktionen auf Modulkurven und geben so einen ersten Ausblick in die Theorie
der Modulformen.

3.1 Die Gruppe der Mdbius-Transformationen

Fiir eine beliebige invertierbare komplexe (2 x 2)-Matrix

M := (‘Z Z) € GL,(C) = {A € C**?: det(A) # 0}

ist die Mobius-Transformation ¢ die rationale — und insbesondere meromorphe — Funktion

{@ -G,
Pm:

z o M(z) = 4=

Offensichtlich ist ¢p; im Fall ¢ = 0 holomorph und hat fiir ¢ # 0 als einzige Singularitét einen

Pol erster Ordnung in z = —2.

80
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Beispiel 3.1. Wiihlen wir beispielsweise

M= (‘1) é) € GL(C),

so erhalten wir die Mobius-Transformation z — 1 mit einfachem Pol in z = 0.

1
z

Veranschaulichen kénnen wir uns diese als Hintereinanderausfiihrung der Spiegelung an der reellen
Achse und der Inversion am Einheitskreis.

Nach Konstruktion gilt offensichtlich
oam = ¢m  fiuralle M € GL,(C) und A € C~ {0}.

Es gibt insbesondere keinen Eins-zu-Eins-Zusammenhang zwischen Matrizen aus GL, (C) und

Mobius-Transformationen.

Proposition 3.2. (a) Fiiralle M, N € GL,(C) gilt pp1 0 N = PMN-

(b) Fiiralle M € GLy(C) ist g bijektiv mit Umkehrabbildung (¢op) ! = @ar1-

(c) Die Mobius-Transformationen @y mit M € GLy(C) bilden beziiglich der Hintereinanderausfiih-
rung eine Gruppe Mob := Mob(GL,(C)).

Beweis. Behauptung (b) folgt aus (a), wenn man dort M~ ! fiir N einsetzt, und Behauptung (c)

folgt aus (a) und (b),

denn: Die Assoziativitit der Hintereinanderausfithrung folgt aus (a) und der Assoziativitat
der Matrizenmultiplikation. ¢, = id ist offensichtlich das neutrale Element. Nach (b) hat jede
Mobius-Transformation schlie8lich ein Inverses. #

Behauptung (a) kann man schliefslich direkt nachrechnen: Mit

a b a v
M_<c d) und N_<c’ d’)

gilt ndmlich

YT - ! /
cz+d' ) TEHY g

'z 4V .
<¢Moqow><z>:qm(”+b)—w
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a-(dz+V)+b-(z+d")  (aa"+bc')-z+ (ab' +bd")

c-(@z+b)+d-(dz+d) (ca’ +dc') z+ (cb/ +dd')
= ¢Mn(2).

O

Die fiir die Klassifikation Riemann’scher Flachen geméafs Korollar 2.63 bedeutsamen Automor-
phismen von C, C, H und IE lassen sich allesamt als Mbius-Transformationen ¢, mit geeigneten
Matrizen M € GL;(C) beschreiben. Da das Zentrum C* - id g2 von GL, (C) trivial operiert, bietet
es sich zur Untersuchung der jeweiligen Automorphismengruppen also an, dieses herauszu-
faktorisieren und mit der entstehenden Faktorgruppe zu arbeiten. Wir definieren:

Definition 3.3. Fiir einen beliebigen kommutativen Ring mit Eins R und eine beliebige natiirliche Zahl
n € N heift

PGL,(R) := GL,(R)/(R* -idgn)
die projektive lineare Gruppe und
PSL,(R) :=SL,(R)/ ((R* -idgr) N SL4(R))
die projektive spezielle lineare Gruppe.
Hiermit erhalten wir nun folgende Beschreibungen fiir die uns interessierenden Automorphis-
mengruppe:
Proposition 3.4. (a) Aut(C) = {¢m: M € GLy(C)} = Mb(GLy(C)) = PGL,(C),

(b) Aut(C) = {om: M = <g l{) mita € C*, b € C} = PGLy(C)eo,

(c) Aut(E)={om: M= (Z b) € SL,(C)},

a
(d) Aut(H) = {oum: M € SLp(R)} = PSLy(R).
Beweis. Die Behauptungen (a) und (b) haben wir bereits in Proposition 2.64 gezeigt.

Wir zeigen nun Behauptung (c). Seien a,b € C beliebig mit |a|?> — |b|> = 1. Dann hat bz +a
keine Nullstelle in IE und es gilt

az+b
bz+a

<1<= |az+b]* < |bz+a)

= [af* - |z + [b] < [b]* - |z]* + |a]?

= (laP —[6?) - (]zP ~1) <0
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— |z| < 1.

Die Mobius-Transformation ¢ (
Umkehrabbildung ¢

aby ist also eine holomorphe Abbildung von E nach IE. Auf ihre
ba
(7t trifft wegen
—ba
> — |=b*> = |a]* = [p]* =1

dasselbe zu; es gilt also Pty € Aut(E). Andererseits ist jeder Automorphismus von E von

ab
ba

diesem Typ,

denn: Fiir einen gegebenen Automorphismus f € Aut(E) gibt es ein zp € E mit f(0) = z.
Andererseits gilt fiir

Die Verkettung f 1o ¢ ) ist also ein Automorphismus von I, der die Null festldsst. Nach dem
ba
Lemma von Scuwarz” gibt es somit eine komplexe Zahl ¢ € C mit |c| = 1 und
(f o (p(%))(z) =ctz= P (2).
Esfolgt f = ¢ (&b und somit die Behauptung. #
bcac

Behauptung (d) folgt nun aus (c),

denn: Bekanntlich ist die CavLEy-Transformation® ¢ eine biholomorphe Abbildung von

1 i
H nach E. Die Automorphismengruppe von H besteht also gerade aus den Konjugaten der
Automorphismen von E unter der Cayley-Transformation. Andererseits liegt

~ -1 .
1 —i a b 1 —i\ _ ([ Re(a+b) Im(a—0>) .. f(a b
<1 i> '(b a> ' (1 i) - <—Im(u+b) Re(a—b)) {5 7)€@
stets in SL»(RR), denn die linke Seite liegt nach Konstruktion in SL,(C) und die rechte hat reelle

Koeffizienten. Behauptung (d) folgt, da wir auf diese Weise offensichtlich alle Matrizen aus
SL,(R) erreichen kénnen. #

O

In den kommenden Abschnitten werden wir die Mdbius-Transformationen genauer untersu-
chen, auch um die Automorphismengruppen besser zu verstehen. Da wir die Situation fiir die
Automorphismen von C und von C bereits untersucht haben, interessieren wir uns dabei natiir-
lich besonders fiir die Gruppe PSL; (R ) und ihre diskontinuierlich operierenden Untergruppen.
Diese werden wir in Abschnitt 3.5 genauer beschreiben.

38 Arthur Cayley (1821-1895)
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3.2 Fixpunkte von Mébius-Transformationen

Definition 3.5. Ein Punkt zg € C heifit Fixpunkt beziiglich einer Mdbius-Transformation ¢ € Mob,
falls oa(zo) = zo gilt.

Erste Beispiele sind:

Beispiel 3.6. (a) Fiir M = I, ist jeder Punkt Fixpunkt von @p.
(b) Fiir M = ((1) i) hat @ genau einen Fixpunkt, nimlich zg = oo.

(c) Fiir M = (3 ) hat @ genau zwei Fixpunkte, nimlich zo = oo und z = —1.
Tatsédchlich zeigt Beispiel 3.6 bereits alle vorkommenden Félle:

Proposition 3.7. Jede von der Identitit verschiedene Mobius-Transformation in Mob hat entweder
genau einen oder genau zwei Fixpunkte.

Beweis. Sei M = (*}) € GL,(C) mit gy # id. Wir unterscheiden wieder zwei Félle:

Fall 1: ¢ = 0. Dann ist co ein Fixpunkt von ¢ und wegen d # 0 konnen wir

om(z) :’;z+2 fiir alle z # oo

schreiben. Fiir 2 = d hat dies keinen weiteren Fixpunkt,

denn: Fir b # 0 ist dies klar, da wir so eine Translation um % # 0 erhalten. Andererseits

kann nicht gleichzeitig c = 0, 2 = d und b = 0 gelten, da sonst M als skalares Vielfaches der
Einheitsmatrix trivial operierte, was wir in unserer Voraussetzung ausgeschlossen hatten.  #

Nehmen wir also a # d an. Dann gilt

b
d—a’

. a b
zo € C Fixpunkt von ¢y <= 7 -zo + 7= zg <= zp=

so dass @)1 genau einen Fixpunkt in C besitzt. Insgesamt hat also ¢ im Fall ¢ = 0 genau einen
oder genau zwei Fixpunkte.

Fall 2: ¢ # 0. Dann ist weder co noch —% ein Fixpunkt von ¢y. Ahnlich wie in Fall 1 gilt dann

P azg+b
zg € C\ {—%} Fixpunkt von ¢y <= 0t d = 2
— czi+(d—a)-zg—b=0
d— b
= 2+27% ;5 =0
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Diese Gleichung hat genau dann zwei komplexe Losungen fiir zp + dz;c‘l und somit auch fiir
2o, falls die rechte Seite ungleich Null ist. Ist andererseits die rechte Seite gleich Null, so ist

offensichtlich zy = —%4? die einzige Lésung. Insgesamt hat also ¢ auch im Fall ¢ # 0 genau
einen oder genau zwei Fixpunkte. O

Korollar 3.8. Jede Mobius-Transformation in Mob ist durch die Angabe der Bilder dreier verschiedener
Punkte aus C eindeutig festgelegt.

Beweis. Seien ¢, € Mob und z1,z;,z3 € C mit ¢(z) = P(z) fiir k € {1,2,3}. Da M&b nach
Proposition 3.2 eine Gruppe ist, gilt ! o ¢ € M6b. Nach Konstruktion hat ¢! o ¢ € M&b die
drei Fixpunkte z1, z3, z3 und ist nach Proposition 3.7 also die Identitét. Es folgt ¢ = ¢ und somit
das Korollar. O

An dieser Stelle ist die offensichtliche nédchste Frage, ob es andersherum auch fiir vorgegebene
Bilder von drei Punkten z1, z3, z3 € C immer eine M&bius-Transformation in Mob gibt, die diese
annimmt. Zur Beantwortung dieser Frage miissen wir ein wenig ausholen:

Proposition 3.9. Seien z1,z5, 23 € C paarweise verschiedene Punkte. Dann ist die Abbildung

(z—22) - (21 — z3)
(z—23) (21— 22)

DV(z,z1,22,23) := firzeC

die nach Korollar 3.8 eindeutige Mobius-Transformation mit

DV(21121122/Z3> = 1/
DV(ZZI Z1,22, 23) - 0/
DV(z3,21,22,23) = 0.
Fiir z ¢ {z1,22,23} heifdt die Zahl DV (z, 21,2y, z3) das (komplexe) Doppelverhiltnis der Punkte z,

21, 22, Z3'39

Beweis. Wir zeigen die Proposition nur im Fall zq,z5,z3 € C. Die Félle, in denen einer der
Punkte z1, 2, z3 gleich oo ist, behandelt man genauso (siehe Ubungsaufgabe 3.1). Wir betrachten
die Matrix

M= (21 —z3 —zp (21— Zs)) c 272,
21—z —z3- (21 —22)

Da nach Voraussetzung die Punkte z1, z2, z3 paarweise verschieden sind, gilt
det(M) = (z1 —z2) - (z1 —23) - (220 — 23) #0
und somit M € GL,(C). Wegen

(z1 —2z3) -z —2z- (21 — 23) _ (z—2z2) (21 — 2z3)
(z1—22) z—2z3-(z1—22) (z—23) (21 —22)

furz € C~ {z3}

%Geometrisch gesprochen ist das Doppelverhiltnis die Koordinate von z beztiglich der Basis (z1,2,23) des
eindimensionalen komplexen projektiven Raums C.
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stimmt DV(z, z1, 23, z3) in diesem Fall offensichtlich mit der Mobius-Transformation ¢y tiberein
und erfiillt bereits nach Definition

DV(ZB'/ 21,22, 23) = oo.

Durch Einsetzen in die Formel der Proposition sieht man zudem sofort

zZ1 — Z (z1 — 2
Pz 2z = Ezi - Zi; ' Ezi - zi% =

zZn — Z (z1 — 2z
V2 22%) = Ezi - Zi; . Ezi — 23 =0

O]

Korollar 3.10. Sind (z1,z2,23) und (wy, wa, w3) jeweils Tripel paarweise verschiedener Punkte aus C,
so gibt es genau ein ¢ € Mob mit

¢(zx) = wy  fiirk € {1,2,3}.

Beweis. Nach Proposition 3.9 gibt es durch Doppelverhiltnisse definierte Mobius-Transforma-
tionen ¢, ¢» € Mob mit

¢1 (Zl) =1, P1 (ZZ) =0, P1 (23) = 00,
p2(w1) =1, @a(w2) =0, @o(ws3) = oo.

Da Mob nach Proposition 3.2 eine Gruppe ist, folgt ¢, ! o ¢; € M&b. Nach Konstruktion erfiillt
diese Mobius-Transformation die verlangten Eigenschaften. Mit Korollar 3.8 folgt die Eindeu-
tigkeit. O

Proposition 3.11 (Invarianz des Doppelverhiltnisses). Seien z1,z2,2z3 € C paarweise verschieden,
z € C ein weiterer Punkt und ¢ € M&b beliebig. Dann gilt

DV(¢(2), ¢(z1), p(z2), 9(23)) = DV (2,21, 2, 23).

Beweis. Wie im Beweis von Korollar 3.10 eingesehen ldsst sich jedes ¢ € Mob schreiben als
@ = ¢, ' o g1 mit zwei durch Doppelverhiltnisse gegebenen Mobius-Transformationen ¢; und
@2, die

p1(z1) =1, ¢1(z2) =0, ¢1(z3) = o0,
P2(9(z1)) =1, 92(9(z2)) =0, ¢2(gp(23)) =0

erfiillen. Das ist dquivalent zu

P2(9(2)) = ¢1(2),

was nach Einsetzen der Definitionen von ¢ und ¢, die Behauptung ergibt. ]
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3.3 Gruppenaktionen durch Mébius-Transformationen

Spannende Informationen iiber Mobius-Transformationen erhdlt man, wenn man sie danach
klassifiziert, wie sie auf der Riemann’schen Zahlkugel C operieren. Zunéchst stellen wir fest:
Die Gruppe GL,(C) operiert via Mobius-Transformationen

GLz(@) X @ — @,
(M, z) — ¢pm(z)

transitiv auf der Riemann’schen Zahlenkugel C,

denn: Dass GL,(C) auf C operiert, folgt mit Proposition 3.2 (a) und da die Einheitsmatrix
offensichtlich trivial operiert. Die Transitivitdt folgt mit Korollar 3.10. #

Nach dem Satz iiber die Jorpan’sche Normalform®’ ist dabei jedes M € GL,(C) zu einer der
folgenden Matrizen konjugiert:

G (;) mitr e,

(i) (5,) mitA e C”,

(i) (g') mit Ay # Ay € €,

In Fall (i) ist hierbei die zugehorige Mobius-Transformation ¢y trivial. In Fall (ii) ist @ps im
Wesentlichen*! eine Translation

1) firz =0

{z—i—)\_l firz € C,
Z

und M heifst parabolisch. In Fall (iii) ist die Transformation im Wesentlichen eine Homothetie

fi B
2y urz € ¢, mitc::ﬁGC\{O,l,oo}
oo fiirz = o0 A2
und M heift elliptisch, falls |c| = 1, hyperbolisch, falls ¢ € R~ und loxodromisch sonst. Diese
Bezeichnungen gelten nicht nur fiir die jeweilige Matrix M sondern auch fiir die zugehdorige
Mobius-Transformation ¢ .

Wir beschridnken uns nun auf Matrizen aus SL;(C). Da das Zentrum C - I, ja trivial operiert,
ist das keine starke Einschriankung. Die Elemente von SL,(C) — und mithin die zugehorigen
Mébius-Transformationen — kénnen wir dann iiber ihre Spur klassifizieren:*?

40Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922)

41Bis auf den Beitrag der Konjugationsmatrizen: Mébius-Transformationen sind im Allgemeinen nicht konjugati-
onsinvariant. Eine offensichtliche Ausnahme bildet Fall (i), in dem die betrachteten Matrizen im Zentrum liegen.

#Das ist naheliegend, da die Spur einer Matrix bekanntlich konjugationsinvariant ist.
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Proposition 3.12. Sei M € SL,(C) \ {xL}. Dann gilt

parabolisch <= Spur(M) € {£2},

)

M ist elliptisch <= Spur(M) € Rund |Spur(M)| < 2,
)
) &

hyperbolisch <= Spur € Rund | Spur(M)| > 2,

loxodromisch <= Spur(M

Beweis. Wegen det(M) = 1und M ¢ {+L} ist die Jordan’sche Normalform von M von der

Gestalt
+1 1 A0 . X
< 0 j:l) oder (0 )\1) mit A € C* ~{£1}.

Die erste Aquivalenz ist damit offensichtlich und wir miissen uns nur noch mit Matrizen
beschiftigen, deren Normalform vom zweiten Typ ist.

Ist nun M elliptisch, so gilt fiir das zugehérige A nach Definition |A|? = ]%| = 1; es liegt also
auf dem Einheitskreis. Mit A ¢ {£1} folgt

Spur(M) = A+ A1 =1+ A =2Re(A) € (-2,2) CR.

Ist M hyperbolisch, so gilt fiir das zugehéorige A nach Definition A2 = % € R~ und insbeson-
dere A € R~ {0}. Es folgt

|Spur(M)| = A+ AT >2 <= [AP+1>2A] <= (J]A| -1 >0.
Letztere Aussage ist korrekt wegen A ¢ {£1}.

Sei nun umgekehrt M konjugiert zu (OA /\3) mit reeller Spur A + A~1. Falls A reell ist, muss M
nach Definition hyperbolisch sein. Ist A nicht reell, so folgt mit A~! = ﬁ sofort |[A| = 1und M
ist elliptisch.

Nebenbei haben wir mit dem letzten Argument gezeigt, dass M nicht loxodromisch sein kann,
wenn seine Spur reell ist. Die letzte Aquivalenz folgt, da die vier Bedingungen auf der rechten
Seite sich paarweise gegenseitig ausschliefsen. O

Wir interessieren uns im weiteren Verlauf vor allen Dingen fiir Matrizen mit reellen Eintrdgen.
Fiir einen Unterring R C R definieren wir daher die Untergruppe GL(R)"™ C GL»(R) durch

GL2(R)™ := {M € GLy(R) : det(M) > 0}.

Die Untergruppeneigenschaft GL,(R)T C GL,(R) begriindet sich aus der Tatsache, dass
R* N (0, 0) eine Untergruppe von R* ist. Zu beachten ist, dass fiir einen Unterring R C R die
Gruppe SL;(R) natiirlich eine Untergruppe von GL,(R)™ ist. Es gilt nun:

Proposition 3.13. (a) Die Gruppen GLy(R)™ und SLy(R) operieren transitiv auf der oberen Halb-
ebene H.

(b) Die Gruppen GLy(R)™" und SL,(R) operieren transitiv auf R U {oo}.
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(C) SLz (]R)l = SOz(IR).

(d) Die Abbildung
SLQ(R)/ SOZ(R) — H,
M -SO,(R) — M(i)
ist eine Bijektion von Mengen.*3
Beweis. Wegen SLy(R) € GLy(R)™T reicht es aus zu zeigen, dass GLy(R)" auf der oberen
Halbebene H operiert. Als Untergruppe von GL,(C) operiert GL,(R) " auf der Riemann’schen
Zahlenkugel C, so dass es sogar geniigt zu zeigen, dass fiir jedes M = (% Z) € GLy(R)* und
jedes z € H der Bildpunkt M(z) wieder in H liegt. Das ist der Fall, denn in dieser Situation gilt

B az+b\ ac|z|? + adz + bz + bd
Im(M(z)) = Im (cz+d> —Im< 2+ dP

_ det(M) - Im(z)
ez +dP?

> 0. (3.1)

Um die Transitivitdt der Gruppenaktion zu zeigen, geniigt es zu zeigen, dass es fiir alle z =
x +iy € Hein M € SL,(R) mit M(i) = z gibt. Das ist der Fall, denn in dieser Situation gilt

(5 ¥)o -
L - 1
0 7 N

Da die Transitivitét fiir GL,(R) " wegen SL,(R) C GLy(R) ™" offensichtlich ist, haben wir somit
insgesamt Behauptung (a) gezeigt.

=x+iy =z

Zum Beweis von Behauptung (b) stellen wir zunéchst fest, dass Matrizen aus GL,(R)™ wegen
ihrer reellen Eintrége offensichtlich Elemente aus R U {co} wieder in diese Menge abbilden und
GL;(R)™ - und also auch SL,(R) — somit auf R U {co} operiert. Die Transitivitdt der Aktion
folgt, da ein beliebiges s € R von (Y _!) € SLy(R) € GLy(R) " nach oo geschickt wird.

1-s
Wir zeigen nun Behauptung (c). Zum einen gilt fiir ein M = (*}) € SLy(R)
M(i)=i < a=dundb= —c.

Zum anderen folgt in dieser Situation aus det(M) = 1 auch a? + b?> = 1 und wir sind fertig.

Behauptung (d) ergibt sich schliefilich wie folgt:
(@)
H 2 {{M € SLy(R) : M(i) = z} : z € H}Z {M-SO,(R) : M € SLy(R)}.
O

Nach Proposition 3.12 gibt es in SL,(RR) keine loxodromischen Elemente. Die restlichen Typen
lassen sich tiber die Fixpunkte der zugehérigen Mobius-Transformationen klassifizieren:

BVersieht man SL,(R) mit der Teilraumtopologie von R2%2 =~ R4, so wird diese Bijektion sogar zu einem
Homoéomorphismus.
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Proposition 3.14. Sei M € SLy(R) \ {£ L, }. Dann gilt

parabolisch <= @ hat genau einen Fixpunkt, und zwar in R U {oo},
M st elliptisch <= @m hat genau zwei Fixpunkte, diese sind zueinander
konjugiert und einer von ihnen liegt in H,

hyperbolisch <= @ hat genau zwei Fixpunkte, und zwar in R U {oo}.

Beweis. Nach Proposition 3.13 (a) gibt es zu jedem z € H ein M € SL,(R) mit M(i) = z. Nach
Teil (c) derselben Proposition gilt

SLy(R); = M-SO(R) - M~}

(s
n{() ) ecnam)

Der Stabilisator von z in SL, (R) besteht also ausschliefSlich aus Matrizen, die in GL,(C) konju-
giert zu einer Matrix der Form

M
) :a,bERmitaZ—i—bZ:l}-Ml

ip
<eo eoi(p> mit ¢ € [0,27)

sind. Mit der Ausnahme von +I, haben daher Elemente von SL;(RR), die ein z € H festlassen,
je zwei verschiedene Eigenwerte von Betrag 1, sind definitionsgemafs also elliptisch.

Andererseits ist SO, (R) auch der Stabilisator von —i, und mit M(i) = z gilt offensichtlich auch
M({—i) = z. Ein Element von SL,(R), das ein z € H stabilisiert, ldsst also auch dessen komplex
Konjugiertes z € H fest.** Nach Proposition 3.7 hat jede nichttriviale Mobius-Transformation
hochstens zwei Fixpunkte in C. Es folgt, dass jedes Element von SL,(R) \ {£L,} h6chstens ein
z € H stabilisieren kann.

Zusammengefasst: Wenn ein Element von SL,(R) ein z € H stabilisiert, dann ist es entweder
£1 oder elliptisch. In letzterem Fall sind z und z die einzigen Fixpunkte.

Sei nun s € RU {oo}. Da SL,(R) nach Teil (b) von Proposition 3.13 transitiv auf R U {oo}
operiert, gibt es ein M € SLp(R) mit M(co) = s. Wie fiir die Stabilisatoren in der oberen
Halbebene gilt

SLy(R)s = M -SLy(R)eo - ML, (3.2)

Den Stabilisator von co erhalten wir leicht, da bekanntlich genau die Matrizen mit ¢ = 0 den
Punkt oo fixieren. Es gilt also

SLy(R)e = {(g ab1> ca € R, b e IR}.

4T bezeichnet hier die untere Halbebene der komplexen Zahlen mit negativem Imaginrteil.
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Ein Element von SLy(R) \ {£I>} mit mindestens einem Fixpunkt in R U {co} hat demnach
reelle Eigenwerte, ist also entweder parabolisch oder hyperbolisch. Eine parabolische Transfor-
mation hat als Konjugat einer Translation offensichtlich nur einen Fixpunkt in R U {oo}, eine
hyperbolische Transformation als Konjugat der Multiplikation mit einem ¢ € R~ ~ {1} zwei.

Da die Zerlegung von SL;(R) \ {£L»} in elliptische, parabolische und hyperbolische Elemente
disjunkt ist, folgt die Proposition. O
Definition 3.15. SeiI' C SL;(RR) eine Untergruppe. Dann definieren wir

(@) Ein Punktz € HUH = C \ R heift ein elliptischer Punkt beziiglich T', wenn es ein elliptisches
Element M € T gibt mit M(z) = z.

(b) Ein Punkts € RU {oo} heifit ein parabolischer Punkt oder eine Spitze beziiglich T', wenn es ein
parabolisches Element M € T gibt mit M(s) = s.

Proposition 3.16. Sei I' C SLy(R) eine Untergruppe, und sei z € C ein elliptischer bzw. parabolischer
Punkt beziiglich T mit einem elliptischen bzw. parabolischen M € T mit M(z) = z. Dann ist fiir alle
A € T auch A(z) wieder elliptisch bzw. parabolisch.

Beweis. Mit M ist auch AMA™! elliptisch bzw. parabolisch, und es gilt
(AMA D) (A(z)) = Alz).
O

Definition 3.17. Eine Teilmenge F C H heif$st Fundamentalbereich fiir die Aktion einer Untergruppe
I' C SLy(R) auf H, wenn sie die folgenden Bedingungen erfiillt.

(i)  Fist abgeschlossen in H und hat ein zusammenhingendes Inneres.*>
(ii)  Jeder Punkt z € H ist zu einem Punkt in F dquivalent.

(iii)  Je zwei verschiedene Punkte aus dem Inneren von F sind indquivalent.

3.4 Kongruenzuntergruppen

Wir wollen in diesem Abschnitt die gegen Ende von Abschnitt 3.3 eingefiihrten Begriffe exem-
plarisch fiir die Aktion einer zahlentheoretisch besonders bedeutsamen Klasse von Gruppen,
der Kongruenzuntergruppen, untersuchen und beginnen mit der Aktion der vollen Modulgrup-

pe SLz(Z) g SLz(R)i

Proposition 3.18. Die Menge der Spitzen beziiglich SLy(Z) ist durch SLy(Z) (o0) = QU {oo} gegeben.
Jedes parabolische Element von SLy(Z.) ist konjugiert zu einem Element in

SLo(Z)e ~ {£ D} = {i <é ’f) heZ~ {0}}.

45H ist mit der Teilraumtopologie beziiglich C = R? ausgestattet.
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Beweis. Sei A = (“}) ein beliebiges parabolisches Element von SLy(Z). Nach Proposition 3.14
hat dann ¢4 genau einen Fixpunkt s. Ist s # oo, so folgt sofort ¢ # 04° und es gilt

as+b
? (s) cs+d
Der Punkt s ist also eine Nullstelle des quadratischen Polynoms
X+ (d—a)X—b=cX*+(d—a)-X+ 1—Cad
2
—4
:Cx2+(d_a)x+(a—’_d)—ad
4c
_4)2
:cX2+(d—a)-X+(a4cd)

a—d\?
—c-(XxX=
“ (%)
und somit in Q. Es folgt, dass die Menge der Spitzen in Q U {oo} enthalten ist.
Umgekehrt ist der Punkt oo tatsdchlich eine Spitze beziiglich SL;(Z), denn es gilt

1 1 1 1
(0 1) (00) =00 und Spur(0 1)—2.

Ist weiter g € Qmit p,g € Z und ggT(p,q) = 1, so finden wir mit dem Lemma von Bézout
zwei ganze Zahlen u, t mit pt — ugq = 1. Es folgt

() s ma (3 2) -2

Mit Proposition 3.16 ist dann auch g eine Spitze, so dass wir insgesamt die Spitzenmenge zu
Q U {oo} erkannt haben.

47

Die Behauptung iiber die parabolischen Elemente von SL,(Z) folgt sofort, da jedes parabolische
Element (genau) eine Spitze stabilisiert und die Stabilisatoren der Spitzen gerade die SL;(Z)-
Konjugate von SL;(Z ) sind. O

Proposition 3.19. Die Menge der elliptischen Punkte beziiglich SLo(Z) in H ist durch SLo(Z) (i) U
SLy(Z){0) mit @ = e>™/3 gegeben.*® Jedes elliptische Element von SL,(Z) ist konjugiert zu einem
Element in

(SLo(Z); USLy(Z)g) ~ {£h} = {:I: (2 _01> } U {:l: (? _11> + (‘11 _01> }

46Tst c = 0, so liegt A in
SLy(Z)eo = {i (é ’11) he Z}.

Da parabolische Elemente genau einen Punkt aus R U {oo} stabilisieren, folgt entgegen unserer Annahme s = co.
47Etienne Bézout (1730-1783)
#8Da die elliptischen Punkte beziiglich SL,(Z) in H jeweils komplex konjugiert zu denen in H sind, kénnen wir
uns darauf beschrinken, letztere zu studieren.
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Beweis. Nach Proposition 3.12 gilt fiir ein beliebiges elliptisches Element A von SL,(Z) bereits
Spur(A) € {—1,0,1}. Fiir das charakteristische Polynom von A folgt

charpoly(A) = X* — Spur(A)X +det(A) € {X*+1,X* £ X +1}.

Man betrachtet die durch diese drei Moglichkeiten fiir das charakteristische Polynom gege-
benen Fille einzeln, wobei wir nur den Fall charpoly(A) = X2 + 1 untersuchen — die Fille
charpoly(A) = X?+ X + 1 zeigt man ganz dhnlich (Ubung!). Es gilt nun det(A) = 1 sowie
Spur(A) = 0. Wir zeigen, dass jede Matrix A = (?_") mit det(A) = —a? — bc = 1 konjugiert zu

c—a
einer der Matrizen :t((i _(}) ist. Wir kdnnen dabei ohne Einschrankung annehmen, dass a von
allen Zahlen a + c¢Z den kleinsten Absolutbetrag hat und also |c| > 2 - |a| gilt, und sonst

(06 ()

betrachten. Ohne Einschriankung diirfen wir auflerdem |b| < |a| annehmen,

denn: Gilt ndmlich |b| > |a|, so folgt

1=det(A) = —a* —bc 0 2y b| - |c| > —a* 42 |a| - |b| > —a® + 24> = a*
und somit a = 0. Es folgt A € {£(} 7))} und wir sind fertig. #

Es gibt daher eine Zahl ¢ € {+1}, fiir die die Diagonaleintrdge der zu A konjugierten Matrix

Cen) (@5 ()= (et —ha):

einen echt kleineren Absolutbetrag haben als a. Ist dieser Betrag gleich Null, so ist die neue
Matrix in {i—(%‘é)} enthalten, und wir sind fertig. Ansonsten wiederholen wir die gesamte
Argumentation rekursiv mit der jeweils neu erhaltenen Matrix. Da der Absolutbetrag der
Diagonaleintrdge dabei in jedem Schritt echt kleiner wird, terminiert dieser Algorithmus, und
die Behauptung iiber die elliptischen Elemente ist bewiesen.

Die Behauptung {tiber die elliptischen Punkte erhalten wir, indem wir fiir jedes elliptische
Element M - A - M~! die quadratische Gleichung MAM~!(z) = z lésen. Wegen

MAM YM(z)) = M(z) +—= A{z)=z

geniigt es dabei, die speziellen Matrizen aus der Aussage tiber die elliptischen Elemente zu
betrachten. 0

Satz 3.20. Die Menge

F o= {z €H: |z| > 1und |Re(z)| < ;}

ist ein Fundamentalbereich fiir die Aktion von SLy(Z) auf H und wird auch als Standardfundamen-
talbereich bezeichnet.
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Ly

1 T 1

Beweis. Wir miissen die drei Bedingungen (i)-(iii) aus Definition 3.17 iiberpriifen. Bedingung
(i), also die Abgeschlossenheit und der Zusammenhang des Inneren, ist klar.

1
2

Zum Beweis von Bedingung (ii) untersuchen wir zunichst die SL,(Z)-Bahnen in H. Es gilt: Jede
solche Bahn enthélt Punkte maximalen Imaginérteils und diese sind charakterisiert durch

Im(w) maximal in SL,(Z)(z)
< |cw+d| > 1furallec,d € Zmit ggT(c,d) =1,

denn: Fiir ein festes z € H definiert die Ungleichung |cz + d| < 1 ein Kompaktum in R2. Der
Durchschnitt dieses Kompaktums mit dem Gitter Zz + Z ist endlich, so dass die Ungleichung
nur endlich viele Losungen (c,d) € Z? hat. Es gilt andererseits

*

lcz+d| <1 &4 Im(M(z)) > Im(z) fur alle M = (: d) € SLy(Z).

Da der Imaginérteil von M(z) nur von der zweiten Zeile von M abhéngt, gibt es innerhalb einer
jeden Bahn Punkte maximalen Imaginarteils.

Sei nun w € SL,(Z)(z). Dann gilt

Im(w) maximal in SL,(Z)(z) <= Im(w) > Im(M(z)) fiir alle M € SL,(Z)
< Im(w) > Im(M(w)) fir alle M € SL,(Z)

EL ew +d| > 1 fir alle (j 2) € SLy(2),

wobei wir fiir die zweite Aquivalenz benutzt haben, dass w und z in derselben Bahn liegen. Die
Behauptung folgt mit

(Z Z> €SLy(Z) = ad—bc=dettM)=1 = ggT(cd)=1

und

(c,d) € Z* mit ggT(c,d) =1
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—> es gibta,b € Z mit ad — bc = 1 und also (Z Z) € SLy(Z),

wobei sich die letzte Folgerung aus dem Lemma von Bézout ergibt. #

Fiir jedes solche w gibt es nun ein b € Z mit
10
Im <(O 1) (w)) =Im(w +b) = Im(w),

Re <<(1) ;’) (w))‘ — |Re(w +b)| < %

so dass jeder Punkt z € H zu einem Punkt in

F' = {z €H:|cz+d| >1furallec,d € Zmit ggT(c,d) =1und |Re(z)| <

|

denn: Wegen ggT(1,0) = 1ist offensichtlich 7/ C F. Seien jetzt umgekehrt z = x + iy € F und
c,d € Z mit ggT(c,d) = 1. Dann gilt

N —

dquivalent ist. Bedingung (ii) folgt, wenn wir ' = F zeigen konnen. Dem ist so,

lcz +d|* = (ex +d)* + *y* = A(x® + y?) + 2cdx + d?
eF
= ?|z|* + 2cdRe(z) + d? 22 ? — |cd| + d?
= |max{c,d}|* — |max{c,d}| - |min{c,d}| + |min{c, d} >
>1,

wobei die letzte Abschitzung gilt, weil c und d nach Voraussetzung ganzzahlig und nicht beide
Null sind. #

Es verbleibt Bedingung (iii) zu zeigen. Seien dafiir z, w zwei Punkte aus dem Inneren von F mit
w = M(z) fiirein M = (Z’Z) € SLy(Z). Ohne Einschrankung kénnen wir annehmen, es gelte

Im(z)
< = —
Im(z) < Im(w) cz+df
und somit
lc| - Im(z) = [Im(cz +d)| < |cz+d| < 1. (3.3)

Nach Definition von F gilt Im(z) > Im(¢) = ? Nach (3.3) folgt daraus |c| < 1.

Fall 1: |c| = 1. Aus (3.3) erhalten wir sofort |z £ d| < 1. Andererseits gilt
lz+d| >1 faralle (z+d) € (F+d)mitd € Z,

so dass der Fall |c| = 1 nicht eintreten kann.
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Fall 2: c = 0. Wegen det(M) = ad = 1 giltdanna = d € {£1} und somit
w=M(z) =z+b.
Da z und w beide im Inneren von F liegen, folgt b = 0 und somit w = z.

Insgesamt folgt, dass z und w aus dem Inneren von F nur dann dquivalent sein kénnen, wenn
sie libereinstimmen. O

Korollar 3.21. Die Gruppe SLy(Z) wird erzeugt von

. (0 -1
der Stiirzung S = (1 0 ) ,
. 11
der Translation T = < 0 1) .
Jede ganzzahlige Matrix mit Determinante 1 lisst sich also als Wort in T, T~! und S = —S~! schreiben.

Beweis. Seien (S, T) C SL,(Z) die von S und T erzeugte Untergruppe und z € . Dann gibt es
ein M € (S, T) mit M(z) € F,

denn: Genau wie im Beweis von Bedingung (ii) in Satz 3.20 sehen wir zunéchst ein, dass jede
(S, T)-Bahn in H Elemente maximalen Imaginirteils enthilt, und wihlen ein M € (S, T), fiir
das M(z) maximalen Imaginirteil hat. Weiter finden wir wieder eine ganze Zahl b mit

Re((T*41) ()] < 2.

Die Behauptung folgt, wenn wir zeigen konnen, dass der Betrag von w := (T?M)(z) mindestens
1ist. Nehmen wir dafiir an, es gélte |w| < 1. Dann erhielten wir nach Anwendungvon S € (S, T)

_ Im(w)

Im(S(w)) =

WP > Im(w),

was nicht sein kann, da ja der Imaginérteil von w als maximal in (S, T)(z) gewéahlt war. #
Wir wihlen nun einen festen Punkt zy im Inneren von F und eine Matrix M € SL,(Z). Nach
der soeben gezeigten Behauptung gibt es dann ein M € (S, T) mit (MM)(zy) € F. Da F
insbesondere Bedingung (iii) fiir Fundamentalbereiche erfiillt und zp im Inneren von F gewéhlt

war, folgt (MM)(zy) = zo. Da es nach Proposition 3.19 und der Definition von F im Inneren
von F keine elliptischen Punkte gibt, folgt (MM) € {£L} nach Proposition 3.14 und somit

$2=—D
Me (—1I,S,T)” =7 (ST). O

Korollar 3.22. Fiir einen Punkt z € F ist der Stabilisator in SLy(Z) gegeben durch

(S)y  fiirz=1,
O
(—=I) sonst.
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Die Ordnung der erzeugenden Gruppenelemente ist hierbei 2 im Falle von —I», 4 im Falle von S und 6
im Falle von ST bzw. TS.

Beweis. Folgt direkt aus Proposition 3.19 und Satz 3.20. O

Wir fithren nun mit den Kongruenzuntergruppen eine besonders wichtige Klasse von Unter-
gruppen der vollen Modulgruppe SL;(Z) ein:

Fiir jedes N € IN wird durch die kanonische Projektion
Z2><2 N (Z/NZ)ZXZ,
N : a b . a+NZ b+ NZ (3.4)
c d c+NZ d+ NZ
offensichtlich ein Gruppenhomomorphismus SL;(Z) — SL,(Z/NZ) mit Kern
F(N) = {M € SLz(Z) :M = I, mod (N)}
induziert. Nach Konstruktion ist ['(N) ein Normalteiler, es gilt also M~! - T(N) - M = ['(N) fiir

alle M € SL,(Z). Es gilt sogar:

Proposition 3.23. Der oben eingefiihrte Gruppenhomomorphismus 7ty : SLy(Z) — SLy(Z/NZ.) ist
fiir jedes N € IN surjektiv und es gilt die Isomorphie von Gruppen

SL,(Z)/T(N) & SLy(Z/NZ).

Beweis. Fiir N = 1 ist die Proposition klar, sei im Folgenden also N > 1. Wegen Kern(rry) =
I'(N) und nach dem Homomorphiesatz fiir Gruppen reicht es zum Beweis der Proposition aus,
die Surjektivitdt von 71y zu zeigen. Dafiir betrachten wir ein beliebiges

M= <a+NZ b+ NZ

c+NZ d+NZ) € SLy(Z/NZ).

Fiir dieses gilt ggT(c,d,N) =1,

denn: Nach Voraussetzungistad — bc + NZ = 1+ NZ, alsoad — bc = 1 mod (N) und schlieflich
ggT(c,d) =1 mod (N). Hieraus folgt ggT(ggT(c,d), N) = 1 und somit die Behauptung. #

Daher existieren zueinander teilerfremde ¢ = ¢ +sN und d = d + tN mit s, t € Z,

denn: Im Fall ¢ # 0 setzen wir s = 0 und finden mit dem Chinesischen Restsatz ein t € Z mit

[ 1mod (p) furp|ggT(cd),
~ |0mod (p) fiirptd,p|c.

Dann teilt einerseits jeder Primfaktor von ggT(c,d) weder N noch t und daher auch nicht
ggT(c,d + tN). Andererseits ist jeder Primfaktor von ¢, der d nicht teilt, nach Konstruktion ein
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Teiler von t und teilt somit ebenfalls nicht ggT(c,d 4 tN). Das zeigt die Behauptung in diesem
Fall. Im Fall c = 0 gilt d # 0 wegen N > 1 und wir konnen ein analoges Argument angeben. #

Zu M betrachten wir nun das Urbild

M — <El +5kN b—|—d~lN) c ZZXZ

unter der kanonischen Projektion, wobei k, I € Z zundchst noch beliebig sind. Wegen ad — bé =
1 mod (N) gibt es ein m € Z mit

det(M) = ad — be + (kd — 16)N = 1+ (m + kd — I¢)N.
Da ¢ und d teilerfremd sind, konnen nun nach dem Lemma von Bézout k und / so gewahlt

werden, dass m + kd — I& = 0 und somit M € SLy(Z) gilt. Damit ist die Projektion in der Tat
surjektiv. O

Vermoge Proposition 3.23 und des Chinesischen Restsatzes ldsst sich leicht

[SLy(Z) : T(N)] = |SL2(Z/NZ)| = N - ]’[ (1 - plz> (3.5)
v;&m

nachweisen.

Definition 3.24. Die oben eingefiihrten Gruppen I'(N) fiir N € IN heiflen die Hauptkongruenzun-
tergruppen von SLy(Z). Eine Untergruppe I C SLy(Z), die eine Hauptkongruenzuntergruppe enthilt,
nennt man Kongruenzuntergruppe von SLy(Z).

Beispiel 3.25. Fiir jedes N € IN sind

To(N) = {(Z Z) € SLy(Z) : c = 0 mod (N)},

T1(N) := {(i Z) €SLy(Z):c=0mod (N), a=d =1mod (N)}

Kongruenzuntergruppen.

Da es nach Definition 3.24 zu jeder Kongruenzuntergruppe I eine natiirliche Zahl N mit
I['(N) CT CSLy(Z)

gibt, l4sst sich jede Linksnebenklasse aus I'\ SL,(Z) als Vereinigung von Linksnebenklassen
aus der nach (3.5) endlichen Menge I'(N)\ SL»(Z) schreiben und es gilt

[SLa(Z) : T] < co. (3.6)
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Beispiel 3.26. Fiir die speziellen Kongruenzuntergruppen aus Beispiel 3.25 gilt

. _N. 1
[SL2(Z) : To(N)] =N pH (1+ p>,

PN
. _ N2 1
[SL2(Z) : T1(N)] =N p]%m <1 p2> :
p

Fiir jede Kongruenzuntergruppe I' C SL,(Z) gibt es also ein m € IN und Matrizen Ay, ..., A, €
PSL,(Z) mit

PSLy(Z) = | |T-A, mitT:=T-{+hL}/{£h} C PSLy(Z). (3.7)

=
L=

In Abhéngigkeit davon, ob —1I, € I gilt, ist dabei offensichtlich
€- [PSLZ(Z) :T] = [SLZ(Z) : F] mite € {1,2}.

Da die Kongruenzuntergruppen Teilmengen von SL,(Z) sind, miissen auch die zugehérigen
Mengen von elliptischen und parabolischen Elementen in den entsprechenden Mengen zu
SL,(Z) enthalten sein. Entsprechendes trifft dann nach Definition auch auf die elliptischen
bzw. parabolischen Punkte zu. Tatsdchlich stimmt die Menge der Spitzen beziiglich einer Kon-
gruenzuntergruppe mit derjenigen beziiglich SL,(Z) tiberein:

Proposition 3.27. Die Menge der Spitzen beziiglich einer beliebigen Kongruenzuntergruppe I' C
SL,(Z) ist durch Q U {co} gegeben.

Beweis. Die eine Inklusion ist klar: Jede Spitze beziiglich I' ist nach Definition insbesondere eine
Spitze beziiglich SL;(Z) und liegt somit nach Proposition 3.18 in Q U {co}.

Wir wollen nun zeigen, dass umgekehrt auch jedes s € Q U {oo} tatsédchlich eine Spitze beziig-
lich I ist. Da I' eine Kongruenzuntergruppe ist, gibt es ein N € N, fiir das die Hauptkongru-
enzuntergruppe I'(N) in T enthalten ist. Mit derselben Argumentation wie gerade eben langt
es dann zu zeigen, dass s von einem parabolischen Element aus I'(N) stabilisiert wird. Sei

M= (ZS) € SL,(Z) eine Matrix mit M(c0) = s. Dann gilt

-1
1 N 1 _[(a b 1 N\ (a b\ _ (1—Nac Na?
M'(o 1>'M _<c d)'(o 1>'<c d) _<—Nc2 1+Nac>€r(N)’
wobei wir im letzten Schritt ad — bc = det(M) = 1 verwendet haben. Die Behauptung folgt, da
(101;[ ) den Punkt oo stabilisiert. O

In Proposition 3.18 haben wir gezeigt, dass alle Spitzen in Q U {oo} in derselben SL,(Z)-Bahn
liegen. Fiir eine beliebige Kongruenzuntergruppe I' stimmt das nicht mehr: Hier kann die Menge
der Spitzen in mehrere I'-Bahnen zerfallen. Jede solche I'-Bahn nennt man eine Spitzenklasse
beziiglich I, die Menge der Spitzenklassen beziiglich T heifit Cusps(T'). Es gilt:
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Proposition 3.28. Die Menge der Spitzenklassen in Q U {oo} beziiglich einer beliebigen Kongruenz-
untergruppe I C SLy(Z) ist endlich.

Beweis. Da der Index von I in SL;(Z) endlich ist, kénnen wir in der Notation von (3.7)
m p—
QU {eo} = PSLy(Z)(c0) = |J T(Au(e0))
u=1

schreiben. Offensichtlich enthilt also die Menge { A1(0), ..., Ay (o0)} ein Vertretersystem der
Spitzenklassen beziiglich I', und die Proposition ist gezeigt. O

Bei den elliptischen Punkten kann verschiedenes passieren, bis dahin, dass es tiberhaupt keine
mehr gibt. Das sieht man gut an dem folgenden Beispiel:

Beispiel 3.29. Sei N # 1 eine natiirliche Zahl. Dann gibt es beziiglich T’ (N) keine elliptischen Punkte,

denn: Nach Proposition 3.19 sind alle elliptischen Elemente von SLy(Z) zu einer der Matrizen

0 -1 0 -1 -1 -1
00) =630
konjugiert. Fiir N > 1 liegt keine dieser Matrizen in T'(N), denn sie sind modulo N nicht kongruent zur

Einheitsmatrix Ip. Die Behauptung folgt, da T'(N) als Normalteiler von SLy(Z) die SLy(Z)-Konjugate
seiner Elemente enthilt. #

In Analogie zu Proposition 3.28 gilt allerdings auch hier:

Proposition 3.30. Die Menge der T-Aquivalenzklassen elliptischer Punkte in T beziiglich einer belie-
bigen Kongruenzuntergruppe I' C SL,(Z) ist endlich.

Genau wie im Fall der vollen Modulgruppe erwarten wir, dass auch fiir die Aktion einer Kon-
gruenzuntergruppe auf I ein Fundamentalbereich existiert. Tatsachlich l4sst sich ein solcher
aus dem aus Satz 3.20 bekannten Fundamentalbereich F gewinnen und es gilt:

Proposition 3.31. Fiir eine beliebige Kongruenzuntergruppe I C SLy(Z) gibt es eine Zerlegung

m
PSLy(Z) = | |T- Ay mit Ay,..., Ay € PSLy(Z)
u=1

von PSL,(Z) in T-Nebenklassen wie in (3.7) mit der Zusatzbedingung, dass

.Fr = LmJ AV<F>
u=1

ein zusammenhiingendes Inneres hat. Die Menge Fr ist dann ein Fundamentalbereich der Aktion von T’
auf H.
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3.5 Fuchs’sche Gruppen

~

Wir sind nun in der Lage, die diskontinuierlich operierenden Untergruppen von Aut(IH) =
PSL, (IR) zu bestimmen und die in Korollar 2.63 angestofiene Klassifizierung der Riemann’schen
Flachen abzuschliefsen. Zunéchst fithren wir hierfiir den Begriff der Fuchs’schen Gruppe ein:

Definition 3.32. Eine Untergruppe G C PSLy(R) heifit eine Fucns’sche Gruppe,* wenn G - (1)
ausgestattet mit der Teilraumtopologie von R**? eine diskrete Untergruppe von SLy () ist.

Proposition 3.33. Die Untergruppen von Aut(H) = PSL,(R), die diskontinuierlich auf H operieren,
sind gerade die Fuchs’schen Gruppen. Eine solche Gruppe operiert genau dann eigentlich diskontinuierlich
auf H, wenn sie keine elliptischen Elemente besitzt.

Beweis. Sei zundchst G C Aut(H) eine Untergruppe, die diskontinuierlich auf H operiert.
Wire G- (£I) nicht diskret, so gibe es eine Folge (Mp)new in (G- (£h)) ~ {L} mit
lim, ye M, = L.>" Nach Voraussetzung liegen z und w isoliert in ihrer jeweiligen G-Bahn.
Wegen der Konvergenz der Folge bedeutete dies

M, (z) = zund M,(w) = w fir fastalle n € IN.

Nach den Propositionen 3.4 und 3.14 ist die Identitédt der einzige Automorphismus von I, der
zwei Fixpunkte hat. Es folgte darum M,, = —1I, fiir fast alle n € IN, was im Widerspruch zu
lim,ew M;, = I, steht. G muss also eine Fuchs’sche Gruppe sein.

Sei umgekehrt G C Aut(H) eine Fuchs’sche Gruppe. Wir wollen zeigen, dass G auf H diskon-
tinuierlich operiert. Tatsdchlich ist fiir ein beliebiges Kompaktum K C I die Menge

E:={Me (G- (+h)): M(K) NK # @} C R¥?
beschrankt,

denn: Da K kompakt ist, gibt es ein reelles r > 0 mit

<Im(z) <r und |[z|<r firallez € K.

N | =

Seinun z = x + iy € Kund sei

M= <Z Z) € (G- (£h)) C SLy(R)

eine Matrix mit M(z) € K. Dann gilt

Im(z)

mg# und |az +b| = |cz +d|- | M(z)| <72

ez +d|? =

“Immanuel Lazarus Fuchs (1833-1902), wirkte an der Universitit Heidelberg

50Nach Definition gibe es zunéchst einen Haufungspunkt in G, der sich ohne Einschrankung als Grenzwert einer
solchen Folge schreiben liefSe. Da G eine topologische Gruppe ist, konnten wir dann diese Folge mit dem Inversen
ihres Grenzwertes durchmultiplizieren und erhielten so die Behauptung.
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Wegen |cz +d|? = (cx +d)? + c*y?* folgt |c| - y < r und analog |a| - y < r>. Mity > 1 erhalten
wir also

lc| <7r* und |a| <77
Hieraus folgen wiederum
d| <|cz+d|+]c| |z| <r+7*-r und |b| < |az+b|+a| |z| <FPF 472y

und insgesamt die Behauptung. #

Da G Fuchs’sch und somit G - (£1I) diskret ist, folgt die Endlichkeit von E. Wahlen wir als
Kompaktum K nun speziell den Abschluss einer beschrankten offenen Umgebung U zu einem
gegebenen Punkt z € T, folgt die Endlichkeit von

(MeG:MU)NU£Q} = {Me (G- (£h)) : M{U) N U # @}

und somit, dass G auf H diskontinuierlich operiert.

Es verbleibt zu untersuchen, welche Fuchs’schen Gruppen frei und somit eigentlich diskonti-
nuierlich auf H operieren. Nach Definition ist dies der Fall, wenn es in der oberen Halbebene H
keine Fixpunkte unter der Aktion der betreffenden Gruppe gibt. Nach Proposition 3.14 operie-
ren daher genau diejenigen Fuchs’schen Gruppen eigentlich diskontinuierlich auf H, die keine
elliptischen Elemente enthalten. O

Beispiel 3.34. (a) Offensichtlich ist jede beliebige Kongruenzuntergruppe I C SL,(Z) eine diskrete
Untergruppe von SLy(R). Setzen wir daher wieder

T:=T -{+L}/{£L},

so ist T eine Fuchs'sche Gruppe und operiert nach Proposition 3.33 diskontinuierlich auf H.

(b) Nach Beispiel 3.29 besitzen die Hauptkongruenzuntergruppen I'(N) mit N > 1 keine elliptischen
Elemente. Nach Proposition 3.33 operiert daher die zugehdrige Fuchs’sche Gruppe T (N) eigentlich
diskontinuierlich auf H.

Aus Satz 2.53 und Proposition 3.33 folgt nun:

Korollar 3.35. Fiir jede beliebige Fuchs’sche Gruppe G C PSLy(R) trigt der Quotient
Y(G):=G\H

die Struktur einer Riemann’schen Fliche.
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3.6 Der Begriff der Modulkurve

Wir interessieren uns fiir die in Abschnitt 3.5 als Quotient der oberen Halbebene H nach der
Aktion einer Fuchs’schen Gruppe G C PSL,(R) gefundenen Riemann’schen Fldachen Y(G) im
Weiteren nur im Spezialfall G =T fiir eine Kongruenzuntergruppe I' und schreiben hier kiinf-
tig auch einfacher Y(I') statt Y(T'). In diesem Fall l4sst sich die Fldche anschaulich mit einem
Fundamentalbereich in H beziiglich der Aktion von I identifizieren, der tiber die Gruppen-
aktion lings seines Randes mit sich selbst verklebt ist. Hierbei verbleiben die Spitzenklassen
beziiglich T als Punktierungen auerhalb von Y (T'). Wir nennen Y (I') auch eine nichtkompakte
Modulkurve.

Durch Hinzunahme der —nach Proposition 3.28 endlichen - Menge Cusps(I") der Spitzenklassen
beziiglich I' ldsst sich die nichtkompakte Modulkurve kompaktifizieren, was den Umgang mit
ihr erleichtert. Diese Kompaktifizierung fithren wir nun durch und nutzen dabei aus, dass nach
Proposition 3.27 die Menge der Spitzen beziiglich einer beliebigen Kongruenzuntergruppe stets
durch Q U {co} gegeben ist. Wir schreiben

H* :=HUQU {oo}

fur die erweiterte obere Halbebene. Im Rest dieses Abschnitts zeigen wir nun mit den Methoden
von Abschnitt 2.6, dass der Quotient

X(T) = (T\H) U (I\(QU {e0})) = Y(I') U Cusps(T)

die Struktur einer kompakten Riemann’schen Fliche tragt, und nennen X(I') eine kompakte
Modulkurve. Fiir alle N € IN schreiben wir dabei kurz:

Y(N) :==Y(T(N)), X(N) == X(T(N)),
Yo(N) := Y (Io(N)), Xo(N) = X(Io(N)),
Y1(N) :=Y(T'1(N)), X1(N) := X(T1(N)).

Es ist wichtig, darauf hinzuweisen, dass sich die kompakten Modulkurven X (I') im Gegensatz
zu den nichtkompakten Modulkurven Y(T') nicht mehr kanonisch in die Klassifikation aus
Korollar 2.63 einfiigen, da sie kein Quotient von C, C oder H sind und erst mit einem solchen
identifiziert werden miissen.

Wir versehen nun zunéchst die erweiterte obere Halbebene H* mit einer Topologie, indem wir
die (Hausdorff’sche) Standardtopologie auf H fortsetzen. Wir wéahlen dafiir als Umgebungsbasis
im Punkt co die Menge aller

1
Ui(0) := {z € C:Im(z )>E}U{oo} mite >0
und als Umgebungsbasis in einem beliebigen s € Q die Menge aller

M(U(c0)) mit e > 0 und M € SL,(Z) mit M(co) = s.

Lemma 3.36. Die erweiterte obere Halbebene I1* zusammen mit der oben eingefiihrten Topologie ist ein
Hausdorff-Raum.



3.6. Der Begriff der Modulkurve 104

Beweis. Offensichtlich folgt das Lemma, wenn wir zeigen konnen, dass die Elemente der oben
eingefiihrten Umgebungsbasen der Punkte s € Q gerade durch diejenigen offenen Kreisschei-
ben in H gegeben sind, die die reelle Achse im jeweils gegebenen Punkt s beriihren.

Ly

Abbildung 3.1: Je ein Element der Umgebungsbasen von z € I, cound s € Q.

Man kann elementar nachweisen, dass Mdobius-Transformationen die Menge der Kreise und
Geraden in C auf sich selbst abbilden. Offensichtlich enthilt fiir alle M mit M{co) = s € Q und
alle ¢ > 0 das ¢-Bild von

geU{oo} mitg,:={z€ C:Im(z) = %} (3.8)

den Punkt oo nicht und ist somit ein Kreis k. s durch s. Nach Proposition 3.4 gilt )y € Aut(H).
Da die Menge U/(o0) \ {oo} eine Zusammenhangskomponente von H \ g ist, ist ithr @u-
Bild daher eine Zusammenhangskomponente von H \ k., also entweder das Innere oder das
Aufere des Kreises kes in H. Da die Imaginarteile von Punkten aus diesem Bild nach oben
durch e beschrankt sind, muss das ¢-Bild das Kreisinnere sein und das Lemma folgt. O

Lemma 3.37. Fiir eine beliebige Kongruenzuntergruppe T C SLy(Z) operiert T via Mdbius-Transfor-
mationen stetig auf I* und die kanonische Projektion

m: H* — X(T)
ist offen.

Beweis. Offensichtlich gentigt es, das Lemma fiir die Aktion von PSL,(Z) zu zeigen. Letztere
operiert bekanntlich tiber Mobius-Transformationen sowohl auf H als auch auf Q U {co} und
somit insgesamt auf der erweiterten oberen Halbebene IH*. Diese Aktion auf IH* ist stetig,

denn: Fiir ein beliebiges M € PSL,(Z) gilt es, die Stetigkeit der Abbildung

H* — HY,
/\M:
{z — M(z)

zu zeigen. Wegen ¢y € Aut(H) gentigt der Nachweis der Stetigkeit in den Spitzen und wegen
der Transitivitit der Aktion von PSL,(Z) auf der Spitzenmenge sogar der Nachweis, dass es fiir
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jedes Element U’ (M(o0)) der Umgebungsbasis von M(co) ein Element U/ (c0) der Umgebungs-
basis von oo mit M (U, (c0)) C U’ (M(o0)) gibt. Letzteres folgt direkt aus unserer Definition der
Topologie auf H*. #

Die Offenheit der kanonischen Projektion 7t folgt nun aus Lemma 2.55. O
In Analogie zu Abschnitt 2.6 wiirden wir jetzt gerne zeigen, dass eine beliebige Kongruenz-
untergruppe I' diskontinuierlich auf der erweiterten oberen Halbebene operiert, um dann mit
Lemma 2.56 zu folgern, dass der Quotient X(I') Hausdorff’sch ist. Dieser Ansatz ist jedoch
nicht moglich, da fiir jede Spitze s € Q U {co} der Stabilisator I's unendlich viele Elemente
hat und I" somit nicht diskontinuierlich auf H* operiert. Wir miissen also etwas vorsichtiger
argumentieren:
Lemma 3.38. Fiir eine beliebige Kongruenzuntergruppe I gelten die folgenden beiden Aussagen:
(@) Zu jeder Spitze s von T gibt es eine Umgebung U’ (s) von s in H* mit

I={MeT:MU'(s)) NnU'(s) # D}

(b) Zu jeder Spitze s und jeder kompakten Teilmenge K C H gibt es eine Umgebung U’ (s) von s in H*
mit U'(s) N M(K) = @ fiiralle M € T.

Beweis. Ohne Einschriankung sei s = oo. Fiir die Umgebung U (c0) gilt dann einerseits
M(Ui (e0)) = U (e0) fiir M € T

Andererseits gilt fiir jedes M € T \ T und jedes z € Uj(c0) \ {oo} die Abschitzung
Im(M(z)) < 1 und mit M(co) = s € Q folgt
M(Uj (o)) N Uj(0) =D fir M € T \ Te.
Insgesamt folgt Behauptung (a).
Zum Beweis von Behauptung (b) sei wieder ohne Einschrankung s = co. Wir betrachten ein

beliebiges Kompaktum K C I mit natiirlichen Zahlen A, B € IN, welche

1
7 < Im(z) < B firallez € K

erfiillen. Fiir einen beliebigen Punkt z € K gilt dann
Im(M(z)) = Im(z) < B fir M € Teo,

_ Im(z) Im(z) <é
ez +d]2 T 2 Im(z)?2 T 2

Im (M(z)) <A fir M e I\ T

und also
l’[Emax{A,B})*1 (oo) N M<K> =@ firalleM eT.

Das zeigt Behauptung (b). O
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Proposition 3.39. Fiir eine beliebige Kongruenzuntergruppe I ist X (T') ein kompakter Hausdorff-Raum.

Beweis. Wegen Korollar 3.35 und X(I') = Y(T') U Cusps(T') geniigt es zum Nachweis der
Hausdorff-Eigenschaft zu zeigen, dass sich eine gegebene Spitzenklasse beziiglich I' sowohl
von I'-Aquivalenzklassen von Punkten in H als auch von anderen Spitzenklassen trennen lasst.

Ersteres erhalten wir direkt aus Lemma 3.38 (b), da hierdurch in diesem Fall Bedingung (2.3)
im Beweis von Lemma 2.56 nachgewiesen ist und wir wie im Beweis dort aus der — hier durch
Lemma 3.37 gegebenen — Offenheit der kanonischen Projektion folgern konnen, dass sich die
gegebene Spitzenklasse von der T-Aquivalenzklasse eines beliebigen Punktes in I durch offene
Mengen in X(T') trennen lasst.

Es verbleibt zu zeigen, dass wir die Aquivalenzklassen zweier I-indquivalenter Spitzen s und ¢
trennen konnen. Hierbei setzen wir ohne Einschrankung t = co. Nach Lemma 3.38 (b) gibt es
eine Umgebung U'(s) von s mit K. N T(U'(s)) = @ fiir ein geeignetes Kompaktum

Ke:={z € g : 0 < Re(z) < |hr(e0)|} mite > 0und g wie in (3.8),

wobei hir (o) die kleinste natiirliche Zahl mit Tr(*) € T sei. Ohne Einschrankung sei dabei U’ (s)
ein Element der von uns gewdhlten Umgebungsbasis von s und somit eine offene Kreisscheibe,
welche die reelle Achse in s beriihrt. Es folgt

Ug(c0) NT(U'(s)) = @,

denn: Ware dem nicht so, gdbe es ein M € I' mit
Ug(e0) N M(U'(s)) # @.
Wegen M(s) # t = coist M(U'(s)) eine zur reellen Achse tangentiale Kreisscheibe und es folgte

g N M(U'(s)) # @.

Ly

SN,
L,

M(U'(s))

U (c0)

Abbildung 3.2: Mit der Halbebene U/ (o) trifft die Kreisscheibe M(U’(s)) auch deren Rand g.

Wegen g = Upier. M(Ke) gébe es dann im Widerspruch zur Wahl von U'(s) ein M € T, mit

Ke N M™IM(U'(s)) # @.
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#

Wir haben somit Bedingung (2.3) im Beweis von Lemma 2.56 nachgewiesen und folgern wie
im dortigen Beweis aus der — hier durch Lemma 3.37 gegebenen — Offenheit der kanonischen
Projektion, dass sich die zu s und co gehorigen Spitzenklassen beziiglich I' durch offene Umge-
bungen in X(I') trennen lassen.

Es verbleibt die Kompaktheit von X (I') zu zeigen. Hierfiir stellen wir zunéchst fest, dass F U {oo}
kompakt ist. Dem ist tatsdchlich so,

denn: Jede offene Uberdeckung von JF U {0} enthilt eine Umgebung U’(c0) von co und diese
nach Definition der Topologie auf H* eine Umgebung vom Typ U/(c0) mit einem ¢ > 0. Die
offensichtlich kompakte Menge (F U {c0}) \ U/ (c0) wird durch eine endliche Teiliiberdeckung
der urspriinglichen Uberdeckung von F U {co} iiberdeckt. Die Kompaktheit von F U {co} folgt,
weil wir durch Hinzunahme von U’(c0) zu dieser endlichen Teiltiberdeckung eine endliche
Teiliiberdeckung unserer beliebigen offenen Uberdeckung von F U {co} gefunden haben.  #

Nach Lemma 3.37 operiert PSL,(Z) via Mobius-Transformationen auf H*, so dass mit F U {oo}
auch jede der Mengen M(F U {oo}) mit einem M € PSL,(Z) kompakt ist. Durchlaufen daher
die Matrizen A, mit y € {1,...,m} ein Vertretersystem von I' in PSL,(Z) wie in (3.7), so ist die
endliche Vereinigung kompakter Mengen

m

Jro= U A,,(.FU {co})
u=1

selbst wieder kompakt und hat unter der stetigen Projektion 77: H* — X(T') ein kompaktes
Bild. Die Kompaktheit von X(T') folgt, wenn wir zeigen konnen, dass die Einschrankung 7| z:
von 7t auf F7 surjektiv ist. Dem ist aber so, da einerseits /1t = ' N Hnach Proposition 3.31 ein
Vertretersystem fiir die Aktion von I' auf H enthélt und andererseits die Menge {A;(), ...,
Ay (00) } nach Proposition 3.28 ein Vertretersystem von Cusps I umfasst. O

Wir geben nun einen Atlas auf X(I') an und zeigen:

Satz 3.40. Fiir eine beliebige Kongruenzuntergruppe I trigt die Modulkurve X (I') die Struktur einer
kompakten Riemann’schen Fliche.

Beweis. Nach Korollar 1.14 und Proposition 3.39 gentigt es, einen beliebigen eindimensionalen
komplexen Atlas auf X (I') anzugeben, um zu zeigen, dass X (I') eine kompakte eindimensionale
komplexe Mannigfaltigkeit ist. Wegen X(I') = Y(I') U Cusps(I') und, da Y (I') nach Korollar 3.35
eine Riemann’sche Fliche ist, reicht es dafiir aus, einen Atlas von Y (I') um Karten in einer fest
gewihlten Umgebung einer jeden Spitzenklasse in Cusps(I') zu erginzen.

In Analogie zum Beweis von Satz 2.53 gehen wir wie folgt vor: Nach Lemma 3.38 (a) gibt es fiir
jedes s € QU {co} eine offene Umgebung U'(s) C H* mit

To={MeT: MUS) NU(s) £ ),
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so dass durch
Ur) i= [\U'(s) = {Ts(z) : z € U'(s)} € X(T)

eine offene Umgebung von 7(s) in X(I') gegeben ist. Auf dieser Umgebung definieren wir fiir
ein M € SL(Z) mit M(s) = oo die Karte

Ur<s> — (D,

o _ -1 .
YPres) =eo )\hr(s),l °Pm© 7T|u'(s)' {Fs(2> sy e27iM(z) /hr(s) (39)

7

wobei Ay -1 die Multiplikation mit hr(s)~! bezeichne® und e die Zuordnung e: z — €272,
Nach Konstruktion ist diese ein wohldefinierter Homéomorphismus auf eine geeignete offene
Teilmenge von C und hédngt nicht von der Wahl von M ab. In Anlehnung an den Beweis von
Satz 2.53 nennen wir derartig definierte Karten ab sofort auch Karten vom dritten Typ.

U'(s)

@ Ou eo Az (sy? ‘
s 0

Abbildung 3.3: Der dunkte Bereich symbolisiert ein Vertretersystem modulo I's.

Wir haben nun gezeigt, dass X(I') eine kompakte eindimensionale komplexe Mannigfaltigkeit
ist. Diese Mannigfaltigkeit ist aber auch zusammenhéngend,

denn: Ware X(T') nicht zusammenhéngend, so gibe es offene Teilmengen U;, Uy C X(T') mit
X(T)=U; UU, undsomit H* =7 () U H(Uy).

Wegen der Stetigkeit der Projektion 7r: H* — X(T') ist letzteres eine disjunkte Zerlegung von H*
in offene Teilmengen, die es nicht geben darf, weil IH* als offensichtlich wegzusammenhdngende
Menge auch zusammenhéngend ist. #

Zum Beweis, dass X(T') eine Riemann’sche Fldche ist, verbleibt die Biholomorphie des von uns
konstruierten Atlasses zu zeigen. Es gilt:

e Da Y(I') eine Riemann’sche Fliche ist, sind Karten vom ersten bzw. zweiten Typ biholo-
morph vertrdglich mit Karten vom ersten bzw. zweiten Typ.

¢ Da nach den Propositionen 3.30 und 3.28 die Mengen der T—Aquivalenzklassen beziig-
lich I elliptischer bzw. parabolischer Punkte in H* beide endlich sind, kénnen wir ohne

5IDie Zahl fir(s) bezeichnet die sogenannte Breite der Spitze s beziiglich der Gruppe I'. Um sie zu bestimmen,
wiéhlt man eine beliebige Matrix M € T mit M(co) = s und definiert /i (s) als die kleinste natiirliche Zahl #, fiir die
T"in M1 . T, - M enthalten ist.
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Einschrankung annehmen, dass die Definitionsbereiche der zugehorigen Karten auf X(T')
disjunkt sind und sie ansonsten geeignet verkleinern. Da die [-Aquivalenzklassen beziig-
lich I' elliptischer Punkte in H genau diejenigen Punkte sind, um die wir Karten vom
zweiten Typ konstruiert haben, und die Spitzenklassen beziiglich I genau diejenigen
Punkte sind, um die wir Karten vom dritten Typ konstruiert haben, miissen wir daher die
biholomorphe Vertraglichkeit von Karten vom zweiten Typ mit Karten vom dritten Typ
nicht eigens tiberpriifen. Analoges gilt fiir die biholomorphe Vertraglichkeit von Karten
vom dritten Typ untereinander.

¢ Zum Nachweis der biholomorphen Vertraglichkeit von Karten vom ersten Typ mit Karten
vom dritten Typ betrachten wir mit ¢, fiir ein z € H mit |[T;| = {+} eine Karte vom
ersten Typ und mit ¢, fiir eine Spitze s eine Karte vom dritten Typ. Dann gilt in der
jeweils bei der Konstruktion verwendeten Notation auf ¢,y (U'(s) N Uz)

¥rs) © ¥y = €0 Aig(o1 © 9y 0 7l © Tl 0 92
= €0 Aj (51 © PM

wobei wir ausnutzen, dass ¢, die Identitit ist und sich die Terme mit 7t wegheben. Die

Behauptung folgt, da
o Aflr(s)*l CPpM: W ezmM(w)/hr(s)
offensichtlich biholomorph ist.

Insgesamt haben wir gezeigt, dass X (I') tatsdchlich eine kompakte Riemann’sche Flacheist. [

Wir werden die kompakten Modulkurven in Abschnitt 4.8 noch einmal genauer betrachten und
mit dem Geschlecht eine topologische Invariante von ihnen bestimmen.

3.7 Modulfunktionen

Abschliefiend fiir dieses Kapitel untersuchen wir in diesem Abschnitt die meromorphen bzw.
holomorphen Funktionen auf den in Abschnitt 3.6 eingefiihrten Modulkurven Y (I') und X(T')
fir Kongruenzuntergruppen I'. Wir beginnen mit den nichtkompakten Modulkurven:

Proposition 3.41. Seien I eine Kongruenzuntergruppe und rt:  — Y (T') die kanonische Projektion.
Dann induziert die Zuordnung rt*: f +— f o 7t die folgenden C-Algebrenisomorphismen:

M(Y(D)) = {f € M(H) : f(A(z)) = f(2) fiiralle A € T},
O(Y(T)) ={feOM): f(A(z)) = f(z) fiiralle A € T}.

Beweis. Wir zeigen nur die Behauptung fiir die holomorphen Funktionen; der Beweis fiir die
meromorphen Funktionen funktioniert sehr dhnlich. Zunachst induziert 7t* offensichtlich einen
C-Algebrenhomomorphismus von O(Y(T')) nach O(H). Da jede Funktion f o 7t im Bild von
7* konstruktionsbedingt (f o 7)(A(z)) = (f o )(z) erfiillt, erhalten wir so eine Abbildung
von O(Y(I')) in die rechte Seite der Behauptung, die wir wieder 7* nennen. Aufgrund der
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Nichtkonstanz von 7t ist diese injektiv. Die Proposition folgt, wenn wir auch die Surjektivitat
von 7t* zeigen konnen. Sei dafiir f € O(H) invariant unter Mobius-Transformationen ¢4 mit
A € T. Dann kénnen wir durch f o 7t := f wohldefiniert eine Funktion f: Y(I') — C angeben.
Es gilt zu zeigen, dass f holomorph und somit ein Urbild von f unter 77* ist. Dem ist aber so,

denn: Nach Satz 2.53 ist 7t eine holomorphe Abbildung mit 7t(z¢)-ord(7t;z9) = |Ty,| fiir alle
zo € H. Nach Satz 1.40 gibt es daher fiir jedes zp € H biholomorphe Karten ¢: U — V von H
und : 7r(U) — V' von Y(I') mit ¢(z9) = 0 = ¢(7(20)), so dass fiir die Abbildung

/
I—I::lpoT[O(p_l: {V —>V‘f"
q =g
das Diagramm
z u—"-v q
b ]
7T(Z) H(U) ?‘ V/ qlfz[)l

kommutiert. Daher und aufgrund der Mébius-Invarianz von f erfiillt die holomorphe Funktion

2mik

(fop )(e™!-q) =(fop ')(q) furallek € Z

und besitzt daher eine Laurent-Entwicklung der Form
(Foe (@) =Y an(q™")"
n=0
Deren Laurent-Koeffizienten definieren eine holomorphe Funktion

g(q) == ) and",
n=0
fur die wir unter Ausnutzung der Kommutativitdt des Diagramms
(formog ' =fopl=goll=go(pomop)
erhalten. Hieraus folgt f = ¢ o 1 und somit die Holomorphie von f auf U. #

Es folgt die Surjektivitdt von 77* und somit die Proposition. O

Da es auf der kompakten Modulkurve X(I') nach Korollar 1.53 keine nichtkonstanten holo-
morphen Funktionen gibt, untersuchen wir dort nur die meromorphen Funktionen und fithren
dafiir einen neuen Begriff ein:

Definition 3.42. Sei s € QU {oo} eine Spitze beziiglich einer Kongruenzuntergruppe T' und sei
M € SLy(Z) mit M(s) = co beliebig. Dann heifit eine Funktion f € M(IH) meromorph in der
Spitze s, wenn es ein € > 0 gibt, fiir das die folgenden Bedingungen gelten:
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(i)  Die Funktion f ist eingeschrinkt auf die punktierte Umgebung M~1(U.(c0)) \ {s} von s holo-
morph.

(i)  Es gibt ein m € Z derart, dass es zu jedem & € (0,¢€) ein Cs gibt mit

|f(M(z))| < Cg - e~ 2mmIm(M(z) )/hr(s ) fiirallez € M~ (U!_5(c0)) ~ {s}.

Proposition 3.43. Seien I' eine Kongruenzuntergruppe und rt: W* — X(T') die kanonische Projektion.
Dann induziert die Zuordnung w*|p: f — (f o 71)|u einen C-Algebrenisomorphismus

M(X(T)) = {f € M(H): f(A(z)) = f(z) fiiralle A € T und

f ist meromorph in allen Spitzen}.

Die Funktionen auf der rechten Seite heifSen auch die Modulfunktionen beziiglich T'.

Beweis. Zunéchst lasst sich jedes f € M (X(T)) auf Y(T) einschrinken. Nach Proposition 3.41
erfiillt dann 77| (f) = 7* (f|y(r)) € M(H) die Invarianzeigenschaft

i (F)(A(z)) = 7| (F)(z) fiiralle A € T.

Wir erhalten so einen injektiven C-Algebrenhomomorphismus 77* | von M (X(I')) in die rechte
Seite von Proposition 3.41. Tatsichlich ist das Bild von 77*|p sogar in der Menge der Modul-
funktionen beziiglich I' enthalten,

denn: Seien dafiir f € M(X(T)), s € QU {co} eine beliebige Spitze, M € SLy(Z) eine Matrix
mit M(s) = oo und

P = Pre g —C

eine beliebige Karte um 77(s) vom dritten Typ. Dann ist f o ! auf einer ausreichend kleinen
punktierten Kreisscheibe U um 1(7t(s)) holomorph und ¢~ ( ) ist eine punktierte Umgebung
von 71(s), auf der f holomorph ist. Da die Topologie von IH* Hausdorff'sch ist und die beziiglich
I' elliptischen Punkte in H diskret liegen, konnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit an-
nehmen, dass kein solcher Punkt im Urbild von ¢~ ! (U) unter 7 enthalten ist. Nach Bemerkung
2.17 ist dann die Einschrankung von 7t auf dieses Urbild eine unverzweigte Uberlagerung, nach
Proposition 2.19 ein lokaler Homdomorphismus und nach dem Biholomorphiekriterium 1.44
somit in einer punktierten Umgebung U/(s) \ {s} von s auf H* biholomorph. Zusammen mit
der Holomorphie von f ergibt sich die Holomorphie von 7* | (f) in einer kleinen punktierten
Umgebung von s und insbesondere Eigenschaft (i) aus Definition 3.42.

u'(s) ~ {s} c H

. i ”l W\Hm

Uy~ {(s)} < ¥(D) =T
|

C

N
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Auf jeder punktierten Kreisscheibe U C C wie oben lasst sich f o ¢! in eine Laurent-Reihe
vom Typ Yo, a,q" entwickeln, wobei m € Z die Null- bzw. Polstellenordnung von f o ¢!
im Entwicklungspunkt bezeichnet. Nach Konstruktion von 1 in (3.9) iibersetzt sich dies in die
Reihendarstellung

2minM(z)

T (F) = Y ane 10

in einer kleinen punktierten Umgebung von s. Aus dieser Darstellung ldsst sich leicht Eigen-
schaft (ii) aus Definition 3.42 ablesen. #

Da die Modulfunktionen offensichtlich eine C-Unteralgebra der rechten Seite von Proposition
3.41 bilden, folgt die Proposition nun, wenn wir auch die Surjektivitdt von 77| zeigen konnen.
Sei dafiir f eine Modulfunktion beziiglich T. Nach Proposition 3.41 gibt es dann ein f €
M(Y(T)) mit 7*(f) = f. Dieses lasst sich zu einer Funktion f € M (X(T)) mit 7*|u(f) = f
fortsetzen,

denn: Sei dafiir wieder s € Q U {oo} eine beliebige Spitze und U’(s) eine offene Umgebung von
s, fiir die ¢: Upyy — € mit Upgy = I5\U'(s) eine Karte um 71(s) vom dritten Typ ist. Nach
Voraussetzung ist f in s meromorph und wir kénnen nach Definition 3.42 ohne Einschrén-
kung annehmen, f sei in U'(s) \ {s} holomorph und erfiille die Wachstumsbedingungen aus
Definition 3.42 (ii). Mit dem Riemann’schen Hebbarkeitssatz 1.28 folgt, dass sich

_ 2mimM(z)
f .e fzr(s)

holomorph auf ganz U’ (s) fortsetzen ldsst, wenn m € Z die Null- bzw. Polstellenordnung von
f in s bezeichnet. Nach Definition von 1 liefert dies eine Laurent-Reihe vom Typ },°,, a,q" fiir
f o¢p~! und damit die Meromorphie von f in 77(s) und damit insgesamt auf ganz X(T'). #

O]

3.8 Ubungsaufgaben

Aufgabe 3.1. Beenden Sie den Beweis von Proposition 3.9.

Aufgabe 3.2. Seien z1,z; € C sowie ¢ eine Mobius-Transformation mit ¢(z1) = 0 und ¢(z2) = oo.
Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(@) ¢ ist von der Form

mit einer Konstanten ¢ € C ~. {0}.

(b) Die Urbilder unter ¢ der Geraden durch z = 0 sind verallgemeinerte Kreise durch z1 und zp.

Aufgabe 3.3. Seis € C und sei M € SLy(Z) ein hyperbolisches Element mit M(s) = s. Zeigen Sie,
dass dann bereits s € R\ Q gilt.
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Aufgabe 3.4. Seien M, M’ € SLy(R) \ {£L} mit MM' = M’ M. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:
(@) Ist M parabolisch, so auch M'.
(b) Gilt M(z) = z fiirein z € C, so auch M'(z) = z.

Aufgabe 3.5. Zeigen Sie, dass fiir N € IN und p { N prim durch

() oo (¢ )

eine Kongruenzuntergruppe von SLy(Z) gegeben ist.

Aufgabe 3.6. Sei N eine natiirliche Zahl. In dieser Aufgabe bestimmen wir den Index der Gruppe I'o(N)
in der vollen Modulgruppe SL,(Z). Hierfiir betrachten wir zundichst die Menge

P(Z/NZ) := {(21%?) € (Z/NZ)?* :esgibt a+ NZ,b+ NZ € Z/NZ

mit (a4 NZ)(d + NZ) — (b+ NZ)(c + NZ) = 1 +NZ}

und lassen die Einheitengruppe (Z/NZ)* via Skalarmultiplikation darauf operieren. Diese Aktion
definiert eine Aquivalenzrelation ~ auf P(Z./NZ.), deren Klassen durch die Bahnen

(c+NZ:d+NZ) := (Z/NZ)* - <C+NZ> t (”NZ

d+NZ d+NZ> € (z/NZ)
gegeben sind. Fiir die Menge der zugehdrigen Aquivalenzklassen schreiben wir
PY(Z/NZ) := P(Z/NZ)/ ~ .
Zeigen Sie nun die folgenden Aussagen:
(a) Die Abbildung
Io(N)\SLy(Z) — PY(Z/NZ),

o FO(N)-C Z) — (c+ NZ: d+ NZ)

ist wohldefiniert und bijektiv.

(b) Es gilt

SLa(Z) = ] To(N) - (i Z) :

(¢c+NZ:d+NZ)eP(Z/NZ)
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wobei c,d so gewihlt seien, dass (¢ + NZ : d + NZ) ein Vertretersystem von P(Z./NZ) durch-
laufe und a, b zu jeder Vorgabe von c,d beliebig so gewdhlt seien, dass ad — bc = 1 erfiillt ist.

(c) Eine Funktion f: IN — C heifst schwach multiplikativ, wenn
f(ab) = f(a)- f(b) fiirallea,b € N mit ggT(a,b) =1

gilt. Stimmen zwei schwach multiplikative Funktionen auf allen Primpotenzen iiberein, so sind sie
bereits identisch.

(d) Fiir jede Primzahl p und jede natiirliche Zahl r gilt schliefSlich

et 10\ P 0 —1
SLyZ) = | | To(p)- [+ 2)u || To(p)- H). (3.10)
’ }io (11> }i ! <1 m)

Es folgt

[SLy(Z) : To(N)] = |PY(Z/NZ)| =N - ] <1+1>.
P ;‘rli]m P

Aufgabe 3.7. Zeigen Sie
Cusps(To(2)) = {To(2)(e), To(2)(0)}.

Hinweis: Benutzen Sie (3.10).

Aufgabe 3.8. In dieser Aufgabe zeigen wir, dass

141

To(2)( > )

die einzige Klasse beziiglich T'o(2) elliptischer Punkte ist. Zeigen Sie dafiir die folgenden Aussagen:

o _1+il1-0
1, Q/ _Qr T/ T

enthilt ein Vertretersystem der Klassen beziiglich T(2) elliptischer Elemente.

(a) Die Menge

Hinweis: Benutzen Sie (3.10).

(b) Fiir jeden dieser Punkte gilt es nun zu untersuchen, ob es ein elliptisches Element M = (. Z) von

T'0(2) gibt, das diesen fixiert. Wir stellen zundchst fest: Fiir jedes solche elliptische Element sind a, b
ungerade und es gilt d = —a.

(c) Zeigen Sie, dass die Punkte i, 0, —0, 1%@ jeweils von keinem elliptischen Element von T'o(2) fixiert
werden, und geben Sie ein elliptisches Element von I'g(2) an, das % fixiert.
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Aufgabe 3.9. Zeigen Sie fiir eine natiirliche Zahl N die folgenden Aussagen:
(@) Ist N > 3, so gibt es keine beziiglich T'1(N) elliptischen Punkte in H.

(b) Ist N durch eine Primzahl p mit p = —1 mod (12) teilbar, so gibt es keine beziiglich To(N)
elliptischen Punkte in .

Hinweis: Zeigen Sie die Behauptung zunichst fiir N = p = —1 mod (12).

Aufgabe 3.10. In dieser Aufgabe zeigen wir, dass die Menge M (X (1)) der Modulfunktionen auf X (1)
mit dem Korper der rationalen Funktionen C(j) in der in Aufgabe 1.11 eingefithrten j-Invariante j(T)
iibereinstimmt. Zeigen Sie dafiir die folgenden Aussagen:

(a) Die j-Invariante j(tT) induziert via j = (] o 7t)|u eine Modulfunktion | € M(X(1)), wobei
m: H* — T\IH* = X(1) die kanonische Projektion bezeichnet.

Hinweis: Sie diirfen an dieser Stelle und in den weiteren Aufgabenteilen verwenden, dass sich die
Diskriminante A(t) als 1-periodische Funktion in eine Fourier-Reihe Y5 a,e?™"* mit Koeffizi-
enten a, € C entwickeln lisst und dabei ag = 0 sowie a; # 0 gilt. Um letzteres zu zeigen, muss
man die Fourier-Reihen der Eisenstein-Reihen Gy kontrollieren, was nicht sehr schwer, aber fiir uns
hier zu aufwindig ist.

(b) Fiir ein beliebiges 0 # f € M (X(1)) gilt
0-ord(f;z) — oo-ord(f;z)

y Cordlfizl mordlfiz)

z SL2(Z), |

wobei z ein Vertretersystem modulo SLy(Z) der Nullstellen von f in H durchliuft.
Hinweis: Das funktioniert mit einem dhnlichen Integral wie im Beweis des Satzes vom Null- und
Polstellen zihlenden Integral: Genauer bestimmt man den Wert des Integrals

/
ERyQC
271 )y f(2)
auf zwei Weisen, wobei y den einfach positiv durchlaufenen Rand von F, := {z € F : Im(z) < c}
bezeichnet, der um kleine Kreisbogelchen um die Punkte o,i, —0 und um mdgliche Nullstellen auf

dem Bild von <y angepasst wurde. Einmal geschieht dies mit dem Residuensatz und einmal durch
direktes Ausrechnen aller Teilintegrale.

(c) Die Modulfunktion | ist injektiv und gibt mit Aufgabe 1.12 somit eine biholomorphe Aquivalenz
zwischen der Modulkurve X (1) und der Riemann’schen Zahlenkugel C.

(d) Folgern Sie M (X (1)) = C(j) und benutzen Sie dafiir Aufgabe 1.6.


https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/49571/display?destination=satz:Satz-vom-Null-und-Polstellen-zaehlenden-Integral
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/49571/display?destination=satz:Satz-vom-Null-und-Polstellen-zaehlenden-Integral
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/49571/display?destination=satz:Satz-vom-Null-und-Polstellen-zaehlenden-Integral

KAPITEL 4

Differentialformen

Nachdem wir in den bisherigen Kapiteln Riemann’sche Flachen und Abbildungen zwischen
diesen studiert haben, werden wir in diesem Kapitel Differentialformen auf Riemann’schen
Flachen einfiihren, um klassisch analytische Ideen behandeln zu kénnen. Um dabei konsistent
mit Kartenwechseln umgehen zu konnen, fithren wir in Abschnitt 4.1 zunédchst den Begriff
der Garbe ein. Vermittels Garbenkohomologie fiihren wir das Geschlecht einer kompakten
Riemann’schen Fliche als eine topologische Invariante ein, leiten den Satz von Riemann-Rocr>?
her und geben abschliefiend mit seiner Hilfe eine Formel fiir das Geschlecht von Modulkurven
an.

4.1 Garben

In der Funktionentheorie hat man es hdufig mit Funktionen in wechselnden Definitionsberei-
chen zu tun. Der Begriff der Garbe gibt einen geeigneten formalen Rahmen zur Behandlung
dieser Situation:

Definition 4.1. Eine Prigarbe abelscher Gruppen auf einem topologischen Raum (X, O) ist ein Paar
(F,0) aus

o ciner Familie F = (F(U)),,, abelscher Gruppen,

u

e ciner Familie ¢ = (Qﬁ)acu o von Beschrinkungshomomorphismen genannten Gruppenho-

momorphismen off : F(U) — F(U)
mit den Eigenschaften
i o= idrqp fiiralle U € O,

(ii) ngggzggﬁ;lrallelzlg Ucueo.

52Gustav Adolph Roch (1839-1866)
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Die Elemente von F(U) heifen (lokale) Schnitte von F iiber U, die Elemente von F(X) globale
Schnitte. Statt (F, 0) schreiben wir oft einfacher F fiir die Prigarbe und notieren die Beschrinkungs-
homomorphismen als f |y := Qg(f) fiiralle I C U € O und alle Schnitte f € F(U).

Analog zu Definition 4.1 lassen sich auch Pragarben von Mengen, Vektorrdumen, Ringen, usw.
definieren.

Beispiel 4.2. Sei X ein topologischer Raum und sei C(U) fiir jede offene Teilmenge U C X der
Vektorraum aller stetigen Funktionen f: U — C. Wihlen wir dann fiir alle Paare U C U offener
Teilmengen von Xals Bgschrﬁnkungsabbildung Qg: C(U) — C(U) dieiibliche Einschrinkung f — f|g
stetiger Funktionen, so ist (C, 0) eine Prigarbe von Vektorrdumen auf X.

Definition 4.3. Eine Prigarbe F auf einem topologischen Raum X heifst eine Garbe, wenn fiir jede
offene Menge U C X und jede Familie offener Teilmengen U; C U mit i aus einer Indexmenge I und
U = U1 U, die folgenden Garbenaxiome erfiillt sind:

(G1) Fiir je zwei f,g € F(U) mit f|u, = g|u, fiir alle i € 1 gilt bereits f = g.
(Ga) Fiir jede Familie (f;);ic; mit f; € F(U;) und der Bedingung

fi|(LI,'ﬂ LI]-) :f]‘|(ul_ﬂ l,I]-) ﬁirulle l,] el

gibtesein f € F(U) mit f|y, = fi fiirallei € 1.

Bemerkung 4.4. (a) Das Element f, das nach (G ) existiert, ist nach (Gy) eindeutig bestimmt.

(b) Anwendung von (Gy) und (Gy) auf den Fall U = @ = U;c; U; ergibt, dass F (D) genau ein
Element besitzt.

Beispiel 4.5. (a) Fiir jeden topologischen Raum X ist die Prigarbe C aus Beispiel 4.2 eine Garbe. Die
Giiltigkeit der Garbenaxiome ist dabei trivial.

(b) Sei X eine Riemann’sche Fliche und sei O(U) der Ring der auf einer offenen Teilmenge U C X
holomorphen Funktionen. Wihlen wir dann fiir alle Paare U C U offener Teilmengen von X als
Beschrinkungsabbildung die iibliche Einschrinkung f — f|z holomorpher Funktionen, so ist O
wie in (a) eine Garbe, die Garbe der holomorphen Funktionen auf X. Analog ist die Garbe M
der meromorphen Funktionen auf X definiert.

(c) Fiir eine offene Teilmenge U C C = R? sei C*(U) die C-Algebra der glatten, also beliebig oft total
reell differenzierbaren Funktionen f: U — C. Allgemeiner heifit fiir eine offene Teilmenge U einer
Riemann’schen Fliche X eine Funktion f: U — C glatt, falls es fiir jede Karte ¢: U — V' von
U eine — dann eindeutige — Funktion g € C®(V') mit f = g o ¢ gibt. Setzen wir nun C®(U) als
die C-Algebra der glatten Funktionen auf U, so definiert

C*: U —C™(U)

eine Garbe auf X, die Garbe der glatten Funktionen.
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(d) Seien X ein topologischer Raum und G eine nichttriviale abelsche Gruppe. Dann ist auf X wie folgt
eine Prigarbe G definiert: Fiir eine nichtleere offene Teilmenge U C X gelte G(U) := G und es sei
weiter G(@) := 0. Besitzt X nun zwei disjunkte nichtleere offene Teilmengen Uy, Uy, so ist G keine
Garbe,

denn: Seien g1 # ¢» € G zwei voneinander verschiedene Elemente. Wegen Uy N Uy = @ ist dann

gl\(ul A, = 82|(u1 N W), €s gibt aber kein g € G(UhUly) = Gmit gly, = g1 und glu, = .
Somit ist das zweite Garbenaxiom (G, ) verletzt. #

(e) Wir kénnen die Prigarbe G aus (d) leicht zu einer Garbe G abindern. Dafiir sei G(U) fiir jede
offene Menge U C X die abelsche Gruppe aller lokalkonstanten Abbildungen g: U — G — fiir jede
nichtleere, zusammenhingende offene Teilmenge U C X gilt dann offensichtlich G(U) = G. Fiir
U C U sei weiter G(U) — G(U) die iibliche Einschrinkungsabbildung. Man sieht leicht, dass
G dann eine Garbe auf X ist. Wir nennen sie die Garbe der lokalkonstanten Funktionen mit
Werten in G und schreiben kurz G =: G.

Definition 4.6. Seien nun JF eine Prigarbe von Mengen auf einem topologischen Raum X und xo € X
ein Punkt. Fiir zwei offene Umgebungen Uy, Uy C X von xq sowie Elemente f € F(Uy) und g € F(Uy)

sagen wir dann, es gelte f ~ g, wenn es eine offene Menge xo € U C Uy N Uy mit fla = glg gibt.
Man priift leicht nach, dass durch ~ eine Aquivalenzrelation auf der formal disjunkten Vereinigung

Ll Fw)

xo€eU offen
gegeben ist. Die Menge der Aquivalenzklassen
= lim F(U):= ( | | ]-"(U)) ~
xo€U offen xo€U offen

heif$t dann der Halm von F im Punkt xo. Ist F eine Prigarbe von abelschen Gruppen (bzw. Vektorriu-
men, Ringen), so ist auch Fy, eine abelsche Gruppe (bzw. ein Vektorraum, Ring).

Definition 4.7. In der Situation von Definition 4.6 betrachten wir eine feste offene Umgebung U von
xo und definieren

0x,: F(U) = Fy,

als die Abbildung, die jedem Element f € JF(U) seine Aquivalenzklasse modulo ~ zuweist. Das Bild
0x,(f) von f unter dieser Abbildung heifit dann der Keim von f in xo.

Beispiel 4.8. Seien O die Garbe der holomorphen Funktionen auf einem Gebiet D C C und zg € D.
Dann wird ein holomorpher Funktionskeim ¢ € O, durch eine holomorphe Funktion in einer offenen
Umgebung von zg reprisentiert und ldsst sich also in eine Taylor-Reihe

(o]
Y an(z —zo)"
n=0
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mit positivem Konvergenzradius entwickeln. Zwei holomorphe Funktionen in Umgebungen von zg be-
stimmen genau dann denselben Keim in zo, wenn sie dieselbe Taylor-Entwicklung um zq besitzen —
insbesondere ist fiir einen gegebenen Funktionskeim ¢ € O, der Funktionswert ¢(z9) € C unab-
hingig vom Reprisentanten. Es besteht somit ein Isomorphismus zwischen dem Halm O, und dem
Ring der konvergenten Potenzreihen um zo mit komplexen Koeffizienten. Analog ist der Ring My, der
meromorphen Funktionskeime in xo isomorph zum Ring der konvergenten Laurent-Reihen

i an(z —zp)"

n=—k

um zo mit komplexen Koeffizienten und endlichem Hauptteil.
Unmittelbar aus dem Garbenaxiom (G;) erhalten wir nun:

Lemma 4.9. Seien F eine Garbe abelscher Gruppen auf einem topologischen Raum X und U C X eine
offene Teilmenge. Ein Schnitt f € F(U) ist genau dann gleich Null, wenn alle Keime ox(f) € Fx mit
x € U verschwinden.

Fiir einen topologischen Raum X und eine Pragarbe 7 auf X schreiben wir

|F| = |_| Frx

xeX

fur die disjunkte Vereinigung der Halme. Wir fiithren jetzt auf | F| eine Topologie ein:

Proposition 4.10. Sei F eine Prigarbe iiber einem topologischen Raum X. Dann ist das System B aller
Mengen

U, f] :=A{ox,(f) :xo € U} C |F| mitU C Xoffen und f € F(U)
die Basis einer Topologie auf | F|. Weiter ist die Projektion
p: |F| =X,

die jedem ¢ € Fy, das zugehdrige x zuordnet, eine unverzweigte Uberlagerung. Wir nennen in dieser
Situation | F| den F zugeordneten Uberlagerungsraum.

Beweis. Wir zeigen zundchst, dass B die Bedingungen des Basiskriteriums aus Fufinote 5 erfiillt:
Bedingung (B;) gilt, da offensichtlich jedes Element ¢ € |F| in mindestens einem [U, f] enthal-
ten ist. Zum Beweis von Bedingung (B;) betrachten wir beliebige Mengen [Uy, fo, [U1, f1] € B
und ein beliebiges Element ¢ € [Uy, fo] N [U1, f1]. Dann ist p(¢) € Uy N U; und es gilt
¢ = 0p(¢)(fo) = 0p(g)(f1)- Somit existiert eine offene Umgebung U C Uy N U; von p(¢@) mit
folu = filu =: gundes gilt ¢ € [U,g] C [Uy, fo] N [U1, f1]-

Um zu zeigen, dass p eine unverzweigte Uberlagerung ist, reicht es nach Proposition 2.19 aus,
nachzuweisen, dass p ein lokaler Homéomorphismus ist. Fiir ein beliebiges ¢ € |F| gibt es
ein [U, f] € Bmit ¢ € [U, f|. Dann ist [U, f] eine offene Umgebung von ¢ und U eine offene
Umgebung von p(¢). Die Abbildung p|(y s : [U, f] — U ist bijektiv und - wie sofort aus den
Definitionen folgt — stetig und offen. O
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Definition 4.11. Wir sagen, eine Prigarbe F iiber einem topologischen Raum X geniigt dem Iden-
titdatssatz, wenn folgendes gilt: Ist U C X ein Gebiet und sind f,g € F(U) Elemente, deren Keime
0x, (f) und 0x,(g) fiir einen Punkt xo € U iibereinstimmen, so gilt f = g.

Beispiel 4.12. Wie man anhand des Identititssatzes 1.31 leicht einsieht, geniigen die Garben O und
M der holomorphen bzw. meromorphen Funktionen auf einer Riemann’schen Fliche dem Identitiitssatz.

Proposition 4.13. Seien X ein lokal zusammenhingender Hausdorff-Raum und F eine Prigarbe auf
X, die dem Identititssatz gentigt. Dann ist der topologische Raum | F | ebenfalls Hausdor{f'sch.

Beweis. Wir miissen je zwei voneinander verschiedene Elemente ¢g, ¢1 € |F| durch offene
Umgebungen voneinander trennen. Hierbei unterscheiden wir zwei Fille:

Fall 1: p(¢o) =: xo # x1 := p(¢1). Da X Hausdorff’sch ist, gibt es disjunkte offene Umgebungen
Up von xo und Uj von x; in X. Dann sind auch die offenen Umgebungen p~!(Ujy) von ¢y und
p~1(Uy) von @1 wieder disjunkt.

Fall 2: p(¢@o) = p(¢1) =: x. Die Keime ¢o, 91 € F, seien durch Elemente fy € F(Up) bzw.
f1 € F(U,) fur geeignete offene Umgebungen Uy, U; C X von x représentiert. Fiir eine beliebige
offene Umgebung U C Uy N Uy ist [U, fo|u] bzw. [U, f1|u] eine offene Umgebung von ¢ bzw.
¢1. Gébe es nun ein

¥ e [U, folul N [U, filul,

so gilte

= 0p(p)(fo) = Qp(y) (f1)

und mit dem Identitétssatz gilte fo|y = f1|uy. Im Widerspruch zu unserer Voraussetzung folgte
®o = @1, so dass [U, folu] und [U, f1|y] disjunkt sind. O

4.2 Meromorphe Differentialformen auf Riemann’schen Flachen

Fiir einen Punkt a auf einer Riemann’schen Flache X sei C;° der zugehorige Halm der in Beispiel
4.5 (c) eingefiihrten Garbe C* der glatten Funktionen. Fiir eine beliebige Koordinatenumgebung
(U, z) von a mit z = x + iy sind dann auf naheliegende Weise tiber die partiellen Ableitungen
auf offenen Teilmengen von C = R? auch partielle Ableitungsoperatoren

0 d 9 0

a,@,&,ﬁc (U)—>C (U)

definiert.>® Betrachten wir nun den C-Untervektorraum

m, = {f €C’: f(a) =0}.

Wir sagen, ein Keim ¢ € m, verschwindet in zweiter Ordnung, wenn er einen Vertreter ¢ besitzt,
der in einer Koordinatenumgebung (U, z) von a

909\ _ 9 1y —
g(a)—O und @(a)_O
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erfillt, und schreiben mg C m, fiir den C-Untervektorraum der Keime, die in zweiter Ordnung
verschwinden. Wir definieren:

Definition 4.14. Seien X eine Riemann’sche Fliche und a € X. Dann heifit der Quotientenraum
T: := m,/m2 der Kotangentialraum von X in a. Fiir jede offene Umgebung U von a und jedes
fec>(U) liegt

dof := (f — f(a)) mod m3
im Kotangentialraum T, und heifSt das Differential von f in a.
Proposition 4.15. Seien X eine Riemann’sche Fliche, a € X und (U,z) eine Koordinatenumgebung

von a mit z = x + iy. Dann sind {d,x, d,y} und {d,z,d,z} jeweils C-Basen des Kotangentialraums
T, Fiir eine beliebige Umgebung U’ C U von a und ein beliebiges f € C*(U) gilt

d.f = gJ;(a) ~dgx + gjyf(a) ~day = g{;(a) ~dz 4+ ai_f(a) -d,z.

Beweis. Wir zeigen lediglich, dass {d,x,d,y} eine C-Basis von T, ist; die entsprechende Be-
hauptung fiir {d,z, d,z} zeigt man analog. Tatsédchlich erzeugen d,x und d,y ganz T},

denn: Sei t € T; beliebig und sei ¢ € m, ein Vertreter von ¢t. Dann kdnnen wir ¢ in eine
Taylor-Reihe

d 0
p=c1-(x—x(a))+c- (y—ya)+¢ mitc; = %(a),cz = a(;(a) und einem ¢ € m2
entwickeln und die Behauptung folgt bereits, wenn wir modulo m? rechnen. #

Zudem sind d,;x und d,y linear unabhingig iiber C,

denn: Sei ¢y - dgx + c2 - dygy = 0 eine C-Linearkombination der Null. Definitionsgemaf3 gilt dann

e (x=x(a)) +e- (y—y(a) €mg
Durch Bilden der partiellen Ableitungen dieses Ausdrucks nach x und y erhalten wirc; = ¢, =
0. #

Insgesamt haben wir gezeigt, dass {d,x, d,y} eine C-Basis von T; ist. Die behauptete Formel
haben wir zudem mit der Herleitung der Taylor-Reihe im Beweis, dass d,x und d,y ganz T
erzeugen, bereits mitbewiesen. O

53Hierbei sind die WIRTINGER-Ab1eitunger154 %, % bekanntlich auf einem offenen U C C = R? definiert als

D1 (2 Y e Dl (20
9z 2 \ox dy 9z~ 2 \ox 9y
und es gilt O(U) = Kern(a%). Diese Zusammenhénge tibersetzen sich lokal auf Riemann’sche Flachen.
54Wilhelm Wirtinger (1865-1945)
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Seien nun (U,z) und (U’,z") zwei Koordinatenumgebungen eines Punktes a auf einer Rie-
mann’schen Fliche X. Dann gelten

oz’ " oz’ _
aiz<ﬂ) =:ceC und aig(ﬂ) =,
oz , , 0z

g(a) = 0,da z' holomorph ist, und g(a) =0.

In dieser Notation erhalten wir
d,z =c-d,z und d,z' =c¢-d,z.

Es folgt, dass die von d,z und d,z aufgespannten, eindimensionalen Untervektorraume
Tu]’o = C-d,z,
TV := C-d,z

von T, von der Kartenwahl unabhéngig sind. Nach Proposition 4.15 gilt dann T, = T @ 1
und fiir ein beliebiges d,f € T, mit f € C®(U) schreiben wir
du(f) = diOf +d%'f mit d}Of € TIO,d0f € TO.

Es gilt dann
d o) B
d;°f = BJZ( (1)d,z und d¥'f = a£ (a) duz.
Hiermit und mit der Produktregel der partiellen Differentiation auf C folgt leicht

d.(fg) = f(a)-dag+g(a)-d.f furalle f,g € C*(U). (4.1)

Definition 4.16. Seien X eine Riemann’sche Fliche und U C X eine offene Teilmenge. Dann heifst eine
Abbildung

w:U— |JT; mitw(a) €T firallea e U

acl

eine 1-Form auf U. Ist dabei w(a) in T;° bzw. T fiir alle a € U, so heifit w vom Typ (1,0) bzw.
(0,1).

Beispiel 4.17. Seien X eine Riemann’sche Fliche und (U, z) mit z = x + iy eine Karte von X. Dann
gilt:
(@) Jedes f € C*(U) induziert via df : a — d,f eine 1-Form.

(b) Fiir jede 1-Form w auf U und jede Funktion f: U — Cist f - w: a — f(a) - w(a) wieder eine
1-Form auf U.

(c) Fiir jede 1-Form auf U gibt es (nicht notwendigerweise stetige) Funktionen f, g, @, p: U — C mit

w=f-dx+g-dy und w=¢-dz+1¢-dz.
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Definition 4.18. Seien X eine Riemann’sche Fliche und U C X eine offene Teilmenge. Eine 1-Form w
auf U heift

e differenzierbar, wenn beziiglich jeder Karte (U',z) auf U N U’ gilt:

w=f-dz+g-dz mit f,g € C(UNU).

* holomorph, wenn beziiglich jeder Karte (U',z) auf U N U’ gilt:

w=f-dz mit f,g € O(UNU).

Wir schreiben E1(U) bzw. QY (U) fiir den C-Vektorraum der differenzierbaren bzw. holomorphen 1-
Formen auf U. Diese Vektorriume bilden zusammen mit den iiblichen Beschrinkungsabbildungen die
Garbe der differenzierbaren 1-Formen £ bzw. die Garbe der holomorphen 1-Formen Q! auf X.
Durch Betrachten der jeweilig passenden Untervektorriumen erhalten wir die Garben £ bzw. £%' der
differenzierbaren 1-Formen vom Typ (1,0) bzw. (0,1).

Definition 4.19. Seien X eine Riemann’sche Fliche, U C X eine offene Teilmenge, a € U und w €
QU ~ {a}). Sei weiter (U, z) eine Koordinatenumgebung von a mit z(a) = 0. Dann ldsst sich w in
U~A{a}alsw = fdzmit f € O(U \ {a}) darstellen. Sei schliefSlich

f@) = Y a2
n=-—oo
die Laurent-Entwicklung von f um a beziiglich der Variablen z. Wir sagen
eine hebbare Singularitiit, falls a, = 0 fiir allen <0,

w hat in a { einen Pol der Ordnungm € N,  fallsa_,, # 0 und a,, = 0 fiir allen < —m,
eine wesentliche Singularitit, falls es unendlich viele n € IN mit a_, # 0 gibt.

Der Koeffizient a_1 heifit das Residuum res,—, w von w in a.

In Ubungsaufgabe 4.1 zeigen wir, dass das Residuum unabhingig von der Wahl der Karte
(U, z) ist.

Definition 4.20. Seien X eine Riemann’sche Fliche und U C X eine offene Teilmenge. Eine 1-Form w
auf U heifSt meromorph, falls es eine offene Teilmenge U’ C U gibt mit

i) wel(Uu),

(ii) U~ U’ besteht aus isolierten Punkten,

(ili) w hat in jedem a € U ~. U’ einen Pol.

Die meromorphe 1-Form w lisst sich dann auf U in der Form f dz mit einem f € M(U) schreiben. Den
C-Vektorraum der meromorphen 1-Formen auf U nennen wir MY (U). Zusammen mit den iiblichen
Beschrinkungsabbildungen erhalten wir so die Garbe der meromorphen 1-Formen auf X.
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In Verallgemeinerung unseres bisherigen Vorgehens in diesem Abschnitt fithren wir fiir jedes
n € IN den Begriff der n-Form ein. Hierfiir erinnern wir zunéchst an:

Definition 4.21. Sei V ein C-Vektorraum. Dann ist auch \" V ein Vektorraum; seine Elemente sind
endliche Summen von Elementen der Form v1 ANva A ... \Nv, mit vq,...,v, € V. Hierbei gelten fiir
allei € {1,...,n} und A € C die Rechenregeln

UA L AAGHT) A AV =A (1A AN AT) O AL AT Ay,
VA ANV A AT = — (01 A AV AT AL A Dy).
Ist durch by, . .., by eine Basis von V gegeben, so bilden die Elemente b, Nb;, A\ ... A\b; miti; < iy <

... < iy eine Basis von \" V. Durch diese Eigenschaften ist \"" V vollstindig charakterisiert.

Beispiel 4.22. Seien X eine Riemann’sche Fliche, a € X und (U, z) eine Koordinatenumgebung von
a mit z = x + iy. Nach Proposition 4.15 sind dann sowohl {d,x, d,y} als auch {d,z,d,z} Basen des
(somit zweidimensionalen) Kotangentialraums T, von X in a. Nach Definition 4.21 gilt dann:

. /\2 Ty ist eindimensional und sowohl d,x N\ dgy als auch dgz AN dyz = —2i - (dax A day) ist eine
Basis.

o N"T; =0fiirallen > 2.

Definition 4.23. Seien X eine Riemann’sche Fliche und U C X eine offene Teilmenge. Dann heifst eine
Abbildung

w:U— /\ZT;k mit w(a) € /\ZT;ﬁirallea el
acl

eine 2-Form auf U. Eine 2-Form w heifit differenzierbar, wenn beziiglich jeder Karte (U', z) auf U N U’
gilt:

w=f-(dzAdz) mit f € C®(UNU'),
womit wir
w(a) = f(a) - (daz A daZ) fiirallea € U

meinen. Wir schreiben E%(U) fiir den C-Vektorraum der differenzierbaren 2-Formen auf U. Diese Vektor-
ridume bilden zusammen mit den iiblichen Beschrinkungsabbildungen die Garbe der differenzierbaren
2-Formen E? auf X.

Beispiel 4.24. Seien X eine Riemann’sche Fliche und U C X eine offene Teilmenge.

(a) Fiir wy,wy € EX(U) ist durch (w1 A wy)(a) = wi(a) A wa(a) fiir alle a € U eine 2-Form
w1 A wy € EX(U) definiert.

(b) Fiir f € C*(U), w € E*(U) ist durch (fw)(a) := f(a)w(a) fiir alle a € U eine 2-Form
fw € E2(U) definiert.
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Definition 4.25. Seien X eine Riemann’sche Fliche und U C X eine offene Teilmenge. Jede 1-Form
w € EY(U) lisst sich schreiben als

w =Y frdge mit f, g € C*(U), (4.2)
p

wobei die uns vertrauteste Variante w = f1 dz + f, dz mit einer lokalen Koordinate z ist. Wir setzen

dw = dek N dgk
k

In Ubungsaufgabe 4.2 zeigen wir, dass unsere Definition von dw insofern wohldefiniert ist, dass
sie nicht von der Wahl der Darstellung in (4.2) abhéngt.

Proposition 4.26. Seien X eine Riemann’sche Fliche und U C X eine offene Teilmenge. Seien weiter
f eC®(U)und w € EY(U). Dann gelten die folgenden Rechenregeln:

@) ddf =0.
(i) dfw=dfAw+ fdw.
Beweis. Diese Rechenregeln folgen unmittelbar aus der Definition. Schreiben wir w = ¢ - dz +
h-dz mit f,g € C®°(U N U’) beziiglich einer beliebigen Karte (U, z), so gilt genauer:
ddf 2 d(1-df) =d1adf 2o,
dfw = d(fg-dz+ fh-dz) 2 (d(fg) Adz) + (d(fh) A dz)
=) ((Fdg +gdf) Ade) + ((fdh+ hdf) Adz)
2 df A (gdz +hdZ) + f - (dg Adz + dh A dZ)
=df Nw+ fdw.

O

Satz 4.27. Seien X eine Riemann’sche Fliche und U C X eine offene Teilmenge. Dann gilt dw = O fiir
jede holomorphe 1-Form w € QY (U) und jede 1-Form w € EY2(U) mit dw = 0 ist holomorph.

Beweis. Jedes w € EY(U) lasst sich beziiglich einer beliebigen Karte (U’,z) auf U N U’ schrei-
ben als w = f dz mit einem glatten f. Fiir die Ableitung gilt dort dann

dw =df Adz L (afd +afd>Adz:gf;(dzAdz).

Es ist also dw = 0 gleichbedeutend zu %z =0. O
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4.3 Integration von Differentialformen

Seien X eine Riemann’sche Fliache und w € £1(X). Sei weiter v eine stiickweise glatte Kurve auf
X, also eine stetige Abbildung y: [0,1] — X, fiir die es eine Partition0 =ty < t; < ... <t, =1
des Intervalls [0, 1] gibt sowie fiir alle k € {1,...,n} Karten (Uy, zx) mit zy = x; + iy, derart,
dass gilt:

o v([te—1, t]) C Us,
* die Funktionen xi o y|};, , 1, sowie yx o 7|}y, , 4, sind glatt.

In jedem Uy gilt w = fi dxy + gx dyk mit fx, g € C*°(U) und wir definieren das Integral von w
iiber die Kurve -y als

fo= £ 1 (00 250 1 gyt G Y o

Man kann leicht nachpriifen, dass diese Definition unabhédngig von den Wahlen der Partition
des Intervalls und der Karten ist.

Proposition 4.28. Seien X eine Riemann’sche Fliche, y: [0,1] — X eine stiickweise glatte Kurve und
F € C*(X). Dann gilt
/ydl—" = F(y(1)) — F(1(0)).

Beweis. Nach Proposition 4.15 gilt in der obigen Notation

und es ist

=1 e \OXk
t d
-1 [ (GFtro ) a
- i F(y(t)) —P(v(tm)))
k=1

O]

Definition 4.29. Seien X eine Riemann’sche Fliche und w € £Y(X). Gilt dann w = dF fiir eine glatte
Funktion F € C®(X), so heifdt F eine (glatte) Stammfunktion von w.
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Bemerkung 4.30. (a) Die Stammfunktion einer 1-Form wie in Definition 4.29 ist nicht eindeutig
bestimmt: Fiir eine Stammfunktion F von w und ein ¢ € C ist offensichtlich auch F + c eine
Stammfunktion von w. Umgekehrt unterscheiden sich je zwei Stammfunktionen Fy, F, von w um
eine Konstante, denn aus d(F; — F,) = 0 folgt mit Proposition 4.28 bereits die Konstanz von
F - b.

(b) Nach Proposition 4.26 gilt fiir jede 1-Form w mit Stammfunktion bereits dw = 0.
Im Fall einer offenen Kreisscheibe U = U,(0) C C fiir ein r € R~ existiert bekanntlich fiir

jedes w € £Y(U) mit dw = 0 eine glatte Stammfunktion — besonders leicht lasst sich das etwa
fiir holomorphes w einsehen,

denn: Sei w = fdz mit einem f € O(U). Letzteres hat eine Taylor-Entwicklung der Form
f(z) = Yoo an,z" mit komplexen Koeffizienten a,,. Durch

) a,
F(z) := Z"t1
(2) rgn—i—l

wird dann eine Funktion F € O(U) mit dF = w definiert. #

Die allgemeine Aussage zeigen wir in Ubungsaufgabe 4.3. Im Gegensatz zu der so gegebenen
lokalen Existenz glatter Stammfunktionen existieren globale Stammfunktionen differenzierba-
rer 1-Formen w mit dw = 0im Allgemeinen nur als mehrdeutige Funktionen wie in Bemerkung
2.14:

Satz 4.31. Seien X eine Riemann’sche Fliche und w € EY(X) mit dw = 0. Dann existiert eine
zusammenhingende unverzweigte unbegrenzte Uberlagerung p: X — X und eine Stammfunktion
F € C™(X) des Riicktransports p*w.

Beweis. Sei F die Garbe der glatten Stammfunktionen von w, wobei F (U) fiir ein offenes U C X
aus allen F € C*(U) mit dF = w besteht. Die Garbe F geniigt dem Identitétssatz, denn fiir
ein Gebiet U C X unterscheiden sich je zwei Funktionen F, G € F(U) nur um eine Konstante.
Nach Proposition 4.13 ist daher der zugeordnete Uberlagerungsraum | 7| Hausdorff'sch. Weiter
ist die nach Proposition 4.10 unverzweigte Uberlagerung p: |F| — X auch unbegrenzt,

denn: Zu jedem xo € X gibt es nach Ubungsaufgabe 4.3 eine zusammenhingende offene Um-
gebung U und eine Stammfunktion F € F(U) von w. Nach Bemerkung 4.30 (a) unterscheiden
sich zwei solcher Stammfunktionen jeweils um eine additive Konstante und es folgt

pH(U) = | |[UF+d],
ceC

wobei sdmtliche Abbildungen p|yriq: [U, F + c] = U Homéomorphismen sind. #

Fiir eine beliebige Zusammenhangskomponente X C |F| ist dann auch p|y eine unverzweigte
unbegrenzte Uberlagerung. Da X eine Menge von Funktionskeimen ist, ist durch F(g) :=
¢(p(¢)) auf natiirliche Weise eine Funktion F: X — C definiert. Diese ist nach Konstruktion
eine Stammfunktion von p*w. O
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Korollar 4.32. Seien X eine Riemann’sche Fliche, p: X — X ihre universelle Uberlagerung und
w € EY(X) mit dw = 0. Dann existiert eine Stammfunktion F € C*®(X) des Riicktransports p*w.

Beweis. Seiq: X — X die nach Satz 4.31 existente Uberlagerung und F € C*(X) die zugehorige
glatte Stammfunktion von g*w. Da p: X — X die universelle Uberlagerung ist, gibt es eine
spurtreue holomorphe Abbildung : X — X. Sei F := h*F € C*(X). Dann ist F eine glatte
Stammfunktion von h*(g*w) = p*w. O

Nach Satz 2.39 ist insbesondere jede einfach zusammenhingende Riemann’sche Fldche X ihre
eigene universelle Uberlagerung. Nach Korollar 4.32 hat dann jedes w € £1(X) mitdw = 0 eine
Stammfunktion in C®(X).

Satz 4.33. Seien X eine Riemann’sche Fliche, p: X — X ihre universelle Uberlagerung, w € £(X)
mit dw = 0 und F € C®(X) eine Stammfunktion des Riicktransports p*w. Ist dann «: [0,1] — X
eine stiickweise glatte Kurve und &: [0,1] — X eine Hochhebung von vy, so gilt

/w - — F(5(0)).

Dies ist unabhingig sowohl von der Wahl der Stammfunktion F von p*w als auch von der Wahl der
Hochhebung 6 von 7.

Beweis. Definitionsgemaf gilt fiir jede stiickweise glatte Kurve 4: [0,1] — X und jede differen-
zierbare 1-Form w € £1(X)
/ prw = w.
¥ poy

Die Formel im Satz folgt somit unmittelbar aus Proposition 4.28.

Die Unabhéngigkeit von der Wahl der Stammfunktion ergibt sich daraus, dass sich je zwei
Stammfunktionen nur um eine additive Konstante unterscheiden, die bei der Differenzbildung
wegfillt. Um die Unabhidngigkeit von der Wahl der Hochhebung zu zeigen, betrachten wir zwei
beliebige Hochhebungen &y und 6; von <. Da die universelle Uberlagerung p: X — X nach Satz
2.47 Galois’sch ist, gibt es dann eine Decktransformation o & Deck(X/X) mit §; = ¢ o §y und
aufgrund von p oo = p gilt o* (p*w) = p*w. Es folgt, dass mit F auch o*F eine Stammfunktion
von p*w ist und es somit ein ¢ € C mit o*F — F = ¢ gibt. Wir erhalten

E(5,(1)) — E(61(0)) = 0" E(60(1)) — 0" E(60(0)) = E(d0(1)) — F(éo(0))
und somit die gewiinschte Unabhéngigkeit. O
Satz 4.34 (Homotopieversion des Cauchy’schen Integralsatzes auf Riemann’schen Fldchen).

Seien X eine Riemann'sche Fliche und w € EY(X) mit dw = 0. Dann gelten die folgenden beiden
Aussagen:

(a) Fiir je zwei xo, x1 € X und je zwei homotope Kurven o, y1: [0,1] — X von xo nach x; gilt

w = w.
Yo T
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(b) Fiir je zwei frei homotope geschlossene Kurven g, y1: [0,1] — X gilt

/ w = w.
Yo T

Beweis. Wir beweisen zundchst Behauptung (a). Sei dafiir p: X — X die universelle Uberla-
gerung und seien d, é1: [0,1] — X Hochhebungen von 7o, y; mit demselben Anfangspunkt.
Nach Proposition 2.25 haben Jy und 4; dann auch denselben Endpunkt und die Behauptung
folgt aus Satz 4.33.

Zum Beweis von Behauptung (b) seien xo bzw. x; der Anfangs- und Endpunkt der Kurve 7
bzw. der Kurve 7. Nach Definition von freier Homotopie gibt es dann eine Kurve § von xp nach
x1 derart, dass yg zu J - 1 - 6~ homotop ist, und es gilt

[ )= e o fe=]
w = = w + w— | w= w
Y0 0-y1+6~ o 7 6 T

und somit die Behauptung. O

Unser nachstes Ziel ist es nun, eine Version des Residuensatzes auf Riemann’schen Flachen
herzuleiten. Dies tun wir vermoge der Integration tiber 2-Formen, wie wir sie nun einfiihren:

Dabei erinnern wir zundchst an die Situation in der komplexen Ebene. Fiir eine 2-Form w €
E2(V) auf einer offenen Teilmenge V C C koénnen wir bekanntlich

w=f-(dxAdy) :%-f-(dz/\di) mit einem f € C*(V)

schreiben. Wir setzen voraus, dass f aufierhalb einer kompakten Teilmenge von V verschwindet

und definieren
// w = // f(x,y)dxdy,
1% 1%

wobei wir die rechte Seite als gewdhnliches Doppelintegral verstehen. Sind nun V C C eine
weitere offene Teilmenge und ¢: V — V biholomorph mit einer Zerlegung i = u + iv in Real-
und Imaginarteil, so gilt nach den Caucny-Riemann’schen Differentialgleichungen55

d(u,v) _dudv Oudv _ g/ |2
d(x,y) 0xdy OJyox 4

tiir die Funktionaldeterminante von ¢. Es folgt die Transformationsformel

//vfdxdy: //‘7(fol/’)|¢'|2dxdy.

Andererseits gilt

P*(dzAdz) = dy Ady = (¢ dz) A (¥ dz) = |¢/|? - (dz A dZ)

— prw = (fop)lyPdxdy



4.3. Integration von Differentialformen 130

und somit insgesamt

flo= o

Wir definieren nun Integrale iiber 2-Formen auf beliebigen Riemann’schen Flachen:

Definition 4.35. Der Triger einer Differentialform w auf X ist die abgeschlossene Menge

Supp(w) := {xp € X : w(xp) # 0}.

Analog ist auch der Triger Supp(f) einer Funktion f: X — C definiert.

Definition 4.36. Seien X eine Riemann'sche Fliche, ¢: U — V eine Karte auf X und w € E?(X) eine
Differentialform, deren Triger kompakt und in U enthalten ist. Dann ist (¢~ ')*w eine Differentialform
mit kompaktem Triger auf V. C C und wir setzen

o= o= o

Bemerkung 4.37. In Definition 4.36 ist das Integral unabhingig von der Wahl der Karte und somit
wohldefiniert,

denn: Sei ¢: U — V eine weitere Karte mit Supp(w) C U. Da wir sonst zum Durchschnitt iibergehen
kénnen, diirfen wir ohne Einschrinkung U = U annehmen. Dann ist

w::(pO(p_lzf/—)V

biholomorph. Aufgrund von

und (4.3) gilt dann

JL @ e=[[ 0w

und somit die behauptete Unabhingigkeit. #

Definition 4.38. Seien X eine Riemann'sche Fliche, U = (U,);c eine offene Uberdeckung von Karten
@i: Uy — V;von X und w € E2(X) eine Differentialform mit kompaktem Triger. Dann gibt es ein
n € IN und eine n-elementige Teilmenge {i1,...,i,} C I mit

n

Supp(w) C U U,
k=1

Man kann zeigen, dass es dann auf X eine U untergeordnete Partition der Eins gibt, und genauer
Funktionen f; € C*(X) mit

Supp(fi,) € U, fiirallek € {1,...,n},
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]:Z%fik(x) =1 fiir alle x € Supp(w).

Fiir diese ist f; w eine Differentialform mit Supp(fi ) C U;, und es gilt

~ Y fuw

k=1
Wir definieren schliefilich

fleos= 2 [, s

wobei die rechte Seite wie in Definition 4.36 zu verstehen ist. Man iiberlegt sich leicht, dass auch diese
Definition unabhingig von der Wahl der Karten und der Wahl der Funktionen f;_ist.

Um nun den Residuensatz zeigen zu konnen, benétigen wir noch ein Resultat, das Integrale
tiber 2-Formen mit solchen iiber 1-Formen in Beziehung setzt. Nur fiir den uns interessierenden
speziellen Fall zeigen wir:

Lemma 4.39 (Satz von Stokes™®). Seien 0 € U C C offen und w € EY(U) eine differenzierbare
Differentialform. Dann gelten fiir alle 0 < r < R < co mit UX C U bzw. fiir Ur C U die folgenden
Aussagen:

(a) /uﬁ dw:/sz_/mrw’
(b) //uR de = /sz

Beweis. Da Behauptung (b) durch Grenziibergang r — 0 unmittelbar aus Behauptung (a) folgt,
reicht uns im Weiteren ein Beweis von letzterer aus. Hierbei konnen wir bekanntlich w =
f dx + g dy mit geeigneten f, g € C®°(U) schreiben. Tatsdchlich diirfen wir ohne Einschrankung

sogar annehmen, es gelte w = g dy und somit dw = % - (dx A dy),

denn: Der Fall w = fdx l4sst sich tiber die Koordinatentransformation (x,y) — (y, —x) mit
Funktionaldeterminante 1 auf diesen Fall zuriickfiihren. Beide Félle additiv zusammengenom-
men zeigen dann die allgemeine Aussage. #

In Polarkoordinaten z = ¢ - ¢/# und also x = ¢ - cos ¢ sowie y = gsin ¢ gilt

d sing 0

ax ¥ d0 o d¢

Mit (o, @) := g(o - €'%) erhalten wir so

98 sinq)%
/uﬁd //<|z|<R ox dy = //r<g<R (C Q 0 8(p>Qde(P

0<¢<2rm

56gir George Gabriel Stokes, 1. Baronet PRS (1819-1903)
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)
- //r<Q<R <COS§08Q (Qg) - %(Sln @g)) dode.

0<¢<2m
Fiir jedes feste ¢ € (7, R) gilt nun

27

27
/0 aio(sin(pg)dq’: (sing-3(e.9))fy =0

und es folgt

27T R 9 N
/u;ed‘”:/o cosqo(/r aQ(Qg)de) de
2 2
:/ cosq)-R-g(R,(p)dq)—/ cosg-1-§(r,¢)de
0 0

gdy — gdy

|z|]=R |z|=r

=k Jlel=r

O

Satz 4.40. Seien X eine Riemann’sche Fliche und w € £'(X) eine Differentialform mit kompaktem
Triger. Dann gilt
/ / dw = 0.
X

Beweis. Wie in Definition 4.38 ldsst sich w in eine Summe w = w1 + ...+ w, von Differential-
formen zerlegen, deren Trager jeweils vollstandig in einer Karte enthalten sind. Auf diese Weise
konnen wir ohne Einschrdnkung annehmen, es gelte X = C. Aufgrund der Kompaktheit von
Supp(w) gibt es dann ein R > 0 mit Supp(w) C Ur(0) und wir erhalten

//dw:/ dw4§9/ w = 0=0.
C UR |z]=R |z|=R

O

Satz 4.41 (Residuensatz). Seien X eine Riemann’sche Fliche und x,...,x, € X fiireinn € IN. Dann
gilt fiir jedes w € O (X \ {x1,...,x,}) die Formel

n
Y resy, (w) =0.
k=1

Beweis. Die n Punkte xy,...,x, € X lassen sich durch offene Umgebungen Uy mitk € {1,...,n}
trennen, wobei wir ohne Einschrankung annehmen diirfen, diese seien Koordinatenumgebun-
gen

(Ur,z)  mit z(Uy) = E und z¢(x¢) =0,
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und sonst jeweils mit einer geeigneten Karte von X schneiden. Fiir jedes k € {1,...,n} wahlen
wir weiters eine Funktion fi € C%(X) mit kompaktem Tréger Supp(fi) € Ui und mit fi[ =1
fiir eine geeignete offene Umgebung U, C Uy von x;. Wir setzen

g =1—(fit...+ fu) (4.4)

Dann gilt g|u;c = 0 fiir alle k, so dass sich die Differentialform gw durch Null in die Punkte x;
fortsetzen und insgesamt als Element von £!(X) auffassen lasst. Nach Satz 4.40 gilt daher

//X d(gw) = 0.

Da w holomorph ist, haben wir zudem

d(gw) + ) d(fiw) Wiw=0 auf X~ {x1,...,x,}
k=1

und zusammengenommen

,:Z{//xd(fkm =0.

Der Satz ist daher bewiesen, wenn wir

//X d(frw) = —2miresy, (w) furallek € {1,...,n}

zeigen konnen. Das wollen wir nun tun: In U}, \ {x} gilt fyw = w, so dass wir dort d(fyw) =0
erhalten. Wir kénnen also d( fyw) als ein Element von £2(X) auffassen, dessen Tréger eine kom-
pakte Teilmenge von Uy ~ {xx} ist. Via z; konnen wir Uy mit der offenen Einheitskreisscheibe
IE identifizieren. Es gibt dann Radii 0 < r < R < 1 mit

Supp(fi) € {lz] <R} und  filqz <y =1

und es gilt tatsachlich

Jf )= | /rélm d(fiw) & /Zk_R few /|| few
= /zk_rfkw = —2miresy, (w),

wobei die letzte Gleichheit nach dem bekannten Residuensatz in der komplexen Ebene gilt. [

Mit dem Residuensatz 4.41 folgt unmittelbar ein neuer Beweis von Korollar 1.58. Auflerdem
erhalten wir als Spezialfall:

Korollar 4.42 (Zweiter Liouville’scher Satz). Sei A C C ein Gitter. Dann hat eine elliptische Funktion
f € K(A) stets nur endlich viele Pole modulo A und die Summe tiber die Residuen in diesen Polen
verschwindet.””

57Natiirlich besitzt f in je zwei Polstellen, die sich um ein w € A unterscheiden, dieselben Residuen.
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Beweis. Das Korollar folgt aus dem Residuensatz 4.41, wenn wir dort fiir X den Periodentorus
C/ A und fiir die Punkte xy, ..., x, die Polstellen der nach Satz 1.38 durch f induzierten mero-
morphen Funktion F € M(C/A) wihlen. Dass die Anzahl dieser Polstellen stets endlich ist,
liegt daran, dass C/ A nach Lemma 1.24 kompakt ist. O

Der Zweite Liouville’sche Satz 4.42 liefert sofort einen neuen Beweis fiir Korollar 2.49.

4.4 Garbenkohomologie

Ziel dieses Abschnitts ist die Definition des Begriffs der Kohomologiegruppen H!(X; F) fiir
Garben F abelscher Gruppen auf einem topologischen Raum X. Diese Kohomologiegruppen
spielen bei unseren weiteren Untersuchungen Riemann’scher Fldachen eine zentrale Rolle.

Definition 4.43. Seien X ein topologischer Raum, F eine Garbe abelscher Gruppen auf X und U :=
(U;)ic; eine offene Uberdeckung von X, also eine Familie offener Teilmengen U; C X mit X = J;c; U,
Fiir g € INg heifst

CHU; F) := | II Fu,nu,n... nu;,)

(10 ..... iq)61q+1

zusammen mit der komponentenweisen Addition die Gruppe der (Cecn-) g-Koketten®® von F beziiglich
U. Eine g-Kokette aus C7(U; F) ist also eine Familie

(Figiv.iy ivsiniger Mt figiy iy € F (U N U O oo N U, ).

Um uns Schreibarbeit zu sparen, werden wir kiinftig oft kiirzer (fiyi,...i,) statt (fiyi...i,) ipe1 schreiben.

10,110/

Definition 4.44. Seien X ein topologischer Raum, F eine Garbe abelscher Gruppen auf X und U :=
(U;)i¢; eine offene Uberdeckung von X. Dann definieren wir die Ableitungsoperatoren

o0 COU; Fy — Clu; ),
§': CHU; F) — C2(U; F)

wie folgt: Fiir (fi)ic; € CO(U; F) sei
8 ((f1) = (gij) mit g = filuu — filu,nu, = fi— fi € FU N W)
und fiir (fij)ijer € C(U; F) sei

5 ((fij) = (i) mit gin := fix — fix + fiy € F(U; 0 U; N Uy).

Man {iberpriift leicht, dass 6° und 6! Gruppenhomomorphismen sind. Wir setzen:

58Eduard Cech (1893-1960)
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Definition 4.45. Seien X ein topologischer Raum, F eine Garbe abelscher Gruppen auf X und U :=
(U;);e1 eine offene Uberdeckung von X. Dann definieren wir:

Z%(U; F) := Kern(s°) Gruppe der 0-Kozykel,
ZY(U; F) := Kern(s') Gruppe der 1-Kozykel,
BYU; F) := Bild(¢°) Gruppe der 1-Kordinder.

Definitionsgemas ist eine 1-Kokette (f;;) genau dann ein 1-Kozykel, wenn er fiir alle 7,j,k € I
die Kozykelbedingung
fik = fij + fix auf U; N U; N Uy

erfiillt. Insbesondere gilt fiir einen 1-Kozykel stets f;; = 0und f;; = —fj; fir alle,j € I.

Lemma4.46. Seien X ein topologischer Raum, F eine Garbe abelscher Gruppen auf X und U := (U,)ie;
eine offene Uberdeckung von X. Dann definieren wir die O-te (Cech-)Kohomologiegruppe von F
beziiglich U durch

H(U; F) :== Z°(U; F).
Diese Gruppe ist unabhingig von der Wahl von U. Tatsiichlich gilt
H(U; F) = F(X).

Wir sprechen daher auch von der O-ten Garbenkohomologiegruppe H°(X; F) von X mit Koeffizienten
in der Garbe F.

Beweis. Definitiongemaf liegt eine 0-Kokette (f;) € C°(U; F) genau dann in Kern(4°), wenn
fi|(lli N Uj) = fj|(ll,- N U,’) fiir alle l,] el

gilt. Nach (G,) gibt es dann ein (eindeutiges) f € F(X) mit f|y, = f; fuir alle i € I. Wir erhalten
so einen natiirlichen Gruppenisomorphismus H(U; F) = Z°(U; F) = F(X) und haben das
Lemma gezeigt. ]

Lemma4.47. Seien X ein topologischer Raum, F eine Garbe abelscher Gruppen auf X undU := (U,;)ie;
eine offene Uberdeckung von X. Dann gilt ' 0 8° = 0 oder dquivalent

BY(U; F) C ZYU; F).
Die somit wohldefinierte Faktorgruppe
H'(U; F) == Z"(U; F)/BY(U; F)
heif$t die 1-te (Cech-)Kohomologiegruppe von F beziiglich U.
Beweis. Fiir (g;;) € B'(U; F) gilt 6 ((gij)) = (hijx) mit
hije = gjt — Qi + 8ij = (fk — fj) — (e — fi) + (fi — fi) = 0.
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Bemerkung 4.48. Seien X ein topologischer Raum, F eine Garbe abelscher Gruppen auf X und
U := (U;);e; eine offene Uberdeckung von X. Man kann nun fiir alle g € IN derart Ableitungsoperatoren

67: C1(U; F) — CTH(U; F)

definieren, dass stets 5771 o0 §1 = 0 gilt. Analog zum Vorgehen in Lemma 4.47 erhilt man dann die g-ten
(Cech-)Kohomologiegruppen via

Z9(U; F) := Kern(87) und B1(U; F) := Bild(671),
HYU; F) :=Z9(U; F)/B1(U; F).
Fiir unsere Zwecke reichen die oben bereits eingefiihrten Kohomologiegruppen zu q = 0,1 aus.
Die Gruppe H!(U; F) hingt unangenehmerweise von der Uberdeckung U ab. Um auch hier

etwas zu erhalten, das nur von X und F abhdngt, gehen wir zu immer feiner werdenden
Uberdeckungen tiber und bilden den Limes. Dies fithren wir nun durch:

Definition 4.49. Seien X ein topologischer Raum, F eine Garbe abelscher Gruppen auf X und U :=
(Up)ier sowie V := (V;)je; offene Uberdeckungen von X. Wir sagen, V sei feiner als U und schreiben
V < U, wenn es eine Verfeinerungsabbildung t: | — I zwischen den Indexmengen gibt, fiir die
Vi C Uy fiiralle j € T gilt.

Ist in diesem Setting V < U, so bildet
tz{,’: Z\U; F) — ZYV; F),
(fij) = (gr)  mit 8 = froraylv, Ny fiirallek, 1 € ]
Koriinder auf Kordnder ab und induziert somit eine Abbildung

& HY(U; F) — HY(V; F).

Proposition 4.50. Seien X ein topologischer Raum, F eine Garbe abelscher Gruppen auf X und
U = (Uj)ier sowie V := (Vj)ies offene Uberdeckungen von X. Dann ist die in Definition 4.49
eingefiihrte Abbildung

& H'(U; F) — HY(V; F)

unabhingig von der Wahl der Verfeinerungsabbildung T und injektiv.

Beweis. Wir zeigen zundchst die Unabhéngigkeit von der Wahl von 7 und betrachten dafiir eine
weitere Verfeinerungsabbildung 7: | — I. Fiir ein (f;;) € Z'(U; F) seien

8kl = fr(k)r(l)‘(vk Nv) fur allek,l € J,
$u = frwzlwv.nwy furalle k,1 € J.

Fiir ein beliebiges k € | setzen wir nun

he = friemlv € F(V),
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wobei wir Vi C Uy ) N Uz beachten. Auf Vi N V] gilt dann

8k — &k = frkyey — frioz)
= frioe) + fryzi — fryzi — frioza
= frwyzw) — frayeq)y = e — i

Die Kozykel (i) und (§x) aus Z!(V; F) unterscheiden sich also nur um einen Korand, so dass
der Wert von #{ nicht von der Wahl von T abhingt.

Nun zeigen wir die Injektivitét. Sei dafiir (fi;) € Z'(U; F) so gewdhlt, dass £ ((fi;)) in B1(V; F)
liegt. Die Injektivitit folgt, wenn wir zeigen konnen, dass dann bereits (f;;) € B'(U; F) gilt.
Nach Voraussetzung gibt es zunichst ein (gx) mit gy € F(Vj) fur alle k € ] und

frwyey = 8k — & auf Vy NV firallek,l € J.
Seinuni € I beliebig. Dann gilt auf U; N Vi N V; die Identitat
=81 = fewe) = fewyi t fieqy = firq) — firw)
und somit auch
fietky + 8k = fizgy + &1-

Durch Anwenden von (G;) auf die Familie (U; N Vi)iej offener Mengen erhalten wir ein
h; € F (UZ') mit

f,T +gr aufU; N V.
Seien nun i,j € I beliebig. Dann gilt auf U; N U; N Vi die Identitat

fij = fir) + frw)j = fiet) + 8k — fie) — 8k = hi — hj.

Da k € ] fiir diesen Zweck beliebig gewéhlt war, gilt diese nach (Gi) sogar auf ganz U; N Uj, so
dass tatsichlich (f;;) € B*(U; F) gilt. O

Nach Proposition 4.50 gilt

thy o 4 = &,
fiir je drei Uberdeckungen W < V < U von X. Wie bei der Definition 4.6 von Halmen kénnen
wir daher definieren:

Definition 4.51. Seien X ein topologischer Raum und F eine Garbe abelscher Gruppen auf X. Fiir
zwe offene Uberdeckungen U und U von X sowie Elemente ¢ € H'(U; F) und n € H'(U; F) sagen
wir dann, es gelte § ~ 1, wenn es eine offene Uberdeckung V von X mit V < U und V < U sowie

#1(&) = #4(n) gibt. Man priift leicht nach, dass durch ~ eine Aquivalenzrelation auf der formal
disjunkten Vereinigung

UHl(U;J-—)
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gegeben ist. Die Menge der Aquivalenzklassen

P

HYX; F) := im H'(U; F) := <|_| HY(U; f)) / ~
u u

heif$it dann die 1-te Garbenkohomologiegruppe von X mit Koeffizienten in der Garbe F. Hierbei ist
die Verkniipfung elementweise definiert: Fiir zwei Elemente ¢ € H (U, F) und n € HY(U; F) mit
offenen Uberdeckungen U, U von X setzen wir ¢ + 1 als die Klasse von #4(¢&) + tz{;{(ﬂ), wobei V eine
beliebige gemeinsame Verfeinerung von U und U sei. Zu zeigen, dass H'(X; F) so tatsichlich eine
abelsche Gruppe wird, ist eine Ubungsaufgabe.

Bemerkung 4.52. Seien X ein topologischer Raum und F eine Garbe abelscher Gruppen auf X.
(@) Nach Proposition 4.50 ist fiir jede offene Uberdeckung U die kanonische Abbildung

H'(U; F) — HY(X; F)
injektiv. Insbesondere gilt

HY(X;F)=0 <= H'U;F)=0 firalleoffenen Uberdeckungen U.

(b) Die 1-te Garbenkohomologiegruppe H' (X; F) lisst sich etwas abstrakter auch als erste Rechtsablei-
tung des globalen Schnittfunktors definieren, was als Konzept weiter trigt. Unsere Definition iiber
die Cech-Kohomologie hat aber den Vorteil, einfacher zuginglich zu sein und sich besser fiir konkrete
Berechnungen zu eignen.

Beispiel 4.53. Sei X ein einfach zusammenhingender topologischer Raum. Dann gelten
(a) HY(X;C) =0,
(b) HY(X;Z)=0,

wobei C bzw. Z die in Beispiel 4.5 (e) definierte Garbe der lokalkonstanten Funktionen mit Werten in
den jeweiligen Zahlbereichen bezeichne,

denn: Seien U = (U;)ic; eine offene Uberdeckung von X und (fi;) € Z'(U; C). Wegen Z'(U; C) C
ZYU;C*®) und, da H'(U;C®) = 0 nach Ubungsaufgabe 4.4 gilt, gibt es dann eine Kokette (g;)ic; €
Co:(U; C*®) mit

fii=8i —g& aufU;Nu.

Aufgrund der Lokalkonstanz gilt df;; = 0 und somit auch dg; = dg; auf U; N U;. Mit (Gy) folgt
hieraus die Existenz einer globalen Differentialform w € C®(X) mit w|y, = dg;. Nach Proposition
4.26 gilt ddg; = 0 fiir alle i und somit dw = 0. Da X einfach zusammenhingend ist, gibt es daher
nach unseren Uberlegqungen im Anschluss an Korollar 4.32 eine glatte Stammfunktion g € C*®(X) mit
dg = w. Wir setzen nun

fi=gi—glu,
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Aufgrund von
dfi=dgi—dg=w—-w =0
ist f; lokalkonstant auf U; und es gilt also (f;) € CO(U; C). In U; N U, gilt
fi=8i—8=8-8)—(8—-8=rfi-f
Es folgt (fij) € BY(U; C) und somit insgesamt (a).

Zum Beweis von (b) betrachten wir eine offene Uberdeckung U = (U;);c; von X und ein Kozykel
(fij) € ZY(U; Z). Nach (a) gibt es dann eine Kokette (f;) € CO(U; C) mit

fz; Ifl—f] aufui N LI]

2771 f;

Aufgrund von e¥™fi = 0 gilt dann e = ¥ quf U; N U;. Da X zusammenhingt, gibt es somit

eine Zahl c € C mit
e?fi = &2 firallei € 1.

Setzen wir nun
gi:=fi—c firalleiclI,

so ist g; nach Konstruktion ganzzahlig und also (g;) € C°(U;Z). Auflerdem gilt
fi=fi—fi=(fi—c)—(fi—¢c) =8 —&j

so dass der Kozykel (fi;) in BY(U; Z) liegt und also (b) gilt. #

Der néichste Satz zeigt, dass man unter Umstdnden bei der Berechnung von H 1 (X; F) mit einer
einzigen offenen Uberdeckung auskommt:

Satz 4.54 (Satz von Leray™). Seien X ein topologischer Raum, F eine Garbe abelscher Gruppen auf
X und U = (U;);e; eine offene Uberdeckung von X mit H'(Uj; F) = 0 fiir alle i € 1. Dann gilt

HY(X; F) =2 H\(U; F).
Eine solche Uberdeckung U nennen wir eine Leray-Uberdeckung erster Ordnung beziiglich F.

Beweis. Sei U = (U;);c; eine Leray-Uberdeckung. Zum Beweis des Satzes reicht es aus, zu
zeigen, dass dann fiir jede beliebige Verfeinerung V = (V;);c; < U die nach Proposition 4.50
injektive Abbildung

t5: H'(U; F) — H' (V; F)

Jean Leray (1906-1998)
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ein Isomorphismus ist. Zum Nachweis der Surjektivitat dieser Abbildung miissen wir fiir jeden
gegebenen Kozykel (gx) € Z'(V; F) einen Kozykel (fj;) € Z'(U; F) finden mit

(fraewy) — (gu) € BY(V; F),

wobei T: ] — I eine beliebige, aber fest gewdhlte Verfeinerungsabbildung sei. Einen solchen
gibt es aber,

denn: Die Familie U; NV := (U; N V]) jej ist eine offene Uberdeckung von U;. Nach Vorausset-
zung ist H(U; N V; F) = 0, so dass es hy, € F(U; N V) gibt mit

Sk = hix — hi auf U; NV, N V.
Hieraus folgt
hi — hix = hjj — hy) auf U, NU; N VNV,

so dass nach (Gy) Elemente f;; € F(U; N U;) existieren mit
fij = hjk — hj auf U; N u]‘ N Vg.

Es ist Klar, dass (f;;) die Kozykelbedingung erfiillt und somit in Z!(U/; F) liegt. Wir setzen
hy = hT(k)k|Vk S .F(Vk) Dann gllt

Friwyey = 8 = (e = Begor) = (k= ey
= he(y — Mook
:fll—flk auskﬂVl
und somit die Behauptung. #

Beispiel 4.55. In der Notation von Beispiel 4.53 gelten
HY(C*;C)=C und HY(C*;7Z)=27Z,
denn: Wir zeigen die Behauptung nur fiir die lokalkonstante Garbe Z, da die Argqumentation fiir C
genauso funktioniert. Wir iiberdecken C* mit den geschlitzten Ebenen
U1 =C_=C"~ R<0 und UQ = (D_:,_ =C" < R<0.

Da diese bekanntlich Sterngebiete und also einfach zusammenhingend sind, erfiillt U := (U, Up) nach
Beispiel 4.53 beziiglich der lokalkonstanten Garbe Z die Bedingungen

HY(U;;7) =0 und HY(UyZ) =0
einer Leray-Uberdeckung und nach dem Satz von Leray 4.54 folgt
HY(C*;Z) = H\(U; 7).
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Aufgrund der Kozykelbedingung ist jeder Kozykel (a;;) € Z'(U; Z) alternierend und erfiillt also a;; = 0
sowie a;; = —aj; fiiralle i, j € {1,2}. Folglich ist (a;;) bereits vollstindig durch ai, bestimmt und es gilt

ZYU;2) =CYHU;Z) = Z(Uy N L) 2 Z X Z,
wobei die letzte Kongruenz daher riihrt, dass der Durchschnitt Uy N Uy mit der oberen und der
unteren komplexen Halbebene in zwei Zusammenhangskomponenten zerfillt. Da Uy und U, beide
zusammenhingen, gilt weiter Z.(Uy) = Z = Z(U,) und also

cU;2) =7 x 7.

Der Ableitungsoperator 5° ist dann hinsichtlich dieser Isomorphien durch

50 7Z.x7 —7ZX17,
C | (b1, b2) = (by— by, by — by)

gegeben und es folgt
BYU;Z) =Bild(8°) = {(a1,m € ZX Z : a1 = ap) }.
Die Behauptung ergibt sich nun durch Quotientenbildung

HY(C*;72) =2 H\(U;72) = Z'(U;Z)/B*(U; Z) = (Z x )] 7. = 7.

Mit einigem Aufwand kann man zeigen, dass fiir jede kompakte Riemann’sche Flache X der
Vektorraum H! (X; O) stets endlichdimensional ist. Dies ermoglicht die folgende Festlegung:

Definition 4.56. Fiir eine kompakte Riemann’sche Fliche X heifSt
g(X) := dim(H'(X; 0))

das Geschlecht von X.

Nach Ubungsaufgabe 4.5 hat beispielsweise die Riemann’sche Zahlenkugel C Geschlecht

g(C) =0.

4.5 Die exakte Kohomologiesequenz

Definition 4.57. Seien F und G Garben abelscher Gruppen iiber einem topologischen Raum X. Dann
ist ein Garbenhomomorphismus ¢: F — G eine Familie von Gruppenhomomorphismen

ou: F(U) — G(U) fiiroffene U C X,
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die mit den Beschrinkungsabbildungen vertriglich sind, was bedeutet, dass fiir jedes Paar offener Mengen
U,u0 C XmitC U das Diagramm

FUu) -2 gy
egl i@g
f(CI)WG(N)

kommutiert. Sind alle @1 Isomorphismen, so heifit ¢ ein Garbenisomorphismus.
Analog definiert man Garbenhomomorphismen zwischen Garben von Vektorraumen.

Beispiel 4.58. Sei X eine Riemann’sche Fliche. Dann gilt:

(a) Seien C*™ die Garbe der glatten Funktionen auf X und E' £2 die Garbe der differenzierbaren 1-Formen
bzw. 2-Formen auf X. Dann liefert die jeweilige Ableitung Garbenhomomorphismen d: C* — &1
undd: &1 — &2,

(b) Die natiirlichen Inklusionen O — C®, C — O, Q < &', ... sind Garbenhomomorphismen.

Definition 4.59. Sei ¢: F — G ein Garbenhomomorphismus auf einem topologischen Raum X. Fiir
eine beliebige offene Teilmenge U C X sei weiter

K(U) :=Kern(F(U) % g(u))

Die Familie der K (U) bildet — wie man leicht tiberpriift — zusammen mit den von F geerbten Beschrin-
kungsabbildungen wieder eine Garbe, die der Kern von ¢ heif$t und Kern(¢) geschrieben wird.

Beispiel 4.60. Nach Satz 4.27 gilt Q! = Kern (&0 Kt £2).

Die entsprechende Konstruktion fiir das Bild anstelle des Kerns liefert eine Pragarbe, die im
Allgemeinen keine Garbe ist.

Definition 4.61. Ein Garbenhomomorphismus ¢: F — G auf einem topologischen Raum X gibt fiir
jedes x € X einen Homomorphismus der Halme ¢x: Fy — Gy. Eine Sequenz von Garbenhomomor-
phismen

Fhghy
heif$t exakt, wenn fiir jedes x € X die Sequenz
8o B,
exakt ist und also Kern () = Bild(¢y) gilt. Eine Sequenz von Garbenhomomorphismen

flg]:zg...q)"—?l]:n fiireinn > 3
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heif$it exakt, wenn fiir alle 1 < k < n — 2 die Sequenzen
Fi B Fior ™' Fipa
exakt sind. Ein Garbenhomomorphismus ¢: F — G heift ein
* Monomorphismus, falls 0 — F R G exakt ist,

¢ Epimorphismus, falls F i G — 0 exakt ist.

Beispiel 4.62. Die Sequenz von Garbenhomomorphismen

0sCc—-0%0 =0
ist exakt,

denn: Konstruktionsgemdf ist die Garbe C der lokalkonstanten Funktionen in O enthalten. Da sich je
zwei verschiedene Stammfunktionen einer Differentialform gerade um eine Konstante unterscheiden, gilt
auch Exaktheit bei O. Es verbleibt zu zeigen, dass d: O — Q! ein Epimorphismus ist. Das folgt daraus,
dass nach Ubungsaufgabe 4.3 lokal jede holomorphe Differentialform w mit dw = 0 eine Stammfunktion
hat. #

Lemma 4.63. Fiir eine exakte Sequenz von Garbenhomomorphismen
0>F5ghH
auf einem topologischen Raum X und fiir jede offene Teilmenge U C X ist auch die Sequenz

0— Fu) % o) Y 1w

exakt.

Beweis. Zunéchst ist ¢ injektiv,

denn: Sei f € F(U) mit ¢y(f) = 0. Da ¢x: Fx — Gy fiir jedes x € U injektiv ist, gibt es zu
jedem x € U eine offene Umgebung U, C U mit f|;, = 0. Mit (G;) folgt daraus f = 0. #

Es gilt aber auch Kern () = Bild(¢u),

denn: Seien zundchst f € F(U) und g := ¢y (f). Da fiir jedes x € U die Sequenz der Halme
Fx — Gy — Hy exakt ist, besitzt jeder Punkt x € U eine Umgebung U, C U mit ¢(g)|uy, = 0.
Mit (G;) folgt daraus ¢(g) = 0 und damit die Inklusion Kern(y;) 2 Bild(¢y).

Zum Beweis der umgekehrten Inklusion geben wir uns ein Element g € G(U) mit ¢(g) = 0 vor.
Nun gilt Kern(¢,) = Bild(¢y) fiir alle x € U, so dass es eine offene Uberdeckung U = (U;);c;
von U und Elemente f; € F(U;) mit ¢y, (f;) = glu, fir alle i € I gibt. Nach Konstruktion
ist dann ¢y, N u; (fi — fj) = 0 und mit der bereits gezeigten Injektivitit von ¢ N u; folgt
fi = fj auf U; N Uj. Nach (G;) gibt es somit ein f € F(U) mit f|y, = f; fur alle i € I. Aus
ou(H)lu, = eu,(f) = glu, folgt nun mit (G; ), angewandt auf die Garbe G, die Identitit ¢(f) = g
und insgesamt die Inklusion Kern(yy;) C Bild(¢y). #

O
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Die entsprechende Aussage fiir kurze exakte Sequenzen 0 — F £> g i) ‘H — 0 von Garbenho-
momorphismen gilt nicht, da aus der Epimorphie von ¢ nicht allgemein die Surjektivitat aller
zugehdrigen 1y folgt.

Ein Garbenhomomorphismus ¢: F — G auf einem topologischen Raum X induziert Homo-

morphismen
golel(X;]:)—>H1(X;g)/ .

wobei ¢° identisch mit der Abbildung ¢x: F(X) — G(X) ist und ¢! wie folgt gegeben ist: Fiir
eine offene Uberdeckung U = (U;)ie; von X definieren wir die Abbildung

.{cl(u;f) — CYU;G),
P By = (o(fi)-

Diese ordnet Kozykeln Kozykel und Kordndern Kordnder zu, so dass wir einen Homomorphis-
mus

¢y HY(U; F) — HY(U; G)

erhalten. Die Familie aller ¢, wobei U alle offenen Uberdeckungen von X durchlauft, induziert
schlie8lich den Homomorphismus ¢'.

Ist nun sogar eine kurze exakte Sequenz von Garbenhomomorphismen auf X

0-F5g5 150
gegeben, so definieren wir zusatzlich einen Verbindungshomomorphismus

5: HY(X;H) — HY(X; F) (4.6)
wie folgt: Sei

he H(X;H) = H(X).

Da alle Homomorphismen i, : G, — H, surjektiv sind, gibt es eine offene Uberdeckung U =
(U;)ie1 von X und eine Kokette (¢;) € C°(U; G) mit

P(gi) = h|y, furallei e I.
Auf U; N Uj gilt daher ¢(g; — g;) = 0 und nach Lemma 4.63 gibt es ein f;; € F(U; N U;) mit
o(fij) = g — &i- 4.7)
Auf U; N U;j N Uy gilt ¢(fij + fix — fix) = 0 und wegen Lemma 4.63 folgt fi; + fix = fi, also
(fi) € ZHU; F).

Wir nehmen nun fiir §(h) € H'(X; F) die durch (fj;) représentierte Kohomologieklasse. Man
kann leicht nachweisen, dass dies von den verschiedenen Wahlméglichkeiten im Zuge dieser
Konstruktion unabhéngig ist.
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Satz 4.64. Seien X ein topologischer Raum und

0F5651 0

eine exakte Sequenz von Garbenhomomorphismen auf X. Dann ist auch die induzierte Sequenz

0 0 N 1 1
0= HOXGF) S HOX;6) 5 HOOXGH) S HY (X F) & HY(X;G) & HY (X H)
von Kohomologiegruppen exakt.

Beweis. Die Exaktheit an den Stellen H(X; F) und H°(X; G) gilt nach Lemma 4.63.
Weiter gilt bei H?(X; H) Exaktheit,

denn: Sei zunichst h = y°(g) fiir ein ¢ € H°(X;G). In der Konstruktion von é(h) kénnen wir
dann g; = g|y, wahlen. Dies ergibt f;; = 0 und also 6(k) = 0. Wir haben somit Bild(y") C
Kern(J) gezeigt.

Sei nun umgekehrt # € Kern(d). Nach Konstruktion wird é(k) durch den Kozykel (f;j) €
Z'(U; F) reprasentiert und wegen §(h) = 0 gibt es eine Kokette (f;) € CO(U; F) mit f;; = fj — fi
auf U; N Uj. Setzen wir nun §; := g; — ¢°(f;), so folgt wegen ¢(fi;) = g; — & bereits §; = §; auf
U; N Uj. Die §; setzen sich also zu einem globalen Element ¢ € H°(X;G) zusammen. Auf U;
erfiillt dieses

Q) =9(&) =¢(gi—(fi) =¥(g) =h
und es folgt h € Bild (¢°). #

Die Sequenz ist auch bei H!(X; F) exakt,

denn: Aufgrund von (4.7) gilt zundchst Bild(6) C Kern(g!).

Sei umgekehrt & € Kern(¢') durch den Kozykel (fj;) € Z(U; F) reprasentiert. Wegen ¢* () =

0 gibt es dann eine Kokette (g;) € C°(U; G) mit ¢(f;j) = g — i auf U; N U;. Daraus folgt
0=y(o(fy)) = ¥(g) — ¥(gi)

auf U; N Uj, so dass es ein h € H(X) = H°(X; ) mit h|y, = ¢(g;) gibt. Nach Konstruktion ist
dann é(h) = ¢ und also ¢ € Bild(9). #
Schlieflich gilt Exaktheit bei H(X;G),
denn: Zundchst ist

FUnuy) % g nuy) 5 1w nuy)
nach Lemma 4.63 exakt, woraus bereits Bild(¢!) C Kern(y'!) folgt.
Sei umgekehrt ;7 € Kern(y') durch den Kozykel (g;;) € Z*(U; G) reprasentiert. Wegen ¢ (17) =
0 gibt es dann eine Kokette (h;) € CO(U; H) mit ¢(gij) = hj — h; auf U; N Uj. Zu jedem x € X

wahlen wir ein i, € I mit x € U; . Da ¢, : G, — H, surjektiv ist, gibt es eine offene Umgebung
Vy C U;, von x und ein Element g € G(Vy) mit ¢(gx) = hj |v,. Seien V = (Vy)rex und
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Sxy = &ivi,lv, Ny, Danniist &, € ZY(V; G) ein Kozykel, der ebenfalls die Kohomologieklasse
i reprasentiert. Der Kozykel (§,,) mit &, := &xy — gy + g ist zu (§xy) kohomolog und es gilt
¥(&,,) = 0, es existiert also ein fx, € F(Vx N V) mit ¢(fxy) = &,,-Da

p: FVe NV, NVz) = G(VanV,NV;)

nach Lemma 4.63 injektiv ist, gilt fy, € ZY(V; F), und fiir die Kohomologieklasse & € H!(X; F)
von (fuy) gilt ¢' (&) = 7. Es folgt Kern(y!) C Bild(¢"). #

Insgesamt haben wir nun den Satz bewiesen. O

4.6 Der Satz von Riemann-Roch

Der Satz von Riemann-Roch 4.73 ist zentral fiir die Theorie der kompakten Riemann’schen
Flachen. Grob gesprochen bemisst er die Anzahl linear unabhidngiger meromorpher Funktionen
mit vorgegebenem Polstellenverhalten. Ein wichtiges Hilfsmittel hierbei sind die Divisoren, die
wir nun als néchstes einfiihren:

Definition 4.65. Ein Divisor auf einer Riemann’schen Fliche X ist eine Abbildung
D:X—=7Z

mit der Eigenschaft, dass fiir jedes Kompaktum K C X nur endlich viele Punkte xo € X mit D(xg) # 0
existieren. Zusammen mit der punktweisen Addition bildet die Menge der Divisoren auf X eine abelsche
Gruppe, die wir mit Div(X) bezeichnen. Diese Gruppe ist beziiglich der Relation

D<D' <= D(xo) <D'(xp) fiirallexye X

partiell angeordnet.

Divisoren lassen sich verwenden, um Null- und Polstellen meromorpher Funktionen und Dif-
ferentialformen auf einer gegebenen offenen Teilmenge U einer Riemann’schen Fliche X zu
kodieren und leichter handhabbar zu machen. Fiir ein f € M(U) und ein a € U setzen wir
dafiir zunéchst

ordy(f) = {0-ord(f;a) —oo-ord(f;a) fiir f # 0 in einer Umgebung von a,

0 fir f = 0 in einer Umgebung von 4,

wobei wir die Null- und Polstellenordnungen in einer geeigneten punktierten Umgebung von
a in U auslesen. Fiir ein w € M!(U) und ein a € U wihlen wir eine Koordinatenumgebung
(U',z) von a und schreiben w = fdz auf U N U’ mit einer meromorphen Funktion f. Wir
setzen dann

ord,(w) := ord,(f).

Definition 4.66. Sei X eine Riemann’sche Fliche. Dann sagen wir:
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e Sei f € M(X) ~ {0} eine nichttriviale meromorphe Funktion. Dann ist durch a — ord,(f) ein
Divisor (f) € Div(X) definiert, der Divisor von f. Jeder Divisor, der sich so erhalten lisst, heifst
ein Hauptdivisor. Zwei Divisoren D, D’ € Div(X) heiflen dquivalent, wenn ihre Differenz
D — D’ ein Hauptdivisor ist.

e Sei w € MY(X) \ {0} eine nichttriviale meromorphe 1-Form. Dann ist durch a — ord,(w)
ein Divisor (w) € Div(X) definiert, der Divisor von w. Jeder Divisor, der sich so erhalten ldisst,
heifit ein kanonischer Divisor.

Bemerkung 4.67. Sei X eine Riemann’sche Fliche. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Firalle f,g € M(X)~ {0} und w € M (X) \ {0} gelten die folgenden, leicht zu verifizierenden
Rechenregeln:

(fg) = () +(g), (fw)=(f)+(w) und (})Z—(f)

(b) Je zwei kanonische Divisoren sind zueinander dquivalent, denn zu je zwei w, w' € M*(X) ~ {0}
gibtesein f € M(X) \ {0} mit w’' = fw und also mit

(@) 2 (f) + ().

Definition 4.68. Sei X eine kompakte Riemann’sche Fliche. Dann gibt es fiir jeden Divisor D € Div(X)
nur endlich viele Punkte xo € X mit D(xg) # 0. Die Abbildung

deg: PV(X) =7,
b — Y ex D(x0)

ist somit wohldefiniert und auflerdem offensichtlich ein Gruppenhomomorphismus. Wir nennen deg(D)
den Grad eines Divisors D € Div(X).

Fiir einen Hauptdivisor (f) mit f € M(X) \ {0} gilt deg(f) = 0, da f als nichttriviale eigentli-
che meromorphe Funktion nach Korollar 1.58 mit Vielfachheiten gerechnet genauso viele Null-
wie Polstellen hat. Es folgt, dass dquivalente Divisoren stets denselben Grad besitzen.

Definition 4.69. Seien X eine Riemann’sche Fliche und D € Div(X). Fiir jede offene Teilmenge U C X
sei weiter

Op(U) :={f e M(U) : ord,(f) > —D(a) fiirallea € U}.

Dann trigt Op zusammen mit den iiblichen Beschrinkungsabbildungen die Struktur einer Garbe. Fiir
den Nulldivisor D = 0 gilt dabei speziell Oy = O.

Sind D, D’ € Div(X) zwei dquivalente Divisoren, so sind die Garben Op und Op isomorph,
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denn:Sei g € M(X)~ {0} mit D — D' = (g). Dann ist der durch Multiplikation mit ¢ induzierte
Garbenhomomorphismus

{OD — Op,
foo= s

ein Isomorphismus. #
Proposition 4.70. Seien X eine kompakte Riemann’sche Fliche und D € Div(X) ein Divisor mit

deg(D) < 0. Dann gilt
H°(X;0p) = 0.

Beweis. Angenommen, es gibe ein nichttriviales f € H(X; Op). Dann gilte

(f) > -D,
also
deg(f) > —deg(D) >0,

im Widerspruch zu deg(f) = 0. O

Seien D < D’ zwei Divisoren auf einer Riemann’schen Fliche X. Fiir jede offene Teilmenge
U C X gilt dann Op(U) € Op/(U) und wir erhalten einen natiirlichen injektiven Garbenho-
momorphismus Op — Opr.

Wir betrachten ein x € X, eine Koordinatenumgebung (U, z) von x mitz(x) = 0sowiek := D(x)
und k' := D’(x). Dann besteht der Halm Op., aus allen meromorphen Funktionskeimen ¢ in x
mit Laurent-Entwicklung der Form

o0
Y a,z" mita, € Cunda_ # 0.
n=—k

Entsprechendes gilt fiir Opy . Der Quotient Opy ./ Op , ist somit ein C-Vektorraum der Dimen-
sion k" — k, in dem - bei gegebener lokaler Koordinate z — jedes Element eindeutig als eine
Summe

Z ayz" mita, e Cunda_p #0
n=—k'

geschrieben werden kann. Wir definieren dann die Garbe 75, durch

HE,(U) := [[ Opx/Op, fiir offene U C X

xel

und den natiirlichen Beschrankungsabbildungen. Die Garbenaxiome sind dann trivialerweise
erfiillt.
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Fiir jedes offene U C X mit D'|;; = D|y gilt trivialerweise 5, (U) = 0. Hieraus folgt
HpP . =0 firallex € X mit D'(x) = D(x).

Allgemein gilt
HD = Opix/Opp.

Wir erhalten einen surjektiven Garbenhomomorphismus Op — HE, mit Kern Op und insge-
samt also die exakte Sequenz von Garben

0— Op — Op — HB, 0. (4.8)

Lemma 4.71. Mit den oben eingefiihrten Bezeichnungen gilt
HY(X;HE) =o0.

Ist X speziell kompakt, so gilt aufSerdem
dim H°(X; H5,) = deg(D’) — deg(D).

Beweis. Die Menge M aller Punkte x € X mit D'(x) # D(x) ist offensichtlich abgeschlossen
und diskret. Sei nun € H'(X;HB,) eine Kohomologieklasse, die von einem Kozykel aus
ZY(U; HB)) reprasentiert wird, wobei U eine Uberdeckung von X ist. Die Uberdeckung U
besitzt eine Verfeinerung V = (V;);c; derart, dass jedes V; hochstens einen Punkt aus M enthilt.
Fiir i # jist dann HEB,(V; N V;) = 0 und es folgt Z'(cal V; HE,) = 0. Hieraus folgt = 0 und
somit die erste Behauptung.

Ist nun X speziell kompakt, so ist M endlich und es gilt

dim H(X; #B) = dim [ ] Op «/Opx = Y (D'(x) — D(x)) = deg(D’) — deg(D).
xeM xeM

O]

Die exakte Kohomologiesequenz gemif3 Satz 4.64 zur exakten Sequenz (4.8) von Garben liefert
nun:

Korollar 4.72. Fiir je zwei Divisoren D' < D auf einer kompakten Riemann’schen Fliche X hat man
die exakte Sequenz

0 — H%(X;0p) — H*(X; Op)) — HY(X; HB,) — HY(X; Op) — HY(X; Op) — 0.

Setzen wir in der Situation von Korollar 4.72

V5 = Bild(H(X; Op)) — H(X; HB)),
WE, .= HY(X; HE,)/V5,
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so gilt
dim(V5) + dim(Wpo) = deg(D’) — deg(D) (4.9)
und die Sequenz im Korollar spaltet sich auf in die zwei exakten Sequenzen

0 — H°(X;Op) — H(X; Op)) — VB, — 0,

N ' ; (4.10)
0—-Wp - H (X;0p) - H (X;0p) —0;

insbesondere sind alle vorkommenden Vektorraume endlichdimensional. Wir haben nun alle
Werkzeuge zusammen, um den Satz von Riemann-Roch zu beweisen:

Satz 4.73 (Satz von Riemann-Roch). Seien X eine kompakte Riemann’sche Fliche von Geschlecht
¢(X) und D € Div(X). Dann sind H°(X; Op) und H'(X; Op) endlichdimensionale C-Vektorriume
und es gilt

dim(H%(X; Op)) — dim(H'(X; Op)) =1 — g(X) + deg(D).

Beweis. Der Satz gilt fiir den Divisor D = 0,

denn: Nach Korollar 1.53 besteht H(X; O) = O(X) nur aus den konstanten Funktionen und
es gilt dim(H%(X; ©)) = 1. Nach Definition ist weiter dim(H'(X; 0)) = g(X), so dass die
Behauptung mit deg(D) = 0 folgt. #

Seien nun D < D’ zwei Divisoren auf X, so gilt nach (4.10)
dim(H°(X; Op)) = dim(H’(X; Op)) + dim(V5),
dim(H'(X; Op)) = dim(H"(X; Op/)) + dim(W})).
Durch Addition dieser beiden Gleichungen und mit (4.9) erhalten wir
dim (H*(X; Op)) — dim(H'(X; Op/)) — deg(D’)
= dim(H(X; Op)) — dim(H'(X; Op)) — deg(D).

Hieraus folgt, dass der Satz genau dann fiir D’ gilt, wenn er fiir D gilt. Da der Satz fiir D = 0
gilt, folgt so die Giiltigkeit fiir alle D’ > 0. Fiir einen beliebigen Divisor D gibt es aber stets
einen Divisor D’ > 0 mit D < D’, so dass wir mit demselben Argument den Satz in voller
Allgemeinheit gezeigt haben. O

4.7 Die Formel von Riemann-Hurwitz

Satz 4.74. Sei X eine kompakte Riemann’sche Fliche von Geschlecht g(X). Dann gilt fiir den Divisor
einer nichtverschwindenden meromorphen 1-Form w € M*(X) die Formel

deg(w) =2g(X) — 2.
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Beweis. Nach dem Satz von Riemann-Roch 4.73 gilt
dim H(X; O(,,) — dim H'(X; Owy) =1 -g(X) +deg(w).

Nun definiert aber nach Definition des Divisors einer meromorphen Differentialform die Mul-
tiplikation mit w einen Garbenisomorphismus

O = QL.
Mit diesem erhalten wir
1—g(X) + deg(w) = dim H*(X; Q') — dim H'(X; Q1).
Mit dem Serre’schen Dualititssatz® wird dies zu
1—g(X) +deg(w) = dim H(X; 0)* — dim H(X; O)*
= dim H'(X; 0) — dim H*(X; O)
— g(X) — dim O(X)
g0 -1
und somit den Satz. O]

Satz 4.75 (Formel von Riemann-Hurwirz®!). Seien X,Y kompakte Riemann’sche Flichen und
f: X — Y fiir ein n € N eine n-blittrige holomorphe Uberlagerung mit Gesamtverzweigungsord-

nung vg. Dann gilt die folgende Beziehung zwischen den Geschlechtern von X und Y:
v
gX) =5 +n-(g(V)=1)+1.

Beweis. Sei w eine nichtverschwindende meromorphe Differentialform auf Y. Nach Satz 4.74
gilt dann

deg(w) =2¢(Y)—2 und deg(f'w)=2g(X)—2. (4.11)

Seien weiter xo € X und yp € Y mit f(x9) = yo. Nach Satz 1.40 gibt es dann Koordinatenum-
gebungen (U, z) von xg bzw. (U’,z’) von yo mit z(xp) = 0 und z’(yo) = 0 derart, dass sich f
beziiglich dieser Koordinaten als z’ = z¥ mit k = yp-ord(f; xo) schreiben lasst. Ist w = g(z’) dz’
fiir alle 2/ € U/, so gilt

frw = g(z") dzF = kzF"1g(2F)dz furallez € U
und somit
ordy, (f*w) = (yo-ord(f;x0) — 1) + yo-ord(f; xo) - ordy, (w).
80jean-Pierre Serre (*1926). Der Dualititssatz liefert auf einer kompakten Riemann’schen Fldche X eine Isomorphie
zwischen H?(X; Q') und dem Dualraum von H!(X; O). Sein Beweis liegt nicht allzu weit entfernt und verwendet

Mittag-Leffler-Verteilungen von Differentialformen sowie deren Residuen.
61 Adolf Hurwitz (1859-1919)
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Mit Proposition 1.57 und Bemerkung 2.33 folgt hieraus durch Aufsummieren {iber die Faser
von Y

Y ordy(ffw)= ), (yo-ord(f;xo) —1) +n - ordy,(w).

x0€f~1(yo) x0€f~1(yo)

Summieren wir weiter {iber ganz X, so erhalten wir mit Definition 1.48

deg(ffw)= Y. ), ordg(ffw)=vi+n- ) ordy(w)=vs+n-deg(w).
Yo&Y xo€f 1 (yo) Yo&Y

Die Formel von Riemann-Hurwitz folgt nun mit (4.11). O

4.8 Die Geschlechtsformel

Aus der Formel von Riemann-Hurwitz 4.75 1dsst sich eine geschlossene Formel fiir das Ge-
schlecht der in Abschnitt 3.6 eingefithrten Riemann’schen Flachen X(I') fiir Kongruenzunter-
gruppen I herleiten:

Satz 4.76 (Geschlechtsformel). Sei ' C SL(Z) eine Kongruenzuntergruppe mit p :=
[PSLy(Z) : T| und v, bzw. vs die Anzahl der T-Aquivalenzklassen elliptischer Punkte von Ordnung
2 bzw. 3. Sei weiter v die Anzahl der Spitzenklassen beziiglich T. Dann ist das Geschlecht von X (T)

gegeben durch
1%) V3 Voo

g(x(r))=1+%—z—§—7.

Beweis. Da es nach Proposition 3.31 einen Fundamentalbereich von T gibt, der sich aus u
Kopien des Standardfundamentalbereichs F von PSL,(Z) zusammensetzt, hat die kanonische
Projektion f: X(T') — X(1) als holomorphe Abbildung Grad pf = p. Weiter kommutiert
offensichtlich das folgende Diagramm kanonischer Projektionen:

id
« 190

Tk

X(I) — X(1)

*

Wir nutzen dies nun aus, um das Verzweigungsverhalten von f zu studieren. Dafiir betrachten
wir ein z € H*, sein Bild P := 711(z) sowie dessen (endlich viele) Urbilder {Qs,...,Qp} =
f~1(P) und wihlen schlieBlich fiir alle i = 1,...,h zundchst ein w; € H* mit Q; = 7r(w;) und
dann ein A; € PSLy(Z) mit w; = A;(z). In dieser Situation gilt

P-ord(f; Qi) = [PSLa(Z)w, : Tw,] = [PSLa(Z), : (A7 -T - A;) N PSLy(Z)], (4.12)
denn: Die erste Gleichheit der ersten Behauptung folgt unmittelbar aus der Definition der
Vielfachheit, mit der die Abbildung f den Punkt Q; im Punkt P annimmt. Andererseits gilt

PSLy(Z)w, = Ai - PSLo(Z), - A;' und Ty, =T N A;-PSLy(Z). - A,
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woraus die zweite Gleichheit folgt. #

Wir bestimmen nun die Gesamtverzweigungsordnung der Uberlagerung f: X(T) — X(1).
Offensichtlich reicht es dafiir aus, die Verzweigungspunkte zu studieren. Fiir alle Q € X(I'),
die tiber 1 (0) = 7(1(6%) liegen, gilt nach (4.12)

m1(0)-ord(f; Q) | [PSLa(Z),| 2 3,

Nach unseren Uberlegungen eingangs des Beweises gilt zudem

p=pur= Y  m(e)-ord(f;Q). (4.13)

Q tiber 71 (0)

Die Anzahl der Q mit 711 (0)-ord(f; Q) = 1 ist v3, so dass p = v3 + 3} gilt, wobei die Anzahl
aller Q tiber 771 (0) durch v3 + v} gegeben sei. Es folgt

Y (mlorord(f;Q) 1) = p—(vs+v4) =205 =2. EZ2
Q tiber 711 (0)
und analog
Y (m(i)-ord(f;Q) —1) = £ —ZVZ,
Q iiber 71 (i)
Y. (mi(ee)-ord(f;Q) = 1) = p — Vo
Q iiber 711 (o0)
Zusammen erhalten wir
_a MV H—V2 _ 1By 2u3 1
vfF =2 7 T3 + (4 — Vo) = c 3 5 Ve

Andererseits hat X(1) nach den Ubungsaufgaben 3.10 und 4.5 Geschlecht 0. Setzen wir dies
alles in die Formel von Riemann-Hurwitz 4.75 ein, so erhalten wir

_ LB _2vs v —14 A B Tl
(X)) =3 <6 3 2 V°°> pHI=1t -3 T3 2
und somit die behauptete Geschlechtsformel. O

Beispiel 4.77. Im FallT =T (N) mit N > 1 haben wir v = v3 = 0 und ve, = %;. Die Formel fiir das
Geschlecht von X(N) lautet demnach

N2 (N—6) 1 .
N-6aps |1t Tlppim (1 —z) fiir N>2,
g(x(N) =1+ L =2 m (1-3)
0 fiir N =2,

Z

denn: Nach Beispiel 3.29 gibt es fiir N > 1 keine elliptischen Punkte beziiglich T (N ). Hieraus folgt sofort
vy = v3 = 0. Wir bestimmen nun noch ve. In der Notation des Beweises der Geschlechtsformel 4.76 gilt

]/lf = Z 7'[1(00)—01‘(31(7‘(]\[; Q)

Q iiber 711 (o)

(4.13)
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412 _
L) [PSLa(Z)es : (Ag! -T(N) - Ag) N PSLa(Z)]
Q iiber 111 (00)
= Voo - [PSL2(Z)oo : T(N) o],

wobei wir im letzten Schritt ausgenutzt haben, dass T (N) nach Abschnitt 3.4 ein Normalteiler der vollen
Modulgruppe ist. Nach Proposition 3.18 ist andererseits jede Spitze T (1)-dquivalent zu oo und wir haben

PSL,(Z)e = (T),

T'(N), =T(N) N PSLy(Z)e = (TN).

[e o)

Es folgt [PSLy(Z)s : T(N)] = N und somit ve, = #

2=

Fur die Familien Xo(N) und X; (N) lassen sich auf analoge Weise Geschlechtsformeln herleiten,
wobei hier die Bestimmung der Grofen y, v2, v3 und v, mehr Miihe macht.

4.9 Ubungsaufgaben

Aufgabe 4.1. In dieser Aufgube zeigen wir, dass das Residuum res,—, w in der Situation von Definition
4.19 unabhingig von der Wahl der Karte (U', z) ist. Hierfiir iiberpriifen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Seien U" eine offene Umgebung von a und g € O(U" \ {a}). Dann ist unabhingig von der Karte
res, dg = 0.

(b) Ist U" eine offene Umgebung von a und h € O(U") eine holomorphe Funktion, die in a eine
einfache Nullstelle hat, so gilt unabhingig von der Karte res,(h~1 dh) = 1.

Wir hatten uns im Spezialfall X = C bereits in Aufgabe 1.9 mit dieser Frage auseinandergesetzt.

Aufgabe 4.2. Die Definition von dw in Definition 4.25 hingt nicht von der Wahl der Darstellung in
(4.2) ab.

Aufgabe 4.3. Seien U = U,(0) C C mit einemr € Ro und w € EY(X) mit dw = 0 gegeben. Dann
gibtes f,g € C®(U) mit

w = fdx+gdy,

wobei x,y die kanonischen reellen Koordinatenfunktionen von R? = C sind. Dann ist durch

F(x,y) == /01 (f(tx, ty)x + g(tx, ty)y) dt  fiiralle (x,y) € U

eine glatte Stammfunktion von w auf U gegeben.

Aufgabe 4.4. Fiir eine beliebige Riemann’sche Fliche X gilt H'(X;C®) = 0.

Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis benutzen, dass es auf X zu jeder Uberdeckung eine dieser untergeord-
nete Partition der Eins gibt, vgl. Definition 4.38.
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Aufgabe 4.5. In dieser Aufgabe bestimmen wir das Geschlecht der Riemann’schen Zahlenkugel. Zeigen
Sie dafiir die folgenden Aussagen:

(a) Fiir jede Funktion g € £(C) mit kompaktem Triger existiert das Integral

f(z) = 1.~/Aj§(_€)zd§/\dg

2711

und definiert eine Funktion f € £(C) mit % =g

(b) Durch ein geschicktes Ausschipfungsverfahren kann man in Verallgemeinerung von (a) zeigen,

dass es zu jeder Funktion § € £(C) eine Funktion f € E(C) mit % = g gibt. Setzt man dies
unbewiesen voraus, so folgt mit Aufgabe 4.4 bereits

HY(C;0) =0.

(c) Nach (b) und dem Satz von Leray 4.54 gilt

g(C) =0.
Aufgabe 4.6. Seien X eine kompakte Riemann’sche Fliche von Geschlecht g und xo € X. Zeigen Sie
die folgenden Aussagen:

(a) Es gibt eine nichtkonstante meromorphe Funktion f auf X, die in x( einen Pol der Ordnung < g+ 1
hat und sonst holomorph ist.

(b) Es gibt eine holomorphe Uberlagerungsabbildung p: X — C mit hichstens g + 1 Blittern.

(c) Jede kompakte Riemann’sche Fliche von Geschlecht Null ist biholomorph dquivalent zur Rie-
mann’schen Zahlenkugel C.
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