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KAPITEL 0

Einleitung

0.1

Zahlbereiche

Wir gehen fiir diese Vorlesung davon aus, dass die iiblichen Zahlbereiche bereits an anderer
Stelle grundlegend eingefiihrt worden sind. Wir geben hier darum nur einen kurzen Uberblick
tiber diese Thematik und legen bei dieser Gelegenheit unsere Notation fest:

N := {1,2,3,...} bezeichne die Menge der natiirlichen Zahlen. Letztere sind seit vor-
historischer Zeit bekannt und werden seit jeher dazu benutzt, Anzahlen als gleichartig
betrachteter Objekte (etwa: Apfel, Birnen, ...) zu beschreiben.

Ny := INU{0}. Die Verwendung von Stellenwertsystemen (vgl. Abschnitt 3.2) machte die
Einfithrung eines Symbols notwendig, das anzeigt, dass etwas nicht da ist. Dieses Symbol
ist die Null — in Zeichen: 0. Zuerst erschien sie ca. 300 v. Chr. in Indien. Mit dem Einzug
des Stellenwertsystems kam auch die Null im 12. Jahrhundert nach Europa.

Z = NoU{—a : a € IN} bezeichne die Menge der ganzen Zahlen. Im Zuge der Buch-
fithrung bei der Steuererhebung kam im China des 2. Jahrhunderts v. Chr. der Wunsch
auf, nicht nur Guthaben sondern auch Ausstinde notieren zu konnen. Mittel der Wahl
war damals — und mancherorts auch noch heute — Guthaben in schwarz und Schulden in
rot zu notieren. Nach Europa kamen die negativen Zahlen erst im 15. Jahrhundert, als in
Florenz das moderne Bankwesen entstand.

Q := {} : a € Z,b € N} bezeichne die Menge der rationalen Zahlen. Diese wird algebra-
isch realisiert als Quotient

Q= (Z xN)/ ~ mitder Aquivalenzrelation (a,b) ~ (c,d) :<=> ad = bc.

Wihrend diese Beschreibung der rationalen Zahlen natiirlich vergleichsweise rezent ist,
lassen sich die ersten Beispiele fiir Bruchrechnung bereits ca. 1000 v. Chr. in Agypten
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0.2. Uber Zahlentheorie 4

nachweisen. Als Verhiltnisse von Liangen waren sie in der antiken Mathematik und ihren
Anwendungen — etwa in der Architektur — weit verbreitet.

e R := {Cauchy-Folgen in Q}/{Nullfolgen in Q} bezeichne die reellen Zahlen. Schon im
5. Jahrhundert v. Chr. fanden die Pythagorder den ersten Beweis fiir irrationale Zahlen-
verhéltnisse. Im 16. Jahrhundert schuf Simon Stevin die Voraussetzungen fiir die moder-
ne Dezimalschreibweise und bestand darauf, hierbei zwischen rationalen und irrationa-
len Zahlen keinen Unterschied zu machen. Seit Einfithrung der modernen Analysis im 18.
Jahrhundert nutzt man systematisch die komplette Menge der reellen Zahlen, zunachst
jedoch ohne eine stringente Definition dieses Begriffs. Diese lieferte erst Georg Cantor
im Jahr 1871. Drei Jahre spéter zeigte er mit seinem beriihmten Diagonalargument, dass
die Menge der reellen Zahlen nicht abzadhlbar — also echt méchtiger als die Menge der
natiirlichen Zahlen —ist.

e C:=R[X]/(X?+1) = {a+1bi:ab e R} bezeichne die Menge der komplexen Zahlen.
Spétestens seit dem 16. Jahrhundert ist bekannt, dass beim Losen algebraischer Gleichun-
gen Wurzeln aus negativen Zahlen auftreten. Letztere wurden zunédchst nicht als Zahlen
akzeptiert, da sie keine Langen in der realen Welt darstellten, dann aber nach und nach
als niitzliches Hilfsmittel erkannt und als imagindre Zahlen toleriert. Mit Aufkommen
der modernen Algebra erkannte man schliefSlich die Bedeutung der komplexen Zahlen
als algebraischem Abschluss der reellen Zahlen.

0.2 Uber Zahlentheorie

Vereinfachend lédsst sich sagen, die Zahlentheorie sei das Studium der natiirlichen bzw. gan-
zen Zahlen. Untersuchungen verschiedener Eigenschaften natiirlicher Zahlen gehoren zu den
altesten Beschiftigungen mit mathematischen Problemen tiberhaupt. Bereits im antiken Grie-
chenland entstanden Werke wie Euklids Elemente und Diophants Arithmetika, die sich teilweise
oder ausschliefslich mit der systematischen Behandlung ganzzahliger Fragestellungen befass-
ten. Mit dem ausgehenden Altertum schwand jedoch weitgehend das Interesse an der Mathe-
matik insgesamt und wirklich starke, neue Impulse erhielt die Lehre von den ganzen Zahlen
erst wieder im 17. und 18. Jahrhundert, vor allem durch Fermat und Euler. Die ersten umfas-
senden und systematischen Darstellungen des (damals) aktuellen Wissensstandes der Zahlen-
theorie gaben dann um die Wende zum 19. Jahrhundert nahezu zeitgleich Legendre mit seinem
Essai sur la Théorie des Nombres und Gauf$ mit seinen Disquisitiones Arithmeticae. Vor allem das
fundamentale Werk von Gaufd mit seiner Fiille von neuen und tiefliegenden Entdeckungen
brachte die Zahlentheorie als selbstandige Teildisziplin der Gesamtmathematik erst eigentlich
auf den Weg. In den seither verflossenen fast zweihundert Jahren hat sich die Zahlentheorie
gewaltig weiterentwickelt und in verschiedene Richtungen verzweigt. In Abhdngigkeit von
den eingesetzten Hilfsmitteln unterscheidet man dabei vor allem zwischen der Elementaren
Zahlentheorie, der Analytischen Zahlentheorie und der Algebraischen Zahlentheorie. In die-
ser Vorlesung werden wir uns zumeist mit elementaren Fragestellungen beschiftigen.



KAPITEL 1

Teilbarkeit

1.1 Teiler und Vielfache

Definition 1.1. Es seien a,b € Z. Die Zahl a heifSt ein Teiler von b — wir schreiben: a | b — wenn ein
q € Z mit b = qa existiert. In diesem Fall nennt man die Zahl b auch ein Vielfaches von a.

Die folgende Bemerkung beinhaltet einige sehr einfache Eigenschaften der Teilbarkeit, die sich
unmittelbar aus der vorangegangenen Definition ergeben:

Proposition 1.2. Esseien a,b,c,d € Z. Dann gilt:

(@) Ausa |bunda | cfolgta | (b+c).
(b) Ausa | b folgta | be.

(c) Ausa |bundb | cfolgta|c

(d) Ausa | cundb | d folgt ab | cd.

Beweis. Zum Nachweis von (a) gelte a | b und a | c. Dann existieren 41,42 € Z mit b = gqia,
¢ = qpa, somitistb+c = (g1 +q2)aund a | (b + c). Fir den Beweis von (b) setzen wir a | b
voraus, d.h. es existiert ein g € Z mit b = ga. Dann ist bc = gca, und somit gilt a | bc. Zu (c)
bemerken wir, dass aus a | b und b | ¢ die Existenz von q1,q2 € Z mit b = q1a, c = gab folgt,
und damit ¢ = g»q14, was a | ¢ impliziert. Es verbleibt der Beweis von (d). Dazu gelte a | c und
b | d. Dann existieren q1,q2 € Z mit ¢ = qqa, d = q2b, weswegen cd = g142ab und daraufhin
ab | cd folgt. O

Der nichste Satz beschreibt ein Verfahren, das letztlich schon aus aus der Grundschule bekannt
sein diirfte: die Division mit Rest auf den ganzen Zahlen. Nichtsdestotrotz ist das Verfahren
unglaublich niitzlich und wir werden den Satz spéter in sehr vielen Beweisen anwenden:
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1.1. Teiler und Vielfache 6

Satz 1.3 (Division mit Rest). Seien a,b € Z mit b # 0. Dann gilt: Es gibt eindeutig bestimmte Zahlen
q,v € Z mit
a=gb+rund0 <r<|b|.

Die Zahl r heift der Rest, die Zahl q heif$t der ganzzahlige Quotient bei Division von a durch b.

Beweis. Wir zeigen zundchst die Existenz von ¢, r € Z mit obigen Eigenschaften. Dazu setzen
wir

R::{a—qbthZ}ﬂ]NoglNo.

Offenbar ist R eine nichtleere Teilmenge von Ny, insbesondere besitzt R ein eindeutig bestimm-
tes kleinstes Element, welches wir im Folgenden mit r bezeichnen wollen. Es sei g diejenige
ganze Zahl mit a — gb = r, also mit a = qb + r. Wir behaupten, dass 0 < r < |b]| ist, und
nehmen dafiir » > |b| an. Hieraus ergéibe sich

0<r—|bp|=a—qgb—sgn(b)b=a— (g+sgn(b))b<r,

—
€R

im Widerspruch zur Minimalitdt von r.

Es verbleibt der Beweis der Eindeutigkeit. Seien dazu r, 7,4, § € Z mit
a=gb+r=4b+7 und0<r7<|b|

Wir erhalten (g — §)b = 7 —r und also b | (7 — r). Nach Voraussetzung gilt |7 —r| < |b],
weswegen sich 7 — r = 0, also r = 7 und schliefilich g = § ergibt. O

Definition 1.4. Seienn € W und aq,...,a, € 7. Dann bezeichnet

T(ay,...,an):={t€Z :t|ay,...,t|a,}
=T(a) N ... N T(ay)

die Menge der gemeinsamen Teiler von ay, ... ,a,. Eine Zahl d € Z heifit ein grofiter gemeinsamer
Teiler von ay, . .., a,, wenn Folgendes gilt:

(@) d >0,
(b) deT(a,..., an),
(c) Istt € T(ay,...,an),s0gilt t | d.

Aus dieser Definition geht nicht direkt hervor, ob ein grofiter gemeinsamer Teiler tiberhaupt
existiert und inwieweit er eindeutig bestimmt ist. Natiirlich konnten wir fiir a4, ..., 4, € Z mit
(a1,...,a,) # (0,...,0) den grofiten gemeinsamen Teiler auch als das bzgl. ,<” grofte Element
von T(ay,...,a,) festsetzen. Unsere Definition ist jedoch fiir die meisten Verwendungszwecke
tauglicher. Dafiir miissen wir fiir Existenz und Eindeutigkeit allerdings etwas Arbeit investie-
ren:



7 Kapitel 1. Teilbarkeit

Proposition 1.5. Seien n € N und ay, . ..,a, € Z. Dann besitzen ay, . .., a, hichstens einen grofSten
gemeinsamen Teiler.

Beweis. Seien dy,d, grofite gemeinsame Teiler von 4y, . . ., a,. Da d; ein gemeinsamer Teiler von
ai,...,a, ist und d; ein grofter gemeinsamer Teiler, folgt d; | dp nach 1.4 (c). Analog erhalten
wir dy | dyi. Somit existieren 1,92 € Z mit dy = q1dq,d1 = gady und also mit di = gog1d;.
Wir machen nun eine Fallunterscheidung: Ist dq # 0, so ist goq1 = 1. Es folgt g1 € {£1} und
deshalb d; = +d;. Aufgrund von dy,d, > 0-vgl. 1.4 (a) - folgt d» = d;. Ist andererseits d; = 0,
fOlgtd2:q1-0:0:d1. ]

Der Beweis zeigt insbesondere: Lisst man in Definition 1.4 Bedingung (a) weg, so gibt es hochs-
tens zwei grofste gemeinsame Teiler von ay, . .., a,; mit d wére dann stets auch —d ein grofster
gemeinsamer Teiler von ay, ..., a,.

Die folgende einfache Bemerkung spielt eine Schliisselrolle in der Konstruktion eines grofsten
gemeinsamen Teilers zweier ganzer Zahlen:

Proposition 1.6. Es seien a,b € Z. Dann gilt: Sind q,r € Z mit a = qb + r, dann ist
T(a,b) = T(b,r).

Beweis. Giltt € T(a,b),soaucht | (a —gb) =rund also t € T(b,r). Ungekehrt ergibt sich aus
t € T(b,r) offensichtlich t | (gb +r) = a und somit t € T(a,b). O

Gilt a,b € IN und ohne Einschrankung a > b, so folgt aus der obigen Bemerkung, dass man
durch Division mit Rest — etwa in der Form a = gb 4+ r mit 0 < r < |b| — die Berechnung der
Menge der gemeinsamen Teiler T (a, b) auf die Berechnung der Menge der gemeinsamen Teiler
T(b,r) zuriickfithren kann - hierbei ist jetzt r kleiner als b und damit auch kleiner als a. Durch
Iteration dieses Verfahrens kann man die Berechnung von T(a, b) auf die Berechnung gemein-
samer Teilermengen immer kleiner werdender Zahlen zuriickfithren. Das ist die Grundidee
des Euklidischen Algorithmus:

Satz 1.7 (Euklidischer Algorithmus). Seien a > b € Z. Dann gilt:

(@) a,b besitzen einen eindeutig bestimmten grifSten gemeinsamen Teiler. Dieser wird mit ggT (a, b)
bezeichnet und der grofste gemeinsame Teiler von a und b genannt.

(b) Der grofite gemeinsame Teiler ggT(a, b) kann mit dem Euklidischen Algorithmus bestimmt wer-
den: Ist b # 0, setze z1 = a, zp := |b| und erhalte z3,z4, . . . € o durch die Gleichungen

(G1) 21 =122 + 23 mit 0 < z3 < zp,
(G2) 2y = (223 + 24 mit 0 < zy4 < z3,

usw. Dieser Prozess bricht nach endlich vielen Schritten — etwa nach r Schritten — ab:

(Gr—l) Zr—1 = Qr—1Zr + Zr41 mit 0 <z, <z
(Gr) Zy = qrZp41 + 0
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und es gilt ggT(a,b) = z,11. Im Fall b = 0 ist ggT(a,b) = ggT(a,0) = |al.
(c) Esgibtu,v € Z mit

ggT(a,b) = ua+ vb.

(, erweiterter Euklidischer Algorithmus®)

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall b = 0: Offenbar gilt |a| | a sowie |a| | 0. Ist t €
T(a,0) = T(a), so folgt t | |a|. Demnach ist |a]| ist ein groBter gemeinsamer Teiler von a und 0;
die Eindeutigkeit folgt mit Proposition 1.5. Aulerdem gilt |a| = ggT(a,0) = sgn(a) -a+0-0,
was in diesem Spezialfall Behauptung (c) impliziert.

Im Folgenden sei b # 0. Fiir die Folge der Reste gilt zo > z3 > z4 > ..., so dass nach endlich
vielen Schritten — etwa nach r Schritten — das Verfahren abbricht. Die letzten beiden Gleichun-
gen sind dann von der Form

(Gy21)  Zr—1 = Gr—12r + Zr11 mit0 < z,,1 < z,,
(Gr) Zr — qur+1 + 0

Nach Proposition 1.6 gilt nun

—_
[e)}

T(a,b) = T(El, |b‘) = T(Zl,Zz) = T(Zz,Zg,)
L BTz, 201) 2 T(2041,0)
= T(Zr+1).

Es folgt z,41 € T(z,+1) = T(a,b) und fir alle t € T(a,b) = T(zy41) auch t | z,41. Da nach
Konstruktion z,1 > 0 gilt, haben wir damit nachgewiesen, dass z,;1 ein grofiter gemeinsa-
mer Teiler von a und b ist; die Eindeutigkeitsaussage ergibt sich mit Proposition 1.5. Hiermit
sind die Behauptungen (a) und (b) gezeigt und es verbleibt der Nachweis von Behauptung (c).
Aufgrund von

<Gr—2) Zyr—2 = {r—2Zr—1 + zy,
(Gr—1) zr—1 = qr—12, + 88T(a,b)

ergibt sich

ggT(a,0) = zr-1 — Gr12r = Zr—1 — Gr—1(2r—2 — Gr—22r-1)
= Vyp_1Zy—1 + Uy_1Zr_2 mit geeigneten u, _1,v,_1 € Z.

Wir benutzen nun (G,_3), um z,_1 iiber z,_3,z,_» auszudriicken, und so weiter. Aus (Gy) er-
halten wir schliefSlich u,, v, € Z mit

geT(a,b) = vpzy + upzy = v2|b| + usa.

Wir setzen u := up, v := v sgn(b) und erhalten ggT(a,b) = ua + vb. O



9 Kapitel 1. Teilbarkeit

Beispiel 1.8. Wir bestimmen mithilfe des Euklidischen Algorithmus den grofiten gemeinsamen Teiler
von 6930 und 1098:

6930 = 6 - 1098 +- 342
1098 =3-342+72
342 =4.72 454
72=1-54+18

54 =3-18+0

Wir erhalten ggT(6930,1098) = 18. Das im obigen Beweis dafiir gegebene Argument lautet hier kon-
kret unter Verwendung von Proposition 1.6 konkret:

T(6930,1098) = T(1098,342) = T(342,72) = T(72,54) = T(54,18) = T(18,0)
= T(18).

Dariiber hinaus ergibt sich

ggT(6930,1098) =18 =72 —1-54 =72 — (342 —4-72) =5-72 — 342
= 5. (1098 — 3-342) — 342 = 5-1098 — 16 - 342
—5-1098 — 16 - (6930 — 6 - 1098)
= (—16) - 6930 + 101 - 1098.

Die lineare Kombinierbarkeit von ggT(a,b) aus a,b durch den erweiterten Euklidischen Al-
gorithmus ist eine sehr wichtige Eigenschaft des grofiten gemeinsamen Teilers, die man sehr
haufig in Beweisen benoétigt. Als Beispiel hierfiir dient der Beweis der folgenden Proposition:

Proposition 1.9. Fiir beliebige ganze Zahlen a,b,c,d € Z mit ggT(a,b) = 1 gelten die folgenden
beiden Aussagen:

(@) Ausa | bcfolgta|c
(b) Ausa | dundb |dfolgt ab | d.

Beweis. Wir bemerken zunidchst, dass es wegen ggT(a,b) = 1 nach dem erweiterten Euklidi-
schen Algorithmus ganze Zahlen u,v € Z mit ua + vb = 1 gibt. Setzen wir a | bc voraus, so
existiert ein ¢ € Z mit bc = qa. Es folgt

c=c-1=c(ua+vb) = cua+ vbc = cua+ vqa = a(cu + vq)
und also auch a | ¢, was Behauptung (a) impliziert.
Gilt weitera | dund b | d, so gibt es q1,42 € Z mitd = g1a und d = q,b. Wir erhalten
d=d-1=d(ua+ vb) = dua+ dvb = grbua + g1avb = ab(qou + q1v)

und deshalb ab | d. Es folgt Behauptung (b). O
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Nachdem wir den Spezialfall des grofiten gemeinsamen Teilers zweier Zahlen abgehandelt ha-
ben, wenden wir uns nun dem allgemeinen Fall zu. Dafiir ist es sehr niitzlich, sich mit Idealen
in Z zu beschéftigen:

Definition 1.10. Eine Teilmenge a C Z heifst ein Ideal in Z., wenn die folgenden Bedingungen erfiillt

sind:

(@) 0€a.
(b) Sind ay,a> € a, so auch ay + a».

(c) Sinda € a,r € Z,s0ist ra € a.

Die ndchste Proposition zeigt, dass Ideale in Z von einer einfachen Form sind:

Proposition 1.11. Fiir jedes Ideal a C 7 gibt es ein eindeutig bestimmtes m € INg mit

a=mZ:={mr:r € Z}.

Beweis. Wir zeigen zunichst die Existenz eines m € Ny mit @ = mZ. Im Fall a = {0} gilt
a = 0-Z und wir sind fertig. Im Folgenden sei daher a # {0}. Aufgrund von Definition 1.10
(c) folgt aus n € a stets auch —n € a. Insbesondere ist a N IN nicht leer und besitzt deshalb ein
eindeutig bestimmtes kleinstes Element m. Dieses erfiillt a = mZ,

denn: Jedes Element aus mZ ist von der Form rm mit einem r € Z. Wegen m € a folgt mit
Definition 1.10 (c) hieraus rm € a und es gilt also die Inklusion mZ C a.

Sei nun umgekehrt a € a. Durch Division mit Rest erhalten wir q,7 € Z mita = gm 4 r und
0 <r < m. Aufgrund von
r=a—qm=a+(—gq)mea

und der Minimalitdt von m in a N IN ergibt sich r = 0. Es folgt a = qgm € mZ und also auch die
andere Inklusion a C mZ. #

Zum Nachweis der FEindeutigkeit seien m, n € INo mit mZ = nZ. Dann giltn € mZ und m € nZ
und es existieren r,7 € Z mit n = mr,m = nf. Dies liefert n = mr = nfr. Im Fall n = 0 folgt
hieraus m = 0-7 = 0. Im Fall n # 0 erhalten wirr =7 = 1 oderr = # = —1. Wegen m,n € INy
ergibt sich ¥ = 1, denn andernfalls wire m = —n < 0. Wir erhalten m = n. O

Aus zwei Idealen in Z ldsst sich auf einfache Weise ein weiteres Ideal erzeugen:

Definition 1.12. Fiir je zwei Ideale a, b Ideale in Z setzen wir
a+b:={a+b:acabecb}
und nennen a + b die Summe der Ideale a und b.

Proposition 1.13. Fiir je zwei Ideale a, b in 7. ist die Summe a + b wieder ein Ideal in Z.
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Beweis. Aufgrund von0 =0+40,0 € aund 0 € b ist zunédchst 0 in a + b enthalten.

Sind c1,¢2 € a+ b, so gibt es a;,a; € a sowie by, by € bmitc; = a; + by und ¢ = a, + by. Es
folgt

cite=(m+b)+ (a2+b) = (a1+az) + (b +b2) €a+b.

Sind schliefilich ¢ € a 4+ b und r € Z, so gibt es Elemente a2 € a sowie b € b mit c = a + b. Das
liefert

rc=r(a+b)=ra+rbca+b
und insgesamt die Proposition. O
Das folgende Beispiel legt nahe, dass ein sehr enger Zusammenhang zwischen Summen von
Idealen in Z und grofiten gemeinsamen Teilern besteht:
Beispiel 1.14. Es ist 27. 4+ 37 = Z,
denn: Es gilt

1=ggT(2,3)=(-1)-2+1-3€2Z+3Z

und fiiraller € Ziistr = r-1 € 27 + 37Z. #
Definition 1.12 und Proposition 1.13 verallgemeinern sich in naheliegender Weise auf Summen
von Idealen ay, . .., a, aus Z. Offenbar ist Summenbildung von Idealen assoziativ. Wir erhalten

mit dem folgenden Satz eine explizite Beschreibung von Summen von Idealen aus Z und damit
gleichzeitig die Existenz des grofsten gemeinsamen Teilers ganzer Zahlen ay, . .., a,:

Satz 1.15. Seien n € N und ay,...,a, € Z. Dann besitzen die Zahlen ay,...,a, einen eindeutig
bestimmten grifSten gemeinsamen Teiler ggT(ay, ..., a,) und es gilt

MZ+...+a,7Z =ggT(ay,..., a,)7.
Insbesondere gibt es uy, ..., u, € Zmit ggT(ay,...,a,) = U141 + ... + tpay.
Beweis. Nach den Propositionen 1.11 und 1.13 gibt es ein d € No mit ;1Z + ... + a,Z = dZ.
Dieses ist ein grofster gemeinsamer Teiler von ay, ..., a,,

denn: Seii € {1,...,n}. Aufgrund von
a;=0-a1+...+0-a; 1+1-a;,+0-a;1+---+0-a, €EmZ+ ... +a,Z = dZ

gibt es ein r; € Z mit a; = dr;. Insbesondere ist d ein Teiler von a; und es giltd € T(ay, ..., ay).
Seinunt € T(ay,...,a,). Wegend € dZ = a1Z + ...+ a,Z existieren uy, ..., u, € Z mit
d =uja; + ...+ upa,. Aufgrund von't | ay,...,t | a, folgt dann ¢ | d. #

Die Eindeutigkeitsaussage ergibt sich unmittelbar aus Proposition 1.5. O
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Der Beweis von Satz 1.15 ldsst sich nicht fiir ein direktes Rechenverfahren zur Bestimmung von
ggT(ay,...,a,) verwenden. Allerdings zeigt eine genauere Betrachtung, dass der Euklidische
Algorithmus auch hier zum Ziel fiihrt:

Korollar 1.16. Seien n € N und ay, ...,a, € Z. Dann gilt

ggT(a, ..., an) = ggT(a1,88T(az, ..., a,)).

Insbesondere kann ggT(aq, . .., a,) durch sukzessives Anwenden des Euklidischen Algorithmus 1.7 be-
rechnet werden.

Beweis. Anwenden von Satz 1.15 liefert

ggT(a,...,a0)2 = mZ + mZ + ... + a,Z
=mZ+ggl(ay,...,a,)Z
= ggT(a1,ggT(ay, ..., a,))Z.

Das Korollar ergibt sich nun aus der Eindeutigkeitsaussage in 1.11. O

1.2 Der Fundamentalsatz der Arithmetik

In diesem Abschnitt werden uns mit einigen einfachen, aber fiir das Weitere sehr wichtigen
Eigenschaften von Primzahlen beschiftigen. Zundchst wiederholen wir aber diesen Begriff:

Definition 1.17. Ein natiirliche Zahl p > 1 heifit eine Primzahl, wenn T(p) = {1, £p} und also
T(p) N IN = {1, p} ist. Die Menge der Primzahlen bezeichnen wir mit IP.

Proposition 1.18. Seia € IN grofier als 1. Dann ist der kleinste positive, von 1 verschiedene Teiler von
a eine Primzahl.

Beweis. Wir setzen Ty := (T(a) NIN) N {1} ={t € N:t |a,t #1}. Wegena € T} ist T # @,
insbesondere hat T, ein kleinstes Element p. Dieses ist eine Primzahl,

denn: Sei dazu 1 < t € N ein Teiler von p. Aufgrund von p | a gilt dann nach Proposition 1.2 (c)
aucht |aundalsot € T;.Dat | pinsbesondere t < p nach sich zieht, folgt aus der Minimalitat
von p in T bereits t = p und damit die Primalitdt von p. #

O]

Die nidchste Aussage war bereits in der Antike bekannt und findet sich etwa in Euklids Elemen-
ten:

Satz 1.19 (Satz von Euklid). Es gibt unendlich viele Primzahlen.
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Beweis. Wir nehmen an, es gébe es nur endlich viele Primzahlen py, ..., p,, und setzen N :=
p1-...-pn+ 1. Dann gélte N > 1 und nach Proposition 1.18 gébe es eine Primzahl p mit p | N.
Wegen p € {p1,...,pn} folgte p | p1-... py und somitauch p | (N—p1-...-p,) =1, was
nicht sein kann. O

Die nachfolgende Charakterisierung von Primzahlen ist sehr wichtig und in vielen Beweisen
tauglicher als die direkte Verwendung der Definition von Primzahlen:

Proposition 1.20 (Primalitatskriterium). Sei 1 < p € IN. Dann sind dquivalent:

(i) p ist eine Primzahl.
(i) Aus p | ab fiira,b € Z folgt stets p | a oder p | b.

Beweis. Gelte zundchst Aussage (i). Seien dafiir p eine Primzahl und a,b € Z mit p | ab und
p 1 a. Dann ist ggT(p,a) = 1 und nach Proposition 1.9 (a) gilt p | b. Wir haben somit Aussage
(ii) nachgewiesen.

Gelte nun umgekehrt Aussage (ii) und sei a € IN ein beliebiger Teiler von p. Dann gibt es ein
b € Z mit p = ab. Mit (ii) folgt hieraus p | a oder p | b. Nach Konstruktion gelten anderer-
seits offensichtlich a | p und b | p. Zusammengenommen erhalten wir, dass eine der beiden
Aussagen

pla und a]p,
bzw.p|b und b|p

zutrifft. Dies impliziert 2 = p oder b = p, und demzufolge a = p oder a = 1. Also ist p eine
Primzahl. O

Als néchstes zeigen wir, dass die Primzahlen in gewissem Sinne die , Bausteine” der natiirli-
chen Zahlen darstellen. Wichtig fiir den Beweis ist das soeben gezeigte Primalitadtskriterium
1.20:

Satz 1.21 (Fundamentalsatz der Arithmetik). Jede natiirliche Zahl lisst sich bis auf die Reihenfolge
der Faktoren eindeutig als Produkt von Primzahlen schreiben.

Beweis. Wir zeigen die Aussage per Induktion nach n € IN: Die Zahl n = 1 ist konventions-
gemafs das leere Produkt und n = 2 ist selbst eine Primzahl. Sei ab sofort n > 2. Ist n eine
Primzahl, dann haben wir bereits eine Primfaktorzerlegung erreicht. Ist n keine Primzahl, so
ist n = ab fiir geeignete a,b € INmit 1 < a,b < n. Nach Induktionsvoraussetzung besitzen a, b
jeweils eine Primfaktorzerlegung, das gilt dann aber auch fiir deren Produkt n = ab. Damit ist
die Existenz einer Primfaktorzerlegung gezeigt.

Zum Nachweis der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung bis auf die Reihenfolge der Fakto-
ren gelte

n=p1 ... Pr=0q1--..qs
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mit Primzahlen p1,...p, und ¢4, ..., qs. Insbesondere gilt dann p; | q1 - ... gs. Weil p; eine
Primzahl ist, gibt es nach dem Primalitdtskriterium 1.20 ein i € {1,...,s} mit p; | g;. Nach
Umnummerieren konnen wir dabei ohne Einschrankung i = 1 annehmen. Da g; und p; Prim-
zahlen sind, folgt p; = g;1. Durch Kiirzen von p; erhalten wir aus der Ausgangsgleichung

P2 e Pr=q2:...- s <n
Aus der Induktionsvoraussetzung erhalten wir nun r = s und durch Vertauschen kénnen wir

p2 =4q2,...,pr = q, erreichen. 0O

Obwohl sich schon in Euklids Elementen dem Fundamentalsatz 1.21 verwandte Aussagen fin-
den, scheint seine erste klare Formulierung von Carl Friedrich Gaufs in seinen Disquisitiones
Arithmeticae von 1801 gegeben worden zu sein.

Bemerkung 1.22. Sei n € IN. Fasst man in der im Fundamentalsatz 1.21 gegebenen Primfaktorzerle-
gung von n mehrfach vorkommende Primfaktoren in der Form p - ... - p = p¥ zusammen, so erhilt man
die Existenz einer kanonischen Primfaktorzerlegung

n = H p‘/p(”)

peP

von n. Die Exponenten vy(n) € INg sind hierbei durch n eindeutig bestimmt und heifen die Vielfach-
heiten der Primzahlen p in n. Nach Konstruktion gilt dabei v,(n) # 0 fiir nur endlich viele p.

Wir kénnen nun die Teiler einer gegebenen natiirlichen Zahl prazise angeben und bereiten dies
mit dem folgenden Lemma vor:

Lemma 1.23. Fiir beliebige n,m € IN gilt:
nlm = vy(n) <v,(m)fiirallep € P.

Beweis. Die Aussage n | m ist gleichbedeutend mit der Existenz eines 2 € IN mit m = an.
Mit der Existenz der eindeutigen kanonischen Primfaktorzerlegung aus Bemerkung 1.22 folgt
hieraus

vp(m) = vp(a) +vp(n) fur alle p € P.
und wegen v, (a) € INg insbesondere

vp(m) > vp(n) fur alle p € P.
Gilt aber umgekehrt diese letzte Aussage, so sind die Differenzen §, := v,(m) — v,(n) fir

alle p € P nichtnegative ganze Zahlen, aber hochstens endlich viele J, sind positiv. Es folgt
a:=l,ecp p’ € IN und konstruktionsgemaf auch m = an. O



15 Kapitel 1. Teilbarkeit

Satz 1.24. Fiir eine natiirliche Zahl n mit kanonischer Primfaktorzerlegung n = [],cp p'r(") gibt

T(n) = H (14vp(n H T(p¥r( die Anzahl der Teiler von n,
peP peP
H P ot H o(pr die Summe der Teiler von n
peP pelP

an. Die so definierten Funktionen T: IN — IN und o: N — IN nennen wir daher auch die Teileranzahl-
funktion bzw. die Teilersummenfunktion. Wir werden in Kapitel 2 noch einmal auf diese Funktionen
zuriickkommen.

Beweis. Nach Lemma 1.23 sind die Teiler von n genau diejenigen natiirlichen Zahlen mit einer
kanonischen Primfaktorzerlegung der Form

[I 779 mit0 <wv,(d) < vy(n) firalle p € P.
peP

Da diese Zahlen nach dem Fundamentalsatz 1.21 paarweise verschieden sind, erhalten wir
hieraus einerseits unmittelbar die behauptete Formel fiir T und andererseits

:{ﬂzn(rgppup(d)>_rg})(zp) pl;IPpP

Insgesamt haben wir den Satz bewiesen. ]

1.3 Vollkommene Zahlen

In der Zahlenmystik des Pythagoras (um 550 v. Chr.) spielten natiirliche Zahlen, deren nattir-
liche, echte Teiler sich zur gegebenen Zahl aufaddieren, eine wichtige Rolle. Pythagoras und
seine Schule nannten derartige Zahlen vollkommen. Wir definieren:

Definition 1.25. Fiir eine natiirliche Zahl n € IN gilt:
n heifit vollkommen :<— o(n) =2n.

Satz 1.26. Fiir ein beliebiges k € N heifit My := 2X — 1 die k-te Mersenne-Zahl. Fiir eine beliebige
gerade natiirliche Zahl n € 2N sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(1) n ist vollkommen.

(i) n = 28" 1My mit ganzem k > 2 und My prim.
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Beweis. Gelte zunédchst Aussage (ii). Nach Satz 1.24 und wegen M € P \ {2} ist

k—1 )
o(n) = 0@ o (M) = (3_2) 1+ M) = (2= )2 D 2n,
v=0

also ist n vollkommen und es gilt Aussage (i).
Gelte nun umgekehrt (i), sei also n vollkommen. Wir schreiben die gerade Zahl n als

2k—1

n= m  mit ungeradem m € IN und ganzem k > 2.

Wegen der Vollkommenheit von n und nach Satz 1.24 folgt
2m =2n = o(n) = (2 Vo (m) = (28 - 1)o(m).

Durch Vergleich der eindeutigen kanonischen Primfaktorzerlegungen auf beiden Seiten und
wegen der Ungeradheit von 2% — 1 erhalten wir 25 | o(m). Es gibt also ein £ € IN mit

o(m) =2k
und nach Einsetzen in die obige Gleichung erhalten wir
m= (2 —1).

Wire hierbei ¢ > 1, so hitte m mindestens 1, £ und (Zk — 1)¢ als verschiedene, positive Teiler.
Im Widerspruch zum bereits Bewiesenen folgte

o(m) > 1+ 0+ (25 —1)¢ > 2ke.
Es gilt also ¢ = 1. Wir erhalten sofort
om)=20=2 -1 +1=m+1

und somit die Primalitit von m = 2F — 1 = M;. Insgesamt haben wir Aussage (ii) hergeleitet.
O

Bemerkung 1.27.  (a) Dass die in Aussage (ii) von Satz 1.26 beschriebenen Zahlen vollkommen sind,
geht auf Euklid (ca. 350 v. Chr.) zuriick. Die umgekehrte Implikation zeigte Leonhard Euler im
Jahr 1747.

(b) Uber ungerade vollkommene Zahlen weifS man viel weniger; man vermutet, dass es sie nicht gibt.
(c) Die kleinsten geraden vollkommenen Zahlen sind 6, 28, 496, 8128.

Nach Satz 1.26 ist die Frage nach geraden vollkommenen Zahlen dquivalent mit derjenigen
danach, welche Mersenne-Zahlen Primzahlen sind. Eine hierfiir notwendige Bedingung liefert:

Proposition 1.28. Fiir ein beliebiges k € IN gilt: Ist My prim, so notwendig auch k.



17 Kapitel 1. Teilbarkeit

Beweis. Fiir ein beliebiges n € IN gilt im Polynomring R[X, Y] die Gleichung

n—1
X'—Y'=(X-Y)- ) _ X'y
v=0

Ist nun k € IN nicht prim, so gibt es natiirliche Zahlen 1 < n,m < k mit k = nm. Setzen wir in
der obigen Gleichung X = 2" und Y = 1 ein, so erhalten wir

n—1 n—1
M =2F—1=(2")" 1" = (2" =1)- 32" = M,,- > 2™
v=0 v=0

und insbesondere M,, | M. Mit m ¢ {1,k} folgt M,, ¢ {1, My}, so dass M keine Primzahl
ist. O

Bemerkung 1.29. Umgekehrt zur Aussage von Proposition 1.28 gibt es sehr viele Primzahlen k, fiir
die My keine Primzahl ist. Derzeit (Stand: Oktober 2024) sind genau 52 Mersenne-Primzahlen — und
somit auch genau 52 gerade vollkommene Zahlen — bekannt, deren grifite iiber 41 Millionen Stellen
aufweist. Da es einen besonders effizienten Primzahltest fiir sie gibt, sind tatsichlich die grofiten derzeit
bekannten Primzahlen Mersenne-Primzahlen.



KAPITEL 2

Zahlentheoretische Funktionen

2.1 Der Ring der zahlentheoretischen Funktionen

Eine zahlentheoretische Funktion ist zunédchst nichts anderes als eine Folge mit Werten in den
komplexen Zahlen. Erst wenn eine arithmetische Komponente — wie etwa das Abzédhlen von
Teilern — hinzukommt, wirkt der Begriff umfanglich motiviert. Diese subjektive Begriffsbildung
kann jedoch nicht stringent mathematisch umgesetzt werden, so dass wir uns damit begntigen,
die arithmetische Komponente durch die spater aufgezeigte Ringstruktur auf der Menge der
zahlentheoretischen Funktionen zu erklaren.

Definition 2.1. Eine beliebige Abbildung a: IN — C nennen wir eine zahlentheoretische Funktion.

Wir geben sogleich einige Beispiele wichtiger zahlentheoretischer Funktionen:

Beispiel 2.2.  (a) Fiir ein beliebiges s € C nennen wir die durch i*(n) := n® fiir alle n € IN defi-
nierte zahlentheoretische Funktion die s-te Potenzfunktion. Neben der Identitit i' =: 1 ist die
konstante Einsfunktion i° ein wichtiger Spezialfall.

(b) Fiir ein beliebiges s € C definieren wir die s-te Teilersummenfunktion cs: N — C durch
os(n) = Z as.
dn

Summiert wird hierbei selbstverstindlich nur iiber alle natiirlichen Teiler d von n und nicht etwa
auch iiber deren negative Gegenstiicke in den ganzen Zahlen, was wir in diesem Kontext ohne
weitere Erwihnung stets so handhaben wollen. Spezielle Teilersummenfunktionen sind uns mit
den Funktionen T = o0p und ¢ = o1 bereits in Satz 1.24 begegnet. Genauer werden wir die
Teilersummenfunktionen in Abschnitt 2.2 untersuchen.

(c) Wir definieren die Euler’sche ¢-Funktion ¢: IN — IN durch
p(n) :=#{keNy:0<k <nund ggT(k,n) =1}.

18
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Die ¢-Funktion wurde zuerst 1763 von Euler studiert. Die heute iibliche Bezeichnung mit dem
griechischen Buchstaben ¢ stammt von Gauf, der sie 1801 in seinen Disquisitiones einfiihrte.
Wir werden die g-Funktion in Abschnitt 2.4 genauer studieren.

(d) Wir definieren die Mobius-Funktion y: IN — C durch

(=K, fiirn=p1-py-... - ppmitk € Nound p1,...,px
u(n) = paarweise verschiedene Primzahlen,
0, sonst.

Wegen der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlequng bis auf Reihenfolge ist dies wohldefiniert. Es ist
zum Beispiel

p(1) = (-1)°=1,

u(p) = (-1 =-1 fiir jede Primzahl p,
upg) = (-1 =1, fiir Primzahlen p # g,
n(p*) =0, fiir jede Primzahl p.

Die Mobius-Funktion wurde zuerst 1832 von Mobius studiert und spielt eine wichtige Rolle bei
der Untersuchung der multiplikativen Struktur der Menge der zahlentheoretischen Funktionen,
vergleiche auch Abschnitte 2.2 und 2.3.

Wir konnen die Gesamtheit aller zahlentheoretischen Funktionen zur Menge
A:={a: N — C}

zusammenschliefien. Offenbar besitzt diese durch komponentenweise Addition die Struktur
einer abelschen Gruppe und wird ferner durch skalare Multiplikation zu einem C-Vektorraum.
Wir wollen A durch eine zusétzliche multiplikative Verkniipfung noch mehr Struktur verschaf-
fen:

Definition 2.3. Die Vorschrift

. AxA — A
" 1(a,b) —axb

mit

N —C,
(axb): {n — (axb)(n):= Zd\n a(d)b (%)

wird auch als die Dirichlet-Faltung der zahlentheoretischen Funktionen a und b bezeichnet.

Beispiel 2.4. Fiir ein beliebiges s € C gilt offenbar i x i° = 0.
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Satz 2.5. Das Tripel (A, +,*) mit komponentenweiser Addition + und Dirichlet-Faltung x ist ein
kommutativer Ring mit Eins
1 firm=1,
14(n):= { f

0 firn>1
und Einheitengruppe
A ={ae A:a(l) #0}.

Beweis. Die erste Behauptung ldsst sich direkt nachrechnen und wird dem Leser {iiberlassen.
Wir zeigen aber die zweite Behauptung;:

Sei zundchst a in der Einheitengruppe. Dann gibt es eine zahlentheoretische Funktion b € A
mita* b = 1 4 und also
1=14(1)=(axb)(1) =a(1)b(1).

Insbesondere kann a(1) nicht Null sein.

Sei nun umgekehrt a eine zahlentheoretische Funktion mit a(1) # 0. Wir definieren induktiv
eine zahlentheoretische Funktion b wie folgt: Zuerst setzen wir

b(1) :=a(1)"L.
Sind nun fiir ein beliebiges n > 1 die Werte b(1),...,b(n — 1) bereits definiert, so setzen wir

b(n) == —a(1)""Y_b(d)a (g) .

dln
d<n

Auf diese Weise erhalten wir eine Funktion b mit

(bxa)(1) =b(1)a(l) =1 =14(1),
n ..
(b*a)(n) = b(n)a(1) + %:b(d)a <E) —0=14(n) firn>1
d<n
und also b = a~!. Es folgt, dass a in der Einheitengruppe liegt. O

2.2 Multiplikativitat

Wir benotigen nun den in der Zahlentheorie zentralen Begriff der Multiplikativitdt zahlentheo-
retischer Funktionen. Wir unterscheiden hierbei zwischen zwei Varianten:

Definition 2.6. Sei a eine nicht konstant verschwindende zahlentheoretische Funktion.

(a) Wir bezeichnen a als schwach multiplikativ, falls fiir alle zueinander teilerfremden natiirlichen
n und m die Beziehung a(nm) = a(n)a(m) gilt.
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(b) Wir bezeichnen a als stark multiplikativ, falls fiir alle natiirlichen n und m die Beziehung
a(nm) = a(n)a(m) gilt.

Lemma 2.7. Jede schwach multiplikative und somit auch jede stark multiplikative zahlentheoretische
Funktion a erfiillt a(1) = 1.

Beweis. Wegen ggT(n,1) =1 fiir alle n € IN gilt mit der schwachen Multiplikativitat
a(n)=a(n-1)=a(n)-a(l) furallen € IN.

Aufgrund von a # 0 folgt hieraus zunichst a(1) # 0. Nutzen wir dies im Spezialfall n = 1 aus,
so erhalten wir a(1) = 1 und also die Behauptung. O

Stark multiplikative Funktionen lassen sich offensichtlich leicht handhaben. Fiir die Zahlen-
theorie interessante Funktionen sind aber oft nur schwach multiplikativ:
Beispiel 2.8. Die Mobius-Funktion y ist schwach multiplikativ, aber nicht stark multiplikativ,
denn: Wegen
n4) =0#1=(-1)° = p@2)u(2)

ist u offenbar nicht stark multiplikativ. Wir zeigen nun die schwache Multiplikativitit: Zuniichst gilt
1(1) = 1 # 0. Weiter betrachten wir pu(nm) fiir teilerfremde n,m € IN und unterscheiden hierbei die
folgenden (nicht disjunkten) drei Fiille:

Fall 1: u(n) = 0. Dann gibt es eine Primzahl p mit p? | n. Es folgt unmittelbar p* | nm und somit
p(nm) =0 = p(n)p(m).
Fall 2: y(m) = 0. Analog zu Fall 1.

Fall 3: u(n) # 0 # p(m). Dann gibt es ky, ky, € Ny, so dass n, m und wegen der Teilerfremdheit auch
nm Produkte von ky, k,, bzw. ky, + ky, paarweise verschiedenen Primzahlen sind, und es gilt

plm) = (=15 = (<D (<1 = p(n)pa(m).
#

Eine Anleitung zur Handhabung schwach multiplikativer zahlentheoretischer Funktionen lie-
fert das folgende Lemma:

Lemma 2.9. Fiir eine nicht konstant verschwindende zahlentheoretische Funktion a sind dquivalent:

(i) a ist schwach multiplikativ.

(ii) Fiir jedes n € IN mit Primfaktorzerlegung n = H}il p;pf(n) qilt

()
a(n) = Ha <pjp/ ) .
j=1
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Bemerkung 2.10. Nach Lemma 2.9 gibt uns Satz 1.24 bereits die schwache Multiplikativitit der Tei-
lersummenfunktionen T = oy und o = 07.

Beweis von Lemma 2.9. Gelte zundchst Aussage (i), sei also a schwach multiplikativ. Zum Be-
weis von Aussage (ii) fiihren wir dann eine Induktion nach k, durch, wobei der Fall k;, = 0 mit
Lemma 2.7 folgt und der Fall k,, = 1 trivial ist. Sei also k,, > 1 und nehmen wir an, Aussage (ii)
sei fiir k, — 1 bereits bewiesen. Wegen der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung gilt

i)

und wegen der schwachen Multiplikativitdt somit

k n

ky
a(n) =a <p11’m (”)) ‘a P;-/pj(n) Ind.vorauss. H’l <pjpj(n)> ‘

j=2 j=1
Es folgt Aussage (ii).

Gelte nun umgekehrt Aussage (ii). Fiir beliebige n, m € IN mit ggT(n,m) = 1 und kanonischen
Primfaktorzerlegungen

kil m
n= H p] und m = H qk
k=1
gilt
kn ki
a(um) =a | [[p"" qu
j=1
@) 17 w1 (m)
ii pi v, (m
YL TG
j=1 k=1
= a(n)a(m)
und somit die schwache Multiplikativitat (i). O

Hieraus folgt unmittelbar:
Korollar 2.11. Stimmen zwei schwach multiplikative zahlentheoretische Funktionen auf allen Primpo-

tenzen iiberein, so sind sie bereits als Funktionen identisch.

Nach Satz 2.5 und Lemma 2.7 besitzt jede schwach multiplikative Funktion ein Inverses in A.
Es gilt sogar noch mehr:
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Satz 2.12. Die Teilmenge
A" = {a € A:aist schwach multiplikativ} C A*

ist eine Untergruppe von A*.

Beweis. Wir weisen das Untergruppenkriterium nach. Da 1 4 offenkundig schwach multiplika-
tiv ist, ist die Teilmenge A* nicht leer. Weiterhin gilt

(axb) € A* fiir je zwei zahlentheoretische Funktionen a,b € A", (2.1)

denn: Nach Lemma 2.7 gilt

(axb)(1) =a(1)b(1) =140,

so dass a * b nicht konstant verschwindet. Aufierdem gilt nach Voraussetzung fiir alle zueinan-
der teilerfremden natiirlichen Zahlen n, m

(axb)(nm) =Y a(d)b (%)

d|nm

(i)

dy|n dp|m

- () Eoon ()

dn\n dm‘m

= (axb)(n) (axb)(m).

SchliefSlich gilt auch

a~! € A* fiir jede zahlentheoretische Funktion a € A*,

denn: Wir zeigen die Behauptung, indem wir eine schwach multiplikative zahlentheoretische
Funktion b € A konstruieren und nachweisen, dass diese mit a ! iibereinstimmt. Hierfiir defi-
nieren wir

b(p') :=a"Y(p/) fiir alle Primzahlen p und alle j € INg

und setzen dies (schwach) multiplikativ auf ganz IN fort. Die Funktion b ist nach Konstruktion
schwach multiplikativ, so dass wir den ersten Schritt unseres Beweises bereits bewiltigt haben.
Da nach Voraussetzung auch a schwach multiplikativ ist, gilt dies nach (2.1) auch fiir a x b. Da
auch 1 4 schwach multiplikativ ist, geniigt es zum Beweis unserer Behauptung

(axb)(p') =14(p/) fiir alle Primzahlen p und alle j € IN
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zu zeigen. Tatsachlich gilt

(@xb)(p) = > a(ph)b(p™)
0<k<j
= > a(ph)a ()

0<k<j
= (axa 1)(p)) = 14(p)),

wobei wir fiir die zweite Gleichheit ausgenutzt haben, dass nach Konstruktion von b die Funk-
tionen b und a~! auf Primpotenzen iibereinstimmen. #

O]

Indem wir die Resultate dieses Abschnitts auf die Teilersummenfunktionen o; fiir s € C an-
wenden, kdnnen wir die in Satz 1.24 fiir die Spezialfédlle T = ¢y und o = 0y gezeigten Resultate
miihelos auch in Allgemeinheit zeigen:

Satz 2.13. Fiir jedes beliebige s € C ist die Teilersummenfunktion os schwach multiplikativ, aber nicht
stark multiplikativ.

Beweis. Nach Beispiel 2.4 ldsst sich fiir ein beliebiges s € C die Teilersummenfunktion oy als

Faltung

L% =0,

zweier offensichtlich stark multiplikativer und also insbesondere schwach multiplikativer zah-

lentheoretischer Funktionen schreiben. Nach Satz 2.12 ist damit auch ¢z schwach multiplikativ.

Dass o5 fiir kein s € C stark multiplikativ ist, sieht man an
0s(4) =1+2°4+4" #1+2-2°4+4" = (1+2°) (1+2°) = 05(2)05(2).

Insbesondere haben wir gezeigt, dass die Faltung zweier stark multiplikativer Funktionen nicht
wieder stark multiplikativ sein muss. O

Korollar 2.14. Fiir jedes s € C mit Re(s) # 0 und jedes n € IN mit Primfaktorzerlegung n =

TTp prim P gilt
pln
ps(vp(n)—H) -1

os(n) = o1

p prim
pln

Beweis. Mit der endlichen geometrischen Summenformel gilt fiir jede Primzahl p und jedes
JEN
, ] ] s) i+l _q
o(p) =Y =Y =Yy = L
d|pi k=0 k=0 P
Das Korollar folgt mit Lemma 2.9 und Satz 2.13. O
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2.3 Der Mobius’sche Umkehrsatz
In diesem Abschnitt werden wir ein Konzept einfithren, um damit im Mébius’schen Umkehr-
satz 2.20 das multiplikative Inverse der Mobius-Funktion zu bestimmen:

Definition 2.15. Sei a eine zahlentheoretische Funktion. Unter der summatorischen Funktion von a
versteht man die zahlentheoretische Funktion A, die durch

A(n) = Za(d) fiirallen € N
dn

definiert ist.

Beispiel 2.16. Die summatorische Funktion der s-ten Potenzfunktion 1° fiir ein festes s € C ist offen-
sichtlich die Teilersummenfunktion

os(n) = st = le(d) fiir allen € IN.
dn dn
Ein einfaches aber wichtiges Werkzeug ist nun das folgende Resultat:
Lemma 2.17. Sei a eine zahlentheoretische Funktion und A die summatorische Funktion von a. Dann

gilt A = a % °. Insbesondere gilt: Ist a schwach multiplikativ, so ist auch A schwach multiplikativ.

Beweis. Nach Definition von Dirichlet-Faltung und summatorischer Funktion gilt

(ax0)(n) = Za(d) = A(n) firallen € IN.
dln

Da (¥ offenbar schwach multiplikativ ist, folgt die Behauptung jetzt mit Satz 2.12. O

Beispiel 2.18. Fiir ein festes s € C ist die s-te Potenzfunktion 1° offensichtlich stark und insbesondere
auch schwach multiplikativ. Nach Beispiel 2.16 und Lemma 2.17 ist daher auch die Teilersummenfunk-
tion o5 schwach multiplikativ, was einen neuen Beweis fiir Satz 2.13 liefert.

Proposition 2.19. Die summatorische Funktion der Mobius-Funktion y ist die Einsfunktion 1 4 im
Ring der zahlentheoretischen Funktionen.

Beweis. Sei die summatorische Funktion der Mobius-Funktion y zunédchst mit M bezeichnet.
Nach Lemma 2.17 ist M als summatorische Funktion der nach Beispiel 2.8 schwach multipli-
kativen Mobius-Funktion selbst wieder schwach multiplikativ. Zum Beweis der Proposition
geniigt es nach Korollar 2.11 also

M(p') =1 4(p!) fiir alle primen p und alle j € Ny
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zu zeigen. Tatsachlich gilt

M(p') => (") =) +ulp) =1-1=0=14(p/) fiir alle j > 1.
k=0

O

Wir haben nun alle Voriiberlegungen angestellt, um den folgenden, 1832 von Mobius bewiese-
nen Satz zu beweisen:

Satz 2.20 (Mobius’scher Umkehrsatz). Fiir zwei zahlentheoretische Funktionen a und b gilt

a(n) = Zb(d) fiirallen € N

d|n

genau dann, wenn
b(n) = Za(d)y <E) = Za <E) u(d) fiirallen € N
erfiillt ist.

Beweis. Aus Proposition 2.19 und Lemma 2.17 folgt sofort

U O =1y (2.2)
Hiermit gilt

a:a*]lA(z—;Z)a*(y*Lo) = (axpu)x*
und wegen der durch (2.2) gegebenen Invertierbarkeit der Funktion / im Ring .A

a=bx" <— b=axupy,

also der Satz. O

Der Mobius’sche Umkehrsatz 2.20 ermoglicht eine unmittelbare Bestimmung von Relationen
zwischen zahlentheoretischen Funktionen:

Beispiel 2.21. Fiir die Teilersummenfunktion o fiir ein s € C gilt

Z H (g) os(d) =n® fiirallen € IN.
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2.4 Die Euler’'sche ¢-Funktion

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass die in Beispiel 2.2 (c) eingefiihrte Euler’sche ¢-Funktion
schwach multiplikativ ist und geben eine geschlossene Formel fiir ihre Funktionswerte an. In
Hinsicht auf Lemma 2.9 bestimmen wir dafiir zunédchst die Werte auf den Primpotenzen:

Proposition 2.22. Fiir eine Primzahl p und j € IN beliebig gilt:
o) =p " (p-1).

Beweis. Es gibt genau p/~! Zahlen a mit 0 < a < p/, die nicht teilerfremd zu p/ sind, namlich:
0-p,1-p,2-p,..., ()"t = 1) - p. Wir erhalten ¢(p/) = p/ — p/=! = p/=1(p — 1). O

Unser ndchstes Ziel ist der Nachweis der schwachen Multiplikativitit von ¢. Zum Ausgangs-
punkt unserer Uberlegungen hierzu machen wir die von Gaufs in seinen 1801 erschienenen
Disquisitiones gegebene

Satz 2.23 (Teilersummenformel).

Z ¢(d) =n fiirallen € IN.
dln

Beweis. Sein € IN fest gewahlt. Fiir einen beliebigen nattirlichen Teiler d | n setzen wir

Gy(n) :={keN:k<nund ggT(n k) =d}
={keN:esgibteinc € Nmitk =cd, 1 <cd < nund ggT(n,cd) =d}.

Offensichtlich liegt dann jede Zahl 1 < k < n in genau einer der Mengen G4(n) mitd | n,
namlich in Gger(n ) (1), und es folgt

n=#{1,... ,n}=4# (U Gd(n)) =) #Gy(n). (2.3)

dn dn

Wir bestimmen nun die einzelnen Summanden rechts genauer. Es gilt

ggT(n,cd) =d = ggT (%,c) =1 firalled |nundallec € IN,

denn: Gelte ggT(n,cd) = d. Nach dem erweiterten Euklidischen Algorithmus gibt es dann
u,v € Z mit un + ved = d und also mit u ; + vc = 1. #

Es folgt

#Ga(n) = #{k € N:3c € Nmitk=cd, 1 <c < " und ggT(%,c) =1}

o). d
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Insgesamt erhalten wir

n N #Gn) =g (g) = _9(d).

dln dln d|n

Beispiel 2.24. Fiir n = 12 besagt die Teilersummenformel 2.23

> o(d) = 9(1) + 9(2) + 9(3) + ¢(4) + ¢(6) + ¢(12)
d|12

=1+1+2+2+2+4
=12.

Wir erhalten nun die schwache Multiplikativitat von ¢:

Satz 2.25. Die Euler’sche ¢-Funktion ist schwach multiplikativ.

Beweis. Nach der Teilersummenformel 2.23 gilt /! = ¢ * .. Nach dem Mobius’schen Umkehr-
satz 2.20 gilt damit ¢ = (! x . Da offenbar /! und mit Beispiel 2.8 auch y schwach multiplikativ
ist, folgt die Behauptung mit Satz 2.12. O

Aus Proposition 2.22 und Satz 2.25 ergibt sich nun unmittelbar eine geschlossene Formel fiir
die Werte der Euler’schen ¢-Funktion:

Korollar 2.26. Die Euler’sche ¢-Funktion erfiillt

p(n)=mn- H (1—1> fiir alle n € IN.
‘ p
Pp|rlm
pin

Beweis. Fiir ein beliebiges n € IN mit Primfaktorzerlegung

n= H pr(”)

p prim
pln

folgt mit Lemma 2.9 und der schwachen Multiplikativitdt 2.25 der Euler’schen ¢-Funktion

o) = [ o™ 2 I p"p-1)
p p

prim prim
pln pln
1 1
L) )
p prim P p prim P
pln pln

und somit die geschlossene Formel fiir ¢. O
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Beispiel 2.27. In der Praxis berechnet man Werte der Euler’schen @-Funktion meist nicht mit der
Formel aus Korollar 2.26 sondern einfacher direkt mit schwacher Multiplikativitit und Proposition 2.22:

@(140) = 9(4-5-7) = 9(4) - 9(5) - @(7) =2-(5—-1)- (7—1) =2-4-6 = 48,



KAPITEL 3

Rechnen mit Restklassen

3.1 Restklassenringe

Die nachfolgende Definition sollte hinldnglich aus der Linearen Algebra bekannt sein:

Definition 3.1. Ein Ring (mit Eins) ist eine Menge R zusammen mit zwei Verkniipfungen +: R x
R = Rund -: R x R — R mit:

(@) (R,+) ist eine abelsche Gruppe.
(b) (R, -) ist eine Halbgruppe (es gilt also das Assoziativgesetz) mit neutralem Element.
(c) Es gelten die Distributivgesetze

(a+b)c=ac+bc sowie a(b+c)=ab+ac

fiirallea,b,c € R.

Das neutrale Element beziiglich ,,+" bezeichnen wir mit 0, das neutrale Element beziiglich ,,-* mit 1.
Der Ring heifst kommutativ, wenn die Multiplikation kommutativ ist, wenn also ab = ba fiir alle
a,b e Rgilt.

Die Verkniipfungen lassen wir im Folgenden aus der Notation heraus und schreiben kurz: ,R
ist ein Ring” anstelle von , (R, +, -) ist ein Ring”. Auflerdem betrachten wir nur noch kommuta-
tive Ringe, der Ausdruck ,Ring” soll daher bis zum Ende des Skriptes stets fiir , kommutativer
Ring” stehen.

Beispiel 3.2. (a) Die ganzen Zahlen Z bilden zusammen mit der iiblichen Addition und Multipli-
kation einen Ring.

(b) Die ganzen GaufS’schen Zahlen Z[i] := {a+bi : a,b € Z} C C bilden mit der eingeschriink-
ten Addition und Multiplikation von C einen Ring.

30
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(c) Ist R ein Ring, so ist
RIX]:={a,X"+...+mX +ap:n € No,ayg,...,a, € R}

zusammen mit der iiblichen Addition und Multiplikation von Polynomen ein Ring, der Poly-
nomring in einer Variablen iiber R.

Definition 3.3. Eine Aquivalenzrelation ,=" auf einem Ring R heif$t eine Kongruenzrelation, wenn
fiir alle ay,az,b1, by € R gilt:

m=aundby=b, — a1+b =ay+ by undab; = ayb,.

Wir fithren an dieser Stelle den Begriff des Ideals in einem Ring R ein, den wir schon aus
Definition 1.10 vom Ring der ganzen Zahlen kennen.

Definition 3.4. Eine Teilmenge a eines Rings R heifit ein Ideal in R, wenn gilt:

(@ 0€a
(b) Sinda,b € a,dann istaucha+b € a

(c) Sinda € aundr € R, dann ist auch ra € a.

Ideale in einem Ring R und Kongruenzrelationen auf R stehen in einem sehr engen Zusam-
menhang;:

Proposition 3.5. Sei R ein Ring. Dann gelten die folgenden beiden Aussagen:

(a) Ist , =" eine Kongruenzrelation auf R, so ist
a:={ae€R:a=0}
ein Ideal in R und es gilt
a=b < a—-bca
(b) Ist a C R ein Ideal, so ist durch
a=b <= a—-beca
eine Kongruenzrelation ,=" auf R gegeben und es gilt

a={aeR:a=0}.

Die Aquivalenzklasse von b € R beziiglich ,=" ist jeweils durch
b:=b+a:={b+a:aca}

gegeben und heif$t auch die Restklasse von b modulo ,, =" bzw. modulo a.
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Beweis. Wir zeigen zunédchst Aussage (a). Sei dazu ,=" eine Kongruenzrelation auf R. Wir rech-
nen nach, dass a := {a € R : 2 = 0} die Eigenschaften eines Ideals aus Definition 3.4 hat. Weil

p——

,=" als Aquivalenzrelation reflexiv ist, gilt 0 = 0 und also 0 € a. Fiir a,b € a folgt weiter
a = 0 sowie b = 0. Da ,=" eine Kongruenzrelation ist, erhalten wira+b = 040 = 0 und
somit a + b € a. Ist schliefllicha € aund r € R, so gilt a = 0, und weil ,=" eine Kongruenz-
relation ist, ergibt sich ra = r-0 = 0 und also ra € a. Damit ist a ein Ideal in R und es gilt

a=b<=a—-b=0«<=a—-bca

Zum Beweis von Aussage (b) sei a ein Ideal in R und wir setzena = b <= a—b € a.
Zunichst zeigen wir, dass ,=" eine Aquivalenzrelation ist. Zum Nachweis der Reflexivitit sei
a € R.Dannista —a = 0 € qa, denn a ist ein Ideal. Wir erhalten a = a. Fiir den Beweis der
Symmetrie seien a,b € R mit a = b. Wir finden a — b € a, was aufgrund der Idealeigenschaft
von a auch b —a = (—1)(a —b) € a liefert, also b = a. Die Transitivitit erkennen wir wie
folgt: Sind a4,b,c € Rmita = bund b = ¢, so ergeben sicha —b € aund b —c € a. Weil a
ein Ideal ist, erhalten wira — ¢ = (a — b) 4+ (b — ¢) € a und deshalb a = ¢. Somit ist ,=" eine
Aquivalenzrelation. Wir weisen nun noch die restlichen Eigenschaften einer Kongruenzrelation
nach. Dazu seien a1, a3,b1, b2 € Rmita; = ap und by = by. Dann folgta; —a, € aund by — b €
a. Da a ein Ideal ist, ergibt sich (a1 + b1) — (a2 + b2) = (a1 — a2) + (b1 — b2) € aund deher auch
a1 + by = ap + by. Auflerdem erhalten wir by (a; — ap) € a sowie ap(b; — by) € a. Das liefert
a by — axby = by(a; — az) + ax(by — by) € a, also a1by = axby. Wir haben somit gesehen, dass
,=" eine Kongruenzrelation auf R ist.

Schlieflich ist jeweils die Aquivalenzklasse eines Elementes b € R beziiglich ,=" durch

{xeR:x=b}={xeR:x—beca}={xe€R:Esgibteina € amitx —b =a}
={b+a:aca}
=b+a

gegeben. O

Es lohnt sich, diese Proposition im besonders wichtigen Spezialfall R = Z noch einmal geson-
dert zu formulieren und Notationen fiir diesen festzulegen:

Korollar 3.6. Ist ,=" eine Kongruenzrelation auf Z, so gibt es ein eindeutig bestimmtes n € Ny mit
a=b < a—-benZ < n|(a—-0).

Umgekehrt ist fiir jedes n € INg durch
a=b: <= a—-benZ < n|(a—0>b)

eine Kongruenzrelation auf 7. gegeben. Fiir a = b schreiben wir in diesem Fall a = b mod (n). Die
Aquivalenzklasse von a € 7. beziiglich ,= mod (n)“ ist durch

a:=a+nZ={a+nr:r €7}

gegeben.
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Beweis. Das Korollar folgt unmittelbar aus Proposition 3.5, da die Ideale in Z nach Proposition
1.11 von der Form nZ mit n € INy sind. ]

Beispiel 3.7. Fiira,b € Z ist
a=bmod (3) <= a—be3Z < 3| (a—D).

Als Restklassen erhalten wir 0 = 37, 1 = 1+ 3Z, 2 = 2 + 37Z. Weitere, davon verschiedene Rest-
klassen erhalten wir nicht, denn es ist 3 = 0,da 3 = 0 mod (3), 4 = 1, —1 = 2 usw. Die Menge der
Restklassen modulo 3 ist also durch {0,1,2} gegeben.

Proposition 3.8. Seien R ein Ring, , =" eine Kongruenzrelation auf R und a das nach Proposition
3.5 zu ,,=" gehorige Ideal in R. Dann ist die Menge R/ = bzw. R/ a aller Restklassen beziiglich ,="
zusammen mit den Verkniipfungen

A+b:=a+b und a-b:=a-b

ein Ring und heifit der Restklassenring (,R modulo a”).

Beweis. Wir miissen zeigen, dass die Verkniipfungen wohldefiniert sind. Seien dazu a;,a, € @
sowie by, b, € b. Dann gelten a; = a, sowie by = by und, weil ,=" eine Kongruenzrelation ist,
ergibt sich a1 + by = ap + by und somit a; + by = a, + by. Analog folgt a1b; = axb; und deshalb
a1b1 = a»b,. Addition und Multiplikation von Restklassen sind damit wohldefiniert. Die Ring-
eigenschaften tibertragen sich von R auf R/a, da Addition und Multiplikation vertreterweise
definiert sind. O

Beispiel 3.9. Die Restklassenringe von Z sind nach Korollar 3.6 durch Z/nZ mit n € INy gegeben.
Explizit sehen diese wie folgt aus:

w 1 = 0: Dann gilt 7./0Z = Z, denn fiira € Z ist a +0-Z = {a}, wobei wir Z mit {{a} : a €
Z} identifizieren.

m n = 1: Dann ist Z./7 = 0 der Nullring — hier sind Eins- und Nullelement gleich — denn fiir
acZista+2Z=7=0+"7.

w n > 1: Dann ist Z./nZ = {0,1,...,n — 1}, denn fiir jedes a € Z existieren q,r € Z mit 0 <
r <n—1unda = qn+r. Hieraus folgt a = qn +r = qn +7 = 7. Weiter gilt a Z b mod (n)
undalsoa # b fira,be Zmit0 <a#b<n-1

Beispiel 3.10. Fiir die Ringe 7Z./3Z und Z./47Z gelten nach Proposition 3.8 die folgenden Verkniip-
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fungstafeln:
L1012 10012
00 1 2 01000
Z2/3%: 111 3 9 100 1 2
312 01 200 2 1
L0123 10123
00123 000 00
7/4Z: 1|12 3 0 1012 3
212301 20202
31301 2 300321

Im Ring 7./ 37 besitzt jede von 0 verschiedene Restklasse ein Inverses beziiglich der Multiplikation,
withrend das im Ring 7./47Z nicht gilt. Dariiber hinaus treten im Falle des Ringes Z./47. sogenannte
Nullteiler auf: Es ist 2 -2 = 0, obwohl 2 # 0 ist. Damit werden wir uns in Abschnitt 3.3 griindlicher
beschiiftigen.

3.2 Teilbarkeitsregeln

Eine leichte, aber nette Anwendung der bisherigen Kongruenzrechnung ist die Herleitung der
aus der Schule bekannten Teilbarkeitsregeln in den natiirlichen Zahlen. Wir konnen diese ver-
allgemeinern, wenn wir neben dem Dezimalsystem auch andere Stellenwertsysteme zulassen:
Sei dafiir in diesem Abschnitt ¢ > 2 stets eine feste natiirliche Zahl und S, das kleinste nicht-
negative Restesystem {0,1,...,¢ — 1} modulo g. Es gilt:

Proposition 3.11. Jedes n € IN hat eine eindeutige Darstellung der Form
r .
n= Zaigl mit ag, . ..,a, € Sq und a, # 0.
i=0

Diese heifit die g-adische Darstellung von n, die a; ihre Ziffern und 1 +r =1+ L}gggj ihre Stellen-

zahl. Die Zahl g, nach der entwickelt wird, heif$t die Basis der Darstellung. Weiter heifsen

zr:ai bzw. Z(—l)iai
i=0

die g-adische Quersumme bzw. die alternierende g-adische Quersumme von n.

Beweis. Um die Existenz einer g-adischen Darstellung fiir n zu zeigen, setzen wir zunichst
Vo := n und gehen dann schrittweise vor: Sei j € INy und seien vy, .. ., vj und ag, ..., aj-1 mit

vi=viig+a, und 0<a;<g<vy furallei € {0,...,j — 1} (3.1)
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gegeben. Dann gilt
1;21/1,+1>0 fiurallei € {0,...,j — 1}

und also
vog’j > vlgl’j > .2V > 0.

Wir unterscheiden nun zwei Fille:

Fall 1: v; > g. Dann fithren wir mit dem Paar (v]-, ¢) eine Division mit Rest durch und erhalten
(3.1) tiir i = j mit ganzen Zahlen vj ;1 und a;.

Fall 2: v; < g. Dann setzen wir 4; := v; und horen auf; in diesem Fall ist 0 < a; < g.

Wegen vpg~/ > vj tritt Fall 2 ein, sobald j grofser als ﬁgg ist. Sei dies nach genau r Schritten der
Fall. Dann gilt (3.1) fiiri € {0,...,r —1} und 0 < a4, := v, < g. Induktiv erhalten wir

j—1

vp = vjg/ +Zaigi furallej € {0,...,r}
i=0

und somit die Existenz einer g-adischen Darstellung fiir 1, insbesondere haben die Koeffizien-
ten a; die behaupteten Eigenschaften.

Zum Beweis der Eindeutigkeit der g-adischen Darstellung beachten wir, dass nach Konstruk-
tiong” <n < g undalsor = Hﬁﬁg

eindeutig bestimmt ist. Seien nun

| gilt, so dass die Stellenzahl der g-adischen Entwicklung

r r
Zaigi =n= Zdigi
i=0 i=0
zwei g-adische Darstellungen von n. Dann folgt
> (ai—a)g =0 (3.2)
i=0

und insbesondere g | (a9 — dp). Wegen ag, dp € S ¢ impliziert das bereits a9 = 4. Berticksichtigen
wir dies in (3.2), so erhalten wir ¢? | (a; — d;)g und schlieen analog auf a; = ;. Induktiv folgt
a; = d; furallei € {0,...,r}. O

Proposition 3.12 (Teilbarkeitsregeln). Fiir eine beliebige natiirliche Zahl n mit g-adischer Darstel-
lungn =i, a;g" gelten die folgenden Aussagen:

(a) Ein beliebiger Teiler d von g — 1 teilt n genau dann, wenn d die g-adische Quersumme von n teilt.

(b) Ein beliebiger Teiler d von g teilt n genau dann, wenn d die Ziffer ay teilt.
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(c) Ein beliebiger Teiler d von g + 1 teilt n genau dann, wenn d die alternierende g-adische Quer-
summe von n teilt.

Beweis. Die Behauptungen ergeben sich unmittelbar aus

r

n:Z i((g—1) —|—1 Zal mod (¢ — 1),

i=0
n=> ag =ag mod (g),
n:Zai((g—l—l)—l)iEZ(—l)iai mod (g+1).
i=0 i=0

O]

Als Spezialfélle dieses Ergebnisses sind die Teilbarkeitsregeln durch 2, 3, 5, 9 und 11 in der
Dezimaldarstellung bereits aus der Schule bekannt. Offensichtlich ldsst sich diese Methode auf
jedes zu g teilerfremde d verallgemeinern — die so erhaltenen Teilbarkeitsregeln sind dann aber
in aller Regel komplizierter und ihr praktischer Nutzen daher geringer.

3.3 Prime Restklassen und der Satz von Euler-Fermat

Wir greifen nun die am Ende von Abschnitt 3.1 thematisierte Fragestellung nach Nullteilern in
den Restklassenringen Z /nZ auf. Wir wiederholen hierfiir zunéchst einige Begriffe, die bereits
aus der Linearen Algebra bekannt sein sollten:

Definition 3.13. Es sei R ein Ring. Ein Element x € R heifSt ein Nullteiler, wenneseiny € R, y # 0
mit xy = 0 gibt. Der Ring R heifit nullteilerfrei, wenn R # 0 ist und O der einzige Nullteiler in R ist.

Beispiel 3.14. Wie bereits in Beispiel 3.10 untersucht gilt:

» Nullteiler in 7./37. : 0, also ist 7./ 3Z. nullteilerfrei.
» Nullteiler in 7Z./47. : 0,2 — denn es gilt 2 - 2 = 0 — also ist 7./ A7 nicht nullteilerfrei.

Definition 3.15. Ein Element x in einem Ring R heifit eine Einheit, wenn es ein y € R mit xy =1
gibt.

Beispiel 3.16. Wie bereits in Beispiel 3.10 untersucht gilt:
e Einheiten in 7./37 : 1, 2.

e Einheiten in 7./47 : 1,3.

Proposition 3.17. Sei R ein Ring. Dann gilt:
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(a) Die Menge R* := {x € R : x ist eine Einheit} bildet zusammen mit der Multiplikation eine
abelsche Gruppe, die sogenannte Einheitengruppe von R. Insbesondere gibt es fiir jedes x € R*
genau ein y € R* mit xy = 1. Dieses Element bezeichnen wir mit x~' und nennen es das
(multiplikativ) Inverse zu x.

(b) Ist x € R*, so ist x kein Nullteiler.

(c) Falls R endlich ist, dann gilt auch die Umkehrung von (b): Ist x € R kein Nullteiler, so ist x eine
Einheit.

Beweis. Sind a,b € R*, so auch ab, denn in diesem Fall existieren ¢,d € R mit ac = 1 sowie
bd = 1 und es folgt (ab)(cd) = (ac)(bd) = 1. Das Assoziativgesetz und die Kommutativitat
folgen aus den entsprechenden Eigenschaften der Multiplikation in R, das neutrale Element
ist durch das Element 1 gegeben, welches wegen 1-1 = 1in R* liegt. Ista € R*, so existiert
nach Definition ein b € R mit ab = 1. Das impliziert ba = 1 und somit b € R*. Wir haben
damit gezeigt, dass R* eine abelsche Gruppe beziiglich der Multiplikation ist. Daraus folgt
insbesondere die Eindeutigkeit des Inversen. Das ist Behauptung (a).

Zum Beweis von Behauptung (b) betrachten wir zundchst den Fall R # 0. Sei x € R* und
y € R mit xy = 0. Wir erhalten y = x 'xy = 0, so dass x kein Nullteiler ist. Im Fall R = 0 ist
das Element 0 eine Einheit, aber kein Nullteiler.

Im Beweis von Behauptung (c) setzen wir nun R als endlich voraus. Sei x € R kein Nullteiler.
Wir betrachten die Abbildung

{R SR,
a — Xd.

Diese ist injektiv, denn aus Ty(a) = T(b) folgt xa = xb und also x(a —b) = 0. Da x kein
Nullteiler ist, ergibt sich hieraus 2 — b = 0 und somit 2 = b. Als injektive Selbstabbildung der
endlichen Menge R ist T, auch surjektiv, insbesondere gibt es ein y € R mit T, (y) = 1, was
xy = 1 und deshalb x € R* impliziert. O

Beispiel 3.18. Im Fall des (endlichen) Restklassenrings R = Z/n’Z fiir ein n € IN gilt speziell, dass
ein X € R genau dann eine Einheit ist, wenn X kein Nullteiler ist. Die Einheiten im Ring 7./ nZ nennt
man die primen Restklassen modulo n, die Gruppe (Z/nZ)* entsprechend die Gruppe der primen
Restklassen modulo n.

Definition 3.19. Ein Ring R heifit ein Korper, falls R* = R~ {0} gilt.

Beispiel 3.20. Nach Beispiel 3.16 ist 7./37 ein Korper, 7./47Z. aber nicht. Zudem ist der Nullring
R = 0 nach Definition kein Korper.

Satz 3.21. Es sei n € IN. Dann sind dquivalent:

(i) n ist eine Primzahl.
(ii) Z/nZ ist ein Korper.
(iii) Z/nZ ist nullteilerfrei.
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Fiir Primzahlen p schreiben wir auch F,:= 7/ pZ.

Beweis. Gelte zundchst Aussage (i), sei also 1 eine Primzahl. Wir betrachten ein beliebiges 0 #
a € Z/nZ. Fir dieses gilt n { a und, da n eine Primzahl ist, auch ggT(n,a) = 1. Nach dem
erweiterten Euklidischen Algorithmus 1.7 (c) gibt es u, v € Z mit un + va = 1. Das impliziert
un+7o9a =1und alsov-a = 1. Es folgt @ € (Z/nZ)* und wegen der beliebigen Wahl von @
somit Aussage (ii).

Gelte nun Aussage (ii), sei also Z/nZ ein Korper. Damit ist Z/nZ # 0 und (Z/nZ)* =
Z./nZ ~ {0}. Nach Proposition 3.17 (b) ist dann 0 der einzige Nullteiler in Z/nZ und Z/nZ ist
nullteilerfrei. Das ist Aussage (iii).

Dass Aussage (iii) auch Aussage (i) impliziert, zeigen wir schliefslich indirekt: Gelte also nicht
Aussage (i) und sei also n keine Primzahl. Im Fall n = 1 erhalten wir so den nicht nullteilerfreien
Nullring Z/nZ = 0.Im Fall n > 1 gibtesdann a,b € Nmit1 < a,b < nund n = ab. Es ergibt
sich0 = 7 = ab = ab mita,b # 0, so dass @, b Nullteiler sind. Insbesondere ist Z/nZ nicht
nullteilerfrei. In beiden Féllen haben wir gezeigt, dass Aussage (iii) nicht gilt. O

Der Beweis der Implikation ,(i)==-(ii)” hat gezeigt, dass man fiir eine Primzahl p durch den
erweiterten Euklidischen Algorithmus Inverse in (Z/pZ)* bestimmen kann. Es sei ferner an-
gemerkt, dass es fiir Primzahlen p auch fiir » > 1 Koérper mit p” Elementen gibt. Diese sind aber
von Z/ p"Z verschieden, denn letztere sind nach Satz 3.21 keine Korper.

Wir greifen die Idee aus dem obigen Beweis der Implikation (i) ==(ii)” noch einmal auf und
verwenden diese, um die Einheiten im Ring Z/nZ zu charakterisieren:

Proposition 3.22. Sei n € IN. Dann sind fiir ein beliebiges a € Z./nZ die folgenden beiden Aussagen
dquivalent:

(i) @ € (Z/nZ)*,
(i) ggT(a,n) =1.

Beweis. Gelte zunéchst Aussage (i) und sei also @ € (Z/nZ)*. Dann gibt es ein b € (Z/nZ)*
mit 2b = 1 und somit ein k € Z mitab = 1+kn.Seinund € Z mitd | aund d | n ein
gemeinsamer Teiler von a und n. Fiir diesen gilt d | (ab — kn) = 1 und es folgt ggT(a,n) = 1.

Gelte nun umgekehrt Aussage (ii) und sei also ggT(a,n) = 1. Dann gibt es nach dem erweiter-
ten Euklidischen Algorithmus 1.7 (c) Zahlen u,v € Z mit au +vn = 1. Wir erhaltena - u = 1
und also 7 € (Z/nZ)*. O

Der Beweis hat gezeigt, dass Inverse in (Z/nZ)* durch den erweiterten Euklidischen Algo-
rithmus bestimmt werden kénnen:

Korollar 3.23. Sei n € IN. Dann sind fiir ein beliebiges a € Z die folgenden beiden Aussagen dquiva-
lent:
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(i) Die Kongruenz ax =1 mod (n) besitzt eine Losung in Z.
(i) ggT(a,n) =1
Beweis. Die Kongruenz ax = 1 mod (n) entspricht der Gleichung @ - ¥ = 1 in Z/nZ, welche
genau dann losbar ist, wenn X eine Einheit in Z /nZ ist. ]
Beispiel 3.24. Gesucht ist eine Losung der Kongruenz
3x =1 mod (37).

Esist ggT(3,37) =1 = (—12)-3+37 und also 1 = —12-3 = 25- 3. Es folgt, dass x = 25 eine
Losung der Kongruenz ist. Die Menge L aller Losungen ist gegeben durch L = 25 + 37Z.

Proposition 3.25. Esseien a,b € Z, n € IN. Dann sind dquivalent:

(i) Die Kongruenz ax = b mod (n) besitzt eine Losung in Z.
(i) ggT(a,n)|D.

Beweis. Gelte zundchst Aussage (i), sei also x € Z mit ax = b mod (n). Dann gibt es ein k € Z
mit ax = b + kn und also mit b = ax — kn. Wegen ggT(a,n) | a und ggT(a,n) | n folgt hieraus
bereits ggT(a,n) | b, also Aussage (ii).

Gelte nun umgekehrt Aussage (ii) und also ggT(a,n) | b. Nach dem erweiterten Euklidischen
Algorithmus 1.7 (c) gibt es dann u, v € Z mit

ua+on = ggT(a,n).

Durch Multiplikation mit der nach Voraussetzung ganzen Zahl ﬁ erhalten wir

T(a,n
b b
“agTan) " ggTam "
was die Kongruenz
bu
a- sgT(a.m) = bmod (n)
und damit die Behauptung nach sich zieht. O

Beispiel 3.26.  (a) Die Kongruenz 15x = 7 mod (21) hat wegen ggT(15,21) = 3 1 7 keine Lisung.

(b) Gesucht ist eine Losung der Kongruenz 15x = 6 mod (21). Es ist ggT(15,21) = 3 | 6, so dass
die Kongruenz losbar ist. Der erweiterte Euklidische Algorithmus liefert

ggT(15,21) =3 =3-15+ (—2) - 21.
Wie im obigen Beweis ergibt sich daraus
6=6-15+(—4)-21 =15-6 mod (21),

so dass x = 6 eine Losung der Kongruenz ist.
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Definition 3.27. Sei G eine endliche Gruppe. Die Ordnung |G| von G ist definiert als die Anzahl der
Elemente von G.!

Beispiel 3.28. Nach Proposition 3.22 gilt
(Z/nZ)*| =#{a € No:0 < a <nund ggT(a,n) =1} = ¢(n).
Im Folgenden werden wir ofters abstrakte Gruppen betrachten. Hierbei werden wir die Ver-

kniipfung stets multiplikativ schreiben und das neutrale Element mit 1 bezeichnen (sofern
nicht anders angegeben):

Proposition 3.29. Sei G eine endliche abelsche Gruppe und g € G. Dann gilt>
gl¢l =1.

Beweis. Wir betrachten die Abbildung

{G =G,
Tg:
X gx.

Diese ist injektiv, denn aus T, (x) = T,(y) fiir x,y € G folgt gx = gy und somit x = g 1gx =
¢ 'gy = y. Die Abbildung T, ist auch surjektiv, denn fiir y € G gilt 7,(g7'y) = gg7 'y = v.
Also ist T, bijektiv und, weil die Gruppe G endlich und abelsch ist, ergibt sich

[[x=11=@=[]gx=5“]]x
xeG xeG xeG xeG

woraus gl¢l = 1 folgt. O

Satz 3.30 (Satz von Euler-Fermat). Sei n € IN. Dann gilt fiir ein beliebiges a € (Z/nZ)* die

Identitit
% =1.

Beweis. Nach Beispiel 3.28 gilt ¢(n) = |(Z/nZ)*|. Die Behauptung folgt nun direkt aus Pro-
position 3.29, angewandt auf G = (Z/nZ)*. ]
Beispiel 3.31. Esist 3 = 10 mod (17),
denn: Nach dem Satz von Euler-Fermat 3.30 gilt

316 = 3¢(17) = 1 mod (17).
Es folgt

319 =33.3% =27.1 =10 mod (17).

#

IFiir die Anzahl der Elemente einer beliebigen Menge M werden wir im Unterschied dazu die Notation #M €
N U {0} verwenden.
%In der Algebra lernt man, dass diese Aussage auch fiir beliebige endliche Gruppen korrekt ist.
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Korollar 3.32 (Kleiner Satz von Fermat). Sei p eine Primzahl. Dann gelten die folgenden beiden
Aussagen:

(a) Fiir jedesa € ¥ ista?~" = 1.
(b) Fiir jedesa € I, ista? = a.

Beweis. Nach Proposition 2.22 gilt ¢(p) = p — 1, so dass sich Behauptung (a) direkt aus dem
Satz von Euler-Fermat 3.30 ergibt. Behauptung (b) folgt hieraus nach Multiplikation mit 7 und,
da fiir @ = 0 zusitzlich a? = 0" = 0 = 7 gilt. O

3.4 Zyklische Gruppen

Unser nichstes wichtiges Ziel ist es, die Gruppen (Z/nZ)* strukturell genauer zu untersu-
chen. Insbesondere werden wir spater in Abschnitt 3.7 in Satz 3.86 beschreiben, wann genau
diese von nur einem Element erzeugt werden. In diesem Abschnitt fithren wir diese Eigen-
schaft einer Gruppe — die Zyklizitdt — ein und gewinnen eine Reihe von Sitzen zur Beschrei-
bung zyklischer Gruppen anhand des Verhaltens ihrer Elemente:

Definition 3.33. Eine Gruppe G heifst zyklisch, wenn es ein g € G mit

GC={¢":neZ}=:(g)
gibt. In diesem Fall nennen wir g einen Erzeuger von G.
Bemerkung 3.34. Jede zyklische Gruppe G ist offenbar abelsch, denn fiir einen Erzeuger g von G und
beliebige a,b € Z gilt
gagb — ga+b — gb+a — gbga'
Beispiel 3.35.  (a) Die Gruppe (Z/57.)* = {1,2,3,4} ist zyklisch,

die Behauptung. #
(b) Die Gruppe (Z./87))* = {1,3,5,7} ist nicht zyklisch,

denn: Wir bestimmen (g) fiir alle g € (7./87)* und erhalten wie in Teil (a): (1) = {1}, (3) =

{1,3}, (5) = {1,5} sowie (7) = {1,7}. Somit ist (Z./8Z.)* nicht zyklisch. #
(c) Die additive Gruppe Z. ist zyklisch,

denn: Esist Z = {n-1: n € Z} = (1). Man beachte, dass die Verkniipfung hier durch

,+"gegeben ist, so dass g" im Sinne der obigen Definition hier als das n-fache Aufsummieren

von g, falls n € Ny ist, bzw. als das (—n)-fache Aufsummieren von —g, falls —n € Wy ist, zu
verstehen ist. Also ist Z zyklisch. #

(d) Die additive Gruppe Z./mZ = {0,1,...,m — 1} ist zyklisch,

denn: Fiir jedes Element a € {0, ..., m — 1} ist @ durch das a-fache Aufsummieren von 1 gegeben,
woraus folgt, dass 7./ mZ. zyklisch ist. #
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Definition 3.36. Sei G eine endliche abelsche Gruppe und g € G. Dann ist die Ordnung von g definiert
als
ord(g) :=min{n € N: g" =1}.

Nach Proposition 3.29 ist ¢/l = 1, so dass ord(g) wohldefiniert ist und stets ord(g) < |G| gilt.
Beispiel 3.37. Sei G = (Z/5Z)*. Dann gilt:

(a) ord(2) = 4,

denn:2' =222 =42 =32"=1 #
(b) ord(4) =2,
denm: 4 =48 =1, #

Proposition 3.38. Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) G ist zyklisch.
(ii) Es gibtein g € G mit ord(g) = |G]|.

Ist dies der Fall, so ist jedes Element ¢ € G mit ord(g) = |G| ein Erzeuger von G, und fiir jeden
Erzeuger g von G gilt ord(g) = |G|.

Beweis. Gelte zundchst Aussage (i) und sei also G zyklisch. Dann existiert ein ¢ € G mit G =
(g) = {¢* : k € Z}. Wir behaupten, dass dann 1 := ord(g) = |G| gilt. Fiir ein beliebiges k € Z
gibtes q,7 € Zmit 0 < r < nund k = gn + r, insbesondere gilt ¢¥ = ¢ = (¢")1¢" = ¢'.
Firry,rp € Zmit0 < r < rp < nistg" # g2, sonst wire g2~ = 1 im Widerspruch zur
Minimalitit von ord(g). Es ergibt sich G = (¢) = {g° ¢!,...,¢" !} und deshalb |G| = n =
ord(g).

Gelte nun umgekehrt Aussage (i) und sei ¢ € G mit ord(g) = |G| =: n. Wie im Beweis der
anderen Implikation erhalten wir (¢} = {¢% ¢!,...,¢" "'}, also |{g)] = n = |G| und somit
(g) = G. Das ist die Zyklizitit von G. O

Der Beweis hat insbesondere gezeigt: (¢) = {1,g,...,g° (&)1},

Proposition 3.39. Seien G eine endliche abelsche Gruppe, § € G und m € Z. Dann sind die folgenden
beiden Aussagen dquivalent:

(i) ord(g) | m.
(ii) ¢" = 1.

Beweis. Gelte zundchst Aussage (i) und also ord(g) | m. Dann ist m = qord(g) fiirein g € Z
und wir erhalten ¢ = (g°'4(8))9 = 1, also Aussage (ii).

Gelte nun umgekehrt Aussage (ii) und also g = 1. Wir schreiben m = gord(g) +r mitq,r € Z
und 0 < 7 < ord(g). Es ergibt sich 1 = ¢ = (g°"4(8))9¢" = ¢”. Aus der Minimalitit von ord(g)
erhalten wir r = 0, was ord(g) | m und also Aussage (i) impliziert. O
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Korollar 3.40. Sei G eine endliche abelsche Gruppe und g € G. Dann gilt ord(g) | |G|.

Beweis. Das ergibt sich direkt aus Proposition 3.39, da nach Proposition 3.29 bereits ¢/¢/ = 1
gilt. O

Definition 3.41. Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Dann ist der Exponent von G definiert als
exp(G) :=min{n € N: ¢" =1fiiralle g € G}.

Beispiel 3.42. (a) Esist exp((Z/52)*) = 4,

denn: Esist a* = 1 fiir allea € (Z./57)* und ord(2) = 4. #
(b) Esistexp((Z/8Z)*) =2,
denn: Es ist ord(3) = ord(5) = ord(7) = 2. #

Proposition 3.43. Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Dann gelten die folgenden beiden Aussagen:

(@) exp(G) | [G].
(b) exp(G) = kgV{ord(g) : g € G}.

Beweis. Wir schreiben |G| = qexp(G) +rmit 0 < r < exp(G) und q € Z. Fiir alle g € G gilt
dann

1 =gl¢l = (g2P(C))ig" = ¢’

und aufgrund der Minimalitdt von exp(G) ist ¥ = 0, was exp(G) | |G| impliziert. Das ist
Behauptung (a).

Zum Beweis von Behauptung (b) rechnen wir nach, dass exp(G) die definierenden Eigenschaf-
ten von kgV{ord(g) : ¢ € G} erfiillt: Zunichst ist exp(G) ein gemeinsames Vielfaches aller
Ordnungen von Elementen von G, denn fiir ¢ € G gilt g®P(6) = 1, was nach Proposition 3.39
bereits ord(g) | exp(G) impliziert. Sei nun m € Z mit ord(g) | m fiir alle g € G. Wir be-
haupten, dass dann exp(G) | m gilt, und schreiben dazu m = gexp(G) + r mit q,r € Z und
0 <r < exp(G). Wegen ord(g) | m gilt fiir alle ¢ € G:

1=g" = (g7PC))ig = ¢,

was wegen der Minimalitit von exp(G) bereits r = 0 zur Folge hat, was unsere Behauptung
impliziert. O

Definition 3.44. Eine Abbildung ¢: G — H zwischen zwei Gruppen G, H heifit ein (Gruppen-
)Homomorphismus, wenn fiir alle Elemente a,b € G die Beziehung y(ab) = (a)yp(b) gilt. Ist P
zusdtzlich bijektiv, so heif§t 1 ein (Gruppen-)Isomorphismus. Existiert ein Isomorphismus zwischen
G und H, so nennen wir G und H isomorph und schreiben G = H.

Beispiel 3.45. Sei K ein Korper. Dann ist det: GL,(K) — K* ein Homomorphismus, denn es gilt
det(AB) = det(A) det(B) fiir alle A, B € GL,(K).
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Proposition 3.46. Seien G, H Gruppen und : G — H ein Homomorphismus. Dann gelten die fol-
genden beiden Aussagen:

(a) o ist genau dann injektiv, wenn Kern(y) :={g € G: ¢(g) = 1} = {1} gilt.

(b) Ist ¢ ein Isomorphismus, so ist p~': H — G ebenfalls ein Isomorphismus.

Beweis. Wir bemerken zunichst (1) = ¢(1-1) = ¢(1)y(1) und folgern ¥ (1) = 1. Sei nun ¥
injektiv und ¢ € Kern(¢). Dann gilt ¢(g) = 1 = ¢(1), was wegen der Injektivitit von i bereits
¢ = 1 und also Kern(¢) = {1} impliziert. Gelte nun umgekehrt Kern(¢) = {1} und seien

21,82 € Gmit ¥(g1) = P(g2) gegeben. Wegen
1=9(1) = (828, ") = P(82) (82 ")
gilt dann ¢(g, ') = ¢(g2) . Wir erhalten

¥(818, ") = (g)Y(gr ") = p(g)w(g) ' =1

und also g19, ' € Kern(y) = {1}. Das ergibt g1 = g und somit die Injektivitit von ¢. Insge-
samt haben wir so Behauptung (a) bewiesen.

Wir zeigen nun Behauptung (b): Aufgrund der Bijektivitdt von i existiert das Inverse ! und
ist selbst bijektiv. Wir miissen zeigen, dass 1/J*1 ein Homomorphismus ist. Dazu seien hy, hy €

H. Fiir g := ¢~ (hy) und g» := ¢~ (hy) ergibt sich dann ¥(g1$2) = ¢¥(g1)¥(g2) = hihy und
also ¢~ 1 (hhy) = g192 = ¥~ (h1)y~(h2), was zu zeigen war. O
Der néchste Satz liefert eine Klassifikation zyklischer Gruppen bis auf Isomorphie:

Satz 3.47. Fiir eine beliebige zyklische Gruppe G gilt:

~ JZ fiir G unendlich,
| z/|G|Z fiir G endlich.

Beweis. Wir setzen n := |G|, falls G endlich ist, und n := 0, falls G unendlich ist. Sei ¢ € G ein
Erzeuger von G. Wir definieren

. Z/n? — G,
& a — g

Der Satz folgt, wenn wir zeigen konnen, dass ¢ ein Isomorphismus ist. Tatsdchlich ist i wohl-
definiert,

denn: Fur je zwei aq,a, € a gilt a1 — ax € nZ. Es gibt also ein k € Z mit a; — a; = nk und wir

erhalten
o—as k| (§/CDF  fiir G endlich,
$ B go fiir G unendlich

4
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also g = ¢*. #
Die Abbildung ¥ ist ein Homomorphismus,

denn: Fiir je zwei a,b € Z/nZ. ist

Yp@+b) =ypla+b)=g"" =g'%¢" = p@y(b).

Weiter ist ¢ auch injektiv und es gilt also Kern(¢) = {0},

denn: Seia € Z/nZ mit p(a) = g" = 1. Falls G endlich ist, so folgt n = |G| = ord(g) | a nach
Proposition 3.39. Damit ista = 0.Ist G unendlich, so nehmen wir an, dass a # 0 ist. Wir konnen
dann ohne Einschrankung a2 > 0 annehmen, denn g% = 1 ist dquivalentzu g~* = 1. Aus ¢’ =1
folgt dann (g) = {1,g,...,¢" !} wie im Beweis zu Proposition 3.38. Wegen G = (g) ist das ein
Widerspruch zur Unendlichkeit von G. Also ist @ = 0 und 9 injektiv. #

Schlieglich ist die Abbildung i auch surjektiv, denn fiir endliches G ist G = {1,g,...,¢" !} =
#(Z/nZ) und fiir unendliches G gilt G = {¢* : k € Z} = ¢(Z). Somit ist 1 ein [somorphismus.
O

Beispiel 3.48. In Beispiel 3.35 haben wir gesehen, dass (Z./57.)* zyklisch ist. Nach Satz 3.47 gilt
genauer (Z/57)* = Z/4Z. Explizit ist ein Isomorphismus durch

p: |24 = (2./5Z),
" a 2
gegeben, also (0) = =1, P(1) = 2' =7, P(2) = 7 =1, P(3) = 2’ =3
Satz 3.49. Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:
(i) G ist zyklisch.
(ii) exp(G) = |G|

Beweis. Gelte zunédchst Aussage (i) und sei also G zyklisch. Nach Proposition 3.43 gilt exp(G) |
|G|. Fiir einen beliebigen Erzeuger ¢ € G von G folgt dann

GI "= ord(g) | kgVi{ord(3) : § € G} = exp(G)
und deshalb exp(G) = |G|, also Aussage (ii).

Gelte nun umgekehrt Aussage (ii). Wir setzen n := exp(G) = |G| und schreiben n =
[Ler p'»(" fiir die kanonische Primfaktorzerlegung von 7. Im ersten Beweisschritt zeigen wir,

dass es fiir jedes p € P ein Element g, € G mit ord(g,) = p*»(") gibt. Sei dazu p € P fixiert. Im
Fall p*»(") { ord(g) fiir alle ¢ € G folgt

p*" tkgV{ord(g) : ¢ € G} = exp(G) = n,
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was ein Widerspruch ist. Also gibt es ein §, € G mit p* (") | ord(g,). Wir setzen

ord(gp)
vp (1)
Pt
8p = &p
Es ergibt sich
() d(é
pr™ ord(§p)
8p =8&p =1

und deshalb ord(g,) | pp " nach Proposition 3.39. Ware ord(g,) < p*»(", etwa ord(g,) = p/
mit f < v,(n), so gilte
ord(gp)

f vp(n)—f
N
1 =8 = &p

und also wegen - (g” 3( < ord(g,) ein Widerspruch. Deshalb ist ord(g,) = p*»(").

Im zweiten Beweisschritt zeigen wir, dass g := [],cp gp ein Erzeuger von G ist und dass also
ord(g) = |G| = n gilt. Wir nehmen an, es gilte ord(g) =: d < n. Nach Proposition 3.39 ergibe
sich daraus d | n. Wegen d < n gébe esein p € P mitd | % und insbesondere mit g% =1.Es
folgte

peP

H

Fiir p # p gélte p* (") | 2 und somit gp = 1. Wir erhielten g; = 1, also

» n
ord(gp) = pr | & = LT pot
P Poocp
was ein Widerspruch ist. Aufgrund dessen ist ord(g¢) = n = |G|, also ist G zyklisch. O

3.5 Die Zyklizitat von ]Fij

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass fiir eine Primzahl p die Gruppe F, = (Z/pZ)* zyklisch
ist, und somit einen ersten Spezialfall der von uns angestrebten Untersuchung der Zyklizitat
von (Z/nZ)*. Dazu werden wir das Kriterium aus Satz 3.49 verwenden, benétigen aber zu-
néchst noch einige Vorbereitungen aus der Theorie der Polynomringe:

Definition 3.50. Seien R ein Ring und f = a,X" + ...+ ;X + a9 € R[X] mit a, # 0. Dann ist
der Grad von f definiert als deg(f) := n und der Leitkoeffizient von f als ((f) := a,. Wir setzen
deg(0) := —oo und £(0) := 0.

Proposition 3.51. Seien R ein Ring und f,g € R[X], wobei ((f) oder £(g) kein Nullteiler sei. Dann
gilt deg(fg) = deg(f) +deg(g)
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Beweis. Im Fall f = 0oder g = 0giltdeg(fg) = deg(0) = —co = deg(f) + deg(g). Sei ab sofort
fi=a,X"+...4+a9 #0# b, X" +...+ by =: ¢ mitay, by # 0. Wir erhalten fg = a,,b, X" "+
Terme kleineren Grades. Da ¢(f) = a, oder ¢(g) = by, kein Nullteiler ist, folgt a,b,, # 0 und
somit deg(fg) = n+ m = deg(f) + deg(g). O

Proposition 3.52 (Polynomdivision mit Rest). Seien R # 0 ein Ring und f,g € R[X]| mit {(g) €
R*. Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome q,r € R[X| mit f = qg + r und deg(r) < deg(g).
Beweis. Wir zeigen zuerst die Existenzaussage per Induktion nach deg(f). Im Fall deg(f) <
deg(g) setzen wir q := 0 und 7 := f. Sei nun deg(f) > deg(g) und schreiben wir

f = aX""* 4 Terme kleineren Grades, ¢ = bX" + Terme kleineren Grades

mita € R~ {0},b € R*,n,k € Ny. Es ist

deg(f — ; X*g) < deg(f),

so dass es nach Induktionsvoraussetzung g1, r1 € R[X] gibt mit

a
f— Bng =q1g+r und deg(r;) < deg(g).

Daraus erhalten wir
a
f = <Q1 + EXk> g+r.
Wir setzen g := g1 + %Xk sowie r := r1 und der Existenzbeweis ist beendet.

Zum Nachweis der Eindeutigkeit sei f = 1 + 11 = q2g + r» mit deg(ry), deg(r2) < deg(g). Es
ergibt sich

(71— 42)g =12 —11.
Wire g1 # g2, dann folgte aus Proposition 3.51

deg((q1 — 42)g) = deg(q1 — q2) + deg(g) = deg(g),
da ¢(g) € R* und damit nach Proposition 3.17 kein Nullteiler ist. Andererseits ist

deg((q1 — 42)g) = deg(r2 —r1) < deg(g),
was zum Widerspruch fiihrt. Deshalb ist ; = g2 und somit auch r; = r». O
Proposition 3.53. Seien R ein Ring, f € R[X] und a € R eine Nullstelle von f. Dann gibt es ein
q € RIX|mit f = (X —a)g.

Beweis. Nach Proposition 3.52 existieren g, € R[X] mit f = (X —a) +r und deg(r) <
deg(X —a) = 1. Also ist r ein konstantes Polynom und es gilt

0= f(a) =q(a)(a—a)+r(a) =r(a),

weswegen 1 = ( ist. ]
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Korollar 3.54. Seien R ein nullteilerfreier Ring und f € R[X] \ {0} mit deg(f) = n. Dann besitzt f
in R hochstens n Nullstellen.

Beweis. Wir zeigen die Aussage per Induktion nach n. Fiir n = 0 ist die Behauptung wahr, denn
ein konstantes, von Null verschiedenes Polynom besitzt keine Nullstelle. Sei nun n > 0. Falls
f keine Nullstelle besitzt, so sind wir fertig. Wir nehmen im Folgenden daher an, dass f eine
Nullstelle 4 € R besitzt. Nach Proposition 3.53 gibt es dann ein g € R[X] mit f = (X —a)g.
Aufgrund von

n = deg(f) = deg((X —a)g) =1+ deg(q)

istdeg(q) = n—1.Istnunb € R eine weitere Nullstelle von f, so gilt0 = f(b) = (b —a)q(b). Da
R nullteilerfrei ist, folgt b = a oder b ist eine Nullstelle von g. Nach Induktionsvoraussetzung
hat g aber hochstens n — 1 Nullstellen, weshalb f hochstens n Nullstellen haben kann. O

Beispiel 3.55. Lisst man in Korollar 3.54 die Voraussetzung, dass R ein nullteilerfreier Ring ist, weg,
so kann man leicht Gegenbeispiele finden: So hat etwa im Ring R = 7./87. das Polynom f = X> —1

die vier verschiedenen Nullstellen 1,3,5,7.

Proposition 3.56. Fiir eine beliebige Primzahl p gilt in IF,[X] die Identitit

[[x-=xr"-1

= X
aE]F,,

Beweis. Wir setzen

f= 1] x-a.

ackFy
Division mit Rest im Polynomring IF,[X] liefert

XP1—T=gqf+r mitgr€F,[X]und deg(r) < deg(f) =p—1.

Fiir jedes @ € F) gilt nach dem Kleinen Satz von Fermat 3.32 die Gleichung a” 1 =1, 50

dass @ eine Nullstelle von X?~! — 1 ist. Weil auch f(a) = 0 gilt, erhalten wir 7(a) = 0. Das
Polynom r hat somit p — 1 Nullstellen. Aufgrund von deg(r) < p — 1 ergibt sich aus Korollar
3.54 somit r = 0. Wegen deg(XP~! — 1) = p — 1 = deg(f) ist g ein konstantes Polynom und
aus /(XP~! —1) =1 = {(f) erhalten wir 4 = 1 und insgesamt die Behauptung. O

Korollar 3.57 (Satz von Wilson). Fiir eine beliebige natiirliche Zahl n € IN mit n > 1 sind die
folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(i) n ist eine Primzahl.

(i) (n—1)!'=—1mod (n).
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Beweis. Gelte zundchst Aussage (i) und sei also n = p eine Primzahl. Aus Proposition 3.56
ergibt sich

X-D(X-2)-...-X—=p—-1)=XxP"1-1

in IF,[X]. Setzen wir X = 0 = P, so erhalten wir

p—1-p—2-...-1=-1.
und somit (p —1)! = —1 mod (p). Das ist Aussage (ii).

Die andere Implikation zeigen wir indirekt: Gelte Aussage (i) nicht und sei also 1 < n keine
Primzahl. Dann gibt es eine Primzahl p < n mit p | n. Insbesondere folgt p | (n — 1)! und also
ggT((n —1)!,n) # 1. Es ist daher (n — 1)! keine prime Restklasse modulo 7. Weil —1 aber eine
prime Restklasse modulo 7 ist, erhalten wir (n —1)! # —1 mod (n), so dass Aussage (ii) nicht
gilt. O

Satz 3.58. Seien R ein nullteilerfreier Ring und G C R* eine endliche Gruppe mit der eingeschrinkten
Multiplikation als Verkniipfung. Dann ist G zyklisch.

Beweis. Wir setzen n := exp(G). Dann gilt ¢" = 1fiiralle ¢ € G, alle ¢ € G sind also Nullstellen
des Polynoms X" — 1 € R[X]. Nach Korollar 3.54 hat dieses Polynom hochstens n Nullstellen
und wir erhalten |G| < n = exp(G). Nach Proposition 3.43 gilt andererseits aber exp(G) | |G]|.
Es folgt exp(G) = |G|, was nach Satz 3.49 die Zyklizit4t von G impliziert. O

Korollar 3.59. Fiir jede beliebige Primzahl p ist ¥ eine zyklische Gruppe und es gilt insbesondere

Fy =7Z/(p—1)Z.

Beweis. Das ergibt sich direkt aus Satz 3.58, wenn man dort R = IF, und G = ]F; setzt. O

Definition 3.60. Sei p eine Primzahl. Eine ganze Zahl w € 7. heif$t eine primitive Wurzel modulo p,
wenn W ein Erzeuger von ¥ ist, wenn also ¥} = (w) gilt.

Beispiel 3.61.  (a) Nach Beispiel 3.35 (a) gilt 5 = (2), so dass 2 eine primitive Wurzel modulo 5

1st.
(b) Wir betrachten den Fall p = 7. Hier gilt zuniichst ¥ = {1,2,3,4,5,6}. Ordnungen von Ele-
menten aus ¥ miissen Teiler von |F| = 6 sein, so dass als Elementordnungen nur 1,2,3,6

infrage kommen. Wegen 2 =1 gilt ord(2) = 3, so dass 2 keine primitive Wurzel modulo 7 ist.
Aber wegen 3 =24£Tund3 =6+ Tist ord(3) = 6 und 3 ist eine primitive Wurzel modulo
7. Explizit erhalten wir:

1 532 533 7 a4t 1 35

31=3,3=23=63=423=53

=1

Es ist keine allgemeingiiltige Formel bekannt, die fiir jede Primzahl p eine primitive Wurzel
modulo p liefert.
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3.6 Die Struktur der primen Restklassengruppen fiur Primpotenzen

In diesem Abschnitt studieren wir die Struktur der primen Restklassengruppe (Z/nZ)* im
Fall, dass n eine Primpotenz ist. Zundchst betrachten wir den Fall n = p” mit einer ungeraden
Primzahl p. Eine Voriiberlegung hierzu ist:

Proposition 3.62. Seien G eine endliche abelsche Gruppe und m,n € W mit ggT(m,n) = 1 und
|G| = mn. Existieren dann Elemente ¢,h € G mit ord(g) = m und ord(h) = n, so ist G zyklisch und
gh ist ein Erzeuger von G.

Beweis. Wir zeigen ord(gh) = mn, was die Behauptung dann impliziert. Sei dafiir d € IN mit
(gh)? = 1. Fiir dieses gilt

1= 1" = ((gh))" = (g") " = i

und deswegen ord(h) = n | dm, was aufgrund von ggT(m,n) = 1 schlieflich n | d zur Folge
hat. Analog ergibt sich m | d und unter erneuter Verwendung von ggT(m,n) = 1 somit mn | d.
Es folgt ord(gh) > mn und wegen ord(gh) < |G| = mn insgesamt ord(gh) = mn. O

Dass die Gruppe G unter den obigen Voraussetzungen zyklisch ist, folgt direkt aus Satz 3.49,
denn aus den Voraussetzungen folgt m | exp(G) sowie n | exp(G) und wegen ggT(m,n) = 1
also |G| = mn | exp(G). Der Sinn von Proposition 3.62 ist vor allem darin zu sehen, dass
explizit ein Erzeuger angegeben wird.

Wir nutzen nun Proposition 3.62, um die Zyklizitit von (Z/p'Z)* fiir ungerade Primzahlen p
und r € IN nachzuweisen. Aufgrund von

222 , 4

(Z/p'Z) | =9(p) =p " (p—1)

geniigt es dabei, Elemente der Ordnung p"~! bzw. p — 1 zu konstruieren. Dies bereiten wir mit
einem technischen Lemma vor:

Lemma 3.63. Scien p eine Primzahl und r,m € N mit 1 < m < p". Dann gilt:

(1)) =1 =oy(m).

m

Beweis. Esist

<Pr> = (r")! prpr=1)-...-(p" = (m—1))

m pr—m)lm! 1-2-...-(m—=1)-m
und deshalb
(1) = 00+ p7 = 1) 4 2y (7 = (= 1)

—0p(1) —... —vp(m —1) —v,(m)

=7+ (vp(p" —1) —vp(1)) +... 4 (vp(p" — (m —1)) —vp(m —1)) — v, (m)
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Seia € {1,...,m — 1} mitv,(a) = k und also mit a = p*b mit p 1 b. Es ergibt sich

—p'b=p(p - 0)

mit p { (p"* — b) und somit v, (p" — a) = v,(a). Das impliziert

(1)) =1~ ay(m).

r

pr—a=p

Wir nutzen nun Lemma 3.63, um ein Element von Ordnung pr_l zu finden:

Proposition 3.64. Seien p eine Primzahl und r € IN mit r > 1. Dann gilt:

(@) (1+p)""" =1mod (p"),
®) (1+p)P " #1mod (p"), falls p # 2.

Beweis. Nach dem Binomischen Lehrsatz gilt

r—1 r—1 r—1
(1+p)? =1+ <p1 >p+ (Pz >p2+...+ <§r_l>p(”rl).

Fiir ein beliebiges m € N mit 1 < m < p’~! erhalten wir dabei

r—1
U”(<pm )p’”) By 1 —v,(m) +m=r+ (m— (0,(m) +1)).

Durch einen einfachen Induktionsbeweis sieht man, dass fiir k € INy stets p* > k + 1 gilt.
Daraus ergibt sich

m > pr™ >, (m) +1

und deshalb
r—1
(7)o =
Oben eingesetzt erhalten wir sofort
(1+p)” " =1mod (p))

und somit Behauptung (a).

Zum Beweis von Behauptung (b) wenden wir wieder den Binomischen Lehrsatz an und erhal-

ten
B r—2 r—2 r—2 .
(1+pﬂ’2:1+-C:>>p+<?2 >ﬁ4<.~+<g%gp@ )

r—2 r—2
—1+p 1+ <p2 )pz +.o+ (]ZM)p(P”).
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Seim € Nmit2 < m < p’'~2. Es ergibt sich

pr—Z i\ 3.63 _
vy ( o )P ) = r—2—v,(m)+m=r+ (m— (v,(m)+2)).
Ist v,(m) = 0, soist m > 2 = v,(m) 4 2. Wir betrachten nun den Fall v,(m) # 0. Durch eine
einfache Induktion sieht man, dass fiir k € IN stets p* > k + 2 gilt. An dieser Stelle geht p # 2
ein, denn fiir p = 2 und k = 1 ist die Aussage falsch. Wir erhalten

also
r—2
v,;((pm >pm) >r
und somit
(1+ p)f’F2 =1+ p”l Z 1mod (p").
Das ist Behauptung (b). O

Wir konnen nun die Zyklizitidt von (Z/p’Z)* fir ungerade Primzahlen p zeigen:

Satz 3.65. Fiir eine beliebige Primzahl p # 2 und ein beliebiges r € IN gilt:

(@) (Z/p"Z)* ist eine zyklische Gruppe.

(b) Ist w € Z eine primitive Wurzel modulo p, so ist w?"~ (1 + p) ein Erzeuger von (Z/p"Z)*.

Beweis. Es gentigt offenbar, Behauptung (b) zu beweisen, da diese (a) impliziert. Sei also w € Z
eine primitive Wurzel modulo p. Wir setzen u := w?’ . Dann gilt ord () = p — 1,

denn: Nach dem Kleinen Satz von Fermat 3.32 gilt w? = w mod (p). Induktiv erhalten wir

u=wP" ' =wmod (p),so dass u eine primitive Wurzel modulo p ist. Damitsind 1, u, . .., uP~2
paarweise inkongruent modulo p, und also auch paarweise inkongruent modulo p”. Hieraus
folgt ord(u) > p — 1. Andererseits gilt aber auch

uP=t = PP = 2" = 1 mod (p'),
was ord(#) | (p — 1) impliziert. Zusammengenommen erhalten wir die Behauptung. #

Weiter gilt aber auch ord(1 + p) = p' !,

denn: Nach Proposition 3.64 (a) gilt

(1+ p)pH =1mod (p"),
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woraus ord(1 + p) | p"~! folgt. Deshalb ist ord(1 + p) = p* fiireink € Nmit1 < k < r — 1.
Nach Proposition 3.64 (b) ist jedoch

(1+p)7"" # 1mod (p").
Die Behauptung folgt. #

Mit Proposition 3.62 erhalten wir wegen |(Z/p"Z)*| = ¢(p") = (p —1)p"~! und ord(u) =
p —1sowie ord(1+ p) = p"!, dass u - 1 + p ein Erzeuger von (Z/p'Z)* ist. O

Der Beweis hat gezeigt: Ist w € Z eine primitive Wurzel modulo p mit ord(w) = p — 1 in
(Z/p"Z)*, dann ist w(1 + p) ein Erzeuger von (Z/p"Z)*.

Definition 3.66. Seien p eine ungerade Primzahl und v € IN. Eine Zahl w € Z. heifit eine primitive
Wurzel modulo p”, wenn w ein Erzeuger von (Z/p"Z)* ist.

Beispiel 3.67. In Beispiel 3.61 haben wir gesehen, dass 3 eine primitive Wurzel modulo 7 ist. Gesucht
ist nun eine primitive Wurzel modulo 49. Nach Satz 3.65 ist 37(1 +7) = 31 -8 = 3 ein Erzeuger von
(Z./497)*, so dass 3 auch eine primitive Wurzel modulo 49 ist.

In Ergdnzung zu Satz 3.65 verbleibt in diesem Abschnitt die Struktur der Gruppen (Z/2'Z)*
zu studieren. Die Gruppen (Z/27Z)* und (Z/4Z)* sind beide offenbar zyklisch. In Beispiel
3.35 haben wir jedoch gesehen, dass dies fiir die Gruppe (Z/8Z)* nicht mehr gilt. Wir miissen
also etwas genauer hinschauen. In Analogie zu Proposition 3.64 erhalten wir zunachst:

Proposition 3.68. Fiir ein beliebiges r € IN mit r > 1 gilt:

() 52 =1mod (27),
(b) 527 # 1 mod (27).

Beweis. Nach dem Binomischen Lehrsatz gilt

r—2 r—2 r—2
52 _ (1 _’_22)2#2 14 (21 >22+ <22 >24+.“_'_ (;2)22.272-

Seim € Nmit1 < m < 22, Wir erhalten

on((% 7)) 2y =2l 2 = 14 (1 ) + 1) + 1

Wie im Beweis von Proposition 3.64 ist m — (vp(m) + 1) > 0 und deshalb

vz(<2r2> 27" > r,

m

woraus

57 =1 mod (2')
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und also Behauptung (a) folgt.

Zum Beweis von Behauptung (b) verwenden wir wieder den Binomischen Lehrsatz und erhal-

ten
r—3 r—3 r—3
57 = (14227 =1+ (2 >22 + (2 )24 +ot (2 >22'2"3

1 2 2r=3
2r—3 2r—3 .
=142+ < ) )24+...+ <2r3)22'2 ’.

Seim € Nmit2 < m <23 Es ergibt sich

vz(<2;n3>22m) By _3- va(m) +2m =r+ (m — (vp(m) +1)) +m -2,

was mit analoger Argumentation wie im Beweis von Proposition 3.64 zu

v ( <2r3) 22y >y

m

und so schliefSlich
5270 =1+21 # 1mod (2").

impliziert. 0

Es folgt, dass (Z/2"Z)* fir r > 2 niemals zyklisch ist:
Proposition 3.69. Fiir v € IN mit r > 2 gilt:

(@) In (Z./2"Z)* ist ord(5) = 2" 2.

(b) Fiir jedesa € (Z/2"Z)* gibt es eindeutig bestimmte Zahlen i € {0,1},j € {0,...,2""2 -1}
mit o
a=-15.

(c) exp((Z/277)*) =272 < |(Z/2"Z)* | = 2", insbesondere ist (Z./2"Z.)* nicht zyklisch.

_or=2 — —
Beweis. Nach Proposition 3.68 gilt einerseits 5 = T und somit ord(5) | 272 Daher gilt

ord(5) = 2* fiir ein k mit 1 < k < r — 2. Andererseits gilt nach Proposition 3.68 auch

_pr=3

5 #1.
Das hat ord(5) = 22 und also Behauptung (a) zur Folge.

Beim Beweis von Behauptung (b) bemerken wir zunéchst, dass es offenbar 2- 2772 = 21 =
@(2") = |(Z/2"Z)*| Paare (i,j) miti € {0,1} und j € {0,...,2""2 — 1} gibt. Seien nun i,i’ €
{0,1}und j,j’ € {0,...,2""2 — 1} mit

15 =—1'5.
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Dann erhalten wir —1 © = 5 . Wire nun i # i', so folgte —1 = 5 7/ und somit —1 =
5/~ mod (2'). Wegen r > 2 wiire dann —1 = 1 mod (4), was nicht stimmt. Also ist i = i’ und

folglich 5 7 = 1. Das liefert 272 = ord(5) | (j/—j).-Da —(2""2—-1) < j —j <2"2—1ist,
erhalten wir j' — j = 0 und also j = j'. Damit gibt es genau [(Z/2"Z)*| verschiedene Produkte
der Form —1'5' miti € {0,1},j € {0,...,2""2 — 1}. Dies impliziert Behauptung (b).

Es verbleibt Behauptung (c) zu zeigen. Aus ord(5) = 2"~2 und Proposition 3.43 ergibt sich
272 | exp((Z/27Z)*). Ista € (Z/2"Z)*, so gibt es nach Aussage (b) Zahlen i € {0,1} und
j€{0,...,2772 —1} mita = —1'5 . Insbesondere ist

r— — or=2;_ ~r—2; _ F3: —Dr=2 . _
e - I S T

also ist exp((Z/2'7)*) < 2"2. Insgesamt erhalten wir exp((Z/2'Z)*) = 2"~2. Aufgrund von
(Z/272)"| = @(2') =271 # 272 = exp((2/2"Z)")

und Satz 3.49 ist die Gruppe (Z/2"Z)* nicht zyklisch. O
Nachdem wir festgestellt haben, dass die Gruppen (Z/2"Z)* fir r > 2 nicht zyklisch sind,

wiirden wir natiirlich trotzdem gerne ihre Struktur beschreiben. Dazu fiihren wir das direkte
Produkt von Gruppen ein.

Proposition 3.70. Seien n € IN und Gy, ..., G, Gruppen. Dann ist die Menge
G X...xGy:={(g1,---,81): 81 €G1,...,81 € Gy}
zusammen mit der komponentenweisen Verkniipfung

(8-, 8n) - (81, &n) = (8181, -, 8n&n)

eine Gruppe, das sogenannte direkte Produkt der Gruppen G, ..., Gy. Sind alle Gruppen Gy, ..., Gy,
abelsch, so ist auch Gy X ... x G, abelsch.

Beweis. Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus der Definition: Das Assoziativgesetz folgt
aus dem Assoziativgesetz auf jeder Komponente, das neutrale Element ist durch (1¢,, ..., 1g,)
gegeben, wobei 1, das neutrale Element in G; bezeichne, und das zu (g1,-..,8n) inverse Ele-
ment ist durch (g77%,...,¢,") gegeben. O

Satz 3.71. Seir € IN mit r > 1. Dann ist die Abbildung

Nz2zx7/27*7  — (2/22)"
\(i422,j+2722) — —1F

ein Isomorphismus und es gilt daher

(Z/2°2)* = 7./27 x 7./2"*Z.
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Beweis. Die Abbildung v ist wohldefiniert,

denn: Seien iy,ip € i +2Z und j1,j2 € j+ 227, Dann ist i1 —ip € 2Zund j; — 2 € 227,
Wegen ord(—1) = 2 und ord(5) = 2'~? erhalten wir 17" = Tund 5" = 1. Das liefert
—1" = =17 und 5" = 5” und deshalb (i1 + 27, j, + 2" 2Z) = ¢(is + 27, j» + 2" 27Z). #
Die Abbildung ¢ ist ein Homomorphismus,

denn: Seien i + 27Z,i' +27 € 7./2Z und j + 227, + 2" 27 € 7./2"2Z. Wir erhalten

W((i+22Z,j+222)+ (' +22,j +277%Z)) = (i +i +2Z,j+ ] + 2" 2Z)

=TS S AT = (i 422, +2722) - p(i + 22, +27727).

Die Bijektivitat von ¢ ergibt sich unmittelbar aus Proposition 3.69. ]

3.7 Der Chinesische Restsatz

Aus Abschnitt 3.6 kennen wir bereits die Struktur der primen Restklassengruppen (Z/nZ)*
tiir den Fall, dass n eine Primpotenz ist. Die Idee im Fall eines allgemeinen n ist nun, die Grup-
pen (Z/nZ)* gemafl der kanonischen Primfaktorzerlegung von 7 in ein direktes Produkt von
primen Restklassengruppen zu Primpotenzen zu zerlegen. Aufgrund der bereits in Satz 2.25
bewiesenen schwachen Multiplikativitdt der Euler’schen ¢-Funktion ist dies plausibel. Wir be-
trachten die Situation zundchst auf den kompletten Restklassenringen und fiihren dafiir zuerst
einige Begriffe der Ringtheorie ein:

Proposition 3.72. Seien n € IN und Ry, ..., R, Ringe. Dann ist
Ry X...xRy:={(r1,...,1q) :11 €Ry,...,tyn € Ry}
zusammen mit den komponentenweisen Verkniipfungen

(11, oo ytn) + (1), o 1) = (171, oot 1),

(11, stn) - (P, oo 1) == (117, o 7at).

ein Ring, das sogenannte direkte Produkt von Ry, ..., R,.

Beweis. Nach Proposition 3.70 ist Ry x ... X R, eine additive Gruppe mit neutralem Element
(0R1/ ...,0g,). Das Assoziativgesetz der Multiplikation und die Distributivgesetze werden von
den Komponenten vererbt. Das neutrales Element der Multiplikation ist durch (1g,,...,1g,)
gegeben. O
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Definition 3.73. Eine Abbildung i: R — S zwischen zwei Ringen R, S heifit ein (Ring-)Homomor-
phismus, wenn fiir alle a,b € R die folgenden Rechenregeln gelten:

pa+b)=y(a)+y(b),
W(ab) = p(a)p(b),
P(1r) = 1s.

Ein Ringhomomorphismus  heifit ein (Ring-)Isomorphismus, wenn er bijektiv ist.

Die folgende Aussage ergibt sich analog zu Proposition 3.46:
Proposition 3.74. Seien R, S Ringe und {: R — S ein Ringhomomorphismus. Dann gilt:

(a) Genau dann ist  injektiv, wenn Kern := {a € R : (a) = 05} = {Og} gilt.

(b) Ist y ein Ringisomorphismus, so ist auch ~': S — R ein Ringisomorphismus.
Existiert ein Isomorphismus zwischen R und S, so nennen wir R und S isomorph und schreiben R = S.

Wir konnen nun den Restklassenring 7 /nZ schwach multiplikativ zerlegen. Genauer gilt:

Satz 3.75 (Chinesischer Restsatz). Seien r € IN und my,...,m, € IN paarweise teilerfremd mit
m:=my - ... my Dann ist die Abbildung

Z/m? —Z/m7Zx...x2Z/m7Z,
a+m? +— (a+mZ,...,a+m7)

v-1_—. ¢ NzZ/mZx ... xZ/mZ  — Z/mZ,
my,...,my (al +m1Z/ <o, Ay +er) — a1e1 + N +[Zre7, +mZ

Hierbei ist

@ (m;)
e = (m) firi=1,...,r.

m;

Beweis. Die Abbildung ¥ ist wohldefiniert,

denn: Seien a,b € Z mita + mZ = b+ mZ. Dannista —b € mZ C m;Z furallei € {1,...,r},
denn m; | m. Wir erhalten a + m;Z = b+ m;Z fur allei € {1,...,r}. #

Die Abbildung ¥ ist ein Ringhomomorphismus,
denn: Seien a,b € Z.. Dann ist
Y((a+mZ)+ (b+mZ)) = Y(a+b+mZ)
= (a+b+mZ,...,a+b+m7Z)
= (a+mZ%Z,...,a+m7Z)+ (b+mZ,...,b+m7Z)
= Y(a+mZ)+Y¥Y(b+mZ).
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Die Rechnung fiir die fiir die Multiplikation verlduft analog. Dariiber hinaus ist

Y1+mZ)=(1+mZ,...,1+m7Z).

Die Abbildung Y ist injektiv,

denn: Seia € Zmit¥(a+mZ) = (a+m%Z,...,a+m7Z) = (0+mZ,...,0+mZ). Hieraus
folgt my | a,...,m, | a. Da die m; paarweise teilerfremd sind, erhalten wir mit Proposition 1.9,
dass auch my - ...-m, | a gilt. Somit ist a + mZ = 0 + mZ. #

Schliefslich ist die Abbildung ¥ auch surjektiv, denn aufgrund von
|Z/mZ| =m=mq-...-my =|Z/mZ X ...xZ/mZ|

folgt die Surjektivitidt von ¥ aus seiner Injektivitat. Damit ist die Abbildung ¥ ein Ringisomor-
phismus und wir miissen nur noch nachrechnen, dass die Umkehrabbildung von ¥ tatsédchlich
so aussieht, wie oben behauptet wird.

Die wie in der Formulierung des Satzes definierte Abbildung ® := ®,,, _, ist wohldefiniert,

denn: Seienaq,...,da,,b1,...,b, € Zmita, +m;Z = b, + m;Z firi = 1,...,r. Das lieferta; — b; €
m;7Z., also ist

m

p(m;)
(ai—bi)ei > emz furi=1,...,r.
Z

= (a; — b;)
~—— \ M
eEMmils. =~~~
Es ergibt sich
(a1 —b1)er + ...+ (a, — by)e, € mZ,
und deshalb ist

amel+ ... +ae, + mZ = bie; + ...+ be, + mZ.

Esgilt Y o ® = idy/mzx..xz/mz/

denn: Furaq,...,a, € Z ist
Y (®(a1+mZ,...,ar +m 7)) =¥(ae1 + ...+ arer + m7Z).
Wegen e; = (%)4’(%) und m; | b fiir j # i folgt e; € m;Z fuir j # i. Daraus ergibt sich

Y(aie1+...a.e, + mZ) = (mer + ... +are, + mZ, ..., a1e1 + ... + are, + m,7)
= (mey + mZ,..., are, +m,7).
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Es ist mﬂ, = my-... Mi_1Mjy1 - ... m,. Da die m; nach Voraussetzung paarweise teilerfremd
sind, gilt ggT(;,m;) = 1. Der Satz von Euler-Fermat 3.30 liefert

o(m;)

e = (m) =1 mod (m;).
m;

Wir erhalten

Y (®(a1 +mZ,... a0 +m 7)) = (ae1 +mZ,..., are, + m2Z)
=(m +mZ%Z,...,a +m7Z),

was die Behauptung zeigt.

Da die Abbildung ¥ bijektiv ist, ist hiermit ® die Umkehrabbildung von ¥. O

Eine unmittelbare und niitzliche Anwendung des Chinesischen Restsatzes 3.75 ist das Losen
von Systemen simultaner Kongruenzen:

Korollar 3.76. Seien r € IN und my,...,m, € IN paarweise teilerfremd sowie ay, . ..,a, € Z. Dann
besitzt das System von Kongruenzen

= a; mod (my),

an mod (mz),

x = a, mod (m,)

eine Losung x € 7. Diese Losung ist eindeutig bestimmt modulo my - ... - m,.

Beweis. Aufgrund der Surjektivitdt der Abbildung ¥ = Y, ., existiert ein x € Z mit
Y(x+my-...-.mZ) = (x+m%Z,..., x+m7)= (1, +mZ,...,a +m7),
und also mit
x =aymod (my), ... ,x=a,mod (m,).
Isty € Z mity = a; mod (my), ...,y = a, mod (m,), dann folgt
Y(x+my-....mZ)=Y¥(y+my-... - mZ7Z)
und wegen der Injektivitdt von ¥ somit
x+my-...oml=y+m-...-mZ,

alsoy = x mod (my ... - m,). O
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Beispiel 3.77. Heute ist Montag. Angenommen, heute ist Neumond. In wie vielen Tagen fillt der
Vollmond auf einen Mittwoch?

Wir gehen davon aus, dass die Mondphasen eine Periode von 29 Tagen haben und nummerieren die Wo-
chentage mit 0, ..., 6, beginnend bei Montag. Zu losen ist also das folgende System von Kongruenzen:

x =2mod (7),
x = 15 mod (29)

Aufgrund des Chinesischen Restsatzes 3.75 haben wir einen Ringisomorphismus

o, JLITEXL/OL 7/ (7-29)L = 7.,/203Z,
72\ (a1 + 7, ay +29Z) > are + azer + 203Z

mit
7.0 @(7)
er = <79) = 29° =29 mod (203),
) ¢(29)
er = <729) = 7% =175 mod (203).
29
Es ist also

Dyo9(a1 +7Z,ay + 297) = 29ay + 175a;, + 203Z
und speziell

D729(2+72,15+4297) =29 -2+ 175 - 15 + 2037 = 44 + 203Z.
Insgesamt erhalten wir als Losung

{x€Z:x=2mod (7),x =15mod (29)} = {44+ 203k : k € Z}.

Die Elemente e; aus dem Chinesischen Restsatz 3.75 haben bemerkenswerte Eigenschaften:

Proposition 3.78. Seien r € IN und my,...,m, € IN paarweise teilerfremd mit m 1= my - ... - m,.
Ferner sei ()
plm;
m .
e = | — tri=1,...,r.
l (m,> f

Dann gelten die folgenden Aussagen:
,,,,, m (e +mZ)=0+mZ,...,1+mZ,...,0+m,7Z).
(b) InZ/mZ gilt

wGG=Efiri=1,...r
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me+... e =1
Man sagt auch: Die e; bilden eine Zerlegung der Eins in paarweise orthogonale Idempotente.

Beweis. Im Beweis des Chinesischen Restsatzes 3.75 haben wir gesehen:
e; € mjZ firallej # i,
e; = 1 mod (m;).
Hieraus ergibt sich unmittelbar Behauptung (a).
Wir zeigen nun Behauptung (b). Aus Aussage (a) fiir i # j folgt
Yonr,em, (€ - ) = Youoom, (@) Yy, () = (0+m1Z, ..., 0+ m, Z) = ¥y

was wegen der Injektivitit von ¥y, ... m, zu € - ¢ = 0 fithrt. Die anderen Aussagen folgen analog
unter Verwendung von

‘le,...,m, (?z)‘Pml ..... my (?z) = (0 + m1Z/ ey 1+ miZ/ cee /0 + er) - ‘le,‘..,mr (?z)/
Yorrom (@) + oo+ Yoyom, (&) = A +mZ, ..., 1 +mZ) =Yy, m, (1).

O
Proposition 3.79. Seien r € IN und my,...,m, € IN paarweise teilerfremd mit m 1= my - ... - m,.
Ferner seien
@(m;)
m
e = | — tri=1,...,r.
l (ml> f

und uy, ..., u, € 7 mit

m m
ui—~+...+u— =1.
n r

Dann gilt in Z./ mZ

_ mo. .
e =uj— fiirallei=1,...,r.
m;

Beweis. Da die Zahlen my, ..., m, paarweise teilerfremd sind, gilt ggT(mﬂl, s, mﬂ)) =1, so dass
tatsdchlich ganze Zahlen uy, ..., u, wie in der Formulierung der Proposition existieren. Offen-

bar gilt dann u; ;i = 0 mod (m;) fiir alle j 7 i und es ist

m m m m m
U—=1—u1— — ... —Uj_ 1—— — U1 — ... —up— = 1mod (m;).
m; my mi_1 M1 ny
Es folgt
m _
‘le,-..,mr(”i%) = Youy,.,m, (€)-
1

Aufgrund der Injektivitdt von ¥, », folgt schliefSlich &; = ”imﬂ; O
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Beispiel 3.80. Wir berechnen nun in der Situation von Beispiel 3.77 die Grofien ey, e; fiir my = 7 und
my = 29 vermdge Proposition 3.79: Aufgrund von

geT(7,29) =1=(—4)-7+1-29
gilt
1-29=
(—4)-7 =—-28 =175.

2
I
&
\O

4

S
|

Wir nutzen den Chinesischen Restsatz 3.75 nun, um einen Struktursatz fiir die primen Rest-
klassengruppen zu erhalten. Dazu brauchen wir noch eine kleine algebraische Voriiberlegung:

Proposition 3.81. Seien R, S Ringe und : R — S ein Ringisomorphismus. Dann induziert i einen
Gruppenisomorphismus
P> = P|gx: R* — S*.

Beweis. Die Abbildung 1™ ist wohldefiniert, denn zu jedem a € R* existiert ein b € R* mit
ab = 1. Das liefert

P (a)p*(b) =y~ (ab) =9~ (1) =1

udn also ¢*(a) € S*. Da ¢ ein Ringhomomorphismus ist, ist die Abbildung * ein Gruppen-
homomorphismus. Die Injektivitdt von ¢ vererbt sich auf ¢*. Zum Nachweis der Surjektivitat
sei 4 € S*. Dann gibt es ein b € S* mit 4b = 1. Aufgrund der Surjektivitat von i existieren
a,b € Rmit ¢(a) = d und (b) = b. Damit erhalten wir

p(ab) = p(a)y(b) = ab=1=y(1),

was ab = 1 und damit a € R* zur Folge hat. O

Die ndchste Aussage ergibt sich direkt aus der komponentenweisen Erklarung der Multiplika-
tion in direkten Produkten von Ringen:

Proposition 3.82. Seien Ry, ..., R, Ringe. Dann gilt:

(R1 X ...xRy)* =Ry x...xR;.

Aus diesen Voriiberlegungen und dem Chinesischen Restsatz ergibt sich unmittelbar:

Korollar 3.83. Seien v € IN und my, ..., m, € IN paarweise teilerfremd mit m := my - ...-m,. Dann
ist die Abbildung
" (Z/mZ)* — (Z/mZ)* x...x (Z/m7Z)",
Tml ..... my :

a-+mZ = (a+mZ,...,a+m7Z)

ein Gruppenisomorphismus.
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Bemerkung 3.84. Korollar 3.83 liefert einen neuen Beweis fiir die bereits in Satz 2.25 gezeigte schwache
Multiplikativitit der Euler’schen ¢-Funktion,

denn: Seien v € IN und my, ..., m, € IN paarweise teilerfremd mit m := my - ... - m,. Dann gilt

glmy-...omp) = [(Z/my ... -mZ)
BNz mZ) % x (2 m L)
= [(Z/mz)*| - | (/w2

=@(m) ... o(m,).

"

#
Wir wollen uns nun der Frage zuwenden, fiir welche Werte von n die primen Restklassengrup-
pen (Z/nZ)* zyklisch sind:

Proposition 3.85. Seien r € IN und Gy, ..., G, endliche zyklische Gruppen mit G := Gy X ... X G;.
Dann gilt:
exp(G) =kgV(|Gi|,...,|G]).

Insbesondere ist die Gruppe G genau dann zyklisch, wenn die Ordnungen |G|, ..., |G| paarweise
teilerfremd sind.
Beweis. Wir rechnen nach, dass exp(G) die definierenden Eigenschaften des kleinsten gemein-

samen Vielfachen kgV(|G1], ..., |G,|) erfiillt: Offenbar gilt |G;| | exp(G) furallei =1,...,7,

denn: Es gilt
exp(G) =kgV(ord(g) : g € G)

und fiir das Element §; := (1,...,1,4;,1,...,1) € G mit einem Erzeuger g; von G; ist ord(g;) =
|Gil- #

Seinun m € Z mit |G| | m,...,|G,| | m. Dann folgt exp(G) | m,

denn: Furallei € {1,...,r} existiert ein g; € Z mit m = q;|G;|. Fir x = (x,...,x,) € Gistdann
X = () = (LS =, ).

Wir schreiben m in der Form m = gexp(G) + s mit 0 < s < exp(G) und erhalten
1=x"=x1PC)x = ¥° fiiralle x € G.

Aufgrund der Minimalitit von exp(G) ergibt sich s = 0. Das impliziert exp(G) | m. #

Die Gruppe G ist nach Satz 3.49 genau dann zyklisch, wenn exp(G) = |G| = |G| - ... |G|
gilt. Das ist nach dem eben Gezeigten genau dann der Fall, wenn kgV(|G1|,...,|G,|) = |G1] -
...+ |Gy] ist. Dies ist wiederum &dquivalent dazu, dass die Ordnungen |G|, ..., |G,| paarweise
teilerfremd sind (vgl. Ubungen). O

Satz 3.86. Fiir ein beliebiges n € IN mit n > 1 sind die folgenden Aussagen dquivalent:
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(i) Die Gruppe (Z/nZ)* ist zyklisch.
(ii) Einer der folgenden Fiille liegt vor:
2,
4,

p¢  fiir eine ungerade Primzahl p und e € IN,
2p°®  fiir eine ungerade Primzahl p und e € IN.

Beweis. Gelte zundchst Aussage (i) und sei also (Z/nZ)* zyklisch. Wir schreiben n in der
Form n = 2%p' - ... p;’ mit paarweise verschiedenen ungeraden Primzahlen pj, ..., p, und
ei, ..., e € INsowiea, r € INg. Nach dem Chinesischen Restsatz 3.83 gilt

(Z/nZ)* = (Z)2°Z)* x (Z/p9Z) x ... x () p*Z)*,

wobei die Gruppen (Z/ p;'Z)* hierbei nach Satz 3.65 zyklisch der Ordnung

(Z/piZ)"| = o(pf) = (pi = i~
sind. Ware a > 2, so folgte nach Satz 3.71 bereits
(Z/nZ)* 2 7/27 x 7./2° 27 x (Z.)pS Z)* x ... x (Z./po 7)™

Da die Gruppen Z/27Z und 7 /2% 27 beide gerade Ordnung haben, stiinde dies nach Propo-
sition 3.85 im Widerspruch zur Zyklizitit von (Z/nZ)*. Somit ist 2 < 2 und insbesondere
die Gruppe (Z/2°Z)* zyklisch. Da die Primzahlen p; alle ungerade sind, sind die Ordnungen
der Gruppen (Z/p}'Z)* fiir allei = 1,...,r gerade. Wiederum mittels Proposition 3.85 folgt
r € {0,1}. Ist r = 0, so erhalten wir die Fille n = 2 und n = 4. Ist = 1, so ergeben sich die
Fille n = p{', n = 2p7' und n = 4p{'. Der Fall n = 4p7' scheidet wegen Proposition 3.85 aus, da
die Gruppen (Z/4Z)* und (Z/p}'Z)* beide gerade Ordnung haben. Somit verbleiben genau
die in Aussage (ii) angegebenen Flle.

Gelte nun umgekehrt Aussage (ii). Die Gruppen (Z/27Z)* sowie (Z/4Z)* sind offenbar zy-
klisch. Gruppen der Form (Z/p°Z)* sind zyklisch nach Satz 3.65. Dariiber hinaus ist

(2/2p°2)" = (2/22)" x (Z/p°Z)" = {1} x (Z/p*Z)" = (Z/pZ)"
und somit ebenfalls zyklisch. O

Beispiel 3.87. (a) Die Gruppe (Z/35Z)* ist wegen 35 =5 -7 und Satz 3.86 nicht zyklisch. In der
Tat ist

(Z./352)" = (Z./5Z)" x (Z./77)* = 7./AZ x 7./ 6Z.

und somit exp((Z/35Z)*) =kgV(4,6) =12 < ¢(35) =4-6 = 24.
(b) Die Gruppe (Z./18Z)* ist wegen 18 = 2 - 32 nach Satz 3.86 zyklisch. In der Tat ist

(Z./18Z)* = (Z./2Z)* x (Z/3*Z)* = {1} x Z./6Z = 7./6Z.
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Definition 3.88. Sein € IN mit n > 1 von der Form wie in Satz 3.86 (ii). Ist dann w € Z ein Erzeuger
von (Z/nZ.)*, so heifit w eine primitive Wurzel modulo n.

Beispiel 3.89. Nach Satz 3.86 ist die Gruppe (Z./10Z)* zyklisch. Offenbar ist 3 eine primitive Wurzel
modulo 10, denn es gilt
(3) ={1,3,9,7} = (z/10Z)*.

3.8 Das RSA-Verfahren

In diesem Abschnitt lernen wir eine Anwendung des bisher behandelten Stoffes kennen, das
sogenannte RSA-Verschliisselungsverfahren. Wir beschranken uns dabei auf die wesentlichen
mathematischen Grundlagen; fiir alles Weitere sei auf die entsprechende Literatur zur Krypto-
graphie verwiesen.

Problemstellung: Man mochte eine Nachricht verschliisselt tibertragen, ohne dass der Absen-
der A und der Empfanger E vorher gemeinsam auf sichere Weise einen Schliissel austauschen.

Idee: Der Empféanger E erzeugt einen offentlichen Schliissel (zur Verschliisselung) und einen
privaten Schliissel (zur Entschliisselung). Der 6ffentliche Schliissel wird offentlich bekanntge-
geben, den privaten Schliissel behilt E fiir sich. Der Absender A verwendet den 6ffentlichen
Schliissel, um die Nachricht zu verschliisseln und sendet die Nachricht an E. Der Empfanger
E benutzt den privaten Schliissel, um die Nachricht zu entschliisseln.

Problem: Das Erzeugen des offentlichen und privaten Schliissels muss schnell gehen, eben-
so das Verschliisseln mit dem 6ffentlichen Schliissel und das Entschliisseln, wenn der private
Schliissel bekannt ist. Das Bestimmen des privaten Schliissels aus dem offentlichen Schliissel
darf in angemessener Zeit nicht machbar sein.

Das RSA-Verfahren (nach Rivest, Shamir und Adleman, 1977) basiert auf dem aktuellen Wis-
sensstand, dass das Faktorisieren einer Zahl in ihre Primfaktoren sehr aufwéndig ist, wo hin-
gegen das Erzeugen einer Zahl durch Multiplikation von Primzahlen sehr einfach ist.

Algorithmus 3.90 (Schliisselerzeugung beim RSA-Verfahren). Person E mdchte ein Paar von
Schliisseln erzeugen, um kiinftig als Empfinger von verschliisselten Nachrichten infrage zu kommen.

(1) E bestimmt zufillig zwei grofSe (mehrere Hundert Stellen), voneinander verschiedene Primzahlen
p,q, indem er/sie etwa so lange zufillig natiirliche Zahlen auswihlt und auf Primalitit testet,
bis zwei Primzahlen gefunden sind. Einen effizienten Primzahltest werden wir in Abschnitt 5.4
kennenlernen.

(2) E berechnet den RSA-Modul n = pq.
(3) E berechnet ¢(n) = (p—1)(qg—1).
(4) E wihlt zufillig eine Zahl e € N mit 1 < e < ¢(n) und ggT(e, p(n)) = 1.

(5) E bestimmt die eindeutig bestimmte Losung d € N mit 1 < d < ¢(n) der Kongruenz ed =
1 mod (¢(n)). Das kann etwa mit dem erweiterten Euklidischen Algorithmus geschehen.
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(6) E setzt
offentlicher Schliissel := (n, e),

privater Schliissel :== (n,d).
Den offentlichen Schliissel gibt E bekannt, den privaten Schliissel behilt er/sie fiir sich.

Beispiel 3.91. Zur Veranschaulichung der Schliisselerzeugung betrachten wir ein Beispiel mit — na-
tiirlich fiir die Praxis viel zu kleinen — Primzahlen p = 17 und q = 19. Es gelten

n=17-19=323 und ¢(n)=(17—1)-(19—1) = 16- 18 = 288.
Wir wihlen e = 95. Es ist ggT(95,288) = 1 = 32 - 288 — 97 - 95. Insbesondere gilt (—97) - 95 =
1 mod (288) und also 191 - 95 = 1 mod (288). Somit ist d = 191 und es gilt:

dffentlicher Schliissel = (323,95),
privater Schliissel = (323,191).

Ist der offentliche Schliissel durch (1,e) gegeben, so geht das weitere Verfahren davon aus,
dass die zu tibermittelnde Nachricht als eine Folge von Elementen aus Z/nZ vorliegt. Wie
man eine {ibliche Nachricht — etwa einen Text — in eine Folge von Elementen von Z/nZ und
zuriick umwandelt, werden wir an dieser Stelle nicht thematisieren (vgl. Ubungen). Es sollte
jedoch klar sein, dass man auch hier geschickt vorgehen muss, sonst ist das ganze Verfahren
angreifbar.

Algorithmus 3.92 (Verschliisselung mit dem RSA-Verfahren). Person A mochte eine Nachricht

verschliisselt an E senden.

(1) A besorgt sich den dffentlichen Schliissel (n,e) von E.
(2) A schreibt seine/ihre Nachricht als Folge von Elementen X1, ..., %, € Z/nZ.
(3) Mithilfe der Verschliisselungsfunktion

v Z/n? — 7Z/nZ,
Y — X°

verschliisselt A die Nachricht zu V(x7), ..., V(%).
(4) Aiibermittelt V(x1),...,V(X).

Algorithmus 3.93 (Entschliisselung mit dem RSA-Verfahren). Der Empfinger E mdchte eine emp-
fangene Nachricht entschliisseln.

(1) E empfiingt eine Folge von Elementen Yy, ..., Y, aus 7./ n’Z als verschliisselte Nachricht.
(2) Mithilfe des privaten Schliissels (n,d) und der Entschliisselungsfunktion

g — 7
entschliisselt E die Nachricht als E(v7),. .., E(Yr).

. {Z/nZ — Z./nZ,
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Wir miissen uns an dieser Stelle iiberlegen, dass die Entschliisselung tatsdchlich funktioniert,
dass also fiir alle ¥ € Z/nZ tatsachlich E(V (X)) = ¥ gilt. Dies folgt jedoch recht schnell aus der
folgenden Uberlegung:

Proposition 3.94. Seien n € IN quadratfrei, k € IN und a € Z. Dann gilt:

ak(p(n)—H

=amod (n).
Beweis. Sein = pj -...- p, mit paarweise verschiedenen Primzahlen p;, ..., p,. Dann gilt be-
kanntlich

p(n)=(pr—=1)-...-(pr—1).
Seii € {1,...,r} beliebig. Im Fall p;  a gilt dann a”~' = 1 mod (p;). Es folgt a“¢(") = 1 mod
(p;) und also auch a*?(")*1 = g mod (p;). Im Fall p; | a gilt offenbar a*?(")*1 = 0 = a mod (p;).
Somit ergibt sich a?()+1 = g mod (p; - ... - p;) und damit die Behauptung. O

Es ist nun
E(V(%)) = E(x) = 7.

Nach Konstruktion von e, d ist ed = 1 mod (¢(n)). Wegen ed > 1 existiert also ein k € IN mit
ed = k¢ (n) + 1. Mit Proposition 3.94 ergibt sich

E(V(x)) = 7o+l = %,
Damit ist gezeigt, dass das RSA-Verfahren korrekt arbeitet.

Wieso sieht man das RSA-Verfahren als sicher an? Ein , naives” Argument hierfiir ist:

Um zu entschliisseln, muss man den privaten Schliissel (1, d) aus dem 6ffentlichen
Schliissel (1,e) bestimmen. Dazu muss man die Kongruenz ed = 1 mod (¢(n))
losen. Dafiir benotigt man ¢(n) = (p — 1) - (¢ — 1) und dafiir wiederum p und g,
also die Primfaktoren von n. Fiir grofle Zahlen  ist die Faktorisierung jedoch mit
den heute gédngigen Verfahren praktisch nicht durchfiihrbar.

Leider ist diese Uberlegung nicht wirklich tragfihig, denn es konnte ja moglich sein, den pri-
vaten Schliissel auf andere Weise aus dem offentlichen Schliissel zu bestimmen oder auch oh-
ne Kenntnis des privaten Schliissels eine Entschliisselung durchzufiihren. Wir schauen daher
doch noch einmal etwas genauer hin — wobei fiir eine wirklich ernsthafte Betrachtung auf die
entsprechende Literatur zur Kryptographie verwiesen sei — und betrachten im Weiteren die
folgenden Probleme:

m RSA: Gegeben ist der offentliche Schliissel (1, e) sowie eine verschliisselte Nachricht i €
Z/nZ. Gesucht wird die Ausgangsnachricht, also ein¥ € Z/nZ mit V(x) =x° = 7.

m RSA-Schliissel: Gegeben ist der o6ffentliche Schliissel (n,e). Gesucht wird der private
Schiissel (1,d), also dasjeniged € Nmit1 < d < ¢(n) und ed =1 mod (¢(n)).
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» Faktorisierung: Gegeben ist eine Zahl n € IN, welche genau zwei Primfaktoren p, q hat.
Gesucht sind p und 4.

Wir vergleichen, wie schwierig diese Probleme sind. Hierbei schreiben wir ,Problem A <,
Problem B”, falls nach Losung von Problem B Problem A durch einen Algorithmus mit poly-
nomialer Laufzeit gelost werden kann. Anschaulich heifit das in diesem Kontext, dass Problem
A leichter als oder gleich schwer wie Problem B ist. Fiir die oben aufgefiihrten Probleme gilt
nun

RSA <, RSA-Schliissel <, Faktorisierung,

denn: Ist die Faktorisierung von n in Primzahlen p, g mit n = pgq bekannt, so kann man ¢(n) =
(p — 1) - (g — 1) berechnen. Uber den erweiterten Euklidischen Algorithmus bestimmt man
dann (n,d) aus (n,e) und kann also RSA-Schliissel 16sen. Dies liefert ¥ = E(7) = 7 und somit
die Lésung von RSA. #

Man kann zeigen, dass umgekehrt auch
Faktorisierung <, RSA-Schliissel

gilt. Momentan ist kein effizienter Algorithmus bekannt, der das Faktorisierungsproblem 16st.
Dasselbe gilt somit auch fiir RSA-Schliissel. Es ist allerdings unbekannt, ob auch RSA-Schliissel
<p RSA ist. Es konnte also effiziente Moglichkeiten geben, Nachrichten zu entschliisseln, ohne
den privaten Schliissel zu finden. Da das Verfahren in der realen Welt auf real existierenden
Computern durchgefiihrt wird, gibt es auch dariiber hinaus eine nicht unbetrdchtliche Zahl
von Angriffsmoglichkeiten auf das RSA-Verfahren.



KAPITEL 4

Diophantische Gleichungen

4.1 Pythagoraische Tripel und der GroBe Satz von Fermat

Definition 4.1. Eine diophantische Gleichung ist eine Gleichung der Form
F(Xy,...,Xn) =0 mitF € Z[Xq,...,X,] fiireinn € IN. 4.1)
Eine Lésung der diophantischen Gleichung (4.1) ist ein Tupel
P=(m,...,a,) €Z" mit F(P) = 0.
Eine rationale bzw. reelle bzw. komplexe Losung von (4.1) ist ein Tupel
P=(ay,...,a,) € Q" bzw. R" bzw. C" mit F(P) = 0.

Eine Losung P = (ay,...,a,) einer diophantischen Gleichung heifdt eine primitive Losung, wenn
ggT(ay,..., a,) = 1g4ilt.

Analog definiert man Systeme diophantischer Gleichungen und ihre Losungen.
Diophantos lebte vermutlich um das Jahr 250 herum in Alexandria. Sein 13-bandiges Haupt-
werk, die Arithmetika, galt lange Jahre als verschollen. Im 15. Jahrhundert wurden die Biicher

1 -3 und 8 — 10 wiederentdeckt, 1968 zudem die Biicher 4 — 7 in arabischer Ubersetzung. Dio-
phantos gilt als Begriinder der Theorie der nach ihm benannten diophantischen Gleichungen.

Ein klassisches Beispiel einer diophantischen Gleichung ist
X2+ X5 —X3=0. (4.2)

Nach dem Satz des Pythagoras beschreiben ihre Losungen gerade alle Moglichkeiten, ein recht-
winkliges Dreieck mit ganzzahligen Seitenldngen zu konstruieren. Bekannte Losungen sind
etwa (3,4,5) und (5,12,13).
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Weil die Losungen (a1, a2, a3) von (4.2) mit a1a2a3 = 0 ungeometrisch und leicht zu beschreiben
sind, betrachten wir nur Losungen mit a;a,a3 # 0. Da weiter mit (a3, a2, a3) auch jedes der acht
Tripel (+a1, £ay, £a3) eine Losung ist, gentigt es zur Beschreibung der Losungsmenge, die Lo-
sungen in IN* anzugeben, die sogenannten pythagordiische Tripel. Mit jedem pythagordischen

Tripel (a1, az,a3) und jedem ¢ € Z ist auch m - (a1, a3, a3) pythagoréisch und es geniigt

sogar, diejenigen Tripel zu beschreiben, die primitive Losungen im Sinne von Definition 4.1
sind, die primitiven pythagordiischen Tripel.
Die Eintrdge eines primitiven pythagordischen Tripels sind paarweise teilerfremd,

denn: Hatten zwei der drei Eintrdge eines gegebenen primitiven pythagordischen Tripels
(a1,az,a3) einen gemeinsamen Primteiler p, so wire wegen (4.2) auch der dritte Eintrag durch
p teilbar, was ein Widerspruch zur Primitivitdt des Tripels ware. #

Folglich ist in einem primitiven pythagordischen Tripel (a1, a2, 43) genau eine der Zahlen a;, a,
gerade,

denn: Wegen der paarweisen Teilerfremdheit sind nicht beide gerade. Waren beide ungerade,
so gilte a7 = a3 = 1 mod (4) und nach (4.2) also a3 = 2 mod (4), was nicht sein kann. #

Der folgende Satz war bereits Euklid bekannt:

Satz 4.2. Die Menge der primitiven pythagoriischen Tripel (a1, ay,a3) mit geradem ap stimmt iiberein
mit der Menge der Tripel

{(a2 —b?,2ab,a* +b*) :a,b € N,ggT(a,b) = 1,a — b positiv und ungerade}.

Beweis. Die im Satz angegebenen Tripel sind tatsdchlich pythagordisch und primitiv,
denn: Offensichtlich erfiillt jedes dieser Tripel (a3, a2, a3) die Bedingungen

at + a3 — a% = (a® — b*)* 4 4a’h? — (a* + b*)? =0,

a =a*—b* = (a+b)(a—b) >0,

a, = 2ab > 0,

az = a? + b > 0.
und ist also ein pythagordisches Tripel.

Zum Beweis der Primitivitdt nehmen wir nun an, 4; und a3 hétten einen gemeinsamen Prim-
teiler p. Nach Voraussetzung wire dieser ungerade und erfiillte

p| (a1 +a3) = (a* — b*) + (a* + b*) = 242,
p| (a1 —a3) = (a® +b*) — (a® — b*) = 2b°.
Im Widerspruch zur vorausgesetzten Teilerfremdheit von a2 und b folgte p | aund p | b. #

Sei nun umgekehrt (a;,a2,a3) ein primitives pythagoréisches Tripel mit geradem a;. Wegen
(4.2) und a3 > 0 sind a3 — a7 und a3 + a1 natiirliche Zahlen und wegen 2 { a; sowie 2 { a3 auch
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beide gerade. Wir erhalten natiirliche Zahlen

a/__ai%_al 4 - a2 a/__a3+al
1 D A 2

und nach Einsetzen in (4.2) den Zusammenhang

2 22 _
(a’2)2:%: 34 1:a32a1.a3—£al:all.gé_ (4.3)

Es gilt ggT(a},a5) =1,

denn: Wire p ein gemeinsamer Primfaktor der natiirlichen Zahlen 4} und a}, so gélten
pl(az—a)=a und p|(a;+a))=as,

was wegen der vorausgesetzten Teilerfremdheit von 4; und a3 nicht sein kann. #

Fiihren wir auf beiden Seiten von (4.3) die kanonische Primfaktorzerlegung 1.22 durch, so folgt
mit der Teilerfremdheit von 4} und a} sofort die Existenz von teilerfremden natiirlichen Zahlen
a,b € Nmita} = a% und ay = b2. Wir erhalten

ay =ay—a) =a*—b* und a3 =a}+a) =a®+b>

sowie

)2 (‘g)

a3 = 4(d, ajal = (2ab)®> und also a, = 2ab.

Weiter gelten

m>0 = ay>a] = a>bh,

2fa;=a* b =(a+b)(a—b) = 2f(a—0b).
Das gegebene Tripel (a1, ay,a3) ist also tatsdchlich von der behaupteten Gestalt. O
An diesem recht iibersichtlichen Beispiel konnen wir bereits erkennen, dass das Bestimmen
aller Losungen einer diophantischen Gleichung im Allgemeinen nicht leicht ist. Tatsdchlich

war eine harmlos aussehende Verallgemeinerung der gerade gelosten Frage tiber 350 Jahre
lang ungelost und eines der beriihmtesten mathematischen Probleme schlechthin:

Satz 4.3 (Grofser Satz von Fermat). Fiir kein 2 < n € IN hat die diophantische Gleichung
Xi+Xy—X5=0

Losungen (ay,az,a3), deren Eintrige aq, ap, az samtlich natiirliche Zahlen sind.

Formuliert wurde dieser Satz zuerst um 1640 von Pierre de Fermat, als dieser ihn als Randnotiz

in seine Ausgabe des zweiten Buches der Arithmetika schrieb, versehen mit dem Hinweis, er
habe eine gar wundervolle Losung fiir dieses Problem, der Platz auf dem Rand reiche aber
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nicht aus, sie zu fassen. Das Problem wurde schnell als Fermat’sche Vermutung bekannt. Man
glaubt heute, dass Fermat auf eine Losung im Fall n = 4 und vielleicht auch im Fall n =
3 gekommen war und fdlschlich annahm, diese analog auf ein allgemeines n ausdehnen zu
konnen. Tatsdchlich ldsst sich der Fall n = 4 mit dem elementaren Prinzip des unendlichen
Abstiegs beweisen, das Fermat an anderer Stelle bereits eingesetzt hatte, vergleiche hierzu auch
Proposition 4.9.

In den folgenden Jahrhunderten konnte der Grofie Satz von Fermat 4.3 nach und nach fiir
immer mehr Fille nachgewiesen werden. Zahlreiche Mathematiker versuchten sich an einem
Beweis und entwickelten im Zuge dessen fruchtbare neue Theorien, vor allem in der Algebrai-
schen Zahlentheorie. Besonders zu erwédhnen ist hier Ernst Kummer, der 1846 das Konzept der
(gebrochenen) Ideale einfiihrte, um in endlichen Korpererweiterungen der rationalen Zahlen
Q ein Pendant zum Fundamentalsatz der Arithmetik 1.21 zur Verfiigung zu haben. Kummer
konnte den Satz in dem Fall zeigen, dass n eine sogenannte regulire Primzahl ist.

Endgiiltig bewiesen wurde der GrofSe Satz von Fermat 4.3 erst 1994 durch Andrew Wiles. In
Wirklichkeit zeigte dieser die im Jahr 1958 formulierte Taniyama-Shimura-Vermutung iiber
elliptische Kurven, von der man bereits seit 1990 wusste, dass sie den Groflen Satz von Fer-
mat impliziert. Seine Arbeit stellt einen wichtigen Baustein des ambitionierten Langlands-
Programms dar, in dem aktuell versucht wird, bestimmte Objekte der Algebraischen und der
Analytischen Zahlentheorie miteinander zu identifizieren, um fiir kiinftige Resultate simulta-
nen Zugriff auf beide Methoden zu haben.

4.2 Loésungsstrategien

Da diophantische Gleichungen aus beliebig vielen Termen in mehreren Verdnderlichen beste-
hen konnen, bildet ihr Studium ein komplexes Teilgebiet der Zahlentheorie, fiir das es unmog-
lich ist, ein Kochrezept zum Losen dieser Gleichungen anzugeben. Es gilt sogar noch mehr:
Im Jahr 1900 stellte David Hilbert das Problem der Entscheidbarkeit der Losbarkeit einer dio-
phantischen Gleichung als zehntes Problem seiner beriihmten Liste von 23 mathematischen
Problemen vor. 1970 bewies Juri Wladimirowitsch Matijassewitsch, dass die Losbarkeit dio-
phantischer Gleichungen unentscheidbar ist, es also keinen allgemeinen Algorithmus geben
kann, der zu einer beliebigen diophantischen Gleichung feststellt, ob sie 16sbar oder unlésbar
ist. Das Losen diophantischer Gleichungen erfordert daher eine Vielzahl an die jeweils unter-
suchte Gleichung angepassten Vorgehensweisen, von denen wir einige klassische in diesem
Abschnitt vorstellen wollen. Weitere Klassen diophantischer Gleichungen werden wir in den
Abschnitten 5.3 und 6.3 studieren.

Modulare Arithmetik

Oftmals helfen Uberlegungen iiber die Teilbarkeit von Termen einer diophantischen Glei-
chung, deren Losbarkeit zu zeigen oder zu widerlegen. Ein einfaches Kriterium fiir die Nicht-
Losbarkeit ist:
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Proposition 4.4 (Losbarkeitskriterium fiir diophantische Gleichungen). Ist P = (ay, ..., a,) eine
Losung einer diophantischen Gleichung

F(Xy,...,Xy) =0 mitn € Nund F € Z[Xy,..., X,
so ist fiir jedes m € W durch (a1 + mZ, ..., a, + mZ) eine Losung der Gleichung F(Xy,...,X,) =0

im Restklassenring 7./ m’Z.

Beweis. Die Zuordnung
7 — 7/mZ,
a +—a+ma

ist ein Ringhomomorphismus. Es gilt daher

0=F(am,...,an) + mZ = F(ay +mZ,...,a, + mZ).

Ein einfaches Beispiel hierzu ist:

Beispiel 4.5. Die diophantische Gleichung X3 — 3X3 4+ 4 = 0 hat keine Losung,

denn: Reduzieren wir die diophantische Gleichung modulo 3, so erhalten wir die Gleichung X7 +1 = 0,
welche keine Losung in 7./37 aufweist. Nach dem Losbarkeitskriterium 4.4 hat somit auch die ur-
spriingliche diophantische Gleichung keine Losung. #

Manchmal muss man aber auch aufwéandiger argumentieren:

Beispiel 4.6. Die diophantische Gleichung X3 — X3 — 4 = 0 hat keine Losung,

denn: Nach dem Kleinen Satz von Fermat 3.32 gilt X1° = 0,1 mod (11) und also
X5 = —1,0,1mod (11).
Reduzieren wir die diophantische Gleichung modulo 11 und lgsen sie nach X3 auf, erhalten wir so
X3 =X] —4=6,7,8mod (11).
Durch eine einfache Fallunterscheidung zeigt man andererseits
X3=0,1,3,4,59 mod (11),
so dass die modulo 11 reduzierte Gleichung X3 — X3 — 4 = 0 keine Losung in 7./11Z aufweist. Nach

dem Losbarkeitskriterium 4.4 hat somit auch die urspriingliche diophantische Gleichung keine Losung.
#
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Faktorisierung

Gegeben seien eine diophantische Gleichung
F(X1,...,Xn) =0

und eine ganze Zahl a € Z mit einer Faktorisierung
.
F(Xy,..., X)) —a=[]F(Xy,.... Xu)
i=1

im Ring Z[Xj, . .., X,] fiir ein geeignetes r € IN. Schreiben wir nun a anhand ihrer kanonischen
Primfaktorzerlegung als ein Produkt a = []_; a; ganzer Zahlen, so erhalten wir auf diese Weise
ein System diophantischer Gleichungen

Fl(Xl,. . .,Xn) =4a,

-FI’(X1/~~'/X11) = ar/

aus deren simultanen, ganzzahligen Losungen wir Losungen der urspriinglichen Gleichung
bestimmen konnen. Das ist besonders effektiv, wenn wir durch die Faktorisierung von F — a
die Variablen trennen kdnnen. Die Methode veranschaulichen wir am besten an einem Beispiel:

Beispiel 4.7. Die Gleichung
X2X3 4 (X34+1)(2X2 +1) + X3(1 —2X1) —2X1(2X, +1) =9 =0
hat die Losungen

(=2,-2),(—2,0),(0,—4),(0,2),(2,—4),(2,2),(4,—-2),(4,0),

denn: Wir konnen die Gleichung zundichst dquivalent umformen zu

X2X3 4+ (X3 4+1)(2X2 + 1) + X3(1 —2X1) —2X1(2X2 +1) =9 =0
= XiX3+ X2(2Xp +1) + X3(1 —2X;) —2X1(2X2 + 1) +2Xo +1=9
= XIX3H2X3Xy + X2+ X5 —2X X5 —2X; —4X1 X0 +2X,+1=9
— (X2 -2X1+1)(X3+2Xo+1) =9
— (X1 -1)*(X2+1)2=9
— (X1 —1)(X2+1) = £3.
Aufgrund der Primalitit von 3 ist £3 nicht in das Produkt zweier Nicht-Einheiten in Z zerlegbar und

wir folgern, dass einer der Faktoren auf der linken Seite 1 und der entsprechend andere £3 sein muss.
Wir unterscheiden zwei Fiille:
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Fall 1: (X7 — 1)(X2 + 1) = 3. In diesem Fall erhalten wir vier Systeme diophantischer Gleichungen:

X1 —1=1, X1 —1=3, X1 —1=-1, X1 —1=-3,
Xo+1=3 " |X+1=1 " |X+1=-3 ~ |Xx+1=-1
mit zugehorigen Losungen (2,2),(4,0), (0, —4), (=2, —2).
Fall 2: (X1 —1)(Xy2 4+ 1) = —3. In diesem Fall erhalten wir vier Systeme diophantischer Gleichungen:

X, —1=-1, X, —1=3, X, —1=1, X, —1=-3,
X,+1=3 " |X+1=-1" |X+1=-3 " |X+1=1
mit zugehorigen Losungen (0,2), (4, —2), (2, —4),(—2,0). #

In Beispiel 4.7 haben wir zentral die Eindeutigkeit der kanonischen Primfaktorzerlegung aus-
genutzt, um die betrachtete Fallunterscheidung zu erhalten. In Abschnitt 6.4 werden wir mit
den Ganzheitsringen quadratischer Zahlkorper Ringerweiterungen der ganzen Zahlen Z ken-
nenlernen, die in manchen Féllen ebenfalls eine eindeutige Primfaktorzerlegung aufweisen.
Die Methode der Faktorisierung zur Losung von diophantischen Gleichungen ldsst sich so auf
weitere Félle ausdehnen. In dieser Vorlesung verfolgen wir dies allerdings nicht weiter.

Unendlicher Abstieg

Diese Beweismethode geht auf Pierre de Fermat zuriick und benutzt das Prinzip des Wider-
spruchsbeweises. Die Idee dahinter ist ein gezielt herbeigefiihrter Widerspruch zur Existenz
einer kleinsten nattirlichen Zahl, indem man von einer Lésung F(Xj, ..., X,;) = 0 in den nattir-
lichen Zahlen ausgeht und versucht, eine weitere Losung mit kleineren Werten zu konstruieren.
Gelingt dies, so lasst sich diese Konstruktion aufbauend auf der neuen Losung wiederholen.
Iterativ erhdlt man so eine unendliche absteigende Kette von Losungen in den nattirlichen Zah-
len, was nicht sein kann. Wir kénnen dieses Beweisprinzip auf eine diophantische Gleichung
anwenden, um zu zeigen, dass diese keine Losung in den natiirlichen Zahlen hat. Gehen mit
ganzzahligen Losungen automatisch Losungen in den natiirlichen Zahlen einher, so lassen sich
mit dieser Methode sogar ganzzahlige Losungen ausschliefien.

Beispiel 4.8. Die Gleichung
X3 +2X3 = 4X3

hat keine Losungen in den natiirlichen Zahlen,
denn: Nehmen wir an, es gibe eine Losung (xgl), xgl), xél)) € IN3. Setzten wir diese in die Gleichung

(1)

ein und isolierten x; ', so giilte
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also 2 | (x1)3 und schlieflich 2 | x%l). Es gibe daher ein x§2) € IN mit x%l) = 2x§2) und —da xgl) als

(2) (1)

natiirliche Zahl nicht Null ist — insbesondere mit x,”" < x,"’. Eingesetzt erhalten wir

8(xy”)° = 4(x57)* —2(7)?

e ()P =20y — 4?3,

)

Mit analoger Argumentation erhalten wir nun 2 | xél und also die Existenz eines xgz) € NN mit

(2) (1)

xél) = 2x§2) und insbesondere mit x,’ < x, . Eingesetzt erhalten wir

805”) = 20x3")° — 4(x”)?
= () =4 +2(xP).

)

Mit analoger Argumentation erhalten wir nun 2 | xél und also die Existenz eines xéz) € N mit

(1) (2) (1)

Xy = 2x§2) und insbesondere mit x5 < x5 '. Eingesetzt erhalten wir schliefilich

8(xi7)° = 4(x?)% +2(xV)?

2 2 2
= ()P 12y = 4(xP)?
und also eine weitere Losung (xgz), xéz), xéz)) € IN3 mit echt kleineren Eintriigen. Iterativ erhalten wir
so eine unendliche Folge von Losungen in IN® mit streng monoton fallenden Eintriigen. Das steht im
Widerspruch zur Existenz einer kleinsten natiirlichen Zahl und kann also nicht sein. Es folgt, dass die
gegebene diophantische Gleichung keine natiirlichen Losungen haben kann. #

In der folgenden Proposition untersuchen wir ein beriihmtes Beispiel einer diophantischen
Gleichung:

Proposition 4.9. Die Gleichung
X+ X5 =X3

hat aufSer den trivialen Losungen mit X1 X, X3 = 0 keine Losungen in den ganzen Zahlen. Offensichtlich
folgt hieraus sofort dieselbe Aussage fiir die Gleichung

X1+ X; = X3,

was die Fermat’sche Vermutung im Fall n = 4 zeigt.

Beweis. Da offensichtlich fiir eine gegebene Losung (x1,x2,x3) € 73 auch jedes der Tripel
(£x1,+x2, +x3) € 7> eine Losung ist, reicht es zum Beweis der Behauptung aus zu zeigen,
dass keine Losungen mit Eintrdgen in den natiirlichen Zahlen existieren. Nehmen wir dafiir
an, es existierte eine Losung (x1, x2, x3) € IN°. Ohne Einschriankung kénnten wir dann anneh-
men, die Eintrage x1, x2, x3 wiren paarweise teilerfremd,



77 Kapitel 4. Diophantische Gleichungen

denn: Man tiberlegt sich leicht: Hitten zwei dieser Eintrdge einen nichttrivialen Teiler 4, so teilte

dieser in geeigneter Potenz auch den dritten Eintrag und es wire auch (3, %, %) eine Losung.

#

Weiter wiren die Eintrdge x; und x; nicht beide gerade oder beide ungerade, so dass wir ohne
Einschrankung annehmen konnten, x; wére ungerade und x; gerade,

denn: Andernfalls gdlte fiir die linke Seite der Gleichung

xf+x

4_ )0 mod (4) fiir x1, x, beide gerade,
2 2mod (4) fiir x1, x beide ungerade

und fiir die rechte Seite

2= {O mod (4) fiir x3 gerade,

1mod (4) fiir x3 ungerade.

Dies konnte nur tibereinstimmen, wenn xj, X2, x3 allesamt gerade wéren, was gegen die bereits
vorausgesetzte paarweise Teilerfremdheit verstiefSe. #

Der Eintrag x3 wére dann ungerade,
denn: Das ergibt sich unmittelbar aus einer Reduktion modulo 4. #
In der faktorisierten Gleichung
x5 = (x3 — x3) (x3 + x3) (4.4)

gilte weiter sogar 1 < ¢ := ggT(x3 — x%,x3 + x3) = 2,
denn: Fiir einen ungeraden Primteiler p | g gilte

pl((x3—x3) + (x3+x3)) = 2x3,

pl((xa—xf) = (x3+x1)) = 2x7.

Aufgrund von p { 2, dem Primalititskriterium 1.20 und der vorausgesetzten Teilerfremdheit
von x1 und x3 erhielten wir hieraus

plggT(xs,x1) =1,

was nicht sein kann. Es folgt, dass ¢ keinen ungeraden Primteiler haben kann. Andererseits
gélte mit derselben Argumentation wie oben bereits ¢ | 2x3. Aufgrund der Ungeradheit von x3
kann somit der Primfaktor 2 hochstens einmal in der Primfaktorzerlegung von g auftauchen.
Die Behauptung folgt, da nach Konstruktion (x3 — x7) und (x3 + x7) beide gerade sind. #

Es folgte die Existenz von teilerfremden natiirlichen Zahlen 4,b € IN mit

x3—x2=8a* und x3+x% =2b* mitungeradem b (4.5)
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denn: Durch Vergleich der kanonischen Primfaktorzerlegung auf beiden Seiten von (4.4) erhiel-
ten wir, dass die Potenzen der ungeraden Primfaktoren der teilerfremden nattirlichen Zahlen

_ 42 2

X3 . X1 und xg%z—xl

allesamt durch vier teilbar waren und dass auflerdem genau eine der Zahlen gerade wiére. Bei

2
enauerer Betrachtung der Beitrdage der Primza erhielten wir im Fa ——1 die Existenz
g Betrachtung der Beitrdge der Primzahl 2 erhiel ir im Fall 2 | 251 die Exi
teilerfremder a,b € IN mit
4
> (2a) 4

X3 — X7 = = 8a”,

3 1 >

x3 + x3 = 2b*

2
und also die Behauptung. Der Fall 2 | xi—xl ginge genauso und fiihrte auf die Existenz von

teilerfremden natiirlichen Zahlen a,b € IN mit
2 _ 4 2 _ o4 .
x3—x7]=2a" und x3+x7=8b" mitungeradem a.

Es verbleibt zu zeigen, dass diese zweite Moglichkeit nicht auftreten kann. In der Tat erhielten
wir hier als Differenz der beiden gegebenen Gleichungen die Identitit x7 = 4b* — a* und nach
Reduktion modulo 4 die Kongruenz x7 = —a* mod (4), was wegen der Ungeradheit von x;
und a nicht moglich wére. #

Durch Differenzbilden und Umordnen der Terme aus (4.5) erhielten wir
da* = bt — ¥} = (b* — x1) (* + x1).
Hierbei gilte

g:=ggT(x1,b) =1,

denn: Mit x; = g% und b = ¢b fiir %;,b € IN galte
da* = P (b* - 7).

Wegen der Ungeradheit von b folgte hieraus ¢? | a* und also auch g | 2. Das stiinde im
Widerspruch zur Teilerfremdheit von a und b und kénnte daher nicht sein. #

Analog zum grofiten gemeinsamen Teiler der Faktoren von (4.4) erhielten wir nun ggT(b? —
x1, 0% + x1) = 2 und analog zu (4.5) folgte hieraus die Existenz von ¢,d € IN mit

P —x;=2c* und b?+x; =244

Summierten wir die letzten beiden Gleichungen auf, ergébe sich b? = c* 4+ d* so dass (c,d,b) €
IN3 eine weitere Losung der urspriinglichen diophantischen Gleichung wire. Hierbei gélte b <
X3,
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denn: Nach (4.5) und wegen der Giiltigkeit der urspriinglichen Gleichung wére
2b* = x5+ 23 < x3+af < F 4 (xf +x3) =243
und also
b < xs.
#

Durch Wiederholen dieser Konstruktion erhielten wir eine unendliche Folge von Losungen,
deren dritte Eintrdge von Folgeglied zu Folgeglied stets echt kleiner wiirden. Das steht im
Widerspruch zur Existenz einer kleinsten natiirlichen Zahl und kann also nicht sein. Es folgt,
dass die gegebene diophantische Gleichung keine natiirlichen Losungen haben kann. O

4.3 Lineare diophantische Gleichungen

Im Fall linearer diophantischer Gleichungen kénnen wir mit Methoden der Linearen Alge-
bra sogar Charakterisierungen der Losbarkeit angeben. Das ist das Ziel dieses Abschnitts. Zu-
nédchst studieren wir den Fall einer einzelnen linearen diophantischen Gleichung;:

Proposition 4.10 (Losbarkeitskriterium fiir lineare diophantische Gleichungen). Seien die gan-
zen Zahlen co,c1, . .., ¢, € Z nicht alle gleich Null. Dann gilt:

Die lineare diophantische Gleichung c1X1 + ... + ¢y X, = co hat eine Losung
< ggT(cy,...,cn) | co.

Beweis. Nehmen wir zunéchst an, die diophantische Gleichung habe eine Losung (ay, ..., ay).
Trivialerweise gilt
ggT(cy, ..., cn) | ci furallei € {1,...,n}
und es folgt
ggT(c1,...,cn) | (101 + ...+ cuaty) = co.
Gelte nun umgekehrt ggT(cy,..., ) | co. Nach dem erweiterten Euklidischen Algorithmus
gibt es ganze Zahlen 17 und v mit
ggT(c1,...,cn) 115 ggT(c1,88T(ca, ..., cn)) = urc1 +0ggT(ca, ..., cn).
Iterativ erhalten wir ganze Zahlen uy, ..., u, € Z mit
ggT(c1, ..., cn) = urc1+ ...+ UpCy.

Setzen wir nun c
0

—— €7,
ggT(c1,...,cn)

a; .= duz- mitd :=

so folgt
A101 4 ...+ aycy = d(urc1 + ... + upcy) = co,

so dass (a1, ...,a,) eine Losung der diophantischen Gleichung ist. ]
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Beispiel 4.11. Das Losbarkeitskriterium 4.10 kann bei kleinen Alltagsproblemen niitzlich sein:

* Ein Automat verkauft Snacks fiir 1,20€, 1,50€, sowie 2, 70€ und gibt kein Riickgeld. Ich habe 7€.
Kann ich mein ganzes Geld fiir Snacks ausgeben, ohne zuviel zu zahlen?

Wir miissen die diophantische Gleichung
120X7 + 150X, +270X3 = 700

losen. Wegen ggT(120,150,270) = 30 1 700 ist das nicht moglich.
Man sollte die Anwendungsmoglichkeiten aber nicht iiberbewerten, wie das folgende Beispiel zeigt:

* Ein Automat verkauft Briefmarken fiir 0,80€, 0,95€, 1, 55€sowie 2, 70€und gibt kein Riickgeld.
Ich habe 7€. Kann ich mein ganzes Geld fiir Briefmarken ausgeben, ohne zuviel zu zahlen?

Es gilt die diophantische Gleichung
80X1 + 95X, + 155X3 + 270X, = 700

zu losen. Es gilt ggT(80,95,155,270) = 5 | 700. Tatsichlich ist etwa (280,0, —140,0) eine
Losung der diophantischen Gleichung, die uns aber nicht weiterbringt, weil wir in Wirklichkeit
nach einer Losung in ING gesucht haben.

Um ein ganzes System linearer diophantischer Gleichungen simultan zu 16sen, ziehen wir
einen Satz aus der Linearen Algebra zu Rate:

Satz 4.12 (Elementarteilersatz). Fiir alle m,n € IN und jede Matrix A = (a;;);; € Z"*" gibt es
eindeutige Zahlen

€1 | €2 | oo | emin{m,n} € ]N(),

die Elementarteiler von A, sowie Matrizen M € GL,,(Z) und N € GL,,(Z) mit

(MAN);; = “ ﬂf”.:].'
’ 0 fiiri #j.

Beweis. Wir beweisen den Satz durch Angabe eines zielfiihrenden Algorithmus.

Da sonst nichts zu zeigen ist, konnen wir ohne Einschrankung A # 0 annehmen. Nach even-
tuellem Vertauschen von Zeilen und Spalten iiber Links- bzw. Rechtsmultiplikation mit geeig-
neten Matrizen aus GL,,(Z) bzw. GL,(Z) gilt dann ohne Einschrankung sogar a11 # 0.

Solange es in der ersten Zeile oder Spalte einen Eintrag a gibt, der nicht durch ay; teilbar
ist, bestimme mit dem erweiterten Euklidischen Algorithmus ganze Zahlen u,v € 7 mit
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ggT(ay,a) = uayy +va. Im Fall a = ay; mit einem j € {1,...,n} multiplizieren wir von rechts
mit der Matrix

ayj
0 --- 0 _m 0 --- 0
01
0 1 Y € GL,(Z)
’() PR ¥ S
ggT(a11,a15)
0 1
0 1
und ersetzen so
1. Spalte — u - (1. Spalte) + v - (j. Spalte),
. aij ail .
. Spalte — ————~—— . (1. Spalte) + ——————— - (j. Spalte).
j-Sp ge (s, a0) (1. Spalte) eeT (s, 7 (j. Spalte)

Im Fall a = a;; gehen wir analog vor. Nach jedem solchen Schritt erreichen wir auf diese Weise
einen echt kleineren Wert von 4y, so dass wir nach eventueller Anwendung endlich vieler
solcher Schritte ohne Einschrankung annehmen konnen, alle Eintrage der ersten Zeile und der
ersten Spalte seien durch a1, teilbar.

Durch Addition von ganzzahligen Vielfachen der ersten Zeile bzw. Spalte zu den anderen Zei-
len bzw. Spalten von A konnen wir nun ohne Einschrankung erreichen, dass a;; sowohl in der
ersten Zeile als auch in der ersten Spalte der einzige nicht verschwindende Eintrag ist.

Der Satz folgt, wenn wir nun den bisherigen Algorithmus auf die Matrix anwenden, die wir
nach Streichen der ersten Zeile und der ersten Spalte von A erhalten, und dann so weiter, bis
wir nach min{m, n} Schritten terminieren. O

Korollar 4.13 (Losbarkeitskriterium fiir Systeme linearer diophantischer Gleichungen). Fiir alle
m,n € IN, jede Matrix A = (a;;);; € Z"*" und jeden Vektor b € Z" gilt in der Notation von Satz
4.12:

i,j

X
Das System A'| : | = b linearer diophantischer Gleichungen hat eine Losung
X
< ¢ | (MD); fiirallei € {1,...,n} und (Mb); = 0 fiir alle i > n.

Beweis. Eina € 7" ist genau dann eine Losung des gegebenen Systems linearer diophantischer
Gleichungen, wenn N1z eine Losung von

X3

MAN | : | = Mb
Xn



4.3. Lineare diophantische Gleichungen 82

ist. Nach dem Elementarteilersatz 4.12 ist letzteres Gleichungssystem von der Form

€1X1 = (Mb)l,

enXy = (Mb),,
0= <Mb)n+1/

0 (Mb) .

Beispiel 4.14. Das System

X1\ L. (12 252 (2 5
A<X2)—b mztA—(3 4>€Z und b = ” €7

linearer diophantischer Gleichungen ist losbar, das gegebene Lineare Gleichungssystem hat also eine
Losung mit ganzen Koeffizienten,

denn: In der Notation des Elementarteilersatzes 4.12 berechnet man

-2 1 10 10 -2
(2 0), N (30), = (80) = ()

Wir iiberpriifen
e1=1|-2=(Mb); und e =2|4=(Mb),.

Nach dem Losbarkeitskriterium 4.13 ist das gegebene System linearer diophantischer Gleichungen also
losbar. #

(‘22) ¥

Tatsdchlich ist

eine Losung.



KAPITEL 5

Das Quadratische Reziprozitatsgesetz und seine Anwendungen

5.1 Das Reziprozitatsgesetz

Definition 5.1. Seien p eine ungerade Primzahl und a € Z. Die Zahl a (bzw. die Restklassea € 7./ pZ.)
heifit ein quadratischer Rest modulo p, falls p { a gilt und es ein x € Z mit x> = a mod (p) gibt.
Die Zahl a (bzw. die Restklasse a € Z./ pZ) heifit ein quadratischer Nichtrest modulo p, falls p { a
gilt und es kein x € Z mit x> = a mod (p) gibt. Wir setzen

1 fiir a quadratischer Rest modulo p,

@)-fo mon

—1 fiir a quadratischer Nichtrest modulo p.

Die Abbildung (?) : Z — {—1,0,1} heifSt hierbei das Legendre-Symbol modulo p.

Offenbar hingt das Legendre-Symbol (%) nur von der Restklasse von 2 modulo p ab.
Beispiel 5.2. In (Z/57.)* gilt T=12=43=4und® =1. Dementsprechend erhalten wir als

 quadratische Reste modulo 5: 1,4,

w quadratische Nichtreste modulo 5: 2,3
und fiir a € 7 gilt
1 fira=1,4mod (5),

(E) =<0 fiira=0mod (5),
—1 fiira=2,3mod (5).

83
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Proposition 5.3. Seien p eine ungerade Primzahl, w eine primitive Wurzel modulo p und r € INo.
Dann gilt:

Beweis. Die Behauptung ist offenbar dquivalent zur Aussage, dass w" genau dann quadrati-
scher Rest modulo p ist, wenn r gerade ist. Dies zeigen wir nun. Sei dafiir zundchst w" ein
quadratischer Rest modulo p. Dann gibt es ein x € Z mit @ = X* in Z/pZ. Da w eine primi-
tive Wurzel modulo p ist, existiert ein n € INg mit ¥ = w". Wir erhalten w" = 72" und somit
W " = 1. Nach Proposition 3.39 folgt hieraus p — 1 = ord(w) | (r —2n). Wegen 2 | (p — 1)
folgt hieraus 2 | (r — 2n) und somit 2 | r.

Gelte nun umgekehrt 2 | r. Dann gibt es ein ¢ € Ny mit r = 2g. Das liefert @ = (@w7)?,
weswegen W' ein quadratischer Rest modulo p ist. ]

Esgilt (Z/pZ)* = {1,@,...,wP2}. In dieser Darstellung sind die quadratischen Reste modu-
lo p also genau diejenigen Restklassen mit geradem Exponenten, die quadratischen Nichtreste
diejenigen mit ungeradem Exponenten.

Satz 5.4. Seien p eine ungerade Primzahl und a,b € Z. Dann ist das Legendre-Symbol modulo p stark

multiplikativ, es gilt also
5)=6)6)
p p)\r)

Insbesondere induziert das Legendre-Symbol einen Gruppenhomomorphismus

<> {(Z/pZ)X — {£1},

— : _ a

p a — (5>.

Beweis. Da p eine Primzahl ist, gilt die Aquivalenz p | ab <= p | a oder p | b. Damit ist die
linke Seite genau dann Null, wenn die rechte Seite Null ist. Im Folgenden seien a, b und somit

auch ab nicht durch p teilbar. Sei w eine primitive Wurzel modulo p. Dann existieren r,s € INg
mita = w" und b = @°. Es ergibt sich

(5)=(5) == cver=(5)(5)=G) ()

Satz 5.5 (Satz von Euler). Seien p eine ungerade Primzahl und a € Z.. Dann gilt

<;> =2"T mod (p)-
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Beweis. Falls p | a gilt, so ist
a

(p) —0=0"T mod (p)-

Im Folgenden gelte p { a. Nach dem Kleinen Satz von Fermat 3.32 gilt in IF, die Gleichung
@7) =a1=1

Das Polynom X? — 1 € F,[X] hat nach Korollar 3.54 hochstens zwei Nullstellen. Somit sind

1, —1 die einzigen Nullstellen dieses Polynoms und es gilt a'T € {1,=1}.Zu zeigen ist damit
die Aussage

(ﬂ)zl — -1
p

Gelte dafiir zunédchst (%) = 1. Dann gibt es ein ¥ € (Z/pZ)* mita = X, woraus unmittelbar

p—1

az =xr1=1
folgt.

Sei umgekehrt w € Z eine primitive Wurzel modulo p und sei r € INg mit 2 = w". Wir erhalten

@)'7 =a'r =1.

Mittels Proposition 3.39 ergibt sich (p — 1) | r’%l, weswegen r gerade ist. Somit ist

O]

Wegen p > 2 sind die Restklassen von —1,0,1 modulo p paarweise verschieden. Daher ist das
Legendre-Symbol durch seine Restklasse modulo p eindeutig bestimmt.

Proposition 5.6 (Lemma von Gaufl). Seien p eine ungerade Primzahl und a € Z mit p { a. Wir
setzen
— = -1
H:= {1,2,...,’97} C Z/pZ.

Seien hy,...,hy1 € Hund ey, ..., e, € {&1} mit
2 2

Dann gilt
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Beweis. Die Restklassen hy, . ..,h,1 sind paarweise verschieden,
2

denn: Seieni,j € {1,..., 2 mith; = hj. Dann ist = ﬁz und deshalb 2 = 52]2. Das liefert
1.

2
Da wir in Z/pZ rechnen, folgti-j e {1, -1} und somit

i = j und deshalb (-] )2 =
i=4j. Wegeni,j € H folgti = j. #

Aufgrund der eben getitigten Uberlegung taucht jedes Element aus H genau einmal als ein
Element der Form h; auf. Wir erhalten

r-1 p-t p-t p-t p-1
2 2 2 2 2
SR < _ — <
a2 1:H(a z):H(si-hi):el s,%lH =7 E?HZ
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
und deshalb
_p-1 .
azz =¢€r-... Ep-1.
2
Nach Satz 5.5 gilt
a —1
() =47 =€ ... £,1 mod (p).
p T

Da das Produkt auf der rechten Seite in der Menge {+1} liegt, folgt sogar
(+)
— ] =€ ... €Ep.
p T

Beispiel 5.7. Fiir p =5 und a = 2 gilt H = {1,2} und wir erhalten

ma-1=2-1=1-2,alsoiste; =1, h; =2.
Wi 2=2-2=4=—1=—1-1,alsoiste =—1,hp = 1.
Es ergibt sich

(;) =& -e=1-(-1)=-1

Satz 5.8 (Quadratisches Reziprozititsgesetz). Seien p,q ungerade Primzahlen. Dann gilt

(5) === ()

Ist also eine der beiden Primzahlen p, q kongruent 1 modulo 4, so ist

)-(2)
)--()

andernfalls
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Satz 5.9 (Erster Ergdnzungssatz zum Reziprozititsgesetz). Sei p eine ungerade Primzahl. Dann

gilt
()~

Die Zahl —1 ist also genau dann quadratischer Rest modulo p, wenn p = 1 mod (4) gilt.

Satz 5.10 (Zweiter Ergdanzungssatz zum Reziprozititsgesetz). Sei p eine ungerade Primzahl. Dann
gilt
2 2
() —(—1)5.
p
Die Zahl 2 ist also genau dann quadratischer Rest modulo p, wenn p = £1 mod (8) gilt.

Beweis von Satz 5.8, Satz 5.9 und Satz 5.10. Wir bemerken zunichst, dass der Satz von Euler 5.5
fiir a = —1 den Ersten Ergdnzungssatz 5.9 liefert.

Im Folgenden seia € Z mit p{a.Furallel <i < pT_l schreiben wir
. . p—1
a-i=¢-hi+e-p mith; € {1,...,T},£,' € {£1},e; € Z.
Seii € {1,..., 2 }. Danniist

e = (_1)[%

denn: Wir unterscheiden zwei Fille:

Fall 1: ¢; = 1. Dann ist ai = h; + e;p und somit

2ai 2k
ﬂ = + 261'.
p p
Es gilt 0 < %h" < 1 und somit L%J = 2¢;, insbesondere ist L%J gerade.
Fall 2: ¢; = —1. Dann ist ai = —h; + e;p und somit
2ai — 2h;
ﬂ = b + 261' — 1.
P P
Wegen 0 < p_TZhi < list L%J = 2¢; — 1, insbesondere ist L%J ungerade. #

Nach dem Lemma von Gaufs 5.6 gilt

<;> =ergp = (—1)22{%J



5.1. Das Reziprozitatsgesetz 88

Als zusétzliche Voraussetzung an a fordern wir ab jetzt, dass a2 ungerade ist. Dann ist a + p
gerade und wir erhalten

5)-(52)-(5)-05)-(5)

Hierbei haben wir verwendet, dass 4 offensichtlich ein Quadrat modulo p ist. Es ergibt sich

2a P2t | i 5 SR
<> SR bl PRSI S A S YE R 1]
p

o

womit wir den Zweiten Ergdnzungssatz 5.10 gezeigt haben.

Es verbleibt der Beweis des Reziprozititsgesetzes 5.8. Wir bemerken dafiir zunichst, dass nach
der obigen Rechnung

(5)()- )~ () sl

gilt, woraus sich

<”> - (—1)21‘%1 5]

p

ergibt. Diese Beschreibung des Legendre-Symbols werden wir im weiteren Verlauf benutzen,
um die gewiinschte Identitit zu zeigen. Sei g eine ungerade Primzahl. Im Fall p = g ist die
Behauptung des Reziprozititsgesetzes 5.8 offensichtlich, da dann beide Seiten den Wert 0 an-
nehmen. Im Folgenden sei daher g # p. Wir setzen

O =#{(i,]) € {1,...,%_1} X {1,,,,,%}:qi> pits
0= #{(i,j) € {1,...,%_1} x {1,...,%}:611'< pi}-
Wegen gi # pj fiir (i,]) € {1,,,,,’%1} X {1,...,%}folgtf1’jrfestesi € {1,...,’%1}
qi

. . . . qu
i> = j<- = j<|H].
qr > pj J p ] {P
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Das liefert
s gi
n=3 %)

und analog

Aufierdem ist
-1 _
01+ 0, :#({1,...,”7} «{1,...,1

Wir erhalten

(8) (2) = o= p =3 [ = cayee - s,

2
Wegen <%> = 1 ergibt sich

(5) === ()

und somit das Reziprozitdtsgesetz 5.8. O

Beispiel 5.11. Das Reziprozititsgesetz kann benutzt werden, um Legendre-Symbole auszurechnen: Wir

wollen das Legendre-Symbol (322) bestimmen. Unter Verwendung der starken Multiplikativitit 5.4 des

Legendre-Symbols erhalten wir zundchst

273\ _ (3:7-13\ _ (3 \( 7\ (13

307) 307 ~\307 /) \307 /) \307 )"
Wegen 3 = 3mod (4), 7 = 3mod (4), 13 = 1mod (4) und 307 = 3 mod (4) ergibt sich bei
Anwendung des Quadratischen Reziprozititsgesetzes 5.8

273\ _ Ly (307 (y) (307 (307 _ (307 (307 (307

307 ) 3 7 13) \ '3 7 13 )
Aufgrund von 307 = 1mod (3), 307 = —1mod (7) und 307 = 8 mod (13) konnen wir die
Legendre-Symbole rechts vereinfachen zu

()= (3) (7) ()
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Der erste Faktor ist offenbar 1, der zweite Faktor ist wegen 7 = 3 mod (4) nach dem Ersten Ergiin-
zungssatz 5.9 durch —1 gegeben. Somit ist

()= ()= (5) = ()

wobei wir fiir die letzte Gleichung verwendet haben, dass das Legendre-Symbol den Wert 1 oder —1 hat.
Aus dem Zweiten Erginzungssatz 5.10 erhalten wir wegen 13 = 5 mod (8) als Ergebnis schliefilich

<§o7§> — (D) (-D) =1

Eine Verallgemeinerung des Legendre-Symbols ist durch das Jacobi-Symbol gegeben, welches
wir im Folgenden studieren werden:

Definition 5.12. Seien a € Z und n € IN ungerade mit Primfaktorzerlequng n = p{' -...- py'. Wir

setzen .
A <‘1)Ei
(1’[) Pl pi
und nennen () das Jacobi-Symbol modulo n.

Ist n eine Primzahl, so stimmen das Jacobi- und das Legendre-Symbol modulo 7 offenbar iiber-
ein, unsere Notation ist also konsistent. Ist 2 ein quadratischer Rest modulo n = p7' -...- py,
so ist 2 auch quadratischer Rest modulo py, ..., p;, es gilt also

)=

Es folgt (£) = 1. Die Umkehrung ist jedoch falsch: So ist beispielsweise

9)-6)-6)-r-

aber 5 ist kein quadratischer Rest modulo 9 — sonst wére 2 quadratischer Rest modulo 3!

Wir merken an, dass das Jacobi-Symbol offenbar multiplikativ in beiden Argumenten ist. Dar-
tiber hinaus ist genau dann (%) = (0, wenn a und 7 nicht teilerfremd sind.

Wir wollen im Folgenden ein Reziprozititsgesetz fiir das Jacobi-Symbol zeigen. Wir starten
dazu mit einer Vorbemerkung:

Proposition 5.13. Seien ny,ny € IN ungerade. Dann gelten

1’11—1 1’12—1_7111’12—1
5 7 = 5 mod (2),
2 2 2
ni—1 n53—1_ (mny)*—1
= d (2).
g 3 g mod(2)




91 Kapitel 5. Das Quadratische Reziprozitatsgesetz und seine Anwendungen

Beweis. Esistn; —1 =0 = np —1 mod (2) und deshalb ist (n; — 1)(n; — 1) = 0 mod (4). Das
liefert nyn, —ny —ny +1 = 0 mod (4) und somit nyn, —1 = ny — 1+ np — 1 mod (4). Wir

erhalten
1’11—1 112—1:7111’12—1

2 2 2
und also die erste Teilbehauptung.

mod (2)

Weiter istn; —1=mn; +1=mn, — 1 =n, + 1 mod (2). Es folgt
(nt —1)(n3 —1) = (ny — 1)(ny +1)(ny — 1)(n2 + 1) = 0 mod (16).
Es ergibt sich

mins —1=n? —1+n3—1mod (16)

und schliefdlich
2 2 2
ni—1 n5—1_ (mnp)*—1
5 g = 5 mod (2)
und somit auch die zweite Teilbehauptung. O

Satz 5.14 (Reziprozititsgesetz fiir das Jacobi-Symbol). Seien m, n ungerade natiirliche Zahlen mit
m,n > 3. Dann gelten die folgenden drei Aussagen:

(—1> It (5.1)

n
2 n2—

<n> I (5.2)

(%) = (~1)" (%) (5.3)

Beweis. Die Primfaktorzerlegungen von n bzw. m seien durch n = pi' - ... py" bzw. m = q7" -

ceut q{s gegeben. Es gilt dann zunéchst

(;1) = <;11)1 (‘Pl> = () (m e

5.13 Rt 1513
L)t () ()
- (_1)’%1
und also (5.1).
Weiter gilt
€1 ey 2 >
)= (2 =
n P1 pr
261 2e; 281 Doy
5.13 P -1 M 513 Py Py -1
= (_ 8 (— ) 8 = (— ) 8
nz—l
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und also (5.2).

Es verbleibt (5.3) zu zeigen. Ist hierbei ggT(m,n) # 1, soist (%) = 0 = (£). Im Folgenden sei
daher ggT(m,n) = 1und also {p1,...,pr} N {q1,...,49s} = D. Wir erhalten

m m\“ <m>e’ <ql>f’f58 w1t <p]> fe:
) = = . N — —1) 2 el
(11) (pl) Pr ];]I P] 1;[(( ) qi )
5.13 (—1)qflz”]’ (m)eff"
- qi

(g (1Y),

m

O]

Beispiel 5.15. Wir wollen das Legendre-Symbol (%g) aus Beispiel 5.11 erneut berechnen, diesmal
unter Verwendung des Reziprozitiitsgesetzes fiir das Jacobi-Symbol 5.14. Wegen 273 = 1 mod (4)

erhalten wir zuniichst
273\ 6 (307) _ (34 _ (2 (17
307) \273) \273) \273 273 )"

Wegen 273 = 1 mod (8) liefert der Zweite Ergiinzungssatz (5.2)

(a7) = (25).

Unter Beachtung von 17 = 1 mod (4) erhalten wir

273\ 69 (273) _ (1) _,
37)  \17) \17)
Im Gegensatz zur Rechnung in Beispiel 5.15 brauchten wir hier nicht die Primfaktorzerlequng von 273
zu bestimmen.

5.2 Primzahlen mit vorgegebener Restklasse

bei samtlich Spezialfille des Primzahlsatzes in arithmetischen Progressionen, den man in der Rj¢is
Analytischen Zahlentheorie beweist.

Proposition 5.16. (a) Es gibt unendlich viele Primzahlen p mit p = —1 mod (3).
(b) Es gibt unendlich viele Primzahlen p mit p = —1 mod (4).


https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/35155/display?destination=satz:Primzahlsatz-in-arithmetischen-Progressionen
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/35155/display?destination=satz:Primzahlsatz-in-arithmetischen-Progressionen
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Beweis. Nehmen wir zunéchst an, es gébe nur endlich viele Primzahlen p mit p = —1 mod (3),
etwa p1, ..., pn. Dann lieSe sich auch die nattirliche Zahl

m:=3py-...-pn—1

definieren. Fiir diese gélte 3 t m, p1 { m,..., p, { m. Fiir jeden Primteiler g4 von m wére somit
g = 1mod (3). Im Widerspruch zur Konstruktion von m folgte m = 1 mod (3). Es muss al-
so unendlich viele Primzahlen p mit p = —1 mod (3) geben und wir haben Behauptung (a)
gezeigt. Der Beweis von Behauptung (b) geht komplett analog. O

Proposition 5.17. Es gibt unendlich viele Primzahlen p mit p = 1 mod (4).

Beweis. Wir nehmen an, es gibe nur endlich viele Primzahlen p mit p = 1 mod (4), etwa
p1, ..., pn. Dann liefe sich die natiirliche Zahl

m:= (2py-...-pn)*+1

definieren. Jeder Primteiler g4 von m wire ungerade und erfiillte (2p; - ... py)*> = —1 mod (gq).

Es gélte also
)
q

und nach dem Ersten Ergdnzungssatz 5.9 folgte g = 1 mod (4). Nach Annahme erhielten wir
soq € {p1,...,pn}. Aufgrund von q | m und der Konstruktion von m folgte hieraus g | 1, was
ein Widerspruch zur Primalitidt von g ist. O]

Satz 5.18. Sei 0 # a € Z. Dann gibt es unendlich viele (ungerade) Primzahlen p mit (%) =1

Beweis. Wir nehmen an, es gidbe nur endlich viele (ungerade) Primzahlen p mit <%> =1, etwa

p1, ..., pn. Dann gibe es offensichtlich eine ganze Zahl A € Z mit den Eigenschaften:

m ggT(a,A) =1,
m A gerade <> a ungerade,
s N:i=(p1-...-pnA)2 —a>1.
Da N nach Konstruktion ungerade wire, tréfe dies auch auf jeden Primteiler 4 von N zu und

wegen p;fafirallei =1,...,nwireq & {p1,..., pn}. Wir unterscheiden nun zwei Fille:

Fall 1: g | a. Dann ergébe sich g | (N +a) = (p1 ... pnA)?> und deshalb g | A%, Aufgrund der
Primalitdt von g folgte q | A, im Widerspruch zu ggT(a, A) = 1.

Fall 2: g { a. Aufgrund von (p; - ... pnA)?> = amod (q) folgte dann (g) = 1. Somit ware
g€ {p1,...,pn}, wasein Widerspruch ist. ]
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Proposition 5.19. Es gibt unendlich viele Primzahlen p mit p = 1 mod (3).

Beweis. Fiir eine beliebige ungerade Primzahl p gilt

3N (DN (3N BB (PN -1 (P (P
(5)=(5) () -=en== )= co (5= ()
Insbesondere gilt fiir ungerade Primzahlen p die Aquivalenz
- Py _ =3\ _
p=1mod (3) <<= (3)_1 = < ; > =1.
Die Proposition folgt, da es nach Satz 5.18 unendlich viele Primzahlen p mit (‘73> =1gibt. O

Satz 5.20. Es sei a € 7 kein Quadrat. Dann gibt es unendlich viele (ungerade) Primzahlen p mit
a = —

(2) =1

Beweis. Wir unterscheiden fiir den Beweis des Satzes vier Fille:

Fall 1: a = —1. Nach dem Ersten Ergdnzungssatz 5.9 ist

<_p1> =-1 <= p=-1mod 4).

Die Behauptung in diesem Fall ergibt sich somit, da es nach Proposition 5.16 unendlich viele
Primzahlen p mit p = —1 mod (4) gibt.

Fall 2: 2 = 2. Nach dem Zweiten Ergdnzungssatz 5.10 ist

(i) =-1 <= p=+43mod (8).
Wir nehmen an, es gibe nur endlich viele Primzahlen p mit p = £3 mod (8), etwa p; =

3,p2,...,Pn- Dann lieSe sich auch die natiirliche Zahl
N:=8pr-...-pyn+3

definieren. Diese wire nach Konstruktion grofier als 1, ungerade und durch keine der Primzah-
len py, ..., p, teilbar. Insbesondere hédtte N nur Primteiler, welche modulo 8 kongruent zu +1
wiren. Hieraus folgte jedoch N = +1 mod (8), was im Widerspruch zu N = 3 mod (8) stiin-
de. Es folgt, dass es unendlich viele Primzahlen p mit p = 3 mod (8) und also die Behauptung
in diesem Fall.

Fall 3: 2 = —2. Mit den Ergdnzungssitzen 5.9 und 5.10 gilt
)-()()
p p p
<= (p=1mod (4) und p = £3 mod (8)) oder (p =3 mod (4) und p = +1 mod (8))
<= p =5mod (8) oder p =7 mod (8).
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Wir nehmen an, es gidbe nur endlich viele Primzahlen p mit p = 5 mod (8) oder p = 7 mod (8),
etwa p1 = 5,p2,..., pn. Dann liefe sich auch die nattirliche Zahl

N :=8py...pp+5.

definieren. Diese wire nach Konstruktion grofier als 1, ungerade und durch keine der Prim-
zahlen py,...,p, teilbar. Insbesondere hdtte N nur Primteiler, welche modulo 8 kongruent
zu 1 oder 3 wéren. Hieraus folgte jedoch N = 1 mod (8) oder N = 3 mod (8), im Wider-
spruch zu N = 5 mod (8). Damit gibt es unendlich viele Primzahlen p mit p = 3 mod (8) oder
p =7 mod (8), was die Behauptung in diesem Fall liefert.

Fall4:a ¢ {—1,+£2}. Dasich (%) sich bei Abanderung von 2 um Quadrate hochstens bei endlich
vielen Primzahlen p d&ndert — ndmlich bei den Primteilern von a — kénnen wir ohne Einschran-
kung annehmen, es gelte

a=(-1)2-... qn
mit paarweise verschiedenen ungeraden Primzahlen q1,...,4,, n > 1 sowie ¢,e € {0,1}. Wir
nehmen an, es gdbe nur endlich viele Primzahlen p mit (%) = —1, etwa py,..., pn. Fiir diese
gélte insbesondere {q1,...,qx} N {p1,..., pm} = @. Zu jedem quadratischen Nichtrest « € Z
modulo g, existierte nach dem Chinesischen Restsatz 3.75 ein N € IN mit

N =1mod (8),N =1mod (p1),...,N=1mod (pm),

N =1mod (q1),...,N=1mod (g,-1), N = a« mod (gy,).
Schreiben wir N in der Form N = /; - ... {, mit ungeraden, nicht notwendig paarweise ver-
schiedenen Primzahlen 45, ..., ¢,, so gélte offenbar {¢1,..., 4} N {2, p1,..., pm,q1, -, Gn} = .

Unter Verwendung von N = 1 mod (8) erhielten wir aus dem Reziprozititsgesetz fiir das
Jacobi-Symbol 5.14:

(1) - ()= () (3) (=) - oo™ (52
()G =6 ) )= G =

Aus diesem Grund existierte ein i € {1,...,7} mit (eﬂ,) = —1. Wegen ¢; ¢ {p1,...,pm} ist das

ein Widerspruch. O

5.3 Summen von Quadraten

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns mit der Frage, welche natiirlichen Zahlen sich als
Summe von zwei bzw. vier Quadratzahlen schreiben lassen, und 19sen also fiir alle # € IN die
—schon in der Antike untersuchten — diophantischen Gleichungen

n= X3+ X3,
n=X+X5+X;+ X3

Dass diese Fragen interessant sind, zeigt bereits das folgende Beispiel:
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Beispiel 5.21. Aufgrund von 2 = 12+ 12,4 = 224+ 02 und 5 = 12 + 22 lassen sich 2, 4 und 5 als
Summe zweier Quadrate schreiben, wihrend das fiir die Zahl 3 nicht moglich ist.

Proposition 5.22 (Lemma von Thue). Seien p eine Primzahl und e, f € N mit ef > p. Dann gibt es
fiir jedes v € Z ganze Zahlen x,y € Zmit0 < x <e, 1 <y < f, ptyund

r =+ mod (p).
Yy
Beweis. Seir € Z. Wir unterscheiden drei Falle:
Fall 1: ¢ > p. Wir setzen y := 1 und x als den Rest, den r bei Division durch p ldsst. Dann gilt
r=x= ; mod (p)

und wir haben die Proposition in diesem Fall gezeigt.

Fall 2: f > p. Gilt p | r, so setzen wir x := 0 und y := 1. Dann gilt

r

X
0= ~-mod .
y (p)

Gilt p 1 r, so setzen wir x := 1 und y sei ein Vertreter aus {1,...,p — 1} der Restklasse 7.
Dann gilt

\
Il

was die Proposition in diesem Fall zeigt.

Fall 3: ¢, f < p. Wir betrachten die Menge

M:={1,...,e} x{1,..., f}.
Fiir diese gilt #M = ef > p, so dass es nach dem Schubfachprinzip (x1,y1) # (x2,¥2) € M mit
Y17 — X1 = yor — xp mod (p)

gibt. Wére y;
sich dann x;

y2 mod (p), so folgte x; — xp = r(y1 — y2) = 0 mod (p). Wegenee, f < p ergibe
xp und y1 = y», was ein Widerspruch ist. Also ist y; —y2» # 0 mod (p) und

deshalb
p= T2 j:|x1 el mod (p).
n-y2 -y
Mit x := |x; — x2| und y := |y1 — y2| folgt die Proposition auch in diesem letzten Fall. O

Satz 5.23 (Fermat’scher Quadratesatz). Fiir eine ungerade Primzahl p sind die folgenden beiden
Aussagen idquivalent:
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(i) Die Zahl p lisst sich als Summe von zwei Quadraten schreiben.
(i) p =1mod (4).

Beweis. Gelte zunichst Aussage (i) und sei also p = x> + y? mit x,y € Z. Insbesondere gilt
dann p = x*> + y> mod (4). Wegen x> = 0,1 mod (4) und y*> = 0,1 mod (4) folgt hieraus
p =0,1,2mod (4). Da p ungerade ist, ergibt sich p = 1 mod (4) und also Aussage (ii).

Gelte nun umgekehrt Aussage (ii) und sei also p = 1 mod (4). Nach dem Ersten Ergénzungs-
satz 5.9 ist dann —1 ein quadratischer Rest modulo p, so dass es ein 7 € Z mitr?> = —1 mod (p)
gibt. Wir setzen

e:=f:=[/pl+1
Offenbar ist dann ef > p und nach dem Lemma von Thue 5.22 existieren x,y € Z mit0 < x <
e, 1<y<f,pfyund

X
r = +— mod .
v (p)

Das liefert

2 ¥
—1=vr E?mod(p)
und also ¥ + y2 = 0 mod (p). Aufgrund von x < e = L}/ﬂ +1 folgt x < /p und also x* < p.
Analog gilt y> < p. Wegen 0 < x% 4+ 2 < 2p folgt x*> + y* = p und somit Aussage (i). O

Satz 5.24 (Zwei-Quadrate-Satz). Fiir eine natiirliche Zahl n sind die folgenden beiden Aussagen dqui-
valent:

(i) Die Zahl n lisst sich als Summe von zwei Quadraten schreiben.

(ii) In der Primfaktorzerlequng von n kommen die Primzahlen p mit p = 3 mod (4) nur mit geradem
Exponenten vor.

Beweis. Dass Aussage (i) Aussage (ii) impliziert, zeigen wir indirekt. Wir gehen also davon
aus, dass Aussage (ii) verletzt ist, und dass gleichzeitig n = x> 4 1 fiir geeignete x,y € Z ist.
Insbesondere gibt es eine Primzahl p mit p = 3 mod (4) und ein k € INp, so dass n = mp?+1
mit p { m ist. Aus x? + y? = mp?*1 ergibt sich x> = —y?> mod (p). Gilt p | y, so folgt p | x*> =
mp?+1 — 2 und weil p eine Primzahl ist, folgt p | x. Es ergibt sich p? | (x2 +y*) = nund

2 2
x y)_n_ 2(k—1)+1
+ = —=m )
<p> (P p? P

Wir ersetzen dann x durch %, y durch %, n durch % und k durch k — 1. Indem wir dieses

Argument gegebenfalls mehrfach anwenden, konnen wir schliefilich erreichen, dass zuétzlich
p | y gilt — das Verfahren bricht ab, weil spitestens bei k = 0 der Fall p | y zum Widerspruch
p? | n fithrt. Aus x> = —y? mod (p) folgt dann

(;)2 = 1 mod (p),
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was einen Widerspruch zu p = 3 mod (4) darstellt.

Wir zeigen nun umgekehrt, dass Aussage (ii) auch Aussage (i) impliziert. Wir bemerken dafiir
zunichst, dass sich mit zwei Zahlen m; = a% + b, my = ¢®> +d? mita,b,c,d € Z auch deren
Produkt mym, als Summe von zwei Quadraten darstellen l4sst:

mymy = (a* 4+ b*)(c? + d?) = (ac + bd)? + (ad — bc)>.
Nach Voraussetzung ist

2f1 2fr &1
1

n=2p"..op g g,

wobei py, ..., pr paarweise verschiedene Primzahlen mit p; = 3 mod (4) sind, und ¢, ..., 4s
sind paarweise verschiedene Primzahlen mit q; = 1 mod (4). Wir setzen n := 2°q5" - ... - g5
Wegen 2 = 12 + 12 und dem Fermat’schen Quadratesatz 5.23, zusammen mit unserer Voriiber-

legung, ist n; = a® + b fiir geeignete a,b € Z. Wir setzen np := py' - ... - p{r. Es ergibt sich
n=mnn3 = (a*> +b*)n3 = (n2a)?> + (n2b)>.
O

Satz 5.25 (Satz von Lagrange). Jede natiirliche Zahl lisst sich als Summe von vier Quadraten schrei-
ben.

Beweis. Wir bemerken zundchst, dass fiir x1, x2, X3, X4, Y1, Y2, Y3, Ya € Z die Gleichung

(xF + 23 + 25+ 23) (v +y5 + 3 + i) =(ay1 — x2y2 + X3y3 — Xaya)?
+ (x1y2 + X2y1 + X3Y4 — Xa4y3)*
+ (x1y3 + X3y — X2V + Xay2)?
+ (x1ya + Xa¥1 + X235 — x3Y2)*

gilt. Aufgrunddessen und wegen 2 = 12 + 12 + 0% + 0% geniigt es zu zeigen, dass sich jede
ungerade Primzahl als Summe von vier Quadraten schreiben lasst.

Die Gleichung x? + y?> = —1 mod (p) besitzt eine Losung,

denn: Es ist
P?+y*=-1mod (p) <= vy =-1-x*mod (p).

Nach Proposition 5.3 gibt es zusammen mit 0 genau pTH Quadrate modulo p und genauso viele
Restklassen der Form —1 — x2 modulo p. Da es nur p%l Nichtquadrate modulo p gibt, ist unter

den pTH Restklassen der Form —1 — x2 modulo p mindestens ein Quadrat modulo p. Somit
existieren x,y € Z mit y> = —1 — x> mod (p). #

Es folgt, dass die Gleichung

X%—I—X%—I—X%—FXEEOmod ()
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eine Losung des Typs (x,y,1,0) mit x,y € Z besitzt. Hierbei kénnen x, y so gewdhlt werden,
dass |x|, |y| < § sind. Dann ist

2 2
p p 2
—+—+1 .
4+4+ <p

Zusammenfassend stellen wir fest, dass es x1, x2, x3, x4 € Z und k € IN mit k < p gibt, so dass

Pt +17 407 <

x%+x%+x§+xﬁ:kp

ist. Ist k = 1, so sind wir fertig. Ist k > 1, so werden wir zeigen, dass man x, ..., x4 so veran-
dern kann, dass die Gleichung auch mit kleinerem k gilt. Durch endliche Wiederholung dieses
Schrittes kann man schliefslich k = 1 erreichen, was die Behauptung liefert. Wir unterscheiden
hierbei zwei Félle:

Fall 1: k ist gerade. Dann ist auch kp = x7 + x3 + x3 + x7 und somit eine gerade Anzahl der x;
gerade. Wir nummerieren die x; so um, dass x; und x, sowie x3 und x4 jeweils dieselbe Paritat
haben. Dann ist

X1+ x2 2+ X1 — X 2+ X3+ x4 2+ X3 — X4 z_k
2 2 2 2 P

Fall 2: k ist ungerade. Wir wahlen vy, ..., ys € Z mit

y1 = —x1 mod (k), y2 = x2 mod (k), y3 = x3 mod (k), ya = x4 mod (k)

und |y;| < & firi = 1,...,4. Dann gilt
2

k
Nyt <4y =k

Dartiber hinaus ist

ity +yityi=xi+5+x3+x=0mod (k),
weswegen ein k € Ny mit0 < k < k und

Vit Y5+ Y5+ g =kk
existiert. Hierbei ist k # 0,

denn: Wir nehmen an, es gilte k = 0. Dann folgte y; = y» = y3 = y4 = 0 und also x; =
0 mod (k) firallei =1, ...,4. Das lieferte xl.2 = 0mod (k%) firallei = 1,...,4 und also

0=x2+x5+x3+x2 = kp mod (k?).
Im Widerspruch zu 1 < k < p folgte hieraus k | p. #

Aufgrund unserer Voriiberlegung ist nun

Pkp = kpkk = (xi+ x5+ x3+x3) (Vi + 3+ v3+v3) =af + a5 + a3+ aj
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a1 = X1Y1 — X2Y2 + X3y3 — XaYa,

ay = X1Y2 + X2y1 + X3Ys — XaYy3 = x1X2 + X2(—x1) + x3x4 — x4x3 = 0 mod (k),
a3 = X1Y3 + X3Yy1 — X2VYa + XaY2 = x1x3 + x3(—x1) — x2x4 + x4x2 = 0 mod (k),
Ay = X1Ya + Xay1 + X2Y3 — X3Y2 = X1X4 + xa(—x1) + x2x3 — x3x2 = 0 mod (k).

Hieraus ergibt sich k? | (k?kp — a3 — a3 — a3) = a2. Wir erhalten

(87 (37 (37 (3 %

mit1 < k < k. O

5.4 Der Primzahltest von Solovay-Strassen

In diesem Abschnitt suchen wir einen Algorithmus, der testet, ob eine vorgegebene Zahl eine
Primzahl ist. Die naive Methode — die Methode der Probedivisionen — geht von der Definition
einer Primzahl aus und testet bei Vorgabe einer Zahl # fiir alle (Prim-) Zahlen x < y/n,0b x | n
gilt. Es ist offensichtlich, dass diese Methode fiir grofie Zahlen n nicht praktikabel ist. Um effi-
zientere Verfahren zu erhalten, benétigen wir geeignete Primzahlkriterien. Hierfiir betrachten
wir die bisher bewiesenen Sitze iiber Primzahlen und fragen, ob sich diese in geeigneter Weise
umkehren und zur Charakterisierung von Primzahlen verwenden lassen.

Der erste Satz, mit dessen Umkehrung wir uns beschéftigen werden, ist der Kleine Satz von
Fermat 3.32: Ist p eine Primzahl, so gilt 27! = 1 fiir alle @ € (Z/pZ)*. Es stellt sich leider
heraus, dass man diese Eigenschaft nicht zur Charakterisierung von Primzahlen verwenden
kann. Es ist allerdings von Interesse, fiir welche Zahlen die Umkehrung schiefgeht:

Definition 5.26. Eine natiirliche Zahl n mit n > 1 heifst gine Carmichael-Zahl, wenn n keine Prim-
zahl ist und fiir allea € (Z./nZ)* die Gleichung a" ' = 1 gilt.

Proposition 5.27. Fiir ein beliebiges n € IN mit n > 1 sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Die Zahl n ist eine Carmichael-Zahl.

(ii) Die Zahl n ist von der Form n = py -...- p, mit einem r > 3 und paarweise verschiedenen
ungeraden Primzahlen pq,...,p, mit (p;i—1) | (n —1) fiirallei=1,...,r.

Beweis. Gelte zundchst Aussage (i), sei also n eine Carmichael-Zahl und gelte "1 =1 fir alle
a € (Z/nZ)*. Insbesondere gilt dann ord (@) | (n — 1) fur allea € (Z/nZ)*. Das liefert

exp((Z/nZ)*) =kgV(ord(a) :a € (Z/nZ)*) | (n —1).
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Wir schreiben 7 in der Form n = 27p{' - ... - p’ mit paarweise verschiedenen ungeraden Prim-
zahlen py, ..., p, fiir ein geeignetes r € INg und mit ey, ..., e, € IN sowie a € INg. Dann ist

(Z./nZ)*
2/ (P (= D)Z X x 2/ (T (pr = 1)) Z fira =0,1,
N\ Z/2Zx 7/2° 2L < T/ (0 (p — )2 x . x Z/ (peH(pr —1))Z fiira > 2.

Die Zahl n ist ungerade,

denn: Im Fall a = 1 gilt r > 1, denn n = 2 ist keine Carmichael-Zahl. Nach Proposition 3.43
gilt p2 ' (p1 — 1) | exp((Z/nZ)*) und deshalb auch p$'~ ' (p; — 1) | (n — 1). Weil p; ungerade
ist, muss somit auch n ungerade sein. Im Fall 2 > 2 ergibt sich mittels Proposition 3.43 die
Teilbarkeitsbeziehung 2 | exp((Z/nZ)*) und hieraus auch 2 | (n — 1). Wieder folgt, dass n
ungerade ist. #

Firallei =1,...,rgilte; =1und (p;—1) | (n —1),

denn: Seii € {1,...,r}. Nach Proposition 3.43 gilt dann p$ ' (p; — 1) | (n —1). Ware¢; > 1, s0
folgte p; | (n — 1), was wegen p; | n zu p; | 1 fithren wiirde. #

Esistr > 3,

denn: Da n als Carmichael-Zahl keine Primzahl ist, gilt » > 2. Nehmen wir an, es gélte r = 2,
so dass n von der Form n = p;p, mit ungeraden Primzahlen p;, po wére, wobei wir ohne
Einschrankung p; < p> annehmen. Wie wir uns bereits {iberlegt haben, gilt n —1 = 0 mod
(p2 — 1). Dartiber hinaus ist

n—l=pipp—1=pi(p2—1)+p1—1=p1—1mod (p2 — 1).

Das liefert p1 —1 = 0mod (p2 — 1), also (p2 — 1) | (p1 — 1), im Widerspruchzul < p; —1 <
p2 — 1. #

Es ergibt sich Aussage (ii).

Gelte nun umgekehrt Aussage (ii) und sei also n = p; - ... - p, mit einem r > 3 und paarweise
verschiedenen ungeraden Primzahlen py, ..., p, mit (p;—1) | (n —1) furallei =1, ...,r. Dann
gilt

(Z/nZ)* = (Z/Z)* X ...x (Z/p,Z)" 2Z/)(p1 —1)Z x ... x Z/(p, — 1)Z.
Mittels Proposition 3.43 erhalten wir

exp((Z/nZ)*) =kgV(pi—1:i=1,...,r) | (n—1).
Das liefert 2" ! = 1 fiir alle @ € (Z/nZ)*, weshalb n eine Carmichael-Zahl ist. O

Beispiel 5.28. Die kleinsten Carmichael-Zahlen sind 561 = 3-11-17, 1105 = 5-13 - 17 sowie
1729 =7-13-19.
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Nach dem erst 1994 bewiesenen Satz von Alford-Granville-Pomerance gibt es unendlich viele
Carmichael-Zahlen. Genauer gilt: Fiir x > 0 ist

NN

#{n € N : n < x,n ist Carmichael-Zahl} > x7.

Der ndchste Satz, mit dessen Umkehrung wir uns beschéftigen, ist der Satz von Euler 5.5.
Wie sich herausstellt, kann dieser tatsdchlich zur Charakterisierung von Primzahlen verwendet
werden:

Satz 5.29. Fiir ein beliebiges ungerades n € IN mit n > 1 sind die folgenden beiden Aussagen dquiva-
lent:

(i) n ist eine Primzahl.
(ii) Fiirallea € (Z/nZ)* gilt

(%) "7 mod (n).
Beweis. Dass Aussage (i) Aussage (ii) impliziert, ist gerade der Satz von Euler 5.5.

Zum Beweis der umgekehrten Implikation nehmen wir nun an, es gelte Aussage (ii) und also

(%) =a"T mod (n) firallea € (Z/nZ)".

Durch Quadrieren ergibt sich hieraus
" l=1 firallea € (Z/n%)*.

Somit ist n eine Primzahl oder eine Carmichael-Zahl. Die Zahl 7 ist jedoch keine Carmichael-
Zahl,

denn: Angenommen, n ware eine Carmichael-Zahl. Nach Proposition 5.27 wére n dann von der
Form

n=pi-...-pr

mit einem r > 3 und paarweise verschiedenen ungeraden Primzahlen py, ..., p;. Fiir ein belie-
biges Nichtquadrat & € Z modulo p; existierte dann nach dem Chinesischen Restsatz 3.75 ein
b € Z mit

b=amod (p1), b =1mod (p2), ..., b =1mod (p,).

() () () -corvem

Nach Konstruktion wire b € (Z/nZ)* und nach Voraussetzung gilte

(5)

Es folgte

b"T mod (n).
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Das lieferte

b7 = —1mod (n)
und somit insbesondere

b7 = —1mod (p2),
was im Widerspruch zu

b'? =1mod (p2)

steht.

Damit haben wir gezeigt, dass n eine Primzahl ist. O

Definition 5.30. Seien n € IN ungerade mit n > 1 und a € (Z/nZ)*. Die Zahl a heifit ein Eu-
ler’scher Zeuge fiir die Zerlegbarkeit von n, wenn

(%) = "7 mod (n)
ist. Wir setzen

E,:={a € (Z/nZ)* : aist Eulerscher Zeuge fiir die Zerlegbarkeit von n}.

Nach Satz 5.29 ist eine ungerade Zahl n € INmitn > 1 genau dann eine Primzahl, wenn E,, = @
gilt, es also keine Euler’schen Zeugen fiir die Zerlegbarkeit von n gibt.

Proposition 5.31. Sei 1 < n € IN ungerade keine Primzahl. Dann gilt:

1 < _ ¢(n)
|Enl = S[(Z/nZ)"| = ==

Mindestens die Hilfte aller Restklassen aus (Z/nZ)* liefert also Euler’sche Zeugen fiir die Zerlegbar-
keit von n.

Beweis. Da n keine Primzahl ist, existiert nach Satz 5.29 eina € (Z/nZ)* mita € E,. Wir setzen
E,:= (Z/nZ)* < E,.

und
M:={ab:b € E,}.

Es gilt #M = #E;, denn fiir by, b, € E; gilt ab; = aby genau dann, wenn b; = by ist. Dariiber
hinaus gilt M N E, = @,
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denn: Angenommen, es gdbe einc € M N E,.. Dann wire ¢ von der Form ¢ = ab fiir ein b € E,,.
Das lieferte

d=cb L= = el

—

und deshalb wegen ¢, b € E,

p(n)—1 p(n)—1 e e n— n—
(E) = <Cb ) = (E) (b> =c'7 (le)"’(”)*1 = (Cb"’(”)*l)Tl =4"7 mod (n),

n n n/ \n
was a € E, zur Folge hitte, was ein Widerspruch ist. #
Wir erhalten
-~ 1, = 1
4B, = S4B u M) < Li(z/nz)*| = 2
2 2 2
und somit
1
#E, > =|(Z/n)*| = ‘P(z”).

O

Algorithmus 5.32 (Primzahltest von Solovay-Strassen, 1977). Es soll getestet werden, ob die unge-
rade natiirliche Zahl n > 1 eine Primzahl ist.

(1) Wihle zufillig Zahlen ay, ..., a, mit ggT(a;, n) = 1firallei =1,...,r.
(2) Bestimme fiiri =1,...,r, 0b a; ein Eulerscher Zeuge fiir die Zerlegbarkeit von n ist.

(3) Falls eines der a; ein Eulerscher Zeuge fiir die Zerlegbarkeit von n ist, so gib aus: ,n ist keine
Primzahl”. Andernfalls gib aus: ,n ist vermutlich eine Primzahl”.

Ist n keine Primzahl, so gilt fiir die Wahrscheinlichkeit W, dass die Ausgabe ,n ist vermutlich eine
Primzahl” lautet, die Abschitzung W < %

Die Korrektheit des Algorithmus, falls die Ausgabe ,n ist keine Primzahl” lautet, ergibt sich
aus Satz 5.29; die Abschitzung fiir die Wahrscheinlichkeit W folgt unmittelbar aus Proposition
5.31.

Beim Primzahltest von Solovay-Strassen handelt es sich um einen probabilistischen Primzahltest.
Fiir die Praxis ist das durchaus akzeptabel, denn selbst ein deterministischer Primzahltest wird,
wenn er auf einem Computer implementiert ist, aufgrund der Moglichkeit von Hardware- und
Softwarefehlern eine gewisse Fehlerwahrscheinlichkeit aufweisen. In der Praxis wéhlt man den
Parameter r ,hinreichend grof3”.
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Beispiel 5.33. Es sei n = 73. Wir wihlen v = 2, a1 = 3, a = 5. Dann gilt
nt 3 73 1
a,> =3%=1mod (73), (%) = <73> = <3> = (3> =1,
sl a 5 73 3 5 -1
a,> =5% = —1mod (73), (;) = <73> = (5) = <5> = (3) = (3) = -1

Somit sind a1 = 3, a; = 5 keine Euler’schen Zeugen fiir die Zerlegbarkeit von n. Die Ausgabe des
Solovay-Strassen-Tests lautet: n = 73 ist vermutlich eine Primzahl.

Ganz dhnlich wie den Primzahltest von Solovay-Strassen 5.32 ldsst sich auch der Miller-Rabin-
Test herleiten, der in der Durchfithrung etwas aufwindiger ist, dafiir aber eine geringere
Fehlerwahrscheinlichkeit aufweist. Unter Annahme der (unbewiesenen) erweiterten Riemann-
schen Vermutung kann man zeigen: Ist 1 < n € IN ungerade und keine Primzahl, dann gibt
es einen Zeugen 4 fiir die Zerlegbarkeit von n mit 0 < a < 2(logn)? und a Primzahl, das ist
der Satz von Ankeny-Montgomery-Bach, 1980-1994. Das liefert einen deterministischen Prim-
zahltest, der in polynomialer Zeit lduft. Im Jahr 2002 haben Agrawal, Kayal und Saxena einen
deterministischen Algorithmus gefunden, der ohne Annahme von zusétzlichen Hypothesen in
polynomialer Zeit testet, ob eine Zahl eine Primzahl ist. In der Praxis ist dieser jedoch langsa-
mer als der Miller-Rabin-Test.



KAPITEL 6

Kettenbriche und quadratische Zahlkorper

6.1 Die Kettenbruchentwicklung reeller Zahlen

Die Darstellung reeller Zahlen im Dezimalsystem ist aus mathematischer Sicht insofern un-
kanonisch, als dass in diese die Wahl der Basis 10 eingeht. In diesem Abschnitt werden wir
die Kettenbruchentwicklung reeller Zahlen behandeln. Diese kommt ohne Basiswahl aus und
weist dartiber hinaus zahlreiche weitere bemerkenswerte Eigenschaften auf:

Definition 6.1. Fiir ay,...,a,, € Rmitay...,a, > 0 setzen wir

[a0,a1,...,am) == ap+
Ll1—|—

und nennen das Tupel ((ag, . ..,am), [ao, - .., am)) einen endlichen Kettenbruch mit Wert [ag, . . ., an].
Ist (an)nen, eine Folge reeller Zahlen mit a, > 0 fir n € IN und existiert der Grenzwert
lim,_co[ao, . - ., ay), dann setzen wir

[ag,a1,...] := lim [ay, ..., a,]
n—oo

und nennen das Tupel ((an)new,, (@0, a1, . . .]) einen unendlichen Kettenbruch mit Wert [ag, a1, . . .].

Unter einer Kettenbruchdarstellung einer reellen Zahl x verstehen wir einen Kettenbruch, dessen
Wert durch x gegeben ist, also einen Kettenbruch der Form ((ao, ..., am),x) oder ((an)nen,, X). Eine
solche Kettenbruchdarstellung von x heifst eine Kettenbruchentwicklung von x, wenn ag € Z ist und
a, € N fiir allen € N, sowie a,, # 1, falls die Kettenbruchdarstellung endlich ist.

106
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Bemerkung 6.2. Die obige Definition des Wertes endlicher Kettenbriiche lisst sich auch induktiv for-
mulieren: Es ist dann [ag] := ap sowie

! | fiirallei € IN.

aiy1

[ﬂ(), -ee A, ai+1] = [aO/ s, i1, +

Beispiel 6.3. (a) Esist

65 11 1 1 1 1
e ST ST S\ —2 =24 —— =12,2,2,5
27 +27 +27 +2 5 +2 1 +2 1 [ ]
i HET] HET] +2 1
5 T35

und also ((2,2,2,5),53) eine endliche Kettenbruchentwicklung von 5.

(b) Falls der Grenzwert ¢ = lim,|1,1,...,1] existiert, dann gilt offensichtlich

n—mal

1
+1+...

also > — ¢ — 1 = 0. Die einzige positive Losung dieser Gleichung ist ¢ = HT\@ der Goldene
Schnitt. Somit ist vorbehaltlich der Existenz des obigen Grenzwertes ([1,1,...], ¢) eine unendli-
che Kettenbruchentwicklung des Goldenen Schnittes.

Ziel dieses Abschnitts wird es sein, zu zeigen, dass jede reelle Zahl eine eindeutig bestimmte
Kettenbruchentwicklung hat. Im Folgenden geben wir den Kettenbruchalgorithmus an. Dieser
dient dazu, zu einer gegebenen reellen Zahl x die Kettenbruchentwicklung zu bestimmen:

Algorithmus 6.4 (Kettenbruchalgorithmus). Es soll die Kettenbruchentwicklung von x € R be-
stimmt werden.

(1) ag:=|x| €Z,ty:=x—ay € [0,1) und m := 0.
(2) Solange t,, # 0 ist, wiederhole (3) — (6):
(3)  Cmi=4
4)  apir = [Cu] EN
(5 tws1:=Gm —ams1 € [0,1)
(6) m:=m+1

Falls die Schleife (2) — (6) terminiert, falls also nach endlich vielen Schritten t,, = 0 erreicht wird,

so ist ((ap,...,am),x) die Kettenbruchentwicklung von x. Falls die Schleife nicht terminiert, so ist
((an)new,, x) die Kettenbruchentwicklung von x.
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Wir werden im Laufe dieses Abschnittes sehen, dass der Kettenbruchalgorithmus ein korrek-
tes Ergebnis liefert. Er terminiert nur fiir rationales x und gibt in diesem Fall eine endliche
Kettenbruchentwicklung als Ergebnis aus; fiir irrationales x erhalten wir eine unendliche Ket-
tenbruchentwicklung.

Satz 6.5. Sei x € R. Dann gilt:

(a) Die Zahl x besitzt eine eindeutig bestimmte Kettenbruchentwicklung. Diese wird durch den Ket-
tenbruchalgorithmus geliefert.

(b) Ist x rational, dann ist die Kettenbruchentwicklung von x endlich. Ist x irrational, dann ist die
Kettenbruchentwicklung von x unendlich.

Ist die Kettenbruchentwicklung von x durch ((ap, ..., am), x) bzw. ((an)nen,, X) gegeben, dann heiflen
die rationalen Zahlen [ay, ..., a,) mit n € Wo —und n < m, falls x € Q ist — die Ndherungsbriiche
VO X.

Den Beweis schieben wir an dieser Stelle auf, er benétigt einige Hilfsresultate, die wir im Laufe
dieses Abschnitts bereitstellen werden. Wir studieren zunédchst einige Beispiele zur Anwen-
dung des Kettenbruchalgorithmus 6.4 auf rationale Zahlen:

Beispiel 6.6. Mit den Bezeichnungen aus dem Kettenbruchalgorithmus 6.4 stellt sich die Rechnung in
Beispiel 6.3 (a) wie folgt dar:

a=2 to=1, Co=1,
m=2 h=7 &O=%
=2 th=41, &=5,
613:5, t3:0.

Beispiel 6.7. Kettenbruchentwicklungen treten auch in einigen Anwendungen auf:

(a) Die Umlaufzeit der Erde um die Sonne betrigt in guter Niherung

. 104.629
365d 5h 48 min 45, 8s = (365 + 432000> d.

Der Kettenbruchalgorithmus liefert

104.629
432.000

=10,4,7,1,3,6,2,1,170].

Niherungsbriiche dafiir lassen sich in klassischen Kalendersystemen finden:

» Der nullte Niherungsbruch fiir }1%‘:8(2)8 ist [0] = 0. Diese Niherung wurde beispielsweise im

alten Agypten vorgenommen: Es gibt keine Schaltjahre, dafiir wird gelegentlich ein Jahr um
einige Tage verlingert.

n Der erste Nitherungsbruch fiir }g‘;gég lautet [0,4] = 1. Dies entspricht dem Vorgehen im

julianischen Kalender: Alle 4 Jahre wird ein Schaltjahr eingefiigt.
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w Der fiinfte Nitherungsbruch fiir 13382 ist durch [0,4,7,1,3,6] = 1 gegeben. Das kommt

der Gestaltung des gregorianischen Kalenders sehr nahe: In Modifikation des julianischen
Kalenders fallen hier in 800 Jahren 6 Schaltjahre weg, nimlich diejenigen Jahre, deren Jah-
reszahl durch 100, aber nicht durch 400 teilbar ist.

(b) Bei der Einteilung des Jahres in Monate muss man das Verhiiltnis einer Mondperiode zur Jahres-
linge berechnen. Dieses ist ziemlich genau

. 2.953.059
©36.524.220°

Uber den Kettenbruchalgorithmus erhiilt man
x=10,12,2,1,2,1,1,17,3,6,2,1,2,1,1,7].
Auch hier lassen sich Nitherungsbriiche in klassischen Kalendersystemen finden:

w Der erste Niherungsbruch fiir x lautet [0,12] = 3. Das entspricht der Kalendereinteilung
im alten Agypten: Ein Jahr besteht aus 12 Monaten mit je 30 Tagen, dazu kommen 5 Feier-
tage.

n Der sechste Niherungsbruch fiir x ist durch [0,12,2,1,2,1,1] = % gegeben. Dieses Ver-
hiltnis wird im Meton-Zyklus des jiidischen Kalenders verwendet: 19 Jahre werden zu
einer Zeitperiode von 235 Monaten zusammengefasst.

Lemma 6.8. Mit den Notationen aus dem Kettenbruchalgorithmus 6.4 gilt fiir ein beliebiges x € R:

(@) Ist m € No mit t,, # 0, dann ist x = [ag, ..., am, Cn)-
(b) Ist m € WNo mit t,, = 0, dann ist x = [ao, . .., ay). Im Falle m > 1 ist dabei a,, > 1.

Es folgt, dass der Kettenbruchalgorithmus, falls er nach endlich vielen Schritten terminiert, eine endliche
Kettenbruchentwicklung von x von der Form ((ao, .. .,am), x) ausgibt.

Beweis. Wir zeigen zundchst Behauptung (a) per Induktion nach m und setzen dafiir m = 0
und ¢y # 0. Dann ist

1 1

_>m X —1ag

Zo
und deshalb

1
x = ag+ — = [ao, Co).

¢o

Das zeigt den Induktionsanfang. Fiir den Induktionsschritt nehmen wir nun an, wir hatten
bereits x = [ag, ..., am, {m| fir ein m € N gezeigt und es gelte t,, 1 # 0. Wir erhalten

X = [a()/ ey iy Cm] - [aO/ e /aTYl/am+l + tm+1] = [[’10/ e /ai’l’l/am+1 + 7]
gm—i—l

= [[,10, cee s Ay, A1, €m+1]
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und somit Behauptung (a).

Wir zeigen nun Behauptung (b). Ist hierbei einerseits ty = 0, so gilt offenbar x = [ag]. Ist
andererseits m > 1 mit t,, = 0, so ist t,,_1 # 0, weshalb sich aus Aussage (a) unmittelbar
x =lao,..., am—1,Cm—1] ergibt. Mit 0 = t,, = &p—1 — a,, folgt x = [ap, ..., ay]. In diesem Fall ist
am = w1 = —— > 1wegent, 1 € (0,1). O

tm—1

Lemma 6.9. Fiir ein beliebiges x € R sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(i) Der Kettenbruchalgorithmus 6.4 terminiert bei Eingabe von x nach endlich vielen Schritten.

(i) x € Q.
Insbesondere gibt Algorithmus 6.4 fiir rationale Eingaben endliche Kettenbruchentwicklungen aus.

Beweis. Nehmen wir zunédchst (i) an, der Kettenbruchalgorithmus 6.4 terminiere nach Eingabe
von x also nach endlich vielen Schritten. Ist hierbei t) = 0, so gilt x = [ag] € Z. Ist sonst m € Ny
maximal mit ¢,, # 0, so zeigt man anhand von 6.4 in einem leichten Induktionsbeweis

x =[ao,...,am Cm| = a0, ., 4m, Am+1]
mit ag € Z sowie ay, ..., a,+1 € IN. Hiermit erhalten wir x € Q, also Aussage (ii).

Gelte nun umgekehrt Aussage (ii), sei also x € Q, etwa x = g mit p € Z und g € IN. Da fiir
x = 0 nichts zu zeigen ist, konnen wir im Folgenden ohne Einschrankung x # 0 annehmen.
Wir setzen rg := p sowie 11 := g und fiithren den Euklidischen Algorithmus 1.7 aus:

70 =ajry + 1 mit a; € Z und 0 < 7, < 19,
2l =ajr+13 mita) € N und 0 < 73 < 17,
7 =altis1 + i mital € IN und 0 < ri4p < Tiy1,
Fm—1 =y Tm+tyer mita, | €IN und 0 < rypq < 1,
R L | mit a;, € IN.
Wir erhalten
£ 41 1 .. .
— =al+ 2 it S22 ¢ (0,1) firallei € {0,...,m — 1},
Tit1 Tit1 Tit1
m
Tm+1 "
Wir setzen
7 , .
= 42 firie {-1,...,m—1} sowie ¢t,:=0,

Tit1
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und erhalten

tgllzag—kt; firi e {0,...,m},
wobei t! € (0,1) furi = 0,...,m — 1 ist. Wir vergleichen dies mit den Formeln aus dem Ket-
tenbruchalgorithmus 6.4: Es bezeichne ((a;);c1, x) das Resultat des Kettenbruchalgorithmus bei
Eingabe von x, wobei I = {0,...,n} sei, falls der Algorithmus nach n € INy Schritten abbricht,
und I = INp sonst. Die Folge (t;);c; sei wie im Kettenbruchalgorithmus definiert. Wir zeigen
induktiv a; = alund t; = ¢ fir i € {0,..., m}. Insbesondere ist dann t,, = t;, = 0, so dass der
Kettenbruchalgorithmus nach endlich vielen Schritten abbricht. Sei zunédchst i = 0. Dann ist

1 / /

T 1
QOZLxJ:L?OJ:LTJ:% und tozx—aoztl——gozto_
1 1 4

Seinun 0 < i < m. Aus der Induktionsvoraussetzung ergibt sich t;_; = t/_; # 0 und deshalb

1 1 1 1
J:Lt/—Jzaf und t; = —aizi—g{:t{‘

. / 1 1
i—1 tiq tze1

LZZ'IL

ti1

Beispiel 6.10. Der Beweis hat gezeigt, dass man den Kettenbruchalgorithmus 6.4 fiir rationale Zahlen
als Variante des Euklidischen Algorithmus 1.7 ansehen kann. In Beispiel 6.3 (a) erhalten wir:

65 11
65=2-27+11 - ﬁ_2+ﬁ

27 5
1 11 1
1=2-5+1 - 5—2+5

5
5=5-1+0 = T_5+0'

Die nédchste Bemerkung zeigt insbesondere, dass es fiir jede rationale Zahl x genau eine endli-
che Kettenbruchentwicklung gibt:

Proposition 6.11. Seien ag,by € Z, a4, ...,a,,b1,...,by € N mit ay, by, # 1 und [ag,...,a,] =
[bo, ..., bw]. Dann gilt: n = m und a; = b; fiiri =0, ..., n.

Beweis. Ohne Einschrankung sei n < m. Wir beweisen die Behauptung per Induktion nach 7.

Sei zundchst n = 0. Ware m > 1, so auch

1

G0 =bot T
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wobei aufgrund von b,, # 1 die Ungleichung

1
0< 7——— <1
[b1, ..., b

gélte. Es folgte, dass die linke Seite der vorigen Gleichung eine ganze Zahl wire, die rechte
Seite dagegen nicht. Somit ist m = 0 = n und demzufolge ay = [ag] = [bo] = bo.

Im Folgenden sei n > 1. Es sei

o
(b1, -, bul

Hierbei ist zu beachten, dass mit demselben Argument wie oben aus n > 1 auch m > 1 folgt.
Aufgrund von a, # 1 # by, erhalten wir

x:[ﬂg,...,ﬂn]:ao—l-[ = by + :[bo,...,bm]

ai, ..., an)

1 1
0< ————<1lsowie0 < ——— <1
[ﬂl,...,ﬂn] [bl,...,bm]
und deshalb ay = |x| = by und schlieilich [ay,...,a,] = [b1,...,bn]. Aus der Induktionsan-
nahme folgern wirn = mund a; = b; firi =1,...,n. O

Lasst man in Proposition 6.11 die Voraussetzung a,, b,, # 1 weg, gilt die Eindeutigkeitsaussage
nicht mehr:
lag,...,ap, —1,1] fira, >1odern =0,
[HOI' 'Iaﬂ—llaﬂ] = .
[ag,...,ap-1+1] fira,=1undn > 1.

Im Folgenden werden wir uns mit der Kettenbruchentwicklung irrationaler Zahlen beschif-
tigen. Dazu starten wir mit einer Folge ganzer Zahlen (a,),ew, mit a, > 1 fir n > 1 und
werden Folgendes beweisen:

» Die Folge ([ao, ..., an])nen, konvergiert.

s Stammt die Folge (ﬂn)nelNo aus der Ausgabe des Kettenbruchalgorithmus 6.4 fiir eine irra-
tionale Zahl x, dann konvergiert die Folge ([ao, ..., a,])nen, gegen x, der Kettenbruchal-
gorithmus liefert also als Ausgabe eine unendliche Kettenbruchentwicklung von x.

Das nichste Lemma hat einen sehr technischen Charakter, wird sich aber im weiteren Verlauf
des Kapitels als niitzlich herausstellen und an vielerlei Stellen Anwendung finden:

Lemma 6.12. Sei (a,)nc, eine Folge ganzer Zahlen mit a, > 1 fiir n > 1. Wir setzen

p—2:=0, p_1:=1, pp:=anpu_1+pun— fiirallen >0 (insb. po = ap),
g2:=1, q-1:=0, qu:=augn-1+4qgn—2 fiirallen >0 (insb. go = 1),

oder alternativ in Matrixschreibweise:

B N 10 n n— n— n— a, 1 »
(o )= 2 () = (o ) (o) wraten=o0
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Dann gelten die folgenden Aussagen:

Pn Pn-1) _ (a0 1 a; 1 ay
@ (qn qn—1>_<1 0>'(1 0><1
b) lag, ..., a,] = P2
(b) [ao ay] Py
_gpn‘f’Pn—l
(C) [aOI"'/anlg] - gqn+qn_1

(d) gui1 > gn

(e) 91 > qo

O Pndn-1— Pn1qn = (—1)"*!
(8) Pnn—2— Pn—2qn = (—1)"ay,
() ggT(pn qn) =1

(1)> fiir alle n € IN.

fiir alle n € INy.

fiirallen € Ny, ¢ € R-o.

fiir alle n € N, insbes. g, > n.
mit Gleichheit genau fiir a; = 1.
fiir alle n € INy.

fiir alle n € INy.

fiir alle n € INy.

Beweis. Behauptung (a) folgt unmittelbar aus der Rekursionsformel in Matrixschreibweise.
Wir zeigen nun Behauptung (c) per Induktion nach 7: Im Fall n = 0 ist

:a0+1_§a0+1 _Cpot+pa

& ¢ lgotg-

Sein > 1. Nach Induktionsvoraussetzung erhalten wir

(a0, C]

(aﬂ + %)pnfl + Pn—2
(lln + %)qnfl + qn—2
_ (ﬂnC + 1)Pn—1 + érpn72 _ g(anpn—l + pan) + Pn-1
(@G +1)qn-1+8qn—2  C(angn-1+qn-2) +qn-
_ GPntPna
San +qn- -

1
[QOI'”/a?’l/C] = [QO/"-/anflla?l_FE] =

Nun folgt sofort Behauptung (b) via

_ P

] (é) anPn—l + pan
n

ao, . .
[ 0 Andn—1 + gn-2

-/ 0n

Weiteristqo =1, 1 = a190 = a1 > 1, Gu+1 = n419n + Gn-1 > qn + gn—1. Induktiv ergibt sich
Jnt+1 > qn > n fiir n € IN und somit die Behauptungen (d) und (e).

Der Beweis von Behauptung (f) ergibt sich aus

Pn Pn-1) _ ap 1\ (m 1\  [ay
det< )—det(<1 0) (1 O) <1

Qn qn—l

ap 1
de’c(1 0)

Pndn—1 — Pn—19n

o))
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Behauptung (g) folgt mit

Prn—2 — Pn—2Gn = (nPn-1~+ Pn—2)Gn—2 — Pn—2(anGn-1 + Gu—2)

n

f
= un(Pfﬁl’]n—Z - pn—Zanl) Q (_1) ap.

Zum Beweis von Behauptung (h) betrachten wir schliefllich eind € Z mitd | p, und d | g.
Dann gilt d | (pugn—1 — pn-1qn) = (—1)" und also d = +1. Das impliziert ggT(py, q») =1. O

Da wir im weiteren Verlauf des Kapitels gelegentlich die Indexmenge {—2,-1,0,1,2,...} be-
notigen werden, fithren wir an dieser Stelle dafiir die Bezeichnung IN_, ein.
Satz 6.13. Sei (a,)ncn, eine Folge ganzer Zahlen mit a, > 1 fiir n > 1. Dann gelten die folgenden

Aussagen:

(a) Die Nitherungsbriiche [ay, .. .,a,] = 2 aus Lemma 6.12 bilden eine konvergente Folge.

dn
(b) Die Teilfolge ( 222 ist streng monoton wachsend, die Teilfolge ( £2+L ist streng mono-
8¢ \ 720 . 8 &g . 8

nelN Ton+1 ) pelN
ton fallend. Insbesondere gilt fiir x = lim, % = lag, a1, .. .| die Abschitzung
aO:@<&<&<...<x<...<@<ﬂ.
go 492 g4 B3 M0

(c) Die Zahl [ag, ay, .. .] ist irrational.

Ist x = [ag,...,an] € Q, und sind %, ceey % die zugehdrigen Niherungsbriiche, dann gilt Aussage
(b) entsprechend mit ... < x < ...

Beweis. Nach Lemma 6.12 gilt

pi _ Pie1 _ pifi-1— picgi _ (1™
9 qi—1 q9iqi—1 9iqi—1

fur allei € IN.

Es folgt

. n . . n —1)i+1
p=p°+2(pl—’“>=ao+2( )
i=1

In qo P qi qdi-1 qidi—1

Nach Lemma 6.12 (d),(e) ist die Folge < 7 ql_ - > N eine streng monoton fallende Nullfolge, wes-
Mi1— 6
! n (71)i+1
i=1 q;qi4

(%)ng]N konvergent und wir haben Behauptung (a) gezeigt.

Weiter gilt nach Lemma 6.12 (g)

wegen aus dem Leibniz-Kriterium die Konvergenz von ) folgt. Somit ist die Folge

Pn _ Pn—2 _ Pnqn-2— Pn-29n _ (—1)”7[1'1 fiir alle n € INy
In qn—2 qnqn—2 Gnqn—2
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Demzufolge gilt fiir alle n > 2 wegen a,,, §n, qn—2 > 1

Pn > Pn—2 fir n gerade,
dn qn—2

Pnoo Pn=2 g ungerade.
qn qn—2

Hieraus folgt Behauptung (b).

Zum Beweis von Behauptung (c) nehmen wir schliefllich an, x = [ag, a1, ...] wire rational.
Der Kettenbruchalgorithmus lieferte in diesem Fall eine endliche Kettenbruchentwicklung
((bo, ..., bm),x) von x. Wir zeigen zunéchst induktiv, dass hierbei ay = by fir k = 0,...,m

wiére. Zunidchst gélte ag = |x| = by. Ausgehend von [ag,a1,...] = [a0,a1,...,8k-1, bk, ..., U]
setzten wir nun &1 := [a, ax11, . ..]. Das wire aufgrund von Aussage (a) wohldefiniert und
es gélte

[ao,al, .. .,ak,l,(fk,l] = [ao,al, .. ] = [ao,al,. . .,ak,l,bk, N ,bm]

Durch Termumformung ergibe sich §x_1 = [bk, ..., bw), was ay = |Cx_1] = by zur Folge hitte
und die Induktion beendete. Mit &, = [ay41, Am+2, - . -] ergdbe sich die Gleichung [ay, . .., an] =
[0, - ., am, Cm), was zum Widerspruch fiihrt. O

Beispiel 6.14. Sei a, = 1 fiir alle n € INy. Fiir n > 0 ergibt sich so
Pn=Pn-1t+Pn-—2 Gn=1{qu-1+qn-2

und insbesondere py = 1, p1 = 2, qo = 1 sowie q1 = 1. Bezeichnet (F,)nen, die Folge der Fibonacci-
zahlen, dann ist p, = F,11, qu = Fy fiir alle n € INg. Die Folge % = F”F—:l ist aufgrund von Satz 6.13
konvergent und aus der Uberlequng in Beispiel 6.3 erhalten wir

F 1
mtl—1,1,..] = +2\/§.

lim Pn _ lim
n—00 gy n—oo [,

Aus Satz 6.13 folgt insbesondere, dass die Folge der Naherungsbriiche, die man tiber den Ket-
tenbruchalgorithmus 6.4 zu einer irrationalen Zahl x bestimmt, konvergiert. Im ndchsten Satz
werden wir zeigen, dass der Grenzwert durch x selbst gegeben ist:

Satz 6.15. Seien x € R\ Q, ((an)nen,, X) die Ausgabe des Kettenbruchalgorithmus bei Eingabe von
X sowie (%)nelNo die Folge der Niiherungsbriiche wie in Lemma 6.12. Dann gelten die folgenden Aus-
sagen:

=

n

n

(a) Die Folge der Niherungsbriiche [ay, . .., a,] = 5 konvergiert gegen x, es ist also x = [ag, a1, . . .].

(b) Fiirallen € Ny ist

g Pl L
In nqdn+1
fiir n > 1 ist insbesondere
X — Pn < !
qn| n(n+1)




6.1. Die Kettenbruchentwicklung reeller Zahlen 116

(c) Fiirallen € Ny ist
1

Gn(qn + qni1)’

Pn

X——| >

qn

Somit liefert der Kettenbruchalgorithmus eine unendliche Kettenbruchentwicklung von x als Ergebnis.

Beweis. Wir beginnen mit dem Beweis von Aussage (b), da diese Aussage (a) impliziert. Die
Folge ({y)nen, sei definiert wie im Kettenbruchalgorithmus. Aufgrund von Lemma 6.8 und
6.12 (c) erhalten wir fiir jedes n € INy:

x = [ao,. an,Gn] = m

und deshalb

_ Pn_ CapntPn1)qn — Pu(Gnfn + Gn-1) _ Pn-1Gn — Pndn-1 6129 (="

Un qn(CnQn +qﬂ—1) B %(Cn% +qn—1) Qn(énqn +qn—1).

Wegen a,.1 = (.| < &n — andernfalls wiirde der Kettenbruchalgorithmus an dieser Stelle
terminieren — erhalten wir

1 1 1

Pn

y— =

= < = .
qn qn(énf]n + anl) qn (an+1Qn + qnfl) ndn+1

Fiir n > 1 ist nach Lemma 6.12 (d) g, > n, was

v Pn < 1 < 1
Gl quwr — n(n+1)
zur Folge hat.

Behauptung (c) ergibt sich wegen ¢, < [{,]| +1 = a,41 + 1 durch

Pn 1 1 1
X — — = > =
dn Gn(Cnn +qn-1) ~ Gu((@ns1 +1)qn +gn-1)  Gu(@ns19n + Gu-1 +qn)
1
 9n(@urr +qn)

Proposition 6.16. Sei x = [ag, ..., ay| € Q mit a,, # 1. Dann gilt:

1

_Pn - -
Gn(qn + Gns1)

qn

Pn

X——\ >

qn

<
nqgn+1

X und

fiir alle n € {0,...,m — 1}, wobei bei der ersten Ungleichung Gleichheit nur im Falln = m — 1
auftritt.

Beweis. Der Beweis verlduft analog zum Beweis von Satz 6.15. O
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Zum Beweis von Satz 6.5 verbleibt noch zu zeigen, dass jede reelle Zahl eine eindeutig be-
stimmte Kettenbruchentwicklung besitzt. In Verbindung mit Proposition 6.11 und Satz 6.13 (c)
geniigt dafiir die folgende Proposition:

Proposition 6.17. Seien (a,)ncw,, (bn)new, Folgen ganzer Zahlen mit a,, b, > 1 fiir n > 1 und

[a0,a1,...] = [bo, b1, ...]. Dann gilt: Fiir alle n € N ist a, = by,.

Beweis. Wir zeigen die Aussage per Induktion nach n und setzen dafiir x = [ag,a1,...] =
[bo, b1, ...]. Es ist dann ay = [x] = by. Es sei nun a9y = by,...,a, = b,. Setzen wir nun
¢ = [ans1,an42,--.], & = [bps1,bns2,...], so ergibt sich [ag,...,a,,&] = [bo,...,bn, ¢ =
[a0,...,an,¢'] und daraus ¢ = &'. Aufgrunddessen ista, 1 = [&] = |&'] = byt1. O

Beispiel 6.18. (a) Der Kettenbruchalgorithmus 6.4 liefert fiir x = /2

1 1 1
=1+ =1+

1 V2+1 V2+1
V2-1 (V2-1)(V2+1)
R

24+ (V2-1)

V2=14+(V2-1) = 1+

24—
V2+1

Aus Satz 6.15 folgt, dass ((1, 2,2,2,...), \@) die Kettenbruchentwicklung von /2 ist.
b) e=[2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,.. ].

(c) m = [3,7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1, .. .]. Es ist hierbei kein Muster bekannt. Der dritte Niihe-
rungsbruch ist durch [3,7,15,1] = % ~ 3,1415929 gegeben und approximiert 7t bereits sehr
gut.

6.2 Periodische Kettenbriiche

Definition 6.19. Sei (a,)ucn, eine Folge ganzer Zahlen mit a, > 1 fiir n > 1. Der Kettenbruch
((an)new,, (a0, a1, . . .]) heifdt periodisch, wenn es ein h € N und ein n € Z>_q mit a,,1p, = a fiir
allem > n+1 gibt. In diesem Fall nennen wir das minimale h mit dieser Eigenschaft die Periodenlinge
und fiir den Kettenbruch verwenden wir die Notation

((ll(), A1,e oy Any A1, - - - /an+h)/ [aO/ A1y« s Any A1, - - - ran+h]>'

Der Kettenbruch heifit reinperiodisch, wenn n = —1 gewihlt werden kann, wenn es also keine Vorpe-
riode gibt.
Beispiel 6.20. (a) Der Goldene Schnitt ¢ = 1+2*/§ oLt [1] hat eine reinperiodische Kettenbruchent-

wicklung mit Periodenliinge 1.

(b) V2 oL [1,2] hat eine periodische Kettenbruchentwicklung mit Periodenlinge 1.
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Satz 6.21 (Euler-Lagrange). Fiir ein beliebiges x € R sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(i) Die Kettenbruchentwicklung von x ist periodisch.

(ii) Die Zahl x ist eine quadratische Irrationalzahl, es ist also x ist irrational und x erfiillt eine
q
quadratische Gleichung der Form ax® + bx + ¢ = 0 mit a,b,c € Z.

Beweis. Gelte zundchst Aussage (i), die Kettenbruchentwicklung von x sei also periodisch. Da-
mit ist sie insbesondere unendlich, weswegen x nach Satz 6.5 irrational ist. Sei die Ketten-
bruchentwicklung von x explizit durch ((ao, A1,y On, Aty - Bnrh), x) gegeben. Wir setzen
¢:=[ant1,---,a51n)- Esergibtsich { = [a,41, ..., 4,4y, ¢]. Die Folge der Ndherungszdhler bzw.
-nenner zu ¢ gemifl Lemma 6.12 bezeichnen wir im Folgenden mit (p!)ien , bzw. (4})ieN ,-
Aus Lemma 6.12(c) erhalten wir

_CPht P

g =
S g+ 94

und daraus
g+ (G2 — Ph1)E— Php=0.

Wir bezeichen die Folge der Ndherungszdhler bzw. -nenner zu x gemifl mit (p;)ien_, bzw.
(gi)ien ,- Dann gilt

- CPn + Pn-1

X = [ﬂol---,ﬂnré] = Eqn + qn1

und aufgrunddessen

- n—1X — Pn—1

= P

Das Einsetzen von ¢ in die obige quadratische Gleichung fiir ¢ und anschliefendes Multipli-
zieren mit (g,x — pn)2 liefert eine quadratische Gleichung fiir x mit Koeffizienten in Z.

Gelte umgekehrt Aussage (ii) und sei x also eine quadratische Irrationalzahl mit ax? + bx + ¢ =
0 fiir a,b,c € 7. Nach Satz 6.5 ist dann die Kettenbruchentwicklung von x unendlich, etwa
((ag,a1,...),x). Seien (&,)nen, wie im Kettenbruchalgorithmus definiert und (py)nen_, bzw.
(gn)nen_, die Folge der Ndherungszahler bzw. -nenner. Dann ist insbesondere

n n+ n—
X = [ao,...,ﬂnrgn] = W

fir alle n € INg. Durch Einsetzen dieses Ausdrucks in die quadratische Gleichung fiir x erhalten
wir

2
. (Cnpn + pn_l) IR 2 G

gn‘]n +gn- gn‘]n +gn-1



119 Kapitel 6. Kettenbriiche und quadratische Zahlkdrper

und deshalb

0= a(Gupn + pu-1)? +b(Cupn + Pn-1)(Endn + Gu-1) + c(Eun + gn1)?
= & (apy + bpugn + cqy) + Cu(2apupn—1 + b(Pagn-1 + Pu-14n) + 2Gugn—1)
+aps ) +bpu1n1+cqi 4
Wir setzen fiir n € INg
Ay := apy + bpagn + cqy,
B, :=2apupp—1+ b(Pugn-1 + Pn-1qn) + 2cqnqn-1,
Cu = app_q +bpu1qn-1+ cfs_1,

so dass also AHC% + b,Cy + C, = 0 gilt. Wir bemerken zudem, dass offenbar C,, .1 = A, ist. Eine
langere Rechnung ergibt

B2 —4A,C, = (b* — 4ac)(pugn-1— Gnpn-1)* L2 — dac.
Nach Satz 6.15 (b) und Lemma 6.12 gilt

1 1
X — & < S X
qn Indn-+1 T
es existiert also ein d, € R mit |6,| < 1 und
1
X — & == —5717
In T

Das impliziert

P = xgu + 2
n n q

n

und deswegen

|An| = |”P31 + bpngn + C‘/%z|

60 \* b )
= la xq,ﬁ—q— +bqn an+; +cqy

n

2
= (@ + b +.0) + 200, + by 0%
n

(52
= |2axé,, + bd, + a—;’
T

< 2lax| + |b| + |al.

Die rechte Seite ist unabhingig von n, also treten in der Folge (A;)ncn, nur endlich viele ver-
schiedene Werte auf. Wegen C,,1 = A, gilt dies auch fiir die Folge (Cy)nen, und aufgrund von
B2 — 4A,C, = b* — 4ac ebenso fiir die Folge (Bu)nen,- Da Au¢% + B,&, + Cy = 0 gilt, kénnen
auch in der Folge (&, )nen, nur endlich viele verschiedene Werte auftreten. Demzufolge gibt es
ein h € IN und ein m € INg mit {45, = . Das hat zur Folge, dass die Kettenbruchentwicklung
von x periodisch ist. O



6.2. Periodische Kettenbriiche 120

Proposition 6.22. Sei d € 7 keine Quadratzahl. Dann erfiillt die Menge
Q(\/ﬁ) = {u—l—v\/gzu,v €eQ} CcC.
die folgenden Eigenschaften:

(a) (1,v/d) ist eine Basis von Q(+/d) als Q-Vektorraum.
(b) Q(V/d) ist mit der eingeschrinkten Addition und Multiplikation von C ein Korper.
(c) Die Abbildung
{Q(ﬁ) — Q(Vd),
"Nu+ovd —u—vVd

ist ein Korperautomorphismus von Q(+/d), es ist also - bijektiv und fiir alle x1, x, € Q(\/d) gilt:
X1 + xp = X1 + Xp sowie X1 - X3 = X7 - X3.

(d) Ein Element x € Q(+/d) liegt genau dann in Q, wenn X = x ist.

(e) Etfiillt x € Q(\/E) die quadratische Gleichung ax® + bx + ¢ = 0 mit a,b,c € Q, so ist ax> +
bx + ¢ = 0. Ist insbesondere x & Q, so ist X die zweite Losung dieser Gleichung.

Beweis. Nach Definition erzeugt (1,v/d) den Q-Vektorraum Q(+/d). Weiter ist (1,/d) linear
unabhingig iiber Q, denn wire u - 1+ vv/d = 0 mit (1,v) € Q> ~ {(0,0)}, so auch v # 0 und
Vid = —% € Q, was ein Widerspruch ist, denn d ist kein Quadrat. Das zeigt Behauptung (a).

Behauptung (b) tiberpriift man leicht.

Zum Beweis von Behauptung (c) betrachten wir u1, 13, v1, v2 € Q und berechnen

(1 +01Vd) + (uz + v2Vd) = (uq + u2) + (01 + v2Vd) = uy + 1y — (v +v2)Vd
= (1 — 0 Vd) + (s — v2)Vd = g + 01 Vd + up + v2Vd

sowie
(11 + 01V d) (g + 02V d) = gty + v102d + (1102 4 1p01)Vd
= uquy + v102d — (U0 + uzvl)\/;l
= (uy — 01Vd) (12 — v2Vd)
= u1 4+ v1Vd - up + v2Vd.

Die Bijektivitdt der Abbildung ergibt sich daraus, dass es sich sich offenbar um eine Involution
handelt, denn zweimaliges Anwenden liefert die Identitit auf Q(v/d).

Behauptung (d) ist klar.

Behauptung (e) folgt vermoge Aussage (c) aus ax? + bx + ¢ = 0 durch Anwenden von -, denn
dann erhalten wir
0=0=ax2+bx+c=ax*+bx +c.
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Proposition 6.23. Sei x eine quadratische Irrationalzahl. Dann gilt:

(a) Es gibt ein eindeutig bestimmtes quadratfreies 1 < d € N mit x € Q(\/d). Damit existieren
nach Proposition 6.22 eindeutig bestimmte u,v € Q mit x = u + v/d. Anwendung von = in
Q(Vd) liefert X = u — v\/d. ¥ heifit die zu x konjugierte Zahl.

(b) x ist eine quadratische Irrationalzahl.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Existenzaussage in Behauptung (a). Seien dafiir a,b,c € Z mit
ax* 4+ bx + ¢ = 0. Da x irrational ist, gilt a # 0. In R erhalten wir

x = —bilax/bz—élac.

2a 2
Wir schreiben b? — 4ac = r?d mit 1 < d € IN quadratfrei und r € IN. Das impliziert

b r
=——+—Vd.
* 2a Za\f
Mit u := —L und v := £ folgt x = u + vV/d.

Zum Nachweis der Eindeutigkeit sei x € Q(1/d1) N Q(v/d2) und x ¢ Q, wobei 1 < dy, dy € N
quadratfrei seien. Dann existieren uy, us,v1,v, € Q mit x = u; + viVd, = uy + v31/d. Nach
Multiplikation mit den auftretenden Nennern kénnen wir ohne Einschrankung u1, 1, v1,v; €
Z. annehmen. Es ist dann

(u1 — M2)2 = (Uz dz — Ul\/a)z = U%dl + U%dz — 2017)2\/511612,
also
(ug — uz)2 — v%dl — v%dz 4+ 20102+/d1d> = 0

Aufgrund von x ¢ Q gilt hierbei v1, v; # 0. Nach Proposition 6.22 (a) ist d1d> ein Quadrat und
deshalb dy = d>.

Behauptung (b) folgt direkt aus Proposition 6.22 (e). O

Schwiécht man die Forderung der Quadratfreiheit von 4 ab, indem man nur noch fordert, dass d
kein Quadrat ist, so gilt die Existenzaussage in (a) natiirlich immer noch, die Eindeutigkeit geht
allerdings verloren. Die ndchste Bemerkung zeigt jedoch, dass das Berechnen des Konjugierten
davon unbeschadet bleibt:

Proposition 6.24. Sei x eine quadratische Irrationalzahl der Form x = u + ovVd mit u,v € Q und
nicht-quadratischem d € . Dann gilt: ¥ = u — v\/d.

Beweis. Wir schreiben d in der Form d = r?d’ mit einem quadratfreien 1 < d’ € N und r € IN.
Es ergibt sich

Y=utovVd=u+oVr2d = u+orvd = u—orvd = u — vVd.
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Beispiel 6.25. Sei x € R die positive reelle Nullstelle von 2X*> — 6X — 1. Dann ist x = 3 4+ 1v/44 =
34+ 1V11,als0x = 3 — JVIL

Proposition 6.26. Sei x € R eine quadratische Irrationalzahl mit reinperiodischer Kettenbruchent-
wicklung ((ag, a1, ..., a5—1),x). Dann gilt:
1
X = [ah—l,---,ﬂllﬂo]-

Beweis. Wir setzen y := [a,_1,...,a1,40|. Weiter seien (pn)neN_,, (Gn)neN_, bZW. (P)neN_,,
(9,)neN_, die Folgen der Naherungsbruchzighler und -nenner zu x bzw. y. Es gilt dann

x = [ao,a1,...,ap-1,X], Y= |ap_1,...,41,80,Y],
woraus sich mittels Lemma 6.12

o Pt P VPt Pig
Xqp—1 + qn—’ a7, . +4q, ,

ergibt. Das liefert

Clhflxz + (Gn—2 — Pr-1)x — pr—2 =0,
Ghry® + (Gh_y = Ph1)y — P = 0.

Durch Multiplikation der letzten Gleichung mit — yl—z finden wir

/ (_1>2+(/ o )(_1>_ / =0
Ph-2 Y Yh—2 = Ph—1 Y Ih-1 .

Nach Lemma 6.12 ist

Ph-1 Pr2) _ (a0 1\ (a1 1\ —  fapq 1
Gh1 Qo 1 0/ \1 0/ "\ 1 o0)

(Ph—l Ph—z)t _ (ﬂh—l 1) o (al 1) ) (ﬂo 1) 6.12 <P§z1 Piz)
thl C]h,2 1 0 e 1 0 1 0 q;z—l q;l—Z

zur Folge hat. Das impliziert

was

Ph-1= Ph 1 Ph—2 = Qh1, Gh-1= P2 G2 = Gj_2

und somit erfiillt —% dieselbe quadratische Gleichung wie x. Nach Proposition 6.22 (e) gilt
dann x = —i oderx = —%. Aus ag = a, > 1 folgt x,y > 0 und deshalb —% < 0, so dass der

Fall x = —% nicht auftritt. Demzufolge ist x = —% und alsoy = —1. O
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Beispiel 6.27. Fiir x = %ﬂ berechnen wir x = [3,6]. Aus Proposition 6.26 ergibt sich —1 = [6,3],
also

1
B _ 2 :2(\/ﬁ+3):3+\/ﬁ'
3—v11 V11-3 2
2

[6,3] =

Definition 6.28. Sei x eine quadratische Irrationalzahl. Die Zahl x heifit reduziert, wenn x > 1 ist
und —1 < x < 0 gilt.

Beispiel 6.29. 3+27\/ﬁ ist reduziert, denn es gilt 3%5 >1und -1 < 3’§/ﬁ < 0.

Satz 6.30. Es sei x eine quadratische Irrationalzahl. Dann sind dquivalent:

(1) x ist reduziert.

(ii) Die Kettenbruchentwicklung von x ist reinperiodisch.

Beweis. Gelte zundchst Aussage (ii) und sei die Kettenbruchentwicklung von x durch
((ao, ai,. ..,ah,l),x) gegeben. Dann ist x > a9 = a; > 1 und aufgrund von Proposition 6.26
gilt

1
——=la,1,..., > 1.
T (a1 ao]

Damit ist % < —lund also —1 < x < 0, so dass x reduziert ist.

Gelte umgekehrt Aussage (i) und sei also x reduziert. Ist (¢;);cn, die zugehorige Hilfsfolge aus
dem Kettenbruchalgorithmus 6.4, so bemerken wir zundchst, dass &y eine quadratische Irratio-
nalzahl ist. Dies ergibt sich daraus, dass mit der Kettenbruchentwicklung der quadratischen
Irrationalzahl x auch die Kettenbruchentwicklung von ¢, periodisch ist. Dann ist ¢y reduziert,

denn: Nach Definition ist

1
go:x—LxJ

>1,

dennx — |x] € (0,1).Seid € INmitx € Q(+/d). Nach Proposition 6.22 (b) ist auch & = ﬁ €
Q(+/d) und es ist

— 1 6.22 1

go:x—LxJ REETk

Aufgrund von —1 < ¥ < Ound |x] > 1folgt X — |x| < —1 und somit —1 < & < 0. #

Induktiv folgt mit der gleichen Argumentation, dass ¢; fiir jedes i € Ny eine reduzierte qua-
dratische Irrationalzahl ist — im Beweis hiervon spielt ¢;_; die Rolle von x. Da x quadra-
tische Irrationalzahl ist, besitzt x nach Satz 6.21 eine periodische Kettenbruchentwicklung
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((ao, e O, Ayt 1, - At h), x). Wir zeigen im Folgenden a, = a,j. Die wiederholte Anwen-
dung dieses Resultats liefert schliefSlich, dass die Kettenbruchentwicklung von x reinperi-
odisch ist, und der Beweis ist beendet. Nach den obigen Uberlegungen ist ¢,_1 reduziert, also
0 < —&, 1 < 1-im Fall n = 0 setzen wir hierbei ¢_; := x. Aufgrund von

1
Cn—1=an+ 5
ist
1
- E =dan — gnflz
n
woraus
1 [
- C: =ay+ (_gnfl) mit —¢y-1 € (0/ 1)
n
folgt. Insbesondere ist
1
=) =a
oo
Mit Proposition 6.26 folgt aufierdem
1 _
== [an+hr cee /anJrl]
n
und deshalb
1
ﬂn+h - L_EJ = dy.
n

Abschliefiend untersuchen wir die Kettenbruchentwicklungen von Quadratwurzeln:

Beispiel 6.31.
V2 = [1,2]
V3 = [117]
V5 o= [2, ]
V7 2,1,1,1,4]
VIO = [4, W}

Proposition 6.32. Sei d € IN kein Quadrat. Dann ist die Kettenbruchentwicklung von \/d vom Typ
((ao, a1, ..., ap—1,2a9), \/H) mitay_; = a; firi=1,...,h —1.
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Beweis. Die Kettenbruchentwicklung von V/d sei durch ((an)ne]NU, \/;i) gegeben. Zunichst ist
ao + V/d. Die Kettenbruchentwicklungen von v/d und x unter-
scheiden sich nur an der nullten Stelle: Dort steht ag bei v/d sowie 2ag bei x. Die quadratische

ap = |Vd|. Wir setzen x :=

Irrationalzahl x ist reduziert, denn es gilt x > 1 und

f:ao—\/;l: L\/EJ—\/;ZE(—LO).

Nach Satz 6.30 hat x eine reinperiodische Kettenbruchentwicklung ((2110, ai, ..., ap1), x), wes-
halb wir ((110, ai,...,ay_1,240), \/;l) als Kettenbruchentwicklung von V/d erhalten. Es verbleibt

der Nachweis der Symmetrieeigenschaft. Mit

1
= =lay,...,a5_1,2
Co="— 2 a, ..., an1,2a]
ergibt sich
— = = [2a0,ah,1, .. .,a1].
0
Andererseits ist
1 1 _
—==——g—=—(x—2a) = —(ap — Vd —2a9) = ag + Vd = x.
60 f*Zﬂo
Das impliziert
[2&0, al,... ,Elh,l] = [2(10, ap_1,..- ,Ell].

In Verbindung mit Proposition 6.26 folgt daraus a;,_; = a; furi =1,...,h — 1.

6.3 Die Pell’sche Gleichung und diophantische Approximation

In diesem Abschnitt studieren wir mit der Pell’schen Gleichung

X2 —dXs=1

fiir ein Nicht-Quadratd € IN

und ihren Verallgemeinerungen

X2 —dX3=c

eine weitere Klasse diophantischer Gleichungen, deren Losungstheorie eng mit der Theorie

fiir ein Nicht-Quadratd € Nund ein ¢ € Z

quadratischer Zahlkorper zusammenhéangt. Wir schreiben

Ly:={(x,y) € 2*: x* —dy* = 1}
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fur die Losungsmenge der Pell’schen Gleichung zum Parameter d. Diese enthalt stets die bei-
den trivialen Losungen (+£1,0). Die Frage ist, ob L; dartiber hinaus weitere Elemente enthilt.
Wir zeigen zunédchst, dass L; unter der Annahme der Existenz einer nichttrivialen Losung aus
unendlich vielen Elementen besteht, und geben eine Beschreibung von L; an. Wichtig hierfiir
ist die Faktorisierung

(X1 + XoVd) (X1 — XoVd) =1

der Pell’schen Gleichung zum Parameter d, aufgrund derer jedes Element aus L; zu einem
Element

x+yVd e Q(vVd) mitx,ye Zund (x+yVd)(x+yVd) =1
korrespondiert.

Satz 6.33. Sei d € N kein Quadrat. Dann gilt: Falls die Pell’sche Gleichung X3 — dX5 = 1 eine
nichttriviale ganzzahlige Losung besitzt, so gibt es unter den Losungen (x,y) in Ly N IN? eine ein-
deutig bestimmte Losung mit minimalem x. Diese heifit die Fundamentallosung in L. Ist (a,b) die
Fundamentallosung, so gilt

Ly = {£(Xn,yn) € Z*: xy + yuVd = (a +bVd)",n € Z}.

Beweis. Aufgrund der vorausgesetzten Existenz einer nichttrivialen Losung in L; ist auch
Ly N IN? # @. Da fiir eine Losung (x,y) € L; N IN? der Wert von y durch den Wert von x
eindeutig festgelegt ist, gibt es unter den Losungen (x,y) in L; N IN? eine eindeutig bestimmte
Losung mit minimalem x. Damit ist die Existenz und Eindeutigkeit der Fundamentallosung
bereits gezeigt.

Sei im Folgenden (a,b) die Fundamentallosung. Wir bemerken, dass fiir (x1,y1), (x2,¥2) €
Ly N IN? mit x; < xp auch y; < y gilt, denn es ist

-1 x2-1
g=B-ldol_p

Damit gilt offenbar fiir von (a, b) verschiedenes (x,y) € L; N IN? die Ungleichung

1<a+bVd<x+yVd

Sei nun (x,y) € L;. Wir bemerken, dass x = 0 zu dy> = 1 und damit zu einem Widerspruch
fiithrt, wahrend y = 0 zu x = +£1 fiihrt. Es ergeben sich daher die folgenden fiinf Falle:

Fall 1: x = 1 und y = 0. Dann ist x + yv/d = +1 = +(a + b\/d)".
Fall 2: x > 0 und y > 0. Dann gibt es ein 7 € N mit x + yv/d = (a + b\/d)",

denn: Nehmen wir an, dies wére nicht der Fall. Dann existierte ein n € IN mit

(a+bVd)" < x+yVd < (a+bVd)"L
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Mit (a + bv/d)(a — byV/d) = a> — db*> = 1 folgte

1= (a+bVd)"(a—bVd)" < (x +yVd)(a—bVd)"
< (a+bVd)"(a—bVd)" = a+bVd.

Schrieben wir (x + yv/d)(a — b\/d)" = i + b\/d mit 4,b € Z, so erhielten wir

(x —yVd)(a+bVd)" =x+yVd- (a—bVd)" = (x +yVd)(a — bVd)"
—d+bVd=a—bVd.

Das lieferte

t

a2 —db* = (A +bVd)(a—bVd) = (x +yVd)(a — bVd)" (x — yVd)(a +bVd)"
= (x* —dy?)(a® —db*)" =1
und somit (4,b) € Ly. Wegen d + bv/d < a + b\/d konnte (4,b) dabei nicht in L; N IN? liegen.
Im Fall < 0 und b > 0 wére aber
1 pa—
i+bvd

und im Fall @ > 0 und b < 0 gilte

—(a—bVd)=—a+bvVd >0

1
a+bvd

Folglich erhielten wir 4 < 0 und b <0,im Widerspruch zu d + bvd > 1. #

1> —a—-bVd>a+bvd > 1.

Fall 3: x < 0 und y < 0. Dann ist
x+yvd=—(—x—yVd) = —(a +bVd)"
fiir ein n € IN nach Fall 2.

Fall 4: x > 0,y < 0. Dann ist

1
x+y\/;l

=x—yVd=(a+bVd)"

fiir ein n € IN nach Fall 2 und deshalb x + yv/d = (a 4+ bv/d)™".
Fall 5: x < 0,y > 0. Dann ist

1 n
—x+y\/g=—x+y\/3:(a+b\/3)

fir ein n € IN nach Fall 2 und deshalb x + y/d = —(a + bv/d) "
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Seien nun umgekehrt n € Z und x,,, y, € Z mit x,, + yn\/g = (a+ b\/ﬁ)”. Dann ist

Xy —yn\/a = x, +yn\/;l = (a+ b\/ﬁ)” = (a— b\/&)”.

und somit
x% - dygl = (xu + yn\/g>(xn - yn\/g) = (a+ b\/ﬁ)”(a - b\/gl)n = (‘12 - dbz)n =1,
und also (xy,y,) € Ly. Damit ist auch (—x,, —y,) € Ly. O

Satz 6.33 sagt leider nichts iiber die Existenz einer nichttrivialen Losung der Pell’schen Glei-
chung aus. Unser Ziel im weiteren Verlauf des Abschnitts ist die Konstruktion solch nichttri-
vialer Losungen. Die Theorie der Kettenbriiche kommt dabei wie folgt ins Spiel: Ist (x,y) € IN?
eine Losung von X% — dX% =1, soist

eine sehr gute rationale Naherung von v/d. Wir werden zeigen, dass es sich um eine sogenannte
diophantische Approximation von /d handelt und dass solche diophantischen Approximatio-
nen durch Naherungsbriiche von v/d gegeben sind. Zunichst definieren wir:

Definition 6.34. Seien « € R und z = g € Qmitp € Z,q9 € N und ggT(p,q) = 1. Die rationale
Zahl z heifst eine diophantische Approximation von «, wenn fiir alle p € Z,§ € N mit § < q und
& # L die Ungleichung

g = p| < |aq — P
gilt.

Istz = g mit p € Z,q € N und ggT(p,q) = 1 eine diophantische Approximation von « € R,
dann gibt es keine rationale Zahl g mit f € Z,§ € Nund § < g, fiir die

a—g < zx—E,
q q
gilt, denn andernfalls ware
N N P‘_
af —pl=qla—=Z|<qgla—=| = |ag—p|.
g —pl =4 7| =1 p g — p]

Die Umkehrung hiervon ist falsch: Es gibt etwa keine rationale Zahl % # % mitp € Z,§ € N

und 4§ < 3, fiir die

K

—_
-

1 1 2
< |Z_Z
<53

gilt, aber 1 ist keine diophantische Approximation von 1, dennesist ¢ # 1,1 < 3 und
1 1 1 2

- 1-0==-<|z-3-1|=_.

105 <[5 -3
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Satz 6.35. Seien a € R und (Z—:)nel die Folge der Niherungsbriiche von a mit I = Ny fiira € R\ Q

ist und I = {0,...,k} fiir & € Q. Sei weiter z € Q eine diophantische Approximation von «. Dann
gibteseinn € I mit z = S—:, es ist also z ein Niherungsbruch von «.

Beweis. Wir schreiben z = g mitp € Z,q € Nund ggT(p,q) = 1. Ista = ap € Z, so folgt
lo-1—ag| =0, so dass © = « die einzige diophantische Approximation von « ist und also
zZ = ”1—0 = % gilt. Im Folgenden sei & & Z. Insbesondere ist k > 1, falls « € Q ist. Nach Satz 6.13
gilt
=<2 P cac  <cBP
q0 92 44 3 7

Ist z nicht von der Form p—: fiirein n € Ny, dann liegt z in einem der Intervalle (—oo, %), (%, o)

oder in einem Intervall zwischen zwei Ndherungsbriichen. Wir unterscheiden sechs Fille:

Fall1:z < %. Wegen % =ag < a gilt |a — ag| < |« — z|. Die rationale Zahl %* liegt somit ndher
an « als z, weswegen z keine diophantische Approximation von & sein kann.

. n n i
Fall 2: z > o= Wegen P gilt

o —z| = a—p‘> m_p‘zlpw—pql\ > 1
al 11 9 q19 - Mg
und deshalb
6.15,6.16
|"‘q—ll’|2l=L > a—@ =la-1—apl.
q1 q190 qo

Weil z = g eine diophantische Approximation von « ist, folgt 3 = g und deshalb

Po_f _P_
0 1 g 7
im Widerspruch zu Satz 6.13.

Fall 3: ZZ—: < % < % fiir ein ungerades n € N mit n + 1 <k, falls « € Q. Wir erhalten

1 < |Pgn—1 — Pu-14| _ ‘P _ Pn1 < Pn+1  Pn-1 < ‘zx ! 6.15<,6.16 1
qqn-1 q9n—1 q dn—1 dn+1 qn—1 In—1 Gn—19n
und somit g, < q. Auflerdem ist
a_’”‘ > PnH_P’zl,
q Yn+1 4 q9n+1
woraus sich
| > 1 1 6.15§6.16 Pn | |
g — — Yn = n|& — —| = |&dn — Pn
1 Pl = In+1 1 Inqn+1 1 n 1 P
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P _ Pn

ergibt. Da z = 7 E eine diophantische Approximation von « ist, folgt wegen g, < g, dass 7= o

ist, was ein Widerspruch zu ggT(p,q) = 1ist.

Fall 4: Z“—*; < g < Z“ L fiir ein gerades n € N mit n + 1 < k, falls « € Q. Dieser Fall wird
analog zu Fall 3 behandelt.

Fall 5: « = p—’; < £ < % fiir « € Q und k gerade. Dieser Fall wird analog zu Fall 3 behandelt.

Fall 6: 21 < £ < P& — 4 fiir » € Q und k ungerade. Dieser Fall wird analog zu Fall 3

Tk—1 q Tk
behandelt.
Da alle Falle zum Widerspruch fiihren, ist z von der Form * fiir ein n € No. O

Satz 6.36. Seien « € R und (%)nel die Folge der Niiherungsbriiche von o mit I = Ny fiira € R\ Q

ist und I = {0,...,k} fiir « € Q. Dann ist % eine diophantische Approximation von « fiir allen € I
mitn > 1.

Beweis. Im Folgenden sei n € I mitn > 1. Dann ist
B, :={(p,q) € ZxN:q<g,und |ag— p| minimal}.

wohldefiniert und nichtleer, denn die zweite Komponente kann nur endlich viele Werte an-
nehmen, und fiir festes g gilt |ag — p| — oo fiir p — oo und p — —oo. Dartiber hinaus setzen
wir

q" := min{q € IN : Es existiert ein p € Z mit (p,q) € B, }.
Es gibt genau ein p* € Z mit (p*,q*) € By,

denn: Angenommen, es gébe p*, p mit (p*,q*), (7,q*) € B, und p* # p. Dann gilte |ag* — p*| =
|ag* — p| und deshalb

Wegen p* # p wire 5—: # qﬁ* und deshalb a = %. Das lieferte

*_*_P*+ﬁ_* >1
#q” —p*| = |5 —p 2 5

_ =7
2

Wir unterscheiden nun drei Fille:

Fall 1: « € R\ Q oder « € Q mit k > 2, jeweils mit a; > 1. Dann wére g, > q1 > qo = 1, also
g2 > 3 und somit
1

gl

IN

lag1 — p1| = q1 |a —

1 1
21 ‘<q_
q1 q1492 q2

was ein Widerspruch zur Minimalitit von |ag* — p*| > 1 ist.
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Fall 2: « € R\ Q oder « € Q mit k > 2, jeweils mit a; = 1. Es ergdbe sich q; = g9 =1, % = qg

und % = ap+ 1. Wegen a # [ag,2] wire |a —ag| < % oder |« — (a9 +1)| < 1. Andererseits

gilte |a —ag| = |ago — po| und |a — (ag+1)| = |agq — p1|- Das lieferte |ago — po| < % oder
lag; — p1| < %, im Widerspruch zur Minimalitt von |ag* — p*| > 1.

Fall 3: « € Q mit k = 1. Dann wére & = %, also |ag1 — p1| = 0, was wiederum zum Wider-
spruch fiihrt. #

Esist ggT(p*,q*) = 1, andernfalls wiren p*, * von der Form p* = dp und ¢* = dj mit einem
d > 1. Das hitte

|2f — pl <d[ag — p| = |aq” — p"|
zur Folge, was ein Widerspruch ist. Nach Konstruktion ist 5—: eine diophantische Approximati-

£ Wegen 7" < g, folgt m < n ~hier geht

n > 1ein; fir n = 0 wire auch m = 1 moglich. Weil ggT(p*, %) = 1 ist, erhalten wir p* = py,
und g% = gy. Es giltm = n,

on von «. Nach Satz 6.35 gibt es ein m € INg mit 5—: =

denn: Wir nehmen an, es gélte m < n. Nach Satz 6.15 hitten wir dann

1 1

o — Pm > .
Gm + Gm+1 qn-1+qn

qm

>

|&qm — Pm| = qm

Nach Konstruktion von p* = py,, 4* = g gélte

o Pn

qn

6.15
2 1 1

= "guni1 Gui1’

|aqm — pm| < |aqn — pn| = qn

Damit erhielten wir

1 1
< ,
Gn—1 + In In+1

also g1 < gn + gn—1, was ein Widerspruch ist, denn es gilt §,+1 = 244190 + Gn—1 > Gun + Gn-1.
#

Somit ist % = Z—: eine diophantische Approximation von «. O

Eine genaue Analyse des Beweises zeigt, dass die Aussage von Satz 6.36 auch im Fall n = 0
giiltig ist, allerdings mit folgenden Ausnahmen:

o= [ag,2],
m o =[ap1,...,a;] mitk > 2,

X = [ao,l,[lz,...],

bei denen % keine diophantische Approximation von a ist.
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Satz 6.37. Seien « € R und p € Z sowie q € IN mit ggT(p,q) = 1 und

_pr_ 1
’“ q‘<2q2'

Dann ist g eine diophantische Approximation von «, insbesondere ist g ein Nitherungsbruch von «.

Beweis. Angenommen, es gébe p € Z,§j € Nmitg < g, g #* sund lag — p| < |ag — p|. Dann
galte
ﬁ’ 1o 1 _q p' 1
a—=|=zxfj—p| < <lag—pl=<|a—=| < =—.
7=l PlsFlaq—pl=ga— <oz
Das lieferte
ﬁ—p’< aF +‘ —p‘ L1 _49+4
q ql” q ql ~2q9 29> 24%]
Andererseits wire
‘p_ﬁ _lpa—pil o 1
q 4 qq a9
Wir erhielten
1 _q+q
T < ~ 7/
qq  2q%]
deshalb auch
29<q+4g
und schliefSlich
q<4,

was ein Widerspruch ist. Somit ist £ eine diophantische Approximation von a und aufgrund

von Satz 6.35 auch ein Ndherungsbruch von a. O
Satz 6.38. Sei d € N kein Quadrat und sei ¢ € Z mit |c| < L(\/f + Vd) mit

fim d fiirc >0,
" | max{c+d,0} firc<O.

Weiter bezeichne (%)n €I, die Folge der Niherungsbriiche von \/d. Dann gibt es fiir jede Losung

(p,q) € N? der Gleichung X3 — dX2 = ceinn € No mit g = %. Ist insbesondere ggT(p,q) = 1, so
ist p = ppund q = qy.
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Beweis. Seien p,q € N mit p*> —dq® = cund p,7 € N mit ggT(§,§) = 1und £ = g Dann ist
—gVd=—C5"_ und =\/c+dqg>.
p—q b+ qvd p q
Das liefert
T
q 91 alp+avd)  q(Vetdg? +qvd)  @(, /5 +d+Vd)

‘C‘ <L<1

< n, = ~0/

S eWfrVa) 2T
weshalb S = g nach Satz 6.37 eine diophantische Approximation von v/d und somit ein Nzhe-
rungsbruch von v/d ist. O

Korollar 6.39. Sei d € IN kein Quadrat und bezeichne (£*) . die Folge der Niherungsbriiche von
Vd. Dann gilt:

Ly N IN* C {(pn,qn) : n € No},
es ist also fiir jede Losung (p,q) € IN? der Pell'schen Gleichung Xi — dX5 = 1 der Bruch [ ein
Niiherungsbruch von \/d.

Beweis. Wir bemerken zum Beweis, dass fiir c = 1 die Abschédtzung aus Satz 6.38 trivialerweise
erfiillt ist und dass fiir jede Losung (p,q) € IN? der Pell’schen Gleichung X? — dX3 = 1 stets
geT(p,q) = 1 gilt, denn jeder gemeinsame Teiler von p, q teilt auch p? — dg* = 1. ]

Die Aussage des Korollars impliziert noch nicht, dass unter den Naherungsbriichen wie oben
auch tatsdchlich Losungen der Pell’schen Gleichung auftreten. Davon miissen wir uns im wei-
teren Verlauf noch tiberzeugen.

Beispiel 6.40. Sei d = 3. Es gilt \/3 = [1,1,2] und daher
@_1 pr_ 2 p2 5 ps 7 py 19

g 1Uq 1 q 3¢ 4 q 11
Das liefert

Po—3a0=-2 pi =3¢ =1, p3 =303 =-2 p3-3q3 =1, pi — 305 = —2.
Unter den ersten fiinf Nitherungsbriichen liefern also % und % Losungen der Pell’schen Gleichung

X% — 3X3 = 1. Die Fundamentallgsung ist offenbar durch (p1,q1) = (2,1) gegeben.
Satz 6.41. Sei d € IN kein Quadrat und sei die Kettenbruchentwicklung von /d durch

(a0, @, -, ay), Vd)

mit Periodenlinge h gegeben. Sei weiter (%)n €Ny die Folge der Niherungsbriiche von \/d und die Folge
(&1)new, wie im Kettenbruchalgorithmus 6.4 definiert. Schlieflich setzen wir by := |Vd], c 1 := 1
und co := d — b3 sowie b1 := aycy — by und cyy1 1= cp_1 + 2a,by — aicy fiir n > 0. Dann gelten

fiir alle n € Ny die folgenden Aussagen:
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S

(a) éi’l = b”_é_n 7
(b) pi —day = (=1)""cs,

(€) 0 <c, <2Vd,

(d) cpn =1 <= n=—-1mod (h).

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Gleichung
d— b,le = CpCpa1

fur n > —1 per Induktion: Fiirn = —1istd — b(z) =g = coc_1. Furn > —1ist
d— b%H =d — (apycy — bp)? = (d — b2) + (2ancyby — a>c2) =d — b + cp(cpi1 — 1)
= Cp—1Cn + CnCp+1 — CnCn—1 = CnCn+1-
Da d kein Quadrat ist, impliziert dies insbesondere c,, # 0 fiir alle n € INy.

Auch Behauptung (a) zeigen wir per Induktion: Fiir n = 0 ist ag = |v/d| und

1 1 _bo-*—\/a_bo—F\/a

‘:0:\/3_{\/% T Vd—b d-B  «

Fiir n > 1 erhalten wir

p— e o el £ VA culbun + V)
Sn—an  by+d—ac, Vd—by i—12 Catrit
_ bt Vd
B Cnel

Zum Beweis von Behauptung (b) betrachten wir ein n € INy. Nach Lemma 6.12 gilt

d _ gnpn + pnfl _ (bn + \/E)Pn + Cnpnfl
Cnln + qn—1 (bp + \/E)E]n + cnGn—1

und somit

(b + V) + cnfu1)Vd = (by + Vd)pp + capn_1.
Das liefert

(bupu + Cupn-1 — d4n) + (Pn — budn — cafn-1)Vd =0,
was nach Proposition 6.23

bnpn + Cupn—1 — df]n = 0 und Pn — bn"]n — Cnln-1 = 0
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zur Folge hat. Wir erhalten

qn (bnpn + CnPn-1— dQn) + Pn(pn - bn‘]n - CnQn—l) =0
und damit

P+ Cn(Pu1Gn — pufn—1) — dq; = 0.
Unter Verwendung von Lemma 6.12 ergibt sich

pr —day = (=1)" ey
Behauptung (c) zeigen wir wieder per Induktion nach n: Fiir n = 0 ist
2
co=d—|Vd| = (i |Va|)vi+|va)),

woraus sich 0 < ¢g < 2v/d ergibt. Sei nun n > 1. Nach Proposition 6.32 besitzt &, eine reinpe-
riodische Kettenbruchentwicklung und nach Satz 6.30 ist ¢, reduziert, es ist also ¢, > 1 und
—1 < ¢, < 0. Wir erhalten

bt VA bo— Vi _ 2V

0< & —Cn= = ,
Gn = Gn Cn Cn Cn

was ¢, > 0 zur Folge hat. Das liefert

|b71| = d_Cnflc;/l < \/E.
Aufgrund von ¢, > 1ergibtsich ¢, < ¢,¢, = by + Vid < |bn| + Vd < 24/d.

Zum Beweis von Behauptung (d) betrachten wir zunéchst ein n € Ng mitn = —1 mod (k) und
eink € N mitn = kh — 1. Es ist dann

632 .
Cn = lans1, ans2, - -] = g, knar, - -2 = [an, a1, - ap_1] = |ay,a1,-. -, a,] = [2a0,a1,---,a3)

= ag + [ag, @1, -, ) = ap+ Vd
und damit ¢, = 1. Sei nun umgekehrt n € Ny mit ¢, = 1. Dannist ¢, = b, + V/d, deshalb ist én
von der Form
gi’l = [ﬁ()/ a,az,.. ]
mit einem dp € Z. Da ¢, reduziert ist — siehe Beweis von (c); das gilt auch fiirn = 0—-ist g, > 1
und deshalb 4y € IN. Wegen Vd = [ag, a1, ..., a,, ¢y erhalten wir
[ag,a1,...] = Vd = [ao,a1,...,ay,d0,a1,0z, . ..].

Aus der Eindeutigkeit der Kettenbruchentwicklung ergibt sich a;, (,,1) = 4; fiir alle i > 1.
Andererseits gilt ebenfalls a;,, = a; fiir alle i > 1. Wir schreiben n +1 = gh + r mit einem
r € INg mit 0 < r < h. Dann erhalten wir fiir alle i > 1 die Identitét

i = it (n+1) = Aitgh+r = ditrs

was wegen der Minimalitdt von & zu r = 0 fithrt. Deshalb folgt i | (n + 1) und somit n
—1mod (h).

o
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Korollar 6.42 (Legendre). Seien d € N kein Quadrat und (%)n en, die Folge der Niherungsbriiche

von \/d sowie h die Periodenlinge von +/d. Ferner sei

B h  fiir h gerade,
2h  fiir h ungerade.

Dann gilt
La N IN* = {(pygi_1, Quir) + k € N}
Die Fundamentallosung in Ly ist durch (p;_4,q;_,) gegeben.

Beweis. Sei zunichst (p,q) € Ly N IN?. Nach Korollar 6.39 gibt es dann ein n € INg mit p = p,
und g = g,,. Nach Satz 6.41 gilt dabei

1=p*—dg> = p; —dgs = (-1)"c,

mit einem ¢, wie dort, insbesondere gilt ¢, > 0. Somit ist n ungerade und ¢, = 1. Mit Satz
6.41 folgt n = —1mod (h), so dass es ein k € N mit n = kh — 1 gibt, wobei k genau dann
gerade ist, wenn h ungerade ist. Somit existiert ein k € IN mit n = kh — 1 und es ist also

(P,9) = (Pri—1/ Wi1)-

Ist umgekehrt n = ki — 1 mit einem k € N, so ist

6.41 i 6.41
P% - dCI% = Pi;;_l - d’ﬁf,_l = ()%, =1

und also (py, gn) € Ly N IN2.

Es verbleibt, die Fundamentallosung zu identifizieren. Nach Lemma 6.12ist q;_; < g7, < ...,

und wegen py,_; = 4/1+ dq%hq folgt p;,_1 < pyj_q < .... Somitist (p;_;,4;_,) die Funda-
mentallosung in L. O

Beispiel 6.43. Sei d = 23. Dann ist /23 = [4,1,3,1,8] und somit h = h = 4. Nach Korollar 6.42 ist
daher (ps,q3) die Fundamentallosung der Pell’schen Gleichung X% — 23X5 = 1. Wir berechnen

ps p2\ _ (40 1\ (a1 1\ fax 1Y\ (a3 1
qs 42 o 1 0 1 0 1 O 1 0
_ (4 1) (1 1) /3 1) (11
10 10 10 10
(24 19
\5 4)’
so dass (24,5) die Fundamentallosung der Pell’schen Gleichung X? — 23X3 = 1 ist.

Korollar 6.44. Seien d € IN kein Quadrat und (%)n €Ny die Folge der Niherungsbriiche von \/d sowie
h die Periodenlinge von \/d. Dann gilt:
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(a) Ist h gerade, dann hat die Gleichung X2 — dX5 = —1 keine Lisung (p,q) € Z>.

(b) Ist h ungerade, dann sind die Losungen (p,q) € IN? der Gleichung X? — dX3 = —1 durch
(Pkn—1, Gkn—1) mit ungeraden k € IN gegeben.

Beweis. Offenbar hat die Gleichung X7 — dX3 = —1 keine ganzzahligen Losungen (x,y) mit
x = 0 oder y = 0. Nach Satz 6.38 mit c = —1 und unter Verwendung von

|—1|:1<%(1+f2)§%(\/d—1+\/3)

folgt, dass es fiir jede Losung (p,q) € IN? ein n € INp mit p = p, und q = g, gibt. Hierbei
verwenden wir ggT(p,q) = 1, denn jeder gemeinsame Teiler von p und g teilt auch p? — dg? =
—1. Nach Satz 6.41 ist

P —dqy = (=1)""c,

mit ¢, > 0. Im Folgenden nehmen wir an, dass (px, §x) eine Losung ist. Dann folgt ¢, = 1, nach
Satz 6.41 also n = —1 mod (h), so dass es ein k € IN mit n = kh — 1 gibt.

Ist nun h gerade, so ist n = kh — 1 ungerade und demzufolge
pr—dg = (-1)"" =1,

was ein Widerspruch ist. Unter dieser Voraussetzung kann es also keine Lésungen in IN? und
demzufolge auch keine in 7? geben. Das ist Behauptung (a).

Ist h ungerade, so folgt analog

pi —dgy = (=)
Die Losungen (p,q) € IN? sind in diesem Fall genau durch die (py,_1, gxn—1) mit k € IN ungera-
de gegeben. Das ist Behauptung (b). O

Beispiel 6.45. (a) Sei d = 23. Nach Beispiel 6.43 ist dann h = 4 und nach Korollar 6.44 hat die
Gleichung X2 — 23X3 = —1 keine ganzzahligen Lisungen. Das kann man natiirlich auch da-
durch sehen, dass man die Gleichung modulo 23 betrachtet und feststellt, dass (5—31) = —1ist.

(b) Sei d = 5. Dann ist \/5 = [2,4] und also h = 1. Nach Korollar 6.44 sind somit die Losungen
(p,q) € N? von X2 —5X3 = —1 durch (px_1,qx_1) mit k € IN ungerade gegeben, also durch
(Pak, gox) mit k € INg gegeben. Es gilt: (po,q0) = (2,1), (p2,92) = (38,17), ... Die Losungen
von X2 —5X3 = 1in N? sind durch (py_1,qox—1) mit k € IN gegeben.

6.4 Die Einheitengruppe des Ganzheitsringes quadratischer Zahlkérper

Definition 6.46. Sei K ein Korper mit Q C K C C und den von C eingeschrinkten Verkniipfungen.
Insbesondere kann man K mit der skalaren Multiplikation Q x K — K, (&, x) — ax als Q-Vektorraum
auffassen. K heift ein quadratischer Zahlkorper, wenn dimg K = 2 ist.
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Proposition 6.47. Sei K ein Korper mit Q C K C C und den von C eingeschrinkten Verkniipfungen.
Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(i) K ist ein quadratischer Zahlkorper.
(i) Es gibt ein eindeutig bestimmtes quadratfreies d € 7.~ {0,1} mit K = Q(~\/d).

Istd e Zmitd=r*dundr € N,d € Z ~ {0,1} quadratfrei, so ist Q(v'd) = Q(v/d). Im Fall d > 0
heifst K ein reellquadratischer Zahlkérper, im Fall d < 0 ein imagindrquadratischer Zahlkérper.

Beweis. Gelte zundchst Aussage (i) und sei also K ein quadratischer Zahlkorper. Wir zeigen nun
zuerst die Existenz. Sei x € K\ Q. Dann ist das System (1, x) offenbar Q-linear unabhéngig und
wegen dimg K = 2 also eine Q-Basis von K. Das System (1, x, x?) ist wegen dimg K = 2 linear
abhidngig tiber Q, so dass es 4,b,c € Q mit ax> +bx+c=0unda # 0 gibt, wobei wir ohne
Einschrankung a, b, c € Z annehmen konnen. In C erhalten wir die Gleichung

X = —kil\/bz—élac.
2a 2a

Wir schreiben b? — 4ac = r?d mitr € N und d € Z quadratfrei. Wegen x ¢ Qistd # 0,1.
Das liefert x = — 2 £ 7/d € Q(vd) und somit K = Q + Qx C Q(v/d). Nach Proposition
6.22 ist dimg Q(v/d) = 2 = dimg K und deshalb K = Q(+/d). Es verbleibt der Nachweis der
Eindeutigkeit. Sei K = Q(v/d1) = Q(+/d2) mitdy,d, € Z ~ {0,1} quadratfrei. Insbesondere ist
dann v/d; € Q(y/d) und es gibt u,v € Q mit v/d; = u + v\/dy. Das liefert dy = u? + v*d, +
2uv+\/dy. Aus Proposition 6.22 erhalten wir uv = 0. Wéare v = 0, dann wére Vdi = u € Z,was
ein Widerspruch ist. Also ist u = 0 und damit d; = v2d,. Da dq quadratfrei ist, ist v = 1 und
deshalb d; = d».

Gelte umgekehrt Aussage (ii). Nach Proposition 6.22 ist Q(v/d) ein Korper, und (1,v/d) eine
Basis von Q(1/d) als Q-Vektorraum. Insbesondere ist dimg Q(v/d) = 2.

Seinund = r2d mitr € Nund d € Z quadratfrei, d # 0, 1. Offenbar ist (1, \/;f) = (1,r\/a) und
damit aber auch (1,v/d) eine Q-Basis von Q(Vd). Es folgt Q(Vd) = Q(V4d). O

Wir erinnern an dieser Stelle daran, dass wir nach Proposition 6.22 auf dem Kérper Q(+v/d) den

Korperautomorphismus
_Jewd) - qvd),
' u—+ v\/a — U — U\/H
haben.

Definition 6.48. Sei K ein quadratischer Zahlkorper und d € 7 quadratfrei mit K = Q(v/d). Wir
definieren die Abbildungen Norm und Spur als

N: K - Q bz, Sp: AN - Q
"Nx=u+ovd — xx=u?—02d ' p: x=u—ovd — x+7x=2u
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Wie man leicht nachrechnet, erfiillen Norm und Spur die folgenden Eigenschaften:

Proposition 6.49. Seien K ein quadratischer Zahlkorper und x,y € K. Dann gilt:

(@) N(xy) = N(x)N(y),
(b) Sp(x+y) =Sp(x) +Sp(y),
(c) N(x) = N(x),

(d) Sp(x) = Sp(%),
(e) x* —Sp(x)x +N(x) =0,

Definition 6.50. Seien K ein quadratischer Zahlkorper und x € K. Das Element x heifit ganz, wenn
Sp(x) € Z und N(x) € Z ist. Wir setzen

Ok = {x € K: x ist ganz}.
Proposition 6.51. Seien K ein quadratischer Zahlkorper und x € K. Dann gilt:
@ OxNQ="2.
(b) x € Ox <— x € Ok.
Beweis. Behauptung (a) ergibt sich aus
OxkNQ={xeqQ:xistganz} = {x € Q:Sp(x) =2x € Zund N(x) =x* € Z} = Z.
Behauptung (b) folgt aus Proposition 6.49 (c),(d). O

Beispiel 6.52. Sei K = Q(+/5).

mx=2-5:Sp(x) =4, N(x) = (2—5)(2++/5) =4 5= —1undalso x € Ok.
mx=1+3v5:Sp(x) =2 N(x)=(1+1/5)(1-1v5)=1-2 = —1undalso x ¢ O.

mx=3+1V5:Sp(x) =3 N(x)=(3+1V5)(3—-3V5) =3—2=1undalsox € Ok,

Wie man im obigen Beispiel sieht, konnen bei ganzen Elementen in quadratischen Zahlkorpern
sehr wohl Nenner auftreten.

Proposition 6.53. Seien K ein quadratischer Zahlkdrper und x € K \ Q. Dann sind dquivalent:

(i) x € Ok.
(ii) Es gibt ein normiertes quadratisches Polynom f = X? +aX + b € Z[X] mit f(x) = 0.
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Beweis. Gelte zunédchst Aussage (i) und sei also x € Ok. Dann ist N(x) € Z und Sp(x) € Z,
weshalb das Polynom f := X% — Sp(x) X + N(x) in Z[X] liegt. Nach Proposition 6.49 gilt weiter

f(x) =0.

Gelte nun umgekehrt Aussage (ii) und sei f(x) = x>+ ax+b = O mita,b € Z. Wegen x €
K\ Qist dann x # x und nach Proposition 6.22 ist ¥ +ax+b = 0; es sind also x, ¥ die zwei
Nullstellen von f. Es folgt

f=(X—-x)(X—-%)=X>—Sp(x)X +N(x).

Wegen f € Z[X] istSp(x) = —a € Z und N(x) = b € Z und also x ganz. O

Der néchste Satz liefert eine explizite Beschreibung der ganzen Elemente eines quadratischen
Zahlkorpers. Als Nebenprodukt erhalten wir, dass diese einen Ring bilden:

Satz 6.54. Seien K ein quadratischer Zahlkorper und d € Z quadratfrei mit K = Q(+/d). Dann gilt:

11 ++d) fird=1mod (4),
Vd fiird = 2,3 mod (4).
(b) Ok ist ein Ring, der sogenannte Ganzheitsring von K.

() O ={x € Ox:N(x) = £1}.

(a) Ok = Z]w] :{a+bw:a,b€Z}mitw:{

Beweis. Fiir den Beweis von Behauptung (a) sei zundchst x € Ok. Wir schreiben x in der Form
x =u+ovvVdmitu,v € Q. Esist Sp(x) = 2u € Z, so dass es ein p € Z mit u = 5 gibt. Somit ist
x=5+vVdund

N(x) = % —v*d € Z.

Es gibt demzufolge ein 4 € Z mit v?d = 4. Weil d quadratfrei ist, existiert ein g € Z mitv = 1.
Wir erhalten x = § + 1v/d und deshalb

also p? = q°d mod (4). Wir unterscheiden nun zwei Falle:

Fall 1: d = 2,3 mod (4). Wire g = 1 mod (4), so folgte p?> = g°d = d = 2,3 mod (4), was ein
Widerspruch ist. Es ist also g2 = 0 mod (4) und folglich p?> = 0 mod (4). Das liefert 2 | p und
2 | g und somit u,v € Z, also x = u +vV/d € Z[\/d].

Fall 2: d = 1 mod (4). Dann ist p?> = ¢*> (mod 4) und deshalb p = g (mod 2). Wir erhalten

_r_ q,_r—9 1 _r—1q
x =4V =" (14 Vi) = S+ qu € Zw],
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Damit ist die Inklusion Ok C Z[w] gezeigt. Sei nun umgekehrt x € Z[w]. Wir unterscheiden
wieder dieselben zwei Félle:

Fall 1: d = 2,3 mod (4). Dann existieren a,b € Z mitx = a + bV/d. Demzufolge ist
Sp(x) =Sp(a+bVd) =2a €7, N(x)=N(a+bVd) =a*—1*dcZ
und also x € Ok.

Fall 2: d = 1 mod (4). In diesem Fall existieren a,b € Z mit

x:a+bw:a+b1+2\/a:a+z+g\/a.

Es ergeben sich

Sp(x):Sp(cH—Z—FZ\/H):ZEH-bEZ,
B b b B b,

o %
—Zd—a +ab+z(1—d),

was wegen d = 1 mod (4) ebenfalls in Z liegt. Somit ist x € Ok.

Wir zeigen nun Behauptung (b). Wegen Ox C C und 0,1 € Ok miissen wir nur nach-
rechnen, dass Ok abgeschlossen unter Addition und Multiplikation ist. Nach Aussage (a) ist
Ok = Z|w] fur w wie in (a) angegeben. Fiir beliebige x = a1 + biw und y = a; + byw in Ok mit
ai,az, by, by € Z gilt dann

x+y=(a1+a)+ (b +bh)w € Z[w] = Ok,

xy = (a1 + b1w) (X2 + yow) = a1z + (arb2 + braz)w + by byw?.

Um xy € Ok zu folgern, geniigt es w? € Z|w] zu zeigen. Im Fall d = 2,3 mod (4) ist w? =
(Vd)? =d € Z|w]. Im Falld = 1 mod (4) gilt

o <1+\/H>2_1+2\/Zz+d_2+2\/ﬁ+d—1_d—1

> 1 1 1 +w € Z[w).

Zum Beweis von Behauptung (c) sei schlielich zundchst x € OF. Dannist x ! € OF und wir
erhalten

1=N(1) =N(xx™") = N(x)N(x )

mit N(x),N(x~!) € Z. Das liefert N(x) € {£1}. Sei nun umgekehrt x € O mit N(x) € {+1}.
Dann ist x # 0 und in Q(v/d) gilt die Identitat

= = +x € Ok,

was x € Of impliziert. O
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Fiir einen quadratischen Zahlkorper K = Q(v/d) mit d € Z quadratfrei ist also Z[+/d] im Fall
d =1 mod (4) eine echte Teilmenge von Ok.

Satz 6.55. Seien K ein imaginirquadratischer Zahlkorper und 0 > d € 7 quadratfrei mit K = Q(V/d).
Dann gilt:

() Im Fall d # —1, -3 gilt OF = {+1} = (~1) = 7/2Z.
(b) Im Falld = —1gilt OF = {+1,+i} = (i) = Z/4Z.
(c) ImFalld = —3gilt OF = {41, EE/3) — (V3 >~ 767,

Beweis. Fiir d # —1, —3 unterscheiden wir zwei Falle:

Fall 1: d = 2,3 mod (4). Dann ist O = Z[v/d] und wegen d < 0 sowie d # —1 giltd < —2.
Wir schreiben x = u + vV/d € Ok mit u, v € Z. Nach Satz 6.54 gilt:

x€0f < N(x)=+1 < u*—vd = =+1.

Die Gleichung u?> — v2d = —1 hat wegen d < 0 keine Lésung, die Gleichung u? — v?d = 1 hat
wegen d < —2 nur die Losungen (u,v) = (£1,0). Das liefert

OF = {£1} = 7/27.

Fall 2: d = 1 mod (4). In diesem Fall ist Ox = Z[4(1 + V/d)]. Wir schreiben x = u +v3(1 +
Vd) € Ox mitu,v € Zbzw. x = T+ #v/d) fiir ii := 2u + v und @ := v. Nach Satz 6.54 gilt:

x€Of < N(x) =+1 < N(%)N(ﬁ+5\/ﬁ):i1 — 1° — °d = +4.

Wegen d < 0und d = 1 mod (4) istd < —7. Daher hat die Gleichung #? — 32d = 44 nur die
Losungen (i1, 7) = (£2,0). Es ergibt sich

OF = {£1} = 7/27.

Sei nun d = —1. Dann gilt Ox = Z]i]. Wir schreiben x = u 4 vi € Og mit u, v € Z und erhalten
x€0f & N(x)==41 < u?+0* = +1.
Diese Gleichung hat die Losungen (1,v) = (£1,0), (0, £1). Das liefert
OF = {&1, +i} = (i) = Z/4AZ.
Sei schliellich d = —3. Dann ist Ox = Z[%] Wie im Beweis von Aussage (a) ergibt sich
fiir x = u +v3(1 4+ +/=3) mit il := 2u + v und ¢ := v die Aquivalenz

x € Of < i*+30° = +4.
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Diese Gleichung besitzt die Losungen (1,9) = (£2,0),(£1,+£1), also O = {+£], iliz‘/ja}‘
Wegen Hzﬂ =% ist ord(HTm) = 6, also

1++v-3
2

0F = ( ) =~ Z/6Z.

O

Nach Satz 6.55 ist die Einheitengruppe des Ganzheitsringes eines imagindrquadratischen Zahl-
korpers endlich. Fiir reellquadratische Zahlkorper gilt das nicht: Fiir K = Q(v/d) mitd > 1
quadratfrei ist stets Z[v/d] C Ok und fiir x = u + v\/d € Z[Vd] ist

x€0F & N(x) =41 < u*—dv* = £1.

Diese Gleichung hat nach den Ergebnissen des vorangegangenen Abschnitts unendlich viele
Losungen, so dass die Einheitengruppe eines reellquadratischen Zahlkorpers stets unendlich
ist.

Satz 6.56. Sei K ein reellquadratischer Zahlkorper. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte minimale
Einheit > 1 in Ok, die sogenannte Fundamentaleinheit 1. Jedes Element x € Of lisst sich in der
Form x = £n" mit einem eindeutig bestimmten n € Z schreiben. Insbesondere ist O = 7./27. x 7.

Beweis. Im Folgenden sei K = Q(+/d) mit d > 1 quadratfrei. Die Gleichung x*> — dy? = 1
hat nach den Ergebnissen des letzten Abschnitts eine Losung (p,q) € IN?. Es ist dann N(p +
gVd) = p*> —dg*> = 1 und also p + qvd € OF. Wir setzen N := [p + gV/d| + 1. Dann ist
(1, N] n Og # @.Die Menge (1, N] N Of ist endlich,

denn: Angenommen, die Menge (1, N] N Of wire unendlich. Dann wére auch [1, N] N Of
unendlich; insbesondere existierte eine Folge (x,),cv mit paarweise verschiedenen Folgeglie-
dern aus [1,N] N Of. Wegen der Kompaktheit von [1, N| besifie diese Folge eine Teilfolge,
die gegen ein x € [1, N| konvergiert, so dass wir ohne Einschrankung annehmen koénnten, die
Folge (x,)nen konvergierte gegen x. Nach Satz 6.54 gibe es weiter fiir alle n € IN Elemente

an, by, € Zmitx, = M. Die Folge (a,)ncv konnte nicht beschréankt sein, sonst wire wegen

a2 — b2d
4

a2 +4

und also b2 =
auch die Folge (by,)ne beschrankt. Damit traten nur endlich viele Werte in der Folge (x,)nen
auf, im Widerspruch dazu, dass die Werte x, fiir n € IN paarweise verschieden sein miissten.
Es existierte deshalb eine Teilfolge (a,,) von (a,) mit a,, — oo fiir n; — oo oder mit a,, — —oo
fiir n; — oo. Wir betrachten hier nur den Fall a,, — oo, im anderen Fall kann man analog
argumentieren. Die entsprechende Teilfolge (b,,) von (b,) erfiillte b,, — —oo, denn

4+ b, Vd
:Wﬁxﬁirnieoo.

n;
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Die Folge () mit

a?’li - b}’li\/a

Xy =
n; 2
erfiillte deshalb x;,, — oo fiir n; — co. Andererseits gilte
Xn. Xp, N(xy,. 1 1
] = [P | - [NOw)) 11
Xn; Xn ‘xﬂi‘ X
tiir n; — oo, was zum Widerspruch fiihrte. #

Somit existiert ein minimales # € Of mit 57 > 1. Jedes Element aus O lasst sich in der Form
£#" mit einem eindeutig bestimmten Element n € Z schreiben,

denn: Wir zeigen zunachst die Existenzaussage. Sei x € Oy, ohne Einschrankung x > 0. Fiir
n — —oogilty" — 0, fiir n — oo gilt " — 0. Es existiert folglich ein n € Z mit 5" < x < 5" 1.
Das liefert 1 < x77" < 5. Aus xi7" € Of ergibt sich xy~" = 1 wegen der Minimalitit von 7.
Somit folgt x = #". Zum Nachweis der Eindeutigkeitsaussage bemerken wir, dass die Elemente
£n" fiir n € Z wegen i1 > 1 paarweise verschieden sind. #

Wir betrachten die Abbildung

. {Z/ZZ X7 — OF,
(i,n) = (=1)".

Diese ist wohldefiniert wegen (—1)? = 1 und bijektiv aufgrund dessen, was wir bereits gezeigt
haben. Schliefdlich ist ¢ ein Gruppenhomomorphismus, denn fiir iy, i, € Z/2Z und ny,n; € Z
gilt

P(R,m) + (m2)) = YT Ty +mz) = (1)o7 = (1) (1)
= (i1, n1)P(iz, n2).
O

Im Rest des Abschnittes werden wir daran arbeiten, einen Algorithmus zur Berechnung der
Fundamentaleinheit des Ganzheitsringes reellquadratischer Zahlkoérper zu finden.

Proposition 6.57. Seien K ein reellquadratischer Zahlkorper und d € W quadratfrei mit K = Q(\/d).
Seien weiter a,b € Z mit € := w € Og. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(i) e>1,
(ii) a,b > 1.

1 1

Beweis. Gelte zundchst Aussage (i) und sei also ¢ > 1. Dann sind die Elemente ¢, —¢, &~
paarweise verschieden und von diesen vier Elementen ist ¢ das grofite. Es ist
€ _ a—bvVd

€
e Nie) ¢ 2

’ —&
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—a+bVd
2

Es folgt a > 1, denn eines der beiden Elemente e 1 —e1ist von der Form und wire im

Falle a < 0 grofSer als oder gleich e. Analog gilt b > 1.

Gelte nun umgekehrt Aussage (ii) und sei also a4,b > 1. Dann ist

€:a+2b\/32 1+2\/3>1‘

O
Proposition 6.58. Seien K ein reellquadratischer Zahlkorper und d € N quadratfrei mit K = Q(+/d).
Dann gilt: Ist d # 5 mod (8), so liegt die Fundamentaleinheit n von Ok in Z[/d).

Beweis. Im Fall d # 1 mod (4) ist Ox = Z[v/d] und deshalb # € Z[+/d]. Seien im Folgenden
d =1mod (4) und 5 ¢ Z[V/d]. Nach Satz 6.54 gibt es 1, v € Z mit

17:14—1—01(1—#\/5):Eldl_zb\/H

> mita:=2u+ound b := v.

Wegen 17 ¢ Z[V/d] ist b = v ungerade, also ist auch a ungerade. Aufgrund von 7 € OF gilt
N(7?) = N(n)? = (£1)?> = 1. Es ist

2 2 ab ungerade
2= + db? + 2ab\/d 5 2Vl

4
Wir schreiben analog zu oben 7? = x+g‘/‘§ mit x,y € Z ungerade. Aufgrund von N(?) = 1
ergibt sich x2 — y?d = 4. Da x,y ungerade sind, folgt x2,4> = 1 mod (8) und damit 1 —d =
4 mod (8), also d = 5 mod (8). O

Proposition 6.59. Seien K ein reellquadratischer Zahlkorper und d € W quadratfrei mit K = Q(\/d).
Es bezeichne 1 die Fundamentaleinheit von Ok, diese liege in Z[\/H] Fiirn € N sei " = a, + b,\d
mit a,, b, € IN wie in Proposition 6.57. Fiir m,n € IN sind dann die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) n<m,
i) n" <n™,
(iii) a, < ay,
(iv) by < by
Beweis. Wegen 1 > 1 ist die Folge (#"),en streng monoton wachsend, so dass die Aussagen

(i) und (ii) dquivalent sind. Zum Nachweis der restlichen Aquivalenzen geniigt es in analoger
Uberlegung, ay < apy1und b, < b, fiir alle n € IN zu zeigen. Es ist

=gty = (a, + bV d) (a1 + b1Vd) = apaq + bpbid + (a,by + bpar)Vd
und deshalb a,,1 = a,a; + b,b1d sowie b,.1 = a,b; + bya,. Wegen a,,, b,, a1, b1 € IN ergibt sich

Api1 >a, + d> ay und bn+1 > bn +1> bi’l-
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Proposition 6.60. Seien K ein reellquadratischer Zahlkorper und d € IN ~ {5,13} quadratfrei mit
K = Q(V/d). Es bezeichne n die Fundamentaleinheit von Ok, diese liege nicht in Z[\/d]. Fiirn € N

sein" = W mit ay, by, € N, ¢, € {1,2}, ggT(an, by, cn) = 1, vgl. 6.57. Fiir m,n € N sind dann
die folgenden Aussagen idquivalent:

(i) n <m,
(i) 7" <y",
(iii) a, < an,

(iv) by < by,.

Beweis. Wegen 17 > 1 ist die Folge (7" )sen streng monoton wachsend, woraus sich die Aqui-
valenz der Aussagen (i) und (ii) ergibt. Zum Nachweis der restlichen Aquivalenzen geniigt es
ay < @yy1und b, < by, fur alle n € N zu zeigen. Aufgrund von 5 ¢ Z[V/d] ist c; = 2 und
demzufolge

il b1 Nz R ay +byVd ay + biVd _ nay + bubrd N anby + byaq Nz
c 2 2 2
n+1 Cn41 Cn Cn Cn

Dies impliziert

Cn+1 And1 + bnbld
Ap+1 = und by =
Cn 2

Cn+1 anbl + bnal
Cn 2 '

Wie wir im Beweis von Proposition 6.58 gesehen haben, ist dariiber hinaus a; ungerade. Es
ergeben sich die folgenden Fille:

Fall 1: a; = 1. Dann ist db? = —3 oder db? = 5. Wegen d > 0 und d # 5 haben diese Gleichun-
gen jedoch keine Losung und es kommt zum Widerspruch.

Fall 2: a; = 3. Es ergibt sich db? = 5 oder db% = 13. Aufgrund von d # 5,13 haben diese
Gleichungen keine Losungen, somit fiihrt auch dieser Fall zum Widerspruch.

Fall 3: a; > 5. Wir erhalten

— > —
A1 =~ 2 T

sowie

Cni1 Anb1 + by S lanbl + 5b,

b,,.
Cn 2 -2 2 = On

bn—H

O

Algorithmus 6.61 (Bestimmung der Fundamentaleinheit). Seien K ein reellquadratischer Zahl-
korper und d € W quadratfrei mit K = Q(\/d). Es soll die Fundamentaleinheit n von Oy bestimmt
werden.
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%

(1) ImFalld =5istn =

(2) Im Fall d # 5 berechne solange Niherungsbriiche Z—:, n € Ny, von Vd, bis erstmalig
pp —day € {£1,+4}

gilt. Es ist dann

| putanVd firpi—dgi € {£1},
bt/ g g g € {4}

Ist d # 5 mod (8), s ist § = py_1 + qu_1V/d, wobei h die Periodenlinge von \/d ist.

Beweis. Sei (’7 ") .ew, die Folge der Naherungsbriiche von v/d. Wir unterscheiden vier Flle:

Fall 1: 7 € Z[+/d]. Nach Proposition 6.57 ist 57 von der Form 57 = a + by/d mit a,b € IN und es
ist N(7) = a®> — b*d = +1. Nach Satz 6.38 gibt es ein n € Ny mit & = p” .Mit t := ggT(a,b) gilt
t | (a*> —b?d) = +1und deshalb t = 1. Es folgt (a,b) = (pu, qn)- Es gibt kemk €{0,1,...,n—1}
mit p? — dg? € {£1,+4},

denn: Ware zunachst k € {0,1,...,n — 1} mit p? — dg? € {£1}. Dann wire a := py + qxVd €
Oy und es gélte « > 1. Daher gibe es ein m € IN mit & = ™. Wére dabei m = 1, so auch a = 7
und also py = p, sowie gx = g, im Widerspruch zu k < n. Wére andernfalls m > 1, so gélte
nach Proposition 6.59 jedoch q; > g, und damit k > n, was ebenfalls ein Widerspruch ist.

Wire nun k € {0,1,...,n — 1} mit p? — dg? € {£4}. Dann gilte a := M € Of, denn
N(a) = }(p? — dg?) = £1und Sp(a) = px € Z. Wegen ;7 € Z[V/d] wire O C Z[v/d] und also
a« € Z[+/d]. Somit wiren sowohl py als auch g, gerade, im Widerspruch zu ggT(pi, qx) = 1. #
Folglich ist # = p, + g,\/d, wobei n minimal mit der Eigenschaft p2 — dgq? € {41, 44} ist -
wobei der Fall p2 — dg? = +4 nach den obigen Uberlegungen niemals eintreten kann.

Fall 2: 7 ¢ Z[Vd], d # 5,13. Wie im Beweis zu Proposition 6.60 erhalten wir, dass 1 von der
“*b\[ mit a,b € IN ungerade ist. Wegen N(77) = +1 erhalten wir a> — db®> = +4. Da

n & Z[Vd] 1st ergibt sich aus Propos1t1on 6.58 die Kongruenz d = 5 mod (8). Insbesondere ist
d > 21 und deshalb 4 < 1(v/d —4+ v/d). Nach Satz 6.38 gibt es ein n € Ny mit ¢ = p" . Mit

t := ggT(a,b) giltt? | (a®> — b*d) = +4 und deshalb t € {1,2}. Weil 4, b beide ungerade smd ist
= 1 und deshalb (a,b) = (pn,qu). Es gibtkeink € {0,1,...,n — 1} mit p; — dq} € {+1, +4},

Form i =

denn: Wire zunéchst k € {0,1,...,n — 1} mit p? — dg? € {£1}. Wie in Fall 1 gélte a := py +
gxVd € OF und a > 1. Aus diesem Grund gébe es ein m € IN mit & = 5™. Wegen 1 ¢ Z[\/d]
wire & # 1 und also m > 1. Nach Proposition 6.60 gilte g, > g, und deshalb k > n, was ein
Widerspruch ist.

Wiére nun k € {0,1,...,n — 1} mit p; — dg? € {+4}. Wie in Fall 1 wére a := %"ﬁ € Og
und es gidbe ein m € IN mit &« = #™. Ware m = 1, so folgte « = 7, also px = p, und gx = qy,
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im Widerspruch zu k < n. Wire andernfalls m > 1, so gélte nach Proposition 6.59 wegen
88T (pr, gk, 2) = 1und d > 21 jedoch g; > g, und damit k > n, was ein Widerspruch ist. #

+an

Folglich ist 7 = P»]"Y% wobei n minimal mit der Eigenschaft p2 — dg? € {41, +4} ist.

Fall 3: d = 5. Offensichtlich ist 1+2\/§ € Z[Hz‘[] Ok und wegen N(H\[) —1 handelt es
sich um eine Einheit in Ok. Dariiber hinaus ist ”Tf minimal unter allen Elementen %f €
OX mit a,b € IN. Wir schliefsen, dass 7 = M die Fundamentaleinheit von Ok ist.?

Fall 4: d = 13. Offenbar ist 3+‘ﬁ =1+ 1+\F € Z[H\r] Ok und wegen N(3+\/7) -1
3+[

handelt es sich um eine Emhelt in Og. Man rechnet leicht nach, dass minimal unter den

Elementen u+l727\/ﬁ € Og mita,b € NN ist. Das impliziert, dass 7 = % die Fundamental-
einheit von Ok ist. Wegen V13 = [3,1,1,1,6] ist pp = 3, g0 = 1 und p(z) — 130]% = —4. Der
Algorithmus liefert daher das korrekte Resultat 7 = w

Im Fall d # 5 mod (8) liegt die Fundamentaleinheit 7 nach Proposition 6.58 in Z[v/d]. Nach
den obigen Uberlegungen ist = p,, + q,V/d, wobei n minimal mit p2 — dq? € {41} ist. Falls
h gerade ist, hat die Gleichung x> — dy?> = —1 nach Korollar 6.44 keine Losung, die Funda-
mentallésung von x? — dy? = 1 ist durch (p,_1,4,_1) gegeben. Falls h ungerade ist, so ist

(pn—_1,qn—1) nach Korollar 6.44 diejenige Losung von x> — dy?> = —1 in IN? mit minimalem
y, die Fundamentallosung von x? — dy?> = 1 ist durch (py,_1,42,_1) gegeben. Wir erhalten
= pp1+qu-1Vd. O

Beispiel 6.62. (a) Fiir d = 53 ist \/53 = [7,3,1,1,3,14] und demzufolge py = 7 sowie qo = 1.
Wir erhalten P(z) — 53q(2) = —4 und deshalb n = 7+§/%, Hierbei ist N(ﬂ) =—1

(b) Fiird = 31ist /31 = [5,1,1,3,5,3,1,1,10]. Wegen 31 # 5 mod (8) ist § = pp_1 + qu_1V/31.

Esist h = 8 und % = 1257230, also § = 1520 4 273+/31. Da h gerade ist, ist (pz,q7) die Funda-

mentallosung von x> — 31y* = 1 und es gilt also N(17) =

Satz 6.63. Seien K ein reellquadratischer Zahlkorper und d € W quadratfrei mit K = Q(+/d). Es
bezeichne 1 die Fundamentaleinheit von O und es sei (a,b) die Fundamentallosung der Pell’schen
Gleichung X% — dX3 = 1. Dann gilt:

[Vd] (1)
a+bVd = n?  firn € Z[Vd] und N(y) = —1,

[Vd] (1)

[Vd] (1)

Beweis. Die Fundamentallosung (a,b) von x> — dy?> = 1 korrespondiert nach Definition zu
einer Einheit ¢ = a + bvd € O mit N(¢) = a> — db? = 1, so dass a minimal ist. Wie wir im

3Die Kettenbruchentwicklung von v/5ist v/5 = [2,4], was pg = 2 und g = 1 zur Folge hat. Es ist p3 — 545 = —1,
dies liefert die Einheit ¢ = 2 4+ /5 = %3, jedoch nicht die Fundamentaleinheit. Aus diesem Grund ist bei unserem
Algorithmus die Fallunterscheidung notwendig.
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Beweis von Satz 6.33 gesehen haben, ist die Minimalitdt von a dquivalent zur Minimalitdt von
¢ = a+ b\/d. Gesucht ist somit das minimale n € IN mit 4" € Z[v/d] und N(5") = 1. Wir
unterscheiden vier Fille:

Fall 1: 7 € Z[vVd] und N(57) = 1. Dann ist n = 1.
Fall 2: 7 € Z[Vd] und N(57) = —1. Dann ist N(?) = 1 und 52 € Z[V/d], also n = 2.

Fall 3: 77 ¢ Z[v/d] und N(7) = 1. Wir schreiben 7 = HZJ mit a,b € IN ungerade. Wir erhalten

o a%+db? +2ab\/d 5 a°+3dab? + (3ba® + db*)\V/d
n° = 1 und 1’ = S .

Wegen 4 1 2ab ist 2 ¢ Z[+/d]. Aufgrund von 7 ¢ Z[V/d] istd = 5 mod (8). Unter Verwendung
von a?> = b?> = 1 mod (8) liefert dies

a® 4+ 3dab®> = a +3da = a(1+3d) = 0 mod (8),
3ba* 4+ db® =3b+db = b(3+d) = 0 mod (8).

Somit ist > € Z[v/d]. Da auBerdem N (%) = N(57)® = 1 gilt, ist n = 3.
Fall 4: 57 ¢ Z[v/d] und N() = —1. Wie in Fall 3ist > ¢ Z[v/d], N(®) = =1 und N(°) = —1.

Dariiber hinaus ist 7° € Z[v/d] und damit auch 7% = N)Z;V = —13. Folglich ist #* ¢ Z[Vd],

andernfalls wire 57 = 75~ € Z[V/d], was ein Widerspruch ist. Es ist 7° = (1°)? € Z[V/d] und
N(7%) = (—1)® = 1. Dies impliziert n = 6. O
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		MaMpf-Label		prop:Konjugation-von-quadratischen-Irrationalzahlen-etwas-allgemeiner		Proposition		6.24		Konjugation von quadratischen Irrationalzahlen, etwas allgemeiner		6		6.2		6.2.0		121

		MaMpf-Label		bsp:zur-Konjugation-von-quadratischen-Irrationalzahlen		Beispiel		6.25		zur Konjugation von quadratischen Irrationalzahlen		6		6.2		6.2.0		122

		MaMpf-Label		prop:Kettenbruchentwicklung-des-negativen-Inversen-des-Konjugierten-einer-quadratischen-Irrationalzahl-mit-reinperiodischer-Kettenbruchentwicklung		Proposition		6.26		Kettenbruchentwicklung des negativen Inversen des Konjugierten einer quadratischen Irrationalzahl mit reinperiodischer Kettenbruchentwicklung		6		6.2		6.2.0		122

		MaMpf-Label		bsp:zur-Kettenbruchentwicklung-des-negativen-Inversen-des-Konjugierten		Beispiel		6.27		zur Kettenbruchentwicklung des negativen Inversen des Konjugierten		6		6.2		6.2.0		123

		MaMpf-Label		defn:reduzierte-quadratische-Irrationalzahl		Definition		6.28		reduzierte quadratische Irrationalzahl		6		6.2		6.2.0		123

		MaMpf-Label		bsp:zu-reduzierten-quadratischen-Irrationalzahlen		Beispiel		6.29		zu reduzierten quadratischen Irrationalzahlen		6		6.2		6.2.0		123

		MaMpf-Label		satz:Charakterisierung-von-reduzierten-quadratischen-Irrationalzahlen		Satz		6.30		Charakterisierung von reduzierten quadratischen Irrationalzahlen		6		6.2		6.2.0		123

		MaMpf-Label		bsp:zur-Kettenbruchentwicklung-von-Quadratwurzeln		Beispiel		6.31		zur Kettenbruchentwicklung von Quadratwurzeln		6		6.2		6.2.0		124

		MaMpf-Label		prop:Kettenbruchentwicklung-von-Quadratwurzeln		Proposition		6.32		Kettenbruchentwicklung von Quadratwurzeln		6		6.2		6.2.0		124

		MaMpf-Label		sect:Die-Pellsche-Gleichung-und-diophantische-Approximation		Abschnitt		6.3		Die Pell'sche Gleichung und diophantische Approximation		6		6.3		6.3.0		125

		MaMpf-Label		satz:Fundamentalloesung-der-Pellschen-Gleichung		Satz		6.33		Fundamentallösung der Pell'schen Gleichung		6		6.3		6.3.0		126

		MaMpf-Label		defn:diophantische-Approximation		Definition		6.34		diophantische Approximation		6		6.3		6.3.0		128

		MaMpf-Label		satz:diophantische-Approximationen-sind-Naeherungsbrueche		Satz		6.35		diophantische Approximationen sind Näherungsbrüche		6		6.3		6.3.0		129

		MaMpf-Label		satz:Naeherungsbrueche-sind-diophantische-Approximationen		Satz		6.36		Näherungsbrüche sind diophantische Approximationen		6		6.3		6.3.0		130

		MaMpf-Label		satz:Kriterium-fuer-diophantische-Approximationen		Satz		6.37		Kriterium für diophantische Approximationen		6		6.3		6.3.0		132

		MaMpf-Label		satz:die-Loesungen-der-verallgemeinerten-Pellschen-Gleichung-entsprechen-Naeherungsbruechen		Satz		6.38		die Lösungen der verallgemeinerten Pell'schen Gleichung entsprechen Näherungsbrüchen		6		6.3		6.3.0		132

		MaMpf-Label		coro:die-Loesungen-der-Pellschen-Gleichung-entsprechen-Naeherungsbruechen		Korollar		6.39		die Lösungen der Pell'schen Gleichung entsprechen Näherungsbrüchen		6		6.3		6.3.0		133

		MaMpf-Label		satz:Eigenschaften-der-Kettenbruchentwicklung-von-Wurzeld		Satz		6.41		Eigenschaften der Kettenbruchentwicklung von $\sqrt {d}$		6		6.3		6.3.0		133

		MaMpf-Label		coro:natuerliche-Loesungen-der-Pellschen-Gleichung		Korollar		6.42		natürliche Lösungen der Pell'schen Gleichung		6		6.3		6.3.0		136

		MaMpf-Label		bsp:fuer-die-Fundamentalloesung-einer-Pellschen-Gleichung		Beispiel		6.43		für die Fundamentallösung einer Pell'schen Gleichung		6		6.3		6.3.0		136

		MaMpf-Label		coro:Loesung-der-verallgemeinerten-Pellschen-Gleichung-mit-rechter-Seite--1		Korollar		6.44		Lösung der verallgemeinerten Pell'schen Gleichung mit rechter Seite $-1$		6		6.3		6.3.0		136

		MaMpf-Label		bsp:zur-Loesung-der-verallgemeinerten-Pellschen-Gleichung-mit-rechter-Seite--1		Beispiel		6.45		zur Lösung der verallgemeinerten Pell'schen Gleichung mit rechter Seite $-1$		6		6.3		6.3.0		137

		MaMpf-Label		sect:Die-Einheitengruppe-des-Ganzheitsrings-quadratischer-Zahlkoerper		Abschnitt		6.4		Die Einheitengruppe des Ganzheitsringes quadratischer Zahlkörper		6		6.4		6.4.0		137

		MaMpf-Label		defn:quadratischer-Zahlkoerper		Definition		6.46		quadratischer Zahlkörper		6		6.4		6.4.0		137

		MaMpf-Label		prop:reellquadratischer-und-imaginaerquadratischer-Zahlkoerper		Proposition		6.47		reellquadratischer und imaginärquadratischer Zahlkörper		6		6.4		6.4.0		138

		MaMpf-Label		defn:Norm-und-Spur-eines-quadratischen-Zahlkoerpers		Definition		6.48		Norm und Spur eines quadratischen Zahlkörpers		6		6.4		6.4.0		138

		MaMpf-Label		prop:Eigenschaften-von-Norm-und-Spur		Proposition		6.49		Eigenschaften von Norm und Spur		6		6.4		6.4.0		139

		MaMpf-Label		defn:ganze-Elemente-eines-quadratischen-Zahlkoerpers		Definition		6.50		ganze Elemente eines quadratischen Zahlkörpers		6		6.4		6.4.0		139

		MaMpf-Label		prop:Eigenschaften-der-Menge-der-ganzen-Elemente-eines-quadratischen-Zahlkoerpers		Proposition		6.51		Eigenschaften der Menge der ganzen Elemente eines quadratischen Zahlkörpers		6		6.4		6.4.0		139

		MaMpf-Label		bsp:zu-ganzen-Elementen-eines-quadratischen-Zahlkoerpers		Beispiel		6.52		zu ganzen Elementen eines quadratischen Zahlkörpers		6		6.4		6.4.0		139

		MaMpf-Label		prop:Charakterisierung-von-ganzen-Elementen-als-Nullstellen-von-normierten-Polynomen-mit-ganzzahligen-Koeffizienten		Proposition		6.53		Charakterisierung von ganzen Elementen als Nullstellen von normierten Polynomen mit ganzzahligen Koeffizienten		6		6.4		6.4.0		139

		MaMpf-Label		satz:Ganzheitsring-eines-quadratischen-Zahlkoerpers		Satz		6.54		Ganzheitsring eines quadratischen Zahlkörpers		6		6.4		6.4.0		140

		MaMpf-Label		satz:Einheitengruppen-der-Ganzheitsringe-der-imaginaerquadratischen-Zahlkoerper		Satz		6.55		Einheitengruppen der Ganzheitsringe der imaginärquadratischen Zahlkörper		6		6.4		6.4.0		142

		MaMpf-Label		satz:Einheitengruppen-der-Ganzheitsringe-der-reellquadratischen-Zahlkoerper		Satz		6.56		Einheitengruppen der Ganzheitsringe der reellquadratischen Zahlkörper		6		6.4		6.4.0		143

		MaMpf-Label		prop:Abschaetzung-von-Elementen-der-Einheitengruppe-des-Ganzheitsrings-eines-reellquadratischen-Zahlkoerpers		Proposition		6.57		Abschätzung von Elementen der Einheitengruppe des Ganzheitsrings eines reellquadratischen Zahlkörpers		6		6.4		6.4.0		144

		MaMpf-Label		prop:Kriterium-fuer-die-Nennerfreiheit-der-Fundamentaleinheit		Proposition		6.58		Kriterium für die Nennerfreiheit der Fundamentaleinheit		6		6.4		6.4.0		145

		MaMpf-Label		prop:Potenzen-der-Fundamentaleinheit		Proposition		6.59		Potenzen der Fundamentaleinheit		6		6.4		6.4.0		145

		MaMpf-Label		prop:noch-einmal-Potenzen-der-Fundamentaleinheit		Proposition		6.60		noch einmal Potenzen der Fundamentaleinheit		6		6.4		6.4.0		146

		MaMpf-Label		alg:Bestimmung-der-Fundamentaleinheit		Algorithmus		6.61		Bestimmung der Fundamentaleinheit		6		6.4		6.4.0		146

		MaMpf-Label		bsp:zum-Bestimmen-der-Fundamentaleinheit		Beispiel		6.62		zum Bestimmen der Fundamentaleinheit		6		6.4		6.4.0		148

		MaMpf-Label		satz:Zusammenhang-zwischen-Fundamentaleinheit-und-Fundamentalloesung-der-zugehoerigen-Pellschen-Gleichung		Satz		6.63		Zusammenhang zwischen Fundamentaleinheit und Fundamentallösung der zugehörigen Pell'schen Gleichung		6		6.4		6.4.0		148



