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KAPITEL 1

Mobius-Transformationen

In diesem Kapitel behandeln wir mit den Mobius-Transformationen eine spezielle Klasse von
Abbildungen, die fiir die Theorie der Modulformen von grundlegender Bedeutung sind. Erst-
mals systematisch untersucht wurden die Mobius-Transformationen von ihrem Namensgeber
AUGUST FERDINAND MOBIUS (1790 - 1868).

1.1 Die Gruppe der Mobius-Transformationen

Fiir eine beliebige invertierbare komplexe (2 x 2)-Matrix

M= (’z b) € GLy(C) = {A € €¥2 | det A # 0}

d
ist durch
a2l firz € €\ {-4},
pm(z) == o0 firz = -4,
2 fir z = co.

fiir ¢ # 0 beziehungsweise

pm(z) ==

% fiirz € C,
00 fiir z = oo,

fiir ¢ = 0 eine meromorphe Funktion ¢y auf C gegeben,

denn: Im Fall ¢ = 0 ist ¢ offensichtlich ein Polynom von Grad n = 1 und insbesondere eine
meromorphe Funktion auf C. Im Fall ¢ # 0 ist @] (—4 holomorph, und —% wegen

az+b_az—|—b 1
cz+d c — (=9

fiir alle z € Ur(—g), r hinreichend Kklein,

o[
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ein Pol erster Ordnung. Hierbei ist zu beachten, dass @ furz = —% wegen M € GL,(C) von
Null verschieden ist. ¢ | ¢ ist also eine meromorphe Funktion auf C. Desweiteren gilt auf einer

kleinen Umgebung vonz =0in C = C

oar(2) = 1 _a%+b_a+bz 20 4
Pmiz) = om{ Cclvd  ctdz c’

die Singularitdt von ¢y, in oo ist also hebbar. #

Definition 1.1. Fiir M € GLy(C) beliebig heifit die so definierte meromorphe Funktion @y eine
Mobius-Transformation. Fiir ein gegebenes z € C schreiben wir dabei oft auch einfacher M(z) fiir

em(z).
Nach Konstruktion gilt offensichtlich

oam = @m  furalle M € GLy(C) und A € €~ {0}.

Es gibt insbesondere keinen Eins-zu-eins-Zusammenhang zwischen Matrizen aus GL,(C) und
Mobius-Transformationen.

Beispiel 1.2. Wihlen wir

M= (2 é) € GL,(C),

so erhalten wir die Mobius-Transformation z — 1, die insbesondere M(0) = oo und M(oo) = 0 erfiillt.

o

N

Veranschaulichen konnen wir uns diese als Hintereinanderausfiihrung der Spiegelung an der reellen
Achse und der Inversion am Einheitskreis.

Proposition 1.3. (a) Fiiralle M, N € GL,(C) gilt pp10 ¢N = QMN-
(b) Fiir alle M € GLy(C) ist g bijektiv mit Umkehrabbildung (¢opm) ™! = @pp1.

(c) Die Mobius-Transformationen bilden beziiglich der Hintereinanderausfiihrung eine Gruppe.
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Beweis. Behauptung (b) folgt aus (a), wenn man dort M~! fiir N einsetzt, und Behauptung (c)
folgt aus (a) und (b),

denn: Die Assoziativitdt der Hintereinanderausfiithrung folgt aus (a) und der Assoziativitdt der
Matrizenmultiplikation. ¢;, = id ist offensichtlich das neutrale Element. Nach (b) hat jede
Mobius-Transformation schliefilich ein Inverses. #

Behauptung (a) kann man schliefslich direkt nachrechnen. Mit

a b a v
M_<c d) und N_<c’ d’)

gilt ndmlich aufierhalb der Sonderfille

! /
a’z+b’) aEh4b
e~ g

_a(@z+V)+b(d'z+d")  (ad +bc)z+ (ab +bd')

Cc(@z+b)+d(dz+d)  (ca +dc)z+ (cb +dd)
= ¢pmn(2).

(Mo on)(z) = pm(

Den Rest rechnet man analog nach. (vgl. Ubungsaufgabe 1.1) O

Geometrisch sind drei spezielle Typen von Mobius-Transformationen interessant, die wir nun
untersuchen wollen. Da man alle anderen Mobius-Transformationen auf diese zurtickfithren
kann, nennt man sie Elementartypen. Diese sind

Die Inversion. Der erste Elementartyp ist die bereits studierte Inversion aus Beispiel 1.2.

Drehstreckungen. Fiir

M = (g 2) mita = re'? € C~ {0}

ist durch
az firz e C,
om(z) =

oo flirz=o0

eine Drehstreckung mit Drehwinkel ¢ € R und Streckungsfaktor » € R~ gegeben.

MO\
N

<
S
&

b
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Verschiebungen. Fiir

M = <(1) ?) mit einem beliebigen b € C

ist durch
z+b firzeC,
opm(z) =

1) fiir z = o0.

eine Verschiebung um den festen Vektor b gegeben.

Proposition 1.4. Die Gruppe der Mobius-Transformationen wird von den Elementartypen erzeugt.

Beweis. Wir betrachten die Matrix
a b
M = (c d) € GL,(C).

Ist hierbei ¢ = 0, so gilt
2z+ g flir z # oo,
00 fiirz =0

pm(z) = {

und wir konnen ¢y als Hintereinanderausfiihrung einer Drehstreckung und einer Translation
darstellen.

Ist ¢ # 0, so errechnet man sofort

bc—ad s d
%+ c(cczid) fiir z ¢ {_E’OO}’
d

flirz = —

fir z = oo.

om(z) =

ol 8

Dies lasst sich auf folgende Weise aus Inversionen, Drehstreckungen und Translationen zusam-
mensetzen.

zZrczrcz+d— L Hbc—ad}_}gjLM_ (2);
cz+d c(cz+d) ¢ c(cz+4d) - Mz
die beiden Sonderfille iiberpriift man wieder separat. (vgl. Ubungsaufgabe 1.2) O

1.2 Fixpunkte von Mébius-Transformationen

Definition 1.5. Sei M € GLy(C). Ein Punkt zo € C heif$t Fixpunkt beziiglich der Mibius-Transfor-
mation @, falls @p(zo) = zo gilt.

Beispiel 1.6. (a) Fiir M = I, ist jeder Punkt Fixpunkt von ¢p.

(b) Fiir M = ((1) 1) hat @ genau einen Fixpunkt, nimlich zg = oo.
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(c) Fiir M = <é 1) hat @ genau zwei Fixpunkte, niamlich zg = co und z; = —1.

Proposition 1.7. Jede von der Identitiit verschiedene Mobius-Transformation hat entweder genau einen
oder genau zwei Fixpunkte.

Beweis. Sei M = <i Z) € GLy(C) mit ¢p # id.

Fall 1: ¢ = 0. Nach Definition ist dann oo ein Fixpunkt von ¢, und wegen d # 0 konnen wir

om(z) :ZZ+Z fir alle z # oo

schreiben. Fiir 2 = d hat dies keinen weiteren Fixpunkt,

denn: Fur b # 0 ist dies klar, da wir so eine Translation um % # 0 erhalten. Andererseits
kann nicht gleichzeitig ¢ = 0, 2 = d und b = 0 gelten, da sonst M als skalares Vielfaches der
Einheitsmatrix trivial operierte, was wir in unserer Voraussetzung ausgeschlossen hatten.  #

Nehmen wir also a # d an. Dann gilt

. a b
zg € C Fixpunkt von @)1 <= 3204—3:20 = zp=

In diesem Fall hat also @)1 genau einen oder genau zwei Fixpunkte.

Fall 2: ¢ # 0. In diesem Fall ist weder oo noch —% ein Fixpunkt von ¢j;. Betrachten wir also
z g {— %, oo}. Ahnlich wie in Fall 1 gilt dann

b
zo Fixpunkt von ¢y <= Zigi 7 =1
— cz5+(d—a)zg—b=0
d— b
<~ z%+ ”zo—Ezo
PR A 2—?+L_a)2
0 2c c 4c2

Diese Gleichung hat genau dann zwei komplexe Losungen fiir zg + % und somit auch fiir
2o, falls die rechte Seite ungleich Null ist. Ist andererseits die rechte Seite gleich Null, so ist

offensichtlich zg = —% die einzige Losung. Auch in diesem Fall hat also ¢ genau einen
oder genau zwei Fixpunkte. O

Korollar 1.8. Jede Mobius-Transformation ist durch die Angabe der Bilder dreier verschiedener Punkte
eindeutig festgelegt.

Beweis. Seien ¢ und ¢ Mobius-Transformationen und seien z1, 22,23 € C mit

¢(zk) = P(z) furk e {1,2,3}.
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Da die Mobius-Transformationen nach Proposition 1.3 eine Gruppe bilden, ist ! o ¢ wieder
eine Mobius-Transformation. Diese hat nach Konstruktion die drei Fixpunkte z1, 25, z3, ist nach
Proposition 1.7 also die Identitét. Es folgt ¢ = ¢ und somit das Korollar. O

An dieser Stelle ist die offensichtliche nédchste Frage, ob es andersherum auch fiir vorgegebe-

ne Bilder von drei Punkten z,z5,z3 € C immer eine Mobius-Transformation gibt, die diese
annimmt. Zur Beantwortung dieser Frage miissen wir ein wenig ausholen:

Proposition 1.9. Seien z1,z3,2z3 € C paarweise verschiedene Punkte und z € C ein weiterer Punkt.
Seien weiter Abbildungen gegeben wie folgt:

Fiir z1,25,23 € C:

(z—22)(2z1—23) .,
7(2_25(21_22) fiirz € C~ {z3},
DV(z,21,22,23) := { oo fiir z = z3,
e fiiir z = oo,
fiir z; = oo:
2 firze C~A{z},
DV(z,00,25,23) := { 00 fiirz = z3,
1 fiir z = oo,
fiir zp = oo:
2 firz € C\{z},
DV(z,z1,00,23) := { o0 fiir z = z3,
0 fiir z = oo,
fiir z3 = oco:
=22 fiirz € C~{z3},
Dv<2/21/22/ OO) = {Z]Zz f N { 3}
[ fiir z = oo.

In jedem Fall ist DV (z, z1, 22, z3) eine Mobius-Transformation mit
DV(z1,21,22,23) =1, DV(z,21,22,23) =0 und DV(z3,21,22,23) = 0. (1.1)
Fiir z ¢ {z1, 22,23} heifit die Zahl DV (z, z1, 23, z3) das Doppelverhiiltnis der Punkte z, z1, 25, z3.
Bemerkung 1.10. (a) Die Spezialfille fiir zy = oo mit einem k € {1,2,3} ergeben sich aus dem
endlichen Fall durch den Grenziibergang zj — oo.

(b) Nach Korollar 1.8 ist DV (z, 21, 22, z3) fiir gegebene z1,zy, z3 die einzige Mobius-Transformation,
die (1.1) erfiillt.
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Beweis (Proposition 1.9). Wir zeigen die Proposition nur im Fall z1, 25, z3 € C. Die Félle, in denen
einer der Punkte z1, 23, z3 gleich oo ist, behandelt man genauso (vgl. Ubungsaufgabe 1.4).

Wir betrachten die Matrix

M= (Zl —z3 —zp(z1 — 23)> c 2%2.
z1—20 —2z3(z1 — 22)

Da nach Voraussetzung die Punkte z1, 22, z3 paarweise verschieden sind, gilt
detM = (21 — z2)(z1 — z3) (20 — 2z3) # 0
und somit M € GL,(C). Wegen

(z1 —2z3)z —22(21 —23)  (z—2z2)(z1—23) .
(z1—22)z — 23(z1 — 22)  (z—23)(z1 — 22) firz € C~ {z3}

stimmt DV(z, z1, 2, z3) in diesem Fall offensichtlich mit der Mobius-Transformation ¢y iiber-
ein und erfiillt bereits nach Definition

DV(ZBI 21,22, 23) = oo.

Durch Einsetzen in die Formel der Proposition sieht man zudem sofort

21 —2p)(z1 — 2
DV(z1,21,22,23) = Ezi _ziigzi —zz; -

22 —22)(21 — 2
DV(z2,21,22,23) = Ezi — ziigzi - 23 -

O

Korollar 1.11. Sind (z1,zp,z3) und (wy, wy, w3) jeweils Tripel paarweise verschiedener Punkte aus C,
so gibt es genau eine Mobius-Transformation ¢ mit

¢(zx) = wy  fiirk € {1,2,3}.

Beweis. Nach Proposition 1.9 gibt es durch Doppelverhéltnisse definierte Mobius-Transforma-
tionen ¢ und ¢, mit

p1(z1) =1, ¢1(22) =0, ¢1(z3) = 0,

P2(w1) =1, @2(w2) =0, @2(w3) = co.

Da die Mobius-Transformationen nach Proposition 1.3 unter Hintereinanderausfiithrung eine
Gruppe bilden, ist auch ¢, ! o ¢; eine Mébius-Transformation. Nach Konstruktion erfillt diese
die verlangten Eigenschaften. Mit Korollar 1.8 folgt die Eindeutigkeit. O

Proposition 1.12 (Invarianz des Doppelverhéltnisses). Seien z1,z2,z3 € C paarweise verschieden
und z € C beliebig, und sei ¢ eine beliebige Mobius-Transformation. Dann gilt

DV(¢(z), ¢(z1), 9(22), ¢(z3)) = DV(z, 21,22, 23).



1.3. Gruppenaktionen via Mébius-Transformationen 10

Beweis. Wie im Beweis von Korollar 1.11 eingesehen ldsst sich jede Mobius-Transformation
@ schreiben als ¢ = ¢@,! o ¢; mit zwei durch Doppelverhaltnisse gegebenen Mdobius-
Transformationen ¢; und ¢, die

p1(z1) =1, ¢1(z2) =0, ¢1(z3) = o0,
P2(9(z1)) =1, @2(@(z2)) =0, @2(¢(z3)) = oo.

erfiillen. Das ist dquivalent zu
P2(9(2)) = 91(2),

was nach Einsetzen der Definitionen von ¢; und ¢, die Behauptung ergibt. ]

1.3 Gruppenaktionen via Mébius-Transformationen

Spannende Informationen tiber Mobius-Transformationen erhilt man, wenn man sie danach
klassifiziert, wie sie auf der RIEMANN’schen Zahlkugel1 C operieren. Dies untersuchen wir in
diesem Abschnitt.

Definition 1.13. Sei G = (G, x) eine Gruppe und S eine Menge. Man sagt dann, G operiere (von
links) auf S, falls es eine Abbildung

. {G xS — S,
(gs) = gos

gibt mit
(i)  Das neutrale Element e von G erfiillt e o s = s fiir alle s € S.
(i) Esgilt (¢xh)os=go(hos)fiiralleg,h € Gundalles € S.
Weiter nennt man

* Gs:={g € G| gos =s}den Stabilisator von s in G,

e Gos:={gos| g€ G} die Bahn von s unter G.

Durch t ~ s <= t € G os ist eine Aquivalenzrelation auf S gegeben, und man hat eine disjunkte
Zerlegqung

S = |_| (G oS ]) ,
j
wobei s; ein Vertretersystem der verschiedenen Bahnen durchliuft. Gibt es dabei nur eine Bahn, so nennt
man die Aktion von G auf S auch transitiv.

1Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866)

2Um nicht mit der Verwendung des Wortes , Operation” ungute Assoziationen zu wecken, werden wir im Fol-
genden stets von der Aktion der Gruppe G auf der Menge S sprechen, wenn G auf S operiert. Umgekehrt klingt
es auch nicht besonders schon zu sagen, die Gruppe G ,agiere” auf S. Unsere Notation ist in diesem Fall also eine
zusammengesetzte.
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Beispiel 1.14. Die Gruppe GL,(C) operiert via Mobius-Transformationen
GL(C) x C — C,
(M, 2) = gm(2)
transitiv auf der Riemann'schen Zahlenkugel C,
denn: Dass GLy(C) auf C operiert, folgt mit Teil (a) von Proposition 1.3 und da die Einheitsmatrix
offensichtlich trivial operiert. Die Transitivitit folgt mit Korollar 1.11. #
Wir wollen nun die Elemente von GL;(C) danach klassifizieren, wie sie auf C operieren.

Nach dem Satz iiber die JORDAN’sche Normalform® ist jedes M € GL,(C) zu einer der folgen-
den Matrizen konjugiert:

G (p))mitA e C,

(i) (5, mitA € C%,

(iii) (OA ) mit Ay # Ay € C*.

In Fall (i) ist hierbei ¢y trivial. In Fall (ii) ist @5 im Wesentlichen* eine Translation

{z+/\1 firz € C,
Z

00 fiir z = oo,

und M heifst parabolisch. In Fall (iii) ist die Transformation im Wesentlichen eine Homothetie

i C,
ey {7 TUIEE mit ¢ := M € C~{0,1,00},
oo fiirz=o0 Az

und M heift elliptisch, falls |c| = 1, hyperbolisch, falls ¢ € R~ und loxodromisch sonst. Diese
Bezeichnungen gelten nicht nur fiir die jeweilige Matrix M sondern auch fiir die zugehorige
Mobius-Transformation ¢y.

Wir beschréanken uns nun auf Matrizen aus SL,(C) — das ist keine starke Einschrankung, da
das Zentrum C - I ja trivial operiert — und konnen so die Mobius-Transformationen iiber die
Spur der zugehorigen Matrizen klassifizieren.”

Proposition 1.15. Sei M € SL,(C) \ {£1>}. Dann gilt

parabolisch <= tr(M) € {£2},

M ist elliptisch < tr(M) € Rund |tr(M)| < 2,
hyperbolisch <= tr(M) € Rund |tr(M)| > 2,
loxodromisch <= tr(M) ¢

3Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922)

4Bis auf den Beitrag der Konjugationsmatrizen: Mobius-Transformationen sind im Allgemeinen nicht konjuga-
tionsinvariant. Eine offensichtliche Ausnahme bildet Fall (i), in dem die betrachteten Matrizen im Zentrum liegen.

5Das ist naheliegend, da die Spur einer Matrix bekanntlich konjugationsinvariant ist.


https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/21/display?page=3
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/21/display?page=3
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Beweis. Wegen detM = 1und M ¢ {+£D} ist die Jordan’sche Normalform von M von der

Gestalt
+1 1 A0 . x
< 0 j:l) oder (O /\1) mit A € C* ~ {£1}.

Die erste Aquivalenz ist damit offensichtlich und wir miissen uns nur noch mit Matrizen be-
schiftigen, deren Normalform vom zweiten Typ ist.

Ist nun M elliptisch, so gilt fiir das zugehdrige A nach Definition [A|> = [4;| = 1; es liegt also
auf dem Einheitskreis. Mit A ¢ {£1} folgt

tr(M) = A+ A1 =214+ A =2Re(A) € (-2,2) CR.

Ist M hyperbolisch, so gilt fiir das zugehorige A nach Definition A2 = % € R und insbeson-
dere A € R~ {0}. Es folgt

[tr(M)| = A+ AT > 2 <= AP +1>2A| <= (]A|-1)%>0.

Letztere Aussage ist korrekt wegen A ¢ {+1}.

Sei nun umgekehrt M konjugiert zu (6\ /\_9) mit reeller Spur A + A~L. Falls A reell ist, muss M

nach Definition hyperbolisch sein. Ist A nicht reell, so folgt mit A =1 = % sofort [A| =1 und M
ist elliptisch.

Nebenbei haben wir mit dem letzten Argument gezeigt, dass M nicht loxodromisch sein kann,
wenn seine Spur reell ist. Die letzte Aquivalenz folgt, da die vier Bedingungen auf der rechten
Seite sich paarweise gegenseitig ausschliefien. O

Fiir unsere Zwecke sind vor allen Dingen reelle Matrizen aus GL,(C) von Belang:

Definition 1.16. Fiir einen Unterring R C R definieren wir die Untergruppe GLy(R)*™ C GL,(R)
durch

GLy(R)* := {M € GLy(R) | det M > 0}.

Die Untergruppeneigenschaft GL,(R)™ C GL,(R) begriindet sich aus der Tatsache, dass
R* N (0,00) eine Untergruppe von R* ist. Zu beachten ist, dass fiir einen Unterring R C R
die Gruppe SL;(R) natiirlich eine Untergruppe von GL,(R)™ ist. Durch diese reelle Einschran-
kung gilt:

Proposition 1.17. (a) Die Gruppen GLy(R)™ und SL,(R) operieren transitiv auf der oberen Halb-
ebene .

(b) Die Gruppen GLy(R)™ und SLy(R) operieren transitiv auf R U {co}.

(©) SLz(R); = SO2(R).
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(d) Die Abbildung
SLy(R)/SO2(R) — H,
M -SO,(R) — M(i)

ist eine Bijektion von Mengen.®
Beweis. Wegen SL,(R) C GLy(R) ™ reicht es aus zu zeigen, dass GLy(R) ™ auf der oberen Halb-
ebene H operiert. Als Untergruppe von GL;(C) operiert GL(R) " auf der Riemann’schen Zah-

lenkugel C, so dass es sogar geniigt zu zeigen, dass fiir jedes M = (*}) € GL,(R)* und jedes
z € H der Bildpunkt M(z) wieder in H liegt. Das ist der Fall, denn in dieser Situation gilt

>0/ (1.2

az+b> m <ac|z[2 +adz+bcz+bd> _ det(M) - Im(z)

Im(M(z)) = Im (cz+d lcz 4 d|? lcz 4 d|?

Um die Transitivitat der Gruppenaktion zu zeigen, gentigt es zu zeigen, dass es fiir alle z =
x +iy € Hein M € SL,(RR) mit M(i) = z gibt. Das ist der Fall, denn in dieser Situation gilt

(ﬂ ﬂ) iy = YL

0 =x+1iy =z
vy

VY

Insgesamt haben wir somit Behauptung (a) gezeigt, denn wegen SL,(R) C GLy(R)™ ist die
Transitivitdt fiir GL,(R) ™ offensichtlich.

Zum Beweis von Behauptung (b) stellen wir zunéchst fest, dass Matrizen aus GL, (R) " wegen
ihrer reellen Eintriage offensichtlich Elemente aus R U {co} wieder in diese Menge abbilden
und GLy(R)™" und also auch SL;(R) somit auf R U {co} operiert. Die Transitivitdt der Aktion
folgt, da ein beliebiges s € R von ( _!) € SLo(R) C GL(R)* nach oo geschickt wird.

Wir wollen nun Behauptung (c) zeigen. Zum Einen gilt fiir ein M = (*}) € SLo(R)
M(i) =i <= a=dund b = —c.
Zum Anderen folgt in dieser Situation aus det(M) = 1 auch a? + b*> = 1 und wir sind fertig.

Behauptung (d) ergibt sich schliefilich wie folgt:
9 : ©
H= {{MeSL,(R) | M(i) =z} | z€e H}= {M-SO,(R) | M € SLy(R) }.
O

Es fallt nun auf, dass es in SL,(RR) nach Proposition 1.15 keine loxodromischen Elemente geben
kann. Die restlichen Typen lassen sich tiber die Fixpunkte der zugehorigen Mobius-Transfor-
mationen klassifizieren:

®Versieht man SL,(R) mit der Teilraumtopologie von R?*? 22 R*, so wird diese Bijektion sogar zu einem Ho-
moomorphismus.
"Da wir z € H gewdhlt haben, entfillt die bei Mobius-Transformationen sonst {ibliche Fallunterscheidung und

wir kénnen einheitlich M(z) = Zgig schreiben.
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Proposition 1.18. Sei M € SLy(R) \ {£L}. Dann gilt

parabolisch <= ¢ hat genau einen Fixpunkt und dieser liegt in R U {oo},
M ist elliptisch <= @ hat genau zwei Fixpunkte, diese sind zueinander konjugiert
und einer von ihnen liegt in H,

hyperbolisch <= @ hat genau zwei Fixpunkte und diese liegen in R U {oo}.

Beweis. Nach Teil (a) von Proposition 1.17 gibtes zujedem z € Hein M € SLy(R) mit M(i) = z.
Nach Teil (c) derselben Proposition gilt

SLy(R), = M-SO(R) - M~ ?

:M'{<Z _ab> Ia,be]Rmita2+b2:1}.M—1

:M-{<C°Sq’ _Sinq’) | g e[0,27)t- M.

sing  cos ¢

Der Stabilisator von z in SL, (R ) besteht also ausschlieflich aus Matrizen, die in GL,(C) konju-
giert zu einer Matrix der Form

e’ 0 .
( 0 e‘i‘P> mit ¢ € [0,271)
sind. Mit der Ausnahme von +1, haben daher Elemente von SL,(RR), die ein z € H festlassen,

je zwei verschiedene Eigenwerte von Betrag 1, sind definitionsgemaf3 also elliptisch.

Andererseits ist SO, (R) auch der Stabilisator von —i, und mit M (i) = z gilt offensichtlich auch
M(—i) = z. Ein Element von SL,(R), das ein z € H stabilisiert, lasst also auch dessen komplex
Konjugiertes Z € H fest.® Nach Proposition 1.7 hat jede nichttriviale Mobius-Transformation
hochstens zwei Fixpunkte in C. Es folgt, dass jedes Element von SL;(R) . {£1,} hochstens ein
z € H stabilisieren kann.

Zusammengefasst: Wenn ein Element von SL,(R) ein z € H stabilisiert, dann ist es entweder
+1, oder elliptisch. In letzterem Fall sind z und z die einzigen Fixpunkte.

Sei nun s € R U {oo}. Da SL,(R) nach Teil (b) von Proposition 1.17 transitiv auf R U {oo}
operiert, gibt es ein M € SL,(R) mit M(co) = s. Wie fiir die Stabilisatoren in der oberen
Halbebene gilt

SLy(R)s = M -SLy(R)e - M~ L. (1.3)

Der Stabilisator von oo ldsst sich leicht aus Definition 1.1 ablesen; es gilt ndmlich

SLy (R )eo = {<g alfl) la € RX,b e R}.

8T bezeichnet hier die untere Halbebene der komplexen Zahlen mit negativem Imaginarteil.
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Ein Element von SLy(R) \ {£L} mit mindestens einem Fixpunkt in R U {co} hat demnach
reelle Eigenwerte, ist also entweder parabolisch oder hyperbolisch. Eine parabolische Trans-
formation hat als Konjugat einer Translation offensichtlich nur einen Fixpunkt in R U {co},
eine hyperbolische Transformation als Konjugat der Multiplikation mit einem ¢ € R~ ~\ {1}
zwei.

Da die Zerlegung von SL,(R) \ {£1,} in elliptische, parabolische und hyperbolische Elemente
disjunkt ist, folgt die Proposition. O

Korollar 1.19. Seien M € SLy(R) \ {£L} und m € Z mit M™ # =£I,. Dann gilt: M™ ist genau
dann elliptisch bzw. parabolisch bzw. hyperbolisch, wenn M es auch ist.

Beweis. Die Riickrichtung folgt unmittelbar aus Proposition 1.18 und der Tatsache, dass we-
gen (1.3) jede Potenz einer parabolischen Matrix wieder parabolisch ist. Die Hinrichtung folgt
dann mit der vollstindigen Zerlegung von SL;(R) \ {£L} in elliptische, parabolische und
hyperbolische Elemente. O
Definition 1.20. SeiI' C SL;(RR) eine Untergruppe. Dann definieren wir

(a) Ein Punkt z € H heifst ein elliptischer Punkt beziiglich T, wenn es ein elliptisches Element
M €T gibt mit M(z) = z.

(b) Ein Punkt s € R U {oco} heifit ein parabolischer Punkt oder eine Spitze beziiglich T, wenn es
ein parabolisches Element M € T gibt mit M(s) = s.

Proposition 1.21. Sei I’ C SLy(R) eine Untergruppe, und seiz € HUR U {co} ein elliptischer bzw.
parabolischer Punkt beziiglich T mit einem elliptischen bzw. parabolischen M € T mit M(z) = z. Dann
ist fiir alle A € T auch A(z) wieder elliptisch bzw. parabolisch.

Beweis. Mit M ist auch AMA~! elliptisch bzw. parabolisch, und es gilt
(AMA™)(A(z)) = Afz).
O

Definition 1.22. Eine Teilmenge F C H heif$st Fundamentalbereich fiir die Aktion einer Untergruppe
I' C SLy(R) auf H, wenn sie die folgenden Bedingungen erfiillt.

(i)  F ist abgeschlossen in T und hat ein zusammenhiingendes Inneres.’
(ii)  Jeder Punkt z € H ist zu einem Punkt in F dquivalent.

(iii) Je zwei verschiedene Punkte aus dem Inneren von F sind indquivalent.

9H ist mit der Teilraumtopologie beziiglich C = R? ausgestattet.
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1.4 Die volle Modulgruppe

Wir wollen in diesem Abschnitt die gegen Ende von Abschnitt 1.3 eingefiihrten Begriffe fiir die
Aktion der vollen Modulgruppe SL;(Z) explizit bestimmen:

Proposition 1.23. (a) Die Menge der Spitzen von SLy(Z) ist durch Q U {oo} gegeben.

(b) Jedes parabolische Element von SLy(Z.) ist von der Form M - A - M~ mit M € SLy(Z) und

A € SLo(Z)e ~ {£D)} = {i ((1) ’;) heZ~ {0}}.

Beweis. Sei M = (?Z) ein beliebiges parabolisches Element von SL;(Z). Nach Proposition 1.18
hat dann @) genau einen Fixpunkt s. Ist s # o0, so folgt sofort ¢ # 0'° und es gilt

as+b
S:M<S>:cs+d'

Der Punkt s ist also eine Nullstelle des quadratischen Polynoms

cX2+(d—a)X—b:cX2+(d—a)X+1_ad

(ad — bc = det(M) = 1)

c
(a+d)* — 4ad
4c
(a —d)?
4c

=cX? 4+ (d—a)X + (a+d)? =tr(M)? = 4)

=cX?+(d—a)X +

also offensichtlich in Q. Es folgt, dass die Menge der Spitzen in Q U {co} enthalten ist.

Umgekehrt ist der Punkt oo tatsdchlich eine Spitze von SL,(Z), denn es gilt

<(1) 1) (00) =00 und tr((l) 1)22.

Ist weiter % € Q mit p,q € Z und ggT(p,q) = 1, so finden wir mit dem Lemma von BE-
ZOoUT!'zwei ganze Zahlen u, t mit pt — uq = 1. Es folgt

G 1) s we G 3)erst

st ¢ = 0, so liegt M in

SLy(Z)ew = {+ (é i‘) \hez).

Da parabolische Elemente genau einen Punkt aus R U {co} stabilisieren, folgt entgegen unserer Annahme s = co.
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Mit Proposition 1.21 ist dann auch g eine Spitze, so dass wir nun insgesamt Teil (a) der Propo-
sition gezeigt haben.

Teil (b) folgt sofort, da jedes parabolische Element (genau) eine Spitze stabilisiert und die Sta-
bilisatoren der Spitzen gerade die SL,(Z)-Konjugate von SL»(Z), sind. O

Bemerkung 1.24. Im Beweis von Proposition 1.23 haben wir sogar mehr gezeigt als behauptet, wir
haben nimlich gezeigt, dass die Menge der Spitzen von SL,(Z.) nichts anderes als die SLy(Z)-Bahn von
oo ist. Die Spitzen von SLy(Z) bilden also beziiglich der in Definition 1.13 eingefiihrten Aquivalenzre-
lation eine Aquivalenzklasse. Nach Bemerkung 18.9 aus der Algebra gilt zudem

SLQ(Z)/ SLz(Z)oo = SL2(Z)<OO> =QU {OO} (1.4)
Proposition 1.25. (a) Die Menge der elliptischen Punkte von SLp(Z) ist durch SLo(Z)(i) U
SL,(Z){0) mit 0 = €*™/3 gegeben.
(b) Jedes elliptische Element von SLy(Z.) ist von der Form M - A - M~! mit M € SL(Z) und

A € (SLy(Z); USLy(Z)o) ~ {£hL} = {i <(1) _01) } U {i (2 _11> , =+ <_11 _01> }

Beweis. Ist M ein elliptisches Element von SL,(Z), so ist
tr(M) € {-1,0,1}
nach Proposition 1.15. Fiir das charakteristische Polynom von M folgt somit
charpoly(M) = X? — tr(M)X +det(M) € {X*>+1,X>+ X +1}.
Nehmen wir nun an, es gelte charpoly (M) = X? + 1, das heif$t tr(M) = 0 und det(M) = 1. Zu

zeigen ist dann, dass jede Matrix M = (“_") mit det(M) = —a? — bc = 1 konjugiert zu einer

der Matrizen :I:((ifol) ist. Wir konnen dabei ohne Einschrankung annehmen, dass a von allen
Zahlen a + ¢Z den kleinsten Absolutbetrag hat und also |c| > 2|a] gilt,

denn: Hat a 4 ck mit k € Z den kleinsten Absolutbetrag aller Zahlen a + cZ, so betrachten wir
statt M die dazu konjugierte Matrix

B 6 )= )

Ohne Einschriankung diirfen wir dann aulerdem |b| < |a| annehmen,
denn: Gilt namlich |b| > |a|, so folgt

—be>0

1=det(M) = —a* — bc —a? +|b||c| > —a® +2|a| |b| > —a® + 2a* = a?

Hftienne Bézout (1730-1783)
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und somit a = 0. Es folgt M € {i(ol_g)}, und wir sind fertig. #

Es gibt daher eine Zahl ¢ € {1}, fiir die die Diagonaleintrdge der zu M konjugierten Matrix

1 0\ (a b\ (1 0\ _ a+eb b

—e 1 c —a e 1) \—-2ea+c—b —(a+eb))’
einen echt kleineren Absolutbetrag haben als a. Ist dieser Betrag gleich Null, so ist die neue
Matrix in {i(q*&)} enthalten, und wir sind fertig. Ansonsten wiederholen wir die gesamte
Argumentation rekursiv mit der jeweils neu erhaltenen Matrix. Da der Absolutbetrag der Dia-

gonaleintrdge dabei in jedem Schritt echt kleiner wird, terminiert dieser Algorithmus, und die
Behauptung ist bewiesen.

Ganz dhnlich zeigt man den Fall charpoly(M) = X? 4+ X + 1 (Ubung!) und somit Behauptung
(b). Behauptung (a) folgt, indem man fiir jedes elliptische Element M - A - M~! die quadratische
Gleichung MAM~1(z) = z 16st. Wegen

MAM Y M(z)) = M(z) <= Alz)=z

gentiigt es dabei, die speziellen Matrizen aus Aussage (b) zu betrachten. O

Bemerkung 1.26. Analog zur Bemerkung nach Proposition 1.23 stellen wir fest, dass es zwei Aquiva-
lenzklassen elliptischer Punkte von SLy(Z) gibt, die durch i und ¢ vertreten werden.

Satz 1.27. Die Menge
1
F:={zeH||z| >1und |Re(z)| < 5}

ist ein Fundamentalbereich fiir die Aktion von SLy(Z) auf H und wird auch als Standardfundamen-
talbereich bezeichnet.

Ly

Do |—

Beweis. Wir miissen die drei Bedingungen (i)-(iii) aus Definition 1.22 iiberpriifen. Bedingung
(i), also die Abgeschlossenheit und der Zusammenhang des Inneren, ist klar.
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Wir wollen nun Bedingung (ii) iberpriifen und erinnern uns daran, dass nach (1.2)

az+b,  Im(z)
Im(cz+d) ez +d|?

, a b
fiir alle <c d> € SL,(Z)

gilt. Jede Bahn SL,(Z)(z) in H enthélt Punkte maximalen Imaginérteils und diese sind charak-
terisiert durch

Im(w) maximal in SLy(Z)(z) <= |cw+d| > 1fiurallec,d € Z mit ggT(c,d) =1,

denn: Fiir ein festes z € H definiert die Ungleichung |cz + d| < 1 ein Kompaktum in R2. Der
Durchschnitt dieses Kompaktums mit dem Gitter Zz + Z ist endlich, so dass die Ungleichung
nur endlich viele Losungen (c,d) € Z? hat. Es gilt andererseits

lcz+d| <1 <= Im(M(z))>Im(z) fiiralle M = (j 2) € SLy (7).

Da der Imaginérteil von M(z) nur von der zweiten Zeile von M abhingt, gibt es innerhalb
einer Bahn Punkte maximalen Imaginarteils.

Sei nun w € SLy(Z)(z). Dann gilt
Im(w) maximal in SL;(Z)(z) <= Im(w) > Im(M(z)) fiir alle M € SL,(Z)
<= Im(w) > Im(M(w)) fiir alle M € SL,(Z)

*

< |cw +d| > 1 fir alle (j d> € SLy(Z),

wobei wir fiir die zweite Aquivalenz benutzt haben, dass w und z in derselben Bahn liegen.
Die Behauptung folgt mit

<LCz b> €SLy(Z) = ad—bc=dettM)=1 = ggT(cd)=1

d
und
(c,d) € 7> mit ggT(c,d) =1 = Ja,b € Zmitad —bc=1,
wobei sich die letzte Folgerung aus dem Lemma von Bézout ergibt. #

Nun nutzen wir aus, dass der Imaginérteil unter Anwendung von Translationen ((1) 11:) mith € Z
unverdndert bleibt. Offensichtlich gibt es fiir jedes w € Hein b € Z mit

N —

Re((p 1) (] = IRe(w+ )] <

Wir haben also gezeigt, dass jeder Punkt z € H zu einem Punkt in

Fli={z€H||cz+d| > 1firallec,d € Z mit ggT(c,d) =1 und |[Re(z)| <

N =
—
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dquivalent ist. Bedingung (ii) folgt, wenn wir 7/ = F zeigen konnen. Dem ist aber so,

denn: Wegen ggT(1,0) = 1 ist offensichtlich 7' C F. Sei jetzt umgekehrt z = x + iy € F, und
seien c,d € Z mit ggT(c,d) = 1. Dann gilt

lcz+d|? = (cx +d)* + *y* = A (x* + y?) + 2cdx + d* = ¢?|z|* + 2cdRe(z) + d?
zeF
> 2 — ]Cd]—i—dz > 1,

wobei die letzte Abschitzung gilt, weil die quadratische Form X2 — XY + Y? positiv definit
ist.1? #
Es verbleibt Bedingung (iii) zu zeigen. Seien dafiir z, w zwei Punkte aus dem Inneren von F

mit w = M(z) fiir ein M = (‘C’s) € SLy(Z). Ohne Einschrankung konnen wir annehmen, es
gelte

Im(z)
< = -
Im(z) < Im(w) cztdP
und somit
lc| - Im(z) = [Im(cz+d)| < |cz+d| < 1. (1.5)

Nach Definition von F gilt Im(z) > Im(¢) = ? Nach (1.5) folgt daraus |c| < 1.
Fall 1: |c| = 1. Aus (1.5) erhalten wir sofort |z = d| < 1. Andererseits gilt
lz+d| >1 firalle (z+d) € (F+d) mitd € 7,
so dass der Fall |¢| = 1 nicht eintreten kann.
Fall 2: ¢ = 0. Wegen det(M) = ad = 1 giltdanna = d € {£1} und somit
w=M(z) =z+b.
Da z und w beide im Inneren von F liegen, folgt b = 0 und somit w = z.

Insgesamt folgt, dass z und w aus dem Inneren von F nur dann dquivalent sein konnen, wenn
sie tibereinstimmen. O

12Eine (binare) quadratische Form (X, Y) heifit positiv semidefinit, wenn
g(x,y) >0 firallex,y € R
gilt. Erfiillt sie zusatzlich
q9(x,y) =0 = (xy) = (0,0),

so heiflt die Form positiv definit. Das ist die von uns benutzte Eigenschaft. In Definition 22.13 aus der Linearen
Algebra ist festgelegt, dass q(X,Y) = aX? 4+ bXY + cY? genau dann positiv (semi-)definit ist, wenn die Darstel-

lungsmatrix
a 3 2x2
3 C

diese Eigenschaft hat. Im Fall von q(X,Y) = X? — XY + Y? lassen sich die Eigenwerte leicht zu A; = % > 0 und
Ay = % > 0 berechnen; die quadratische Form ist also tatsachlich positiv definit.
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Korollar 1.28. Die Gruppe SLy(Z) wird erzeugt von den Matrizen

0 -1 11
S_<1 0) und T—<O 1).
Beweis. Sei (S, T) C SLy(Z) die von S und T erzeugte Untergruppe und z € H. Dann gibt es
ein M € (S, T) mit M(z) € F,

denn: Wie im Beweis von Bedingung (ii) in Satz 1.27 sehen wir ein, dass jede (S, T)-Bahn in H
Elemente maximalen Imaginirteils enthélt, und wiahlen ein M € (S, T), fiir das M(z) maxi-
malen Imaginérteil hat. Wieder wie im Beweis von Bedingung (ii) in Satz 1.27 finden wir eine
ganze Zahl b mit

[Re((T"M)(z))| <

N| =

Die Behauptung folgt, wenn wir zeigen konnen, dass der Betrag von w := (T’M)(z) minde-
stens 1 ist. Nehmen wir dafiir an, es gilte |w| < 1. Dann erhielten wir nach Anwendung von
Se(ST)

Im(S(w)) = IT;E? > Im(w),

was nicht sein kann, da ja der Imaginérteil von w als maximal in (S, T)(z) gewé&hlt war. #

Wir wihlen nun einen festen Punkt zj im Inneren von F und eine Matrix M € SL,(Z). Nach
der soeben gezeigten Behauptung gibt es dann ein M € (S,T) mit (MM){(zo) € F. Da F
insbesondere Bedingung (iii) fiir Fundamentalbereiche erfiillt und zp im Inneren von F gewahlt
war, folgt (MM)(zp) = zp. Da es nach Proposition 1.25 und der Definition von F im Inneren
von F keine elliptischen Punkte gibt, folgt (MM) € {£1} nach Proposition 1.18 und somit

52:712
Me (=1,S,T) " ="2(S,T).

Korollar 1.29. Fiir einen Punkt z € F ist der Stabilisator in SLy(Z) gegeben durch

(S)  fallsz =1,
_ J(ST) fallsz = o,
SL2(2): = (TS) fallsz = —J,
(—I) sonst.

Die Ordnung der erzeugenden Gruppenelemente ist hierbei 2 im Falle von —I5, 4 im Falle von S und 6
im Falle von ST bzw. TS.

Beweis. Folgt direkt aus Satz 1.27 und Proposition 1.25. O
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1.5 Kongruenzuntergruppen

In diesem Abschnitt wollen wir eine besonders wichtige Klasse von Untergruppen der vollen
Modulgruppe SLy(Z) betrachten, die sogenannten Kongruenzuntergruppen. Um diese einzu-
fiihren miissen wir ein wenig ausholen. Fiir jedes N € IN'? ist durch

a b a+NZ b+ NZ
<c d> ~ (C+NZ d+NZ>
ein Gruppenhomomorphismus SL,(Z) — SLy(Z/NZ) mit Kern
['(N):={M €SLy(Z) | M=TL mod (N)}
gegeben. Nach Bemerkung 2.10 aus der Algebra ist daher I'(N) ein Normalteiler, es gilt also

M™T(N)M = I'(N) fiir alle M € SL,(Z). Wir halten fest:

Proposition 1.30. Fiir jedes N € IN ist die kanonische Projektion SLy(Z) — SLy(Z/NZ) ein surjek-
tiver Gruppenhomomorphismus mit Kern I'(N). Insbesondere gilt die Isomorphie von Gruppen

SL,(Z)/T(N) = SL,(Z/NZ).

Beweis. Fir N = 1 ist die Proposition klar, sei im Folgenden also N > 1. Weiter gilt offenbar
Homomorphie und I'(N) ist nach Konstruktion der Projektionskern. Es verbleibt die Surjekti-
vitdt zu zeigen. Sei dafiir

B <a—|—NZ b+ NZ

¢+ NZ d+NZ> € SL,(2/NZ)

beliebig. Dann gilt ggT(c,d, N) =1,

denn: Nach Voraussetzung ist ad — bc + NZ = 1+ NZ, also ad — bc = 1 mod (N) und schlief-
lich ggT(c,d) = 1 mod (N). Hieraus folgt ggT(ggT(c,d), N) = 1 und somit die Behauptung.
#

Daher existieren zueinander teilerfremde ¢ = ¢ + sN und d = d + tN mits, t € Z,
denn: Im Fall ¢ # 0 setzen wir s = 0 und finden mit dem Chinesischen Restsatz ein t € Z mit

[ 1mod (p) furp|ggT(cd),
~ |0mod (p) fiirptd,p|ec.

Dann teilt einerseits jeder Primfaktor von ggT(c,d) weder N noch t und daher auch nicht
ggT(c,d + tN). Andererseits ist jeder Primfaktor von ¢, der d nicht teilt, nach Konstruktion ein
Teiler von t und teilt somit ebenfalls nicht ggT(c,d + tN). Das zeigt die Behauptung in diesem
Fall. Im Fall c = 0 gilt d # 0 wegen N > 1 und wir konnen ein analoges Argument angeben. #

13Tn diesem Skript ist Null keine natiirliche Zahl und wir schreiben stets N := {n € Z | n > 0} sowie Ny :=
N U {0}.
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Zu M betrachten wir nun das Urbild

A"/'I — (ll +EkN b‘t{lN) c ZZXZ

unter der kanonischen Projektion, wobei k, | € Z zunéchst noch beliebig sind. Wegen ad — bé =
1 mod (N) gibt es ein m € Z mit

det(M) = ad — bé + (kd — I6)N = 1+ (m + kd — I¢)N.

Da é und d teilerfre{nd sind, konnen nun Nnach dem Lemma von Bézout k und I so gewdhlt
werden, dass m + kd — I¢ = 0 und somit M € SL,(Z) gilt. Damit ist die Projektion in der Tat
surjektiv, und nun folgt die Behauptung mit dem Homomorphiesatz. O

Korollar 1.31. Fiir jedes N € N ist der Index'* der Untergruppe T(N) in SLy(Z) endlich. Genauer
gilt
[SL2(Z) : T(N)] = [SL2(Z/NZ)| = N°- T 1 —p2).

p prim
pIN

Beweis. Nach Proposition 1.30 geniigt es zum Beweis des Korollars die Ordnung der Gruppe
SL2(Z/NZ) zu bestimmen. Sei dafiir N = [, ,yim p*7 die Primfaktorzerlegung von N. Nach
dem Chinesischen Restsatz gilt dann

ISL2(Z/NZ)| = [ SL2(Z/p**Z)).
p prim

Das Korollar folgt also, wenn wir

ISLo(Z/p*rZ)| = p*»(1 — p~2) fiir alle Primzahlen p | N
zeigen konnen. Wegen der offensichtlichen Zerlegung

1%
GLZ(Z/prZ) — U x+PPZ OV SLZ(Z/prZ>
0 1+ pZ
x+p"PZe(Z/p*P Z)>

nach Nebenklassen gleicher Determinante folgt das Korollar dann genauso aus

GLoA(Z/ P Z)| = p(p*) - p™ (1= p72)
=p"(1—p )1 —p?) firalle Primzahlen p | N.

Wir zeigen nun, dass letztere Aussage tatsdchlich korrekt ist. Zunidchst gibt es
pZVp o p2vp—2 — pZVP(l o P_Z)

Mboglichkeiten, die erste Spalte einer Matrix aus GL,(Z/p'rZ) zu wihlen,

4Der Index [G : H| einer Untergruppe H in einer Gruppe G ist definiert als die Machtigkeit der Menge (sic!)
H\G der Linksnebenklassen.
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denn: Wir miissen genau diejenigen Vektoren ausschlieflen, die sich vom Nullvektor additiv
um ein Element der Menge

v x+ pZ v
pe(Z/p"2) = {<y+zvpz) € (z/pvz):p| xundply}

unterscheiden. Die Behauptung folgt, da p - (Z/p'*Z)? offenbar genau p?’»—2 Elemente hat. #
Weiter gibt es

p2vp o pZfol — pzvl"(l o pfl)
Moglichkeiten fiir die zweite Spalte einer solchen Matrix,

denn: Wir miissen genau diejenigen Vektoren ausschliefSen, die sich von einem skalaren Vielfa-
chen der ersten Spalte additiv um ein Element der Menge p - (Z/p"»Z)? unterscheiden. Nach
Konstruktion ist mindestens einer der Eintrdge der ersten Spalte eine Einheit, so dass sich die
Produkte der ersten Spalte mit den Skalaren aus (Z/p'rZ) paarweise unterscheiden. Modulo
p- (Z/p"rZ)* stimmen diese Produkte genau dann iiberein, wenn die zugehérigen Skalare mo-
dulo p tibereinstimmen. Es folgt, dass wir insgesamt p - p?»~2 = p*»~! Elemente ausschliefSen,
und somit die Behauptung. #

Das Korollar folgt, da wir so die Ordnung von GL,(Z/ p"»Z.) in Ubereinstimmung mit der oben
postulierten Formel berechnet haben. O

Definition 1.32. Die oben eingefiihrten Gruppen I'(N) fiir N € W heiflen die Hauptkongruenz-
untergruppen von SLy(Z). Eine Untergruppe I C SL,(Z), die eine Hauptkongruenzuntergruppe
enthilt, nennt man Kongruenzuntergruppe von SL,(7Z).

Korollar 1.33. Fiir jede Kongruenzuntergruppe I C SL(Z) gilt
[SL2(Z) : T] < oo,

der Index von T in SLy(Z) ist also endlich.

Beweis. Nach Definition 1.32 gibt es zu jeder Kongruenzuntergruppe I eine natiirliche Zahl N
mit

[(N) CT C SLy(Z).
Es folgt, dass sich jede Linksnebenklasse aus I'\ SL,(Z) als Vereinigung von Linksnebenklas-
sen aus der nach Korollar 1.31 endlichen Menge I'(N)\ SLy(Z) schreiben ldsst, und somit das
Korollar. O

Die Umkehrung von Korollar 1.33 ist nicht richtig: Es gibt durchaus auch Untergruppen von
endlichem Index in SL,(Z), die keine Kongruenzuntergruppen von SL,(Z) sind. Diese werden
Nichtkongruenzuntergruppen von SL,(Z) genannt und machen auf geeignete Weise gemessen
sogar die Mehrheit der Untergruppen von endlichem Index in SL,(Z) aus. In der Theorie der
Modulformen beschrankt man sich jedoch ihrer reichen Struktur halber zumeist auf das Studi-
um von Kongruenzuntergruppen und das werden wir in diesem Skript auch so halten.
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Beispiel 1.34. Fiir jedes N € IN sind

To(N) = {(”‘ Z) € SLo(Z) | ¢ = 0 mod (N)},

T1(N) = {(Z Z) €SLy(Z) | c=0mod (N), a=d =1 mod (N)}

Kongruenzuntergruppen.

Nach Korollar 1.33 haben Kongruenzuntergruppen endlichen Index in SL,(Z), es gibt also fiir
jede Kongruenzuntergruppe I' C SL,(Z) ein n € IN und Matrizen Ay, ..., A, € SLy(Z) mit

n

SLy(Z) = | | TA,. (1.6)

v=1

Da die negative Einheitsmatrix —I; trivial operiert, aber nicht in jeder Kongruenzuntergruppe
enthalten sein muss, ist es fiir viele Anwendungen von Vorteil, sich dieser Matrix zu entledigen.
Fiir eine beliebige Untergruppe G C SL,(Z) fithren wir daher die Notation

G:=G - {+DL}/{*+DL}

ein. Dabei nennen wir bequemlichkeitshalber die Elemente von G Matrizen und rechnen mit
ihnen wie mit Elementen aus G.'> Hat G endlichen Index in SL,(Z), so folgt offensichtlich

e-[SLa(Z) : G| = [SLa(Z) : G] mite € {1,2}.

Sei nun I' C SL,(Z) eine Kongruenzuntergruppe. Statt der Zerlegung (1.6) von SL,(Z) in I'-
Nebenklassen betrachten wir nun eine Zerlegung von SL;(Z) in T-Nebenklassen

m

SLy(Z) = | |TA, mitA,..., Ay € SLy(Z), (1.7)
u=1

wobei in der oben eingefiihrten Notation m = n/e gilt.
Beispiel 1.35. Sei N eine natiirliche Zahl. In diesem Beispiel konstruieren wir im Falle der Kongru-

enzuntergruppen I'o(N) bzw. T'1(N) konkrete Zerlequngen in der Form von (1.6). Hierfiir betrachten
wir zunichst die Menge

NZ
P(Z/NZ) = {(;iNZ

mit (1 4+ NZ)(d+NZ) — (b+ NZ)(c+ NZ) =1+ NZ}

) € (Z/NZ)?* | es gibt a+ NZ,b+ NZ € 7./ NZ

150ffensichtlich lasst sich jeder Matrix aus G ein eindeutiger Vertreter in G zuordnen, so dass wir auch sinnhaft
eine Multiplikation von Matrizen aus G mit Matrizen aus G definieren konnen, die ihre Werte in G annimmt.
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und lassen die Einheitengruppe (Z/NZ)* via Skalarmultiplikation darauf operieren. Diese Aktion
definiert eine Aquivalenzrelation ~ auf P(Z./NZ.), deren Klassen durch die Bahnen

(c+NZ:d+NZ) := (Z/NZ)* - <C+NZ> t (C+NZ

2
d+NZ. d+NZ>E(Z/NZ)

gegeben sind. Fiir die Menge der zugehirigen Aquivalenzklassen schreiben wir
PY(Z/NZ) := P(Z/NZ)/ ~ .
Dann ist die Abbildung
To(N)\SLy(Z) — PYZ/NZ),
a b
c

r()(N) i—)(C+NZ:d+NZ)

wohldefiniert und bijektiv,

denn: Fiir ein beliebiges (! Z) € SLy(Z) und einen beliebigen Vertreter (7'7)(% Z) der Nebenklasse

To(N)(Z ) gilt
D)

= (ar+c¢s+ NZ:br+ds+ NZ)

o (¢cs+ NZ :ds+ NZ)

=(¢c+NZ:d+ NZ),

so dass die Abbildung o wohldefiniert ist.

Fiir ein beliebiges (c + NZ : d + NZ) € P(Z/NZ) finden wir offensichtlich ein Urbild unter 7ry,
indem wir die Eintriige ¢ + NZ und d + NZ einzeln von 7./ NZ nach Z liften und das so entstandene
Paar mit dem Lemma von Bézout zu einer Matrix in SLy(Z) ergiinzen. Die Abbildung g ist also auch
surjektiv.

Zum Nachweis der Injektivitit von 1ty betrachten wir nun zwei Restklassen

To(N) (j Z) und  To(N) <Z Z)

deren Bilder unter vy iibereinstimmen, fiir die es also ein A + NZ € (Z./NZ.)* mit
(A+NZ)(c+NZ) = (+NZ) und (A+NZ)(d+ NZ) = (d+ NZ)
gibt. Hieraus folgt sofort

éd — cd = Acd — cAd = 0 mod (N).
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Die Behauptung folgt, da letzteres gleichbedeutend zu

(0) (2 d) erw

ist und also dazu, dass die zwei gegebenen Restklassen iibereinstimmen. #

Als Spezialfall von (1.6) folgt hieraus sofort

SLa(7) = U nm(f ), 19

(c+NZ:d+NZ)eP!(Z/NZ)

wobei ¢, d so gewiihlt seien, dass (c + NZ : d + NZ) ein Vertretersystem von P'(Z/NZ) durchlaufe
und a, b im Sinne des Bijektivititsbeweises von 7ty zu jeder Vorgabe von c,d beliebig so gewihlt seien,
dass ad — bc = 1 erfiillt ist. Es gilt daher

[SLy(Z) : Th(N)] = [PY(Z/NZ)| = N- ] (1+1), (1.9)

p prim
pIN

denn: Die erste Identitit folgt unmittelbar aus dem zuvor Hergeleiteten. Weiter ist die rechte Seite der
zweiten Identitit offensichtlich schwach multiplikativ und nach dem Chinesischen Restsatz trifft das auf
ihre linke Seite zu. Es reicht daher zu zeigen, dass die zweite Identitit fiir N = p” mit einer beliebigen
Primzahl p und einer beliebigen natiirlichen Zahl r gilt. In diesem Fall gilt aber offensichtlich

pril pvflil
PUz/pZ)= | [{(i+PZ:1+pZ)}u || {Q+pZ:jp+p2)}
j=0 j=0

und also
1
P2/ D =y =),
was auch die zweite Identitit zeigt. Tatsichlich erhalten wir im behandelten Spezialfall ein besonders
iibersichtliches Vertretersystem im Sinne von (1.6), es gilt nimlich:

Pl 1oy P 0 -1
SL(z) = | | o) (F 2 )u ] To) ). (1.10)
’ ]l—(l) P <J 1) HJ P (1 P])

Weiter lisst sich auch schnell zeigen, dass die Abbildung
I (N)\I'w(N) — (Z/Nz)~,

7 n(N)(i z> > d+ NZ
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wohldefiniert und bijektiv ist. Nach (1.8) und der Konstruktion von P(Z/NZ) folgt hieraus als Spe-
zialfall von (1.6) sofort

b
sL(z)= rdM(id)
(41Nz)€P(Z/NZ)

wobei c,d so gewihlt seien, dass (;i%%) ein Vertretersystem von P(Z/NZ) durchlaufe und a,b zu

jeder Vorgabe von c, d beliebig so gewdhlt seien, dass ad — bc = 1 erfiillt ist. Es gilt daher

[SL2(Z) : T1(N)] = [SLa(Z) : To(N)] - [To(N) : T1(N)]

(1.9) 1
= N-J[(1+-) ¢N)
p prim p
pIN
1 1
:N.r1@+5yw-r1u_5)
p prim p prim
pIN pIN
1
= N?%. H (1- E)
p prim
pIN

Da die Kongruenzuntergruppen Teilmengen von SL,(Z) sind, miissen auch die zugehorigen
Mengen von elliptischen und parabolischen Elementen in den entsprechenden Mengen zu
SL,(Z) enthalten sein. Das trifft dann nach Definition auch auf die elliptischen bzw. paraboli-
schen Punkte zu. Tatsdchlich stimmt die Menge der Spitzen beziiglich einer Kongruenzunter-
gruppe mit derjenigen beziiglich SL,(Z) tiberein:

Proposition 1.36. Die Menge der Spitzen beziiglich einer beliebigen Kongruenzuntergruppe I' C
SLy(Z) ist durch Q U {oo} gegeben.

Beweis. Die eine Inklusion ist klar: Jede Spitze beziiglich I ist nach Definition insbesondere eine
Spitze beziiglich SL;(Z) und somit nach Proposition 1.23 in Q U {oo}.

Wir wollen nun zeigen, dass umgekehrt auch jedes s € Q U {oo} tatsédchlich eine Spitze beziig-
lich T ist. Da I' eine Kongruenzuntergruppe ist, gibt es ein N € I, fiir das die Hauptkongru-
enzuntergruppe I'(N) in T enthalten ist. Mit derselben Argumentation wie gerade eben langt
es dann zu zeigen, dass s von einem parabolischen Element aus I'(N) stabilisiert wird. Sei
M = (°h) € SL,(Z) eine Matrix mit M(co) = s. Dann gilt

-1
1 N 1_(a b 1 N a b _ (1—Nac  Na?
M'<O 1)'M _<c d>'<0 1>'<c d) _<—Nc2 1—|—Nac>€r(N)’
wobei wir im letzten Schritt ad — bc = det(M) = 1 verwendet haben. Die Behauptung folgt, da
(10? ) den Punkt oo stabilisiert. O
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In Bemerkung 1.24 haben wir gezeigt, dass alle Spitzen in Q U {co} in derselben SL,(Z)-Bahn
liegen. Fiir eine beliebige Kongruenzuntergruppe I' stimmt das nicht mehr: Hier kann die Men-
ge der Spitzen in mehrere I'-Bahnen zerfallen. Jede solche I'-Bahn nennt man eine Spitzenklasse
beziiglich I'. Zu einer gegebenen Spitze s beziiglich I nennen wir die Spitzenklasse s := I'(s);
die Menge der Spitzenklassen beziiglich I' bezeichnen wir mit Cusps(T).

Proposition 1.37. Die Menge der Spitzenklassen in Q U {oo} beziiglich einer beliebigen Kongruenz-
untergruppe I C SLy(Z) ist endlich.

Beweis. Da der Index von I in SL,(Z) endlich ist, kénnen wir in der Notation von (1.7)

QU {oo} = SLy(Z)(c0) = 6 TA, (o)

schreiben. Offensichtlich enthilt also die Menge {A1(o0), ..., Ay (o)} ein Vertretersystem der
Spitzenklassen beziiglich I', und die Proposition ist gezeigt. O

Beispiel 1.38. Es gilt
Cusps(I'o(2)) = {To(2)(e0), T0(2)(0)},

denn: Nach (1.10) gilt

s - () o (1 9)omn (3 )

und wegen —Ip € To(2) konnen wir diese Zerlequng unveriindert als Zerlegung von SLy(Z.) in T (2)-
Restklassen iibernehmen. Nach den Uberlequngen im Beweis von Proposition 1.37 enthilt daher die

Menge
(G e ) @)=

ein Vertretersystem der Spitzenklassen beziiglich To(2). Wegen T € To(2) und T(0) = 1 sind dabei
einerseits die Spitzen 0 und 1 dquivalent. Andererseits ist die Menge der Matrizen in SL,(Z.), die co auf

0 abbilden, durch
a b
{(C d> €SLo(Z) |a = 0}

gegeben und hat offensichtlich leeren Durchschnitt mit T'o(2). Es folgt, dass co und 0 in verschiedenen
Spitzenklassen liegen, und insgesamt die Behauptung. #

Einer gegebenen Spitzenklasse ldsst sich mit der sogenannten Breite eine quantifizierende In-
variante zuordnen. Diese wollen wir nun einfithren und miissen dafiir zunédchst ein wenig
ausholen:
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Lemma 1.39. Sei I' C SL,(Z) eine Kongruenzuntergruppe und seien s € Cusps(I'), s € s sowie
M € SLy(Z) mit M(oo) = s beliebig. Dann hingt die Menge

Hs:= Hy := M 'TM N SLy(Z) e (1.11)

nicht von der Wahl von s und M ab und trigt die Struktur einer Untergruppe von endlichem Index in
SLy(Z)co-

Beweis. Seien fiir diesen Beweis s € Cusps(I'), s € s eine beliebige Spitze und M € SL,(Z) eine
beliebige Matrix mit M(oo) = s fest gewéhlt. Es folgt

MeT, < M eT mit M(s) =s
<= M €T mit M 'MM(c0) = o
= McTmit M MM € SLy(Z)w

und somit auch

I, =T N MSLy(Z)oM .
Offensichtlich erhalten wir so eine injektive Abbildung

T \(MSLy(Z)wM ™) < T\ SLy(Z)

und wir erkennen, dass die Untergruppe T's endlichen Index in M SL,(Z)eM ™! hat. Wir kon-
jugieren mit M und sehen, dass

M™'TsM = M™'TM N SLy(Z)e = Hs

eine Untergruppe von endlichem Index in SL;(Z) ist.

Zum Beweis des Lemmas verbleibt zu zeigen, dass H,; als Menge nicht von der Wahl von s und
M abhingt. Seien dafiir § € s eine weitere Spitze und M € SL,(Z) eine beliebige Matrix mit
M{oo) = 5. Wegen § ~ s gibt es ein A € T mit A(3) = s. Mit diesem gilt (AMM™!)(s) = s und
somit AMM~! € T;. Es folgt

Hy = M 'T;sM = MY (AMM Y IT,(AMM Y)YM = M 'A7IT,AM = MTsM,

was das Lemma zeigt. O

Lemma 1.40. Die Untergruppen H C SLy(Z)s von endlichem Index sind gegeben durch:
(i) (T"YmitheN,

(i) (—(T~")) mith € NN,

(iii) (T",—L) mith € N,

In allen drei Fiillen gilt h = [SLy(Z)w : H].
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Beweis. Bekanntlich gilt

SLy(Z)e = {(iol f1> be Z} — (T) ® {£D).

Die Untergruppen von endlichem Index in (T) sind gerade diejenigen von Typ (i), da die Un-
tergruppen von endlichem Index in der zyklischen Gruppe Z bekanntermafien von der Gestalt
hZ mit einem h € N sind. Hieraus folgt sofort die erste Teilbehauptung. Da weiter in allen drei
Féllen H = (T") gilt, erhalten wir stets

h=[(T) :(T"] = [SLs(Z)w : H]
und somit auch die zweite Teilbehauptung. O

Definition 1.41. Sei I C SL,(Z) eine Kongruenzuntegruppe und seien s € Cusps(I') sowie s € s
beliebig. Dann heifst die natiirliche Zahl

hr(S) = hr(ﬁ) = [SLz(Z)oo : E]
die Breite der Spitze s bzw. der Spitzenklasse s. Gilt in der Fallunterscheidung von Lemma 1.40
H, = (~(T ")) = (—~(Tr)),

so heif$t die Spitze s bzw. die Spitzenklasse s irreguldr, ansonsten regulir.

Bemerkung 1.42. Ist I C SL,(Z) ein Normalteiler, so haben offensichtlich alle Spitzenklassen be-
ziiglich T' dieselbe Breite und sind entweder alle requliir oder alle irrequliir. Es reicht hier also aus, die
Regularitit einer einzigen Spitzenklasse zu iiberpriifen.

Beispiel 1.43. Irreguliire Spitzen sind extrem selten:

(@) Sei N eine natiirliche Zahl. Dann sind alle Spitzen beziiglich der Hauptkongruenzuntergruppe
I'(N) regulir,

denn: Da T'(N) normal in SLy(Z) ist, reicht es nach Bemerkung 1.42 aus, die Regularitit der
Spitze oo zu untersuchen. Es gilt

(TN) fiir N > 2,

Hy, = F(N) N SLZ(Z)OO = {(TN _[2> fiir N <2

was in der Fallunterscheidung von Lemma 1.40 in Fall (i) bzw. (iii) liegt. #

(b) Sei N eine natiirliche Zahl. Dann sind alle Spitzen beziiglich der Kongruenzuntergruppe I'o(N)
requlir,

denn: Wegen —I, € T'o(N) liegt H, fiir alle Spitzenklassen s beziiglich To(N) in der Fallunter-
scheidung von Lemma 1.40 in Fall (iii). #
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(c) Sei N # 4 eine natiirliche Zahl. Dann sind alle Spitzen beziiglich der Kongruenzuntergruppe
I'1(N) regulir,

denn: Seien s eine beliebige Spitze beziiglich T'1(N) und M = ({ Z) € SLy(Z) mit M(o0) = s.
Wir untersuchen nun, welche Elemente von SLy(Z)e in Hy liegen und betrachten daher gemiif$
der Konstruktion von Hs in (1.11) fiir ein beliebiges h € Z.

1 h 1 (1—ach ah
M(O 1>M N ( —c?h 1—|—ach>’
-1 —=h\,,1_ (—1+ach —a’h
bzw. M< 0 —1) M= ( c?h -1 —ach> '
Dass die jeweiligen rechten Seiten in T'1(N) liegen, erfordert
N | c*h sowie 1—ach=1+ach=1mod (N),
bzw. N |c*h sowie —1—ach= —1+ach=1mod (N).
Dies liisst sich noch etwas vereinfachen zu
N | c*h sowie N | ach,
) , (1.12)
bzw. N |c“h sowie ach=2= —-2mod (N).

Der zweite Fall, dass also eine Matrix der Form —T" mit einem h € 7 in H, liegt, kann daher
offensichtlich nur fiir N | 4 auftreten. Fiir N { 4 sind daher alle Spitzen s beziiglich T1(N) in
der Fallunterscheidung von Lemma 1.40 in Fall (i). Die Behauptung folgt, da fiir N € {1,2} die
Matrix —I in T(N) C T'1(N) enthalten ist und daher alle Spitzen s beziiglich T'1(N) in der
Fallunterscheidung von Lemma 1.40 in Fall (iii) liegen. #

Beziiglich Ty (4) ist aber die Spitze % tatsiichlich irregulir,
denn: Wiihlen wir in der obigen Arqumentation

11 . 1
M= <2 3> € SLy(Z) mit M{oco) = 5

so erhalten wir in (1.12) die Bedingungen

4| 4h sowie 4 |2h,
bzw. 4 |4h sowie 2h =2mod (4).

Es folgt

Hi, = {T": h € Z gerade} U {—T" : h € Z ungerade} = (—T),

NI=

so dass die Spitze 3 beziiglich T'1(4) in der Fallunterscheidung von Lemma 1.40 in Fall (ii) liegt. #

Die Breiten der Spitzenklassen der gegebenen Kongruenzuntergruppe I’ erfiillen eine erstaun-
liche Eigenschaft, fiir deren Beweis wir noch ein gruppentheoretisches Lemma benétigen, eine
Verallgemeinerung der Bahnengleichung 18.10 aus der Algebra:
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Lemma 1.44. Sei (G, ) eine Gruppe, S eine Menge, auf der G iiber eine Abbildung o : G xS — S
transitiv operiert, und U C G eine Untergruppe von endlichem Index. Dann gilt:

(a) Fiir jedes s € S hat U endlichen Index in Gs und es gibt eine Einbettung
U;\Gs — U\G

mit Bild U\ (U x Gs).
(b) Fiir ein festes so € S ist durch
Uxgr (Uxg)osg=Uo(goso)
eine Surjektion U\G — U\S gegeben und fiir jedes s € S hat das Urbild von U o s unter dieser
Surjektion die Kardinalitit [Gs : Us].

(c) Esgilt

E%;\S[Gs : Us] = [G : LI],

wobei s in der Summe links ein Vertretersystem der Aktion von U auf S durchlaufe.

Beweis. Im Spezialfall, dass U < G ein Normalteiler ist, folgt Behauptung (a) unmittelbar mit
dem Ersten Isomorphiesatz fiir Gruppen. Auf den Fall einer beliebigen Untergruppe U C G
lasst sich der Beweis dort leicht anpassen.

Wir zeigen nun Behauptung (b). Wegen der Transitivitidt von o existiert fiir jedes s € S ein
gs € G mit gs 059 = s, so dass die angegebene Abbildung tatsdchlich surjektiv ist. Bezeichne
nun

Fues :={Uxg € U\G | Uo (gosg) = Uos}

das Urbild von U o s unter dieser Surjektion. Da G auf sich selbst via Rechtstranslation transitiv
operiert, durchlduft mit ¢ auch § := ¢ x ¢; ! ganz G und es gilt
Fuos 2 {Uxg € U\G | Uo ((§xgs)oso) =Uos}
={UxgeU\G|[Uo(Zos) =Uos}
= U\(U * Gs)

(a)
~ U\ Gs.

Insbesondere ergibt sich die Behauptung iiber die Kardinalitdt und somit Behauptung (b).

Behauptung (c) erhalten wir nun durch

G:u]l=u\G|= ¥ [Fueel € ¥ [Go: U],
selU\S selU\S

wobei s jeweils ein Vertretersystem der Aktion von U auf S durchlaufe. O
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Proposition 1.45. SeiI' C SL,(Z) eine Kongruenzuntergruppe. Dann gilt

Z hr(ﬁ) = [SLz(Z) T]

s€Cusps(I')

Beweis. Setzen wir in Teil (c¢) von Lemma 1.44

G=SL,(Z), U=T, S=QuU/{c},

so erhalten wir

[SL2(z) :T] = Y [(SLa(Z))s : (T)4]

seT\(QU{eo})

== Z [SLZ(Z)S . ITS]
seT\(QU{eo})

= Z [SLz(Z)OO : ﬁs] = Zhr(ﬁ),
€T\ (QU{eo}) s

wobei wir beim vorletzten Gleichheitszeichen die beteiligten Gruppen mit einer Matrix M €
SL,(Z) mit M(oo) = s konjugiert haben, was den Wert des Index erhilt. O

Bei den elliptischen Punkten kann verschiedenes passieren, bis dahin, dass es tiberhaupt keine
mehr gibt. Das sieht man gut an dem folgenden Beispiel:

Beispiel 1.46. Fiir N € IN-q gibt es beziiglich T'(N) keine elliptischen Punkte,

denn: Nach Proposition 1.25 sind alle elliptischen Elemente von SLy(Z) zu einer der Matrizen

0 -1 0 -1 -1 -1
<)== )
konjugiert. Fiir N > 1 liegt keine dieser Matrizen in I'(N), denn sie sind modulo N nicht kongruent zur

Einheitsmatrix Ip. Die Behauptung folgt, da T (N) als Normalteiler von SL,(Z.) die SL(Z.)-Konjugate
seiner Elemente enthiilt. #

In Analogie zu Proposition 1.37 gilt allerdings auch hier:

Proposition 1.47. Die Menge der T-Aquivalenzklassen elliptischer Punkte in H beziiglich einer belie-
bigen Kongruenzuntergruppe I C SLy(Z) ist endlich.

Beweis. Da der Index von I in SL,(Z) endlich ist, konnen wir in der Notation von (1.7)

H = SLy(Z)(F) = LmJ TA(F)
u=1

schreiben. Offensichtlich enthalt also die Menge U,_; Ay (F) ein Vertretersystem der T-
Aquivalenzklassen beziiglich T elliptischer Punkte in H. In F und somit auch in jeder der
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endlich vielen Mengen A,(F) liegen dabei genau drei — nicht notwendigerweise SL,(Z)-
indquivalente — beziiglich SL,(Z) elliptische Punkte. Da beziiglich I elliptische Punkte automa-
tisch auch beziiglich SL,(Z) elliptisch sind, haben wir so eine endliche Menge von Punkten in
H gefunden, die ein Vertretersystem der I'-Aquivalenzklassen beziiglich I elliptischer Punkte
in H enthilt. Die Proposition folgt. O

Beispiel 1.48. Die einzige Klasse beziiglich To(2) elliptischer Punkte ist

1—|—i>
2 7

To(2)(

denn: Nach (1.10) gilt

wam-ren Yo Yo )

und wegen —Ip € To(2) konnen wir diese Zerlequng unverindert als Zerlegung von SLy(Z.) in T'o(2)-
Restklassen iibernehmen. Nach den Uberlegungen im Beweis von Proposition 1.47 enthiilt daher die

Menge
fio=a (3 D)3 9@ (i ) osnsesal

o 14i _1-5. _
- ZIQI _Q/ T/ _Q/ TIZI_QIQ

. _1+4il-2
= ZIQI_QI 2 /T

ein Vertretersystem der Klassen beziiglich Ty(2) elliptischer Punkte. Fiir jeden dieser Punkte unter-

suchen wir nun, ob es ein elliptisches Element M = (© Z) von T'y(2) gibt, das diesen fixiert. Wegen

det(M) = 1 und 2 | c gilt fiir jedes elliptische Element von I'y(2)

(i)  a,d ungerade.

Mit [tr(M)| € {0,1, —1} folgt daraus sofort

(i) d=—a.

Weiter gilt bc = ad — det(M) = —a® — 1 = 2 mod (4) und wegen 2 | c somit
(iii) b ungerade.

Wir betrachten jetzt die oben hergeleiteten Kandidaten fiir elliptische Punkte einzeln:

o i ist beziiglich To(2) nicht elliptisch, denn sonst giibe es ein elliptisches Element (* _?) von To(2)
mit

@ EJ<”=f > (b+c)+2ai=0

und wegen 2 | c und 2 1 b kann dies nicht sein.



1.5. Kongruenzuntergruppen 36

* g ist beziiglich T'y(2) nicht elliptisch, denn sonst gibe es ein elliptisches Element (; _2) von T'p(2)
mit

c —a 2

(f L)@=e = (-b-3)-+yVaizo
<< c¢=-2aundb=2a

und wegen 2 1 b kann dies nicht sein.

a b
c—a

» —0 ist beziiglich T'o(2) nicht elliptisch, denn sonst giibe es ein elliptisches Element (.
FO (2) mit

) von

c —a 2

(a b)<—e>=—g = (a-b-2)—(a—)V3i=0
<— c¢c=2aundb=0

und wegen 2 1 b kann dies nicht sein.
o L ist beziiglich T(2) elliptisch, denn (2 1) € To(2) ist wegen seiner verschwindenden Spur

ellzptzsch und erfiillt

L1y iy -1 1+
2 -1 27 (449 -1 2

. 10y
3
[o(2) m

bezuglzch To(2) nicht elliptisch, denn sonst giibe es ein elliptisches Element ( b) von

£ e

< c¢=2aund3b= —2a

und wegen 2 1 b kann dies nicht sein.

#

Ist ein Vertretersystem einer Kongruenzuntergruppe I' in der vollen Modulgruppe bekannt, so
lasst sich aus dem aus Satz 1.27 bekannten Fundamentalbereich F ein Fundamentalbereich fiir
die Aktion von I' auf 1 gewinnen. Genauer gilt:

Proposition 1.49. Fiir eine beliebige Kongruenzuntergruppe I C SLy(Z) sei

m
SL2 I_l " mit A1,..., Ay € SLZ(Z)
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eine Zerlequng von SL;(Z) in T-Nebenklassen wie in (1.7) mit der Zusatzbedingung, dass

m
./—"r = U Ay<./_">
u=1

ein zusammenhingendes Inneres hat. Dann ist JFr ein Fundamentalbereich der Aktion von T auf .

Beweis. Die Menge Fr ist abgeschlossen, da F als Fundamentalbereich der Aktion von SL;(Z)
auf H abgeschlossen ist, Mobius-Transformationen auf H als Homdomorphismen operieren
und die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen wieder abgeschlossen ist. Da wir
zudem vorausgesetzt haben, dass Fr ein zusammenhidngendes Inneres hat, erfiillt dieses somit
Eigenschaft (i) in Definition 1.22.

Dass Jt auch Eigenschaft (ii) in Definition 1.22 geniigt, ergibt sich unmittelbar aus seiner Kon-
struktion,

denn: Sei z € H beliebig. Da F ein Fundamentalbereich fiir die Aktion von SL,(Z) auf H ist,
gibt es ein w € F und ein M € SL,(Z) mit z = M(w). Wegen der vorausgesetzten Zerlegung
von SLy(Z) gibtesein u € {1,...,m}, ein M, € T und ein Vorzeichen ¢, € {£1} mit

M = e, M, A,.
Wir erhalten
z = (g, MyA,)(w) = My (Au(w)) € T(Fr)
und somit die Behauptung. #

Schliefslich erfiillt 1 auch Eigenschaft (iii) in Definition 1.22,

denn: Seien z, w zwei Punkte im Inneren F von Fr mit w = M(z) fiir ein M € T. Dann gibt es
g,0 > 0 mit

ug(Z), U5(w) g ﬁr.

Da Mobius-Transformationen auf H als Homdomorphismen operieren, ist mit U(z) auch
M(U(z)) offen. Da letzteres nach Konstruktion den Punkt w enthilt, ist somit

U = M(U.(z)) N Us(w) C Ft

offen und nichtleer. Daher und wegen 1 = Uy;_; A, (F) gibteseinp € {1,...,m} mit

o

Un (4,F) £0
und insbesondere

M{U(2)) N (Au(F)) # @.
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Da die Mobius-Transformation ¢ ;-1 auf H als Homéomorphismus operiert, ist wiederum
Vi=Ue(z) N (M~1A)(F) € Fr

offen und nichtleer. Daher und wegen Fr = U,_; A, (F) gibteseinv € {1,...,m} mit
VN (ALF)) £ 0

und insbesondere
(M714,)(F) 0 (4,(7) # @

Da F ein Fundamentalbereich der Aktion von SL,(Z) auf H ist, folgt hieraus, dass M .\ xund
A, als Elemente von SL,(Z) iibereinstimmen und daraus wegen M € I auch

TA, =TM 'A, =TA,.

Nach Definition unserer I'-Nebenklassen gilt somit v = i, so dass M1 A, und A, als Elemente

von SL;(Z) ibereinstimmen, was M~! € {1} und also die Behauptung impliziert. #

O]

Beispiel 1.50. Nach (1.10) gilt die Zerlegqung
10 0 -1
sLa(2) =@ U2 (3 §)une (3 ')
=To(2)uTo(2)TST UTy(2)S

in To(2)-Nebenklassen, welche sich aufgrund von —I, € To(2) identisch auf die zugehorige Zerlegung
von SLy(Z) in T'o(2)-Nebenklassen iibertragen lisst. Leider hat aber die korrespondierende Menge

F U (TST)(F)US(F)

kein zusammenhiingendes Inneres. Dies liisst sich jedoch korrigieren, wenn man TST(F) durch T~1 €
T'o(2) um 1 nach links verschiebt. Nach Proposition 1.49 ist dann die so erhaltene Menge

Fry2) = FU(ST)(F)US(F)

ein Fundamentalbereich fiir die Aktion von To(2) auf H.
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o
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Bemerkung 1.51. Fiir jede Kongruenzuntergruppe I C SLy(Z) gibt es tatsiichlich eine Zerlegung
von SL(Z) in T-Nebenklassen, fiir welche die in Menge Fr ein zusammenhiingendes Inneres hat und
nach Proposition 1.49 somit ein Fundamentalbereich der Aktion von I auf H ist.

1.6 Ubungsaufgaben

Aufgabe 1.1. Beenden Sie den Beweis von Proposition 1.3.
Aufgabe 1.2. Beenden Sie den Beweis von Proposition 1.4.

Aufgabe 1.3. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:
(a) Kreise und Geraden lassen sich einheitlich schreiben als
wz]* +Bz+Bz+vy=0 mita,y €R, B € CundBp > ay.

Im Fall der Kreislinien ist « # 0, im Fall der Geraden ist x = 0. Die Menge aller solchen Kreise
und Geraden nennt man auch verallgemeinerte Kreise.

(b) Mobius-Transformationen bilden verallgemeinerte Kreise auf verallgemeinerte Kreise ab.
Aufgabe 1.4. Beenden Sie den Beweis von Proposition 1.9.

Aufgabe 1.5. In der komplexen Ebene seien vier paarweise verschiedene Geraden mit gemeinsamem
Schnittpunkt P € C gegeben und weiter eine Gerade g, die nicht durch P geht und die anderen Geraden
wie in der Abbildung dargestellt in Punkten A, B, C, D € C schneidet.
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Zeigen Sie, dass fiir das Doppelverhiiltnis der Punkte A, B, C, D dann die Identitit

DV(A, B,C, D) — s?n(oc +B)- sm(,B‘—F )
sin(a + B+ 1) - sin(p)
gilt, wobei die Winkel «, B und vy wie in der Abbildung definiert seien. Insbesondere hiingt also das
Doppelverhiltnis DV (A, B, C, D) nicht von der genauen Lage von g ab.

Hinweis: Im Beweis diirfen Sie den Sinussatz aus der Elementargeometrie verwenden, der besagt,
dass in einem beliebigen Dreieck mit Ecken X,Y,Z € C und Innenwinkeln ¢ bei X und  bei Y die
Gleichung

sin(p)  sin(y)

Y-2] ~ X-Z]

gilt.

Aufgabe 1.6. Sei s € C, und sei M € SLy(Z) hyperbolisch mit M(s) = s. Zeigen Sie, dass dann
sc R\ Qgilt.

Aufgabe 1.7. Seien M, M’ € SLy(R) \ {£L} mit MM' = M'M. Zeigen Sie die folgenden Aussa-
gen:

(@) Ist M parabolisch, so auch M'.

(b) Gilt M(z) = z fiirein z € C, so auch M'(z) = z.

Aufgabe 1.8. Seien z1,z, zwei Punkte in H, und seien Uy bzw. U, offene Umgebungen von z, bzw.
2o, deren kompakte Abschliisse in H liegen. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Fiir alle bis auf endlich viele teilerfremde Paare (c,d) € Z? gilt die Abschiitzung

sup{Im(M(z)) | M = <z< 2) €SLy(Z)undz € Uy} < Ziemg2 Im(z).

(b) Es gibt nur endlich viele Matrizen M € SLy(Z.) mit
M{U;) NUy # 2.

Hinweis: Benutzen Sie die Tatsache, dass Mobius-Transformationen zu Matrizen aus SLy(R) als
Homdomorphismen auf H operieren.


https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/361/display?destination=satz:Sinussatz
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Aufgabe 1.9. In Korollar 1.28 haben wir gesehen, dass die volle Modulgruppe von den Matrizen T
und S erzeugt wird. Fiir beliebige Kongruenzuntergruppen ist das Auffinden von Erzeugern schwieri-
ger, und die Anzahl der Erzeuger kann beliebig grof werden. Andererseits ist SLy(7Z) nicht die einzige
Kongruenzuntergruppe, die von einer Translation und der Stiirzung erzeugt wird. Auch die sogenannte
Thetagruppe Ty, die von T? und S erzeugt wird, ist eine Kongruenzuntergruppe. Um das zu einzuse-
hen, zeigen Sie

Ty:=(T%,S) = {(i Z) €SLy(Z):a+b+c+d=0mod (2)},

was unmittelbar T'(2) C Ty impliziert.

Hinweis: Zeigen Sie zunichst |a| # |b| fiir alle (Z Z) eIy

Aufgabe 1.10. Zeigen Sie fiir eine beliebige Primzahl p die folgenden Aussagen:

(a) Die Kongruenzuntergruppe T'o(p) besitzt genau 2 Spitzenklassen mit Vertretern co und 0. Dabei
qilt
hropy(00) =1 und  hry,(0) = p.

(b) Die Kongruenzuntergruppe To(p?) besitzt genau p + 1 Spitzenklassen mit Vertretern in den Punk-
ten oo, 0 und —ﬁﬁlrk e{1,...,p—1}

Hinweis: Benutzen Sie Proposition 1.45.

Aufgabe 1.11. Zeigen Sie fiir eine natiirliche Zahl N die folgenden Aussagen:
(@) Ist N > 3, so gibt es keine beziiglich T'1 (N) elliptischen Punkte in H.

(b) Ist N durch eine Primzahl p mit p = —1 mod (12) teilbar, so gibt es keine beziiglich To(N)
elliptischen Punkte in H.

Hinweis: Zeigen Sie die Behauptung zuniichst fiir N = p = —1 mod (12).

Aufgabe 1.12. In dieser Aufgabe zeigen wir, dass die Menge
Fo:={z€H: |z| >1,|Re(z)| <1}
ein Fundamentalbereich der Aktion der bereits in Aufgabe 1 eingefiihrten Thetagruppe I'y auf H ist.

4
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Hinweis: Zum Beweis von Bedingung (iii) aus Definition 1.22 zeigen Sie zunichst, dass Fy genau dann  [a bpAe)
ein Fundamentalbereich fiir die Aktion von 'y auf H ist, falls dies auch auf

Fo=FUT(F)U(TS)(F)
zutrifft, wobei F den Standardfundamentalbereich der vollen Modulgruppe bezeichne.
L
™

F T(F)

-TS(F)

1
—t
1
D=
=)
N—
—
(NY1%
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KAPITEL 2

Der Begriff der Modulform

In diesem Kapitel fithren wir mit den Modulformen das Hauptstudienobjekt unserer Vorlesung
ein. Diese sind meromorphe Funktionen auf der komplexen oberen Halbebene H, die sich unter
Mobius-Transformationen wohlverhalten und deshalb eine Fourier-Entwicklung aufweisen. In
Abschnitt 2.1 werden wir daher zunédchst Fourier-Entwicklungen in diesem Kontext studieren,
was uns erlaubt, in Abschnitt 2.2 den Begriff der Modulform zu definieren. Interessante Bei-
spiele werden wir erst in Kapitel 3 kennenlernen; in Abschnitt 2.5 werden wir aber mit der
Valenzformel eine beschreibende Eigenschaft fiir Modulformen nachweisen, mit deren Hilfe
wir immerhin zeigen kénnen, zu welchen Parametern es keine Modulformen geben kann.

2.1 Fourier-Entwicklungen

Definition 2.1. Eine Funktion f: R — C heifit periodisch mit Periode r € R ~. {0}, wenn
flx+7r)=f(x) fiirallex € R
gilt.

Beispiel 2.2. Aus der reellen Analysis wissen wir, dass die trigonometrischen Funktionen Sinus und
Kosinus Periode 27t haben.

Bemerkung 2.3. Sei f: R — C periodisch mit Periode r € R~ {0}. Dann hat die Funktion

_ {]R — C,
x = f(xr)

Periode 1, denn es gilt
glx+1) = f((x+1)r) = far+1) = f(xr) = g(x).

In diesem Abschnitt beschrinken wir uns daher auf die Untersuchung 1-periodischer Funktionen.

43
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Nun kénnen wir das Konzept der Fourier-Reihen einfiihren:

Definition 2.4. Zu einer stetigen, 1-periodischen Funktion f: R — C definieren wir den n-ten
Fourier-Koeffizienten durch

an(f) == /01 f(x)e 2T dy,

Die Fourier-Reihe von f ist definiert'® durch

[ee]

Z a, (f)eZm'nx.

n=—oo

Zu beachten ist der formale Charakter dieser Definition. Wihrend die Koeffizienten a,(f) we-
gen der von f geforderten Stetigkeit stets existieren, muss dies auf die Fourier-Reihe keines-
falls zutreffen. Sie kann jedoch abseits jeglicher analytischer Uberlegungen als formales Objekt
betrachtet werden. So ist etwa im Verband aller Fourier-Reihen eine Addition und mit der
Faltung auch eine Multiplikation definiert, ohne dass wir Konvergenz an irgendeiner Stelle
voraussetzen miissen — das ist analog zu den Verkniipfungen im Ring der formalen Potenz-
oder Laurent-Reihen in der Algebra. Da wir uns nichtsdestotrotz fiir die analytischen Eigen-
schaften einiger periodischer Funktionen interessieren, werden wir Kriterien ausarbeiten, die
uns garantieren, dass sich die in Definition 2.4 betrachtete Funktion f in die dort angegebene
Fourier-Reihe entwickeln ldsst. Ein erster Schritt hierzu ist der folgende Satz:

Satz 2.5. Erfiillt eine stetige, 1-periodische Funktion f: R — C die Bedingung
a,(f) =0 fiirallen € Z,

so ist diese bereits die Nullfunktion.

Beweis. Wir nehmen an, f wire nicht die Nullfunktion, und fiihren diese Annahme zu einem
Widerspruch. Wir betrachten zunachst den Fall, dass f seine Werte in den reellen Zahlen an-
nimmt. Ohne Einschrankung konnten wir dann annehmen, dass f auf dem Intervall [—%, %]
definiert ist und f(0) > 0 erfiillt,

16 Analog zum Vorgehen bei den LAURENT-Reihen!” in der Funktionentheorie verstehen wir unter einer unend-
lichen Reihe der Form Y, a, das Paar

Eine solche Reihe heiflt konvergent, wenn Y qa, und )} ;> ;a_, beide konvergieren; in diesem Fall heifit
Yoo a—n + Yoo an der Grenzwert von ), a,, und wir schreiben

(o) [ee) (o]
Yooan=) an+ ) a
n=-—oo n=0 n=1

Im selben Sinn verwenden wir die Begriffe absoluter Konvergenz und gleichmdfliger Konvergenz bei obigen Reihen.
17Pierre Alphonse Laurent (1813-1854)
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denn: Nach Voraussetzung wire f nicht die Nullfunktion und ndhme somit auf einem xg €
R einen reellen Wert ungleich Null an. Durch Verschieben der Integrationsvariablen um x
anderten sich die Werte der Fourier-Koeffizienten nur um einen Vorfaktor ungleich Null und f
erfiillte nach eventuellem Multiplizieren mit —1 die gewtinschten Eigenschaften. #

1+¢
1

px)

7 0 -n| nd N

Wegen der Stetigkeit von f im Punkt xo = 0 gébe es daher ein 6 € (0, ;] mit

1
DO |
Do

f(x) >f<20) fur alle x € R mit |x| < &

und wir konnten

p(x) := cos(2mx) + ¢ fur alle x € R mit |x| < %,
pe(x) := p(x)* fiir alle k € IN und alle x € R mit |x| < %
setzen, wobei ¢ > 0 passend zu J so klein gewidhlt wire, dass
ol <1-2 fﬁrallexEIRmit&ﬁMﬁ%
gilte. Weiter gébe es natiirlich auch ein 7 € (0, ) mit
p(x) > 1+§ fir alle x € R mit [x| < 7.
Dann gélte einerseits
1
/ f(x)pr(x)dx =0 firallek € N, (2.1)
2

denn: Nach Konstruktion wiren die Funktionen py fiir alle k € IN Polynome in der Variablen
cos(27tx) und also insbesondere Polynome in den Variablen ¢*™* und e~%7*, Die Behauptung
folgte somit aus der Linearitdt des Integrals, der 1-Periodizitdt des Integranden und da wir
a,(f) = 0 fur alle n € IN vorausgesetzt haben. #

Andererseits gélte aber auch

/jl f(x)pr(x) dx 20 oo, (2.2)
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denn: Als stetige Funktion ist f auf dem Kompaktum [—3, 1] betragsméBig durch ein M € R~
beschrankt, es gilt also |f(x)| < M fiir alle x € R mit |x| < 3. Uber die Standardabschitzung

erhielten wir so

gM(1—;)k.

/‘5S|x|§ f(x)pi(x) dx

1
2

Ferner wiren nach unserer Wahl von § die Werte f(x) und pi(x) fiir |x| < ¢ nichtnegativ und
es folgte

| f@pEds =0
n<|x[<é

Schliefllich hatten wir {iber die Standardabschédtzung nach unten

Durch Aufsummieren dieser drei Ausdriicke erhielten wir eine Abschdtzung des zu untersu-
chenden Integrals, die offensichtlich im Grenziibergang k — oo gegen unendlich ginge. #

Offensichtlich stehen die beiden von uns hergeleiteten Aussagen (2.1) und (2.2) im Wider-
spruch zueinander, so dass unsere Annahme, die Funktion f sei im Falle, dass f nur reelle
Werte annimmt, nicht die Nullfunktion, nicht wahr sein kann.

Fiir den Fall, dass f komplexwertig ist, definieren wir die reellwertigen Funktionen

f(x) +7(x) o(x) = f(x) _7(x>
2i

u(x) := 5 ,

und erhalten f = u + iv. Aus a,(f) = a_,(f) folgt, dass die Fourier-Koeffizienten von u und
v allesamt verschwinden, und wir kénnen unsere oberen Uberlegungen anwenden. Damit ist
alles bewiesen. ]

Aus Satz 2.5 ergeben sich zwei wichtige Korollare:

Korollar 2.6 (Identitdtssatz fiir Fourier-Reihen). Seien f: R — C und g: R — C zwei stetige,
1-periodische Funktionen mit

an(f) = a,(g) fiirallen € Z.

Dann stimmen f und g bereits auf ganz R identisch iiberein.

Beweis. Das folgt unmittelbar durch Anwenden von Satz 2.5 auf die stetige, 1-periodische
Funktion f — g. O

Korollar 2.7 (Darstellungssatz fiir Fourier-Reihen). Konvergiert die Fourier-Reihe einer stetigen,
1-periodischen Funktion f: R — C gleichmiifiig, so konvergiert sie gegen f.
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Beweis. Mit den nach Voraussetzung gegebenen Fourier-Koeffizienten a, ( f) definieren wir die
Funktion

g(x) ==Y an(f)e™ = lim Y a,(f)e¥™ firallex € R.

N —co N~>oon:7N

Diese ist nach Voraussetzung wohldefiniert, als Grenzfunktion einer gleichmaflig konvergen-
ten Folge stetiger Funktionen selbst wieder stetig und natiirlich 1-periodisch; ihre Fourier-
Koeffizienten sind gegeben durch

1 ) g 1 .
0(g) = [ g@e ™ dx= Y an(f) [ ST dx = ay(f),
m=—oo
Nach dem Identitétssatz fiir Fourier-Reihen 2.6 gilt damit bereits f = ¢ und die Fourier-Reihe
von f konvergiert gleichméaflig gegen f. O

Fiir den Fall, dass die betrachtete Funktion mehrfach differenzierbar ist, lisst sich damit
schlieillich die gleichmiflig absolute Konvergenz der Fourier-Reihe gegen die zugehorige
Funktion zeigen:

Satz 2.8. Sei f: R — C eine zweimal stetig differenzierbare, 1-periodische Funktion. Dann konvergiert
die zu f gehorige Fourier-Reihe gleichmiif$ig absolut gegen f.

Beweis. Mit zweifacher partieller Integration folgt fiir die Fourier-Koeffizienten mit der 1-
Periodizitat der Funktionen

x— f(x)e” 2 und  x — f'(x)e” 2T

die Asymptotik
1 .
a(f) = [ Flxpe ™ dx
0

X 672m‘nx 1 1 1 Coting
— {—f( ) ]0+2mn/0 f(x)e 2> dx

27in
; 1
f/(x)efzmnx 1 1 o
— {— (27'[1'71)2 0—|— (27‘[in)2/0 f//(x)e TR
~0 (;) fiir |n] — 0.
o 1

Durch Abschétzen mit der bekanntermafien konvergenten Reihe } ;" ; -7 folgt die gleichmafig
absolute Konvergenz der Fourier-Reihe von f und zwar gegen f, wie der Darstellungssatz fiir
Fourier-Reihen 2.7 besagt. ]

Die Idee der Fourier-Reihen ldsst sich auf gewisse Funktionen auf offenen Teilmengen in C
tibersetzen, wobei in Hinsicht auf Satz 2.8 der Fokus auf holomorphe Funktionen besonders
vielversprechend erscheint. Wir miissen hierfiir zunédchst den Begriff der Periodizitit geeignet
anpassen:
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Definition 2.9. Eine Funktion f: D — C auf einer offenen Teilmenge D C C heift periodisch mit
Periode w € C \ {0}, wenn

z+weD und f(z4+w) = f(z) firallez € D.
gilt.

Beispiel 2.10. Aus der Funktionentheorie wissen wir, dass die komplexen trigonometrischen Funktio-
nen Sinus und Kosinus Periode 27t haben und die komplexe Exponentialfunktion Periode 27ti.

Mit demselben Argument wie in Bemerkung 2.3 konnen wir uns auch jetzt wieder auf die
Untersuchung 1-periodischer Funktionen beschranken.

Betrachten wir nun speziell fiir —co < a < b < oo den Horizontalstreifen
Hyp:={z€C|a<Im(z) <b} (2.3)

und schreiben dabei kurz I, := I, sowie I := Hy. Dieser Horizontalstreifen H,; wird
offensichtlich durch die Abbildung

lHa,b — C,
e: i
z = q = e

auf das Ringgebiet
Do i={geCle ¥ < |g < e 2}

in der komplexen g-Ebene abgebildet, wobei wir die Identifikationen ¢ 2™ = 0 und
e~27(=*) = co verwenden. Daraus motiviert sich der folgende Satz:

Satz 2.11 (Fourier-Entwicklung periodischer holomorpher Funktionen). Fiir gegebene —oo <
a < b < oo definiert die Zuordnung'®

<q — i anqn) — (Z — i an€2m'nz> ,

n=—oo

einen Isomorphismus zwischen dem C-Vektorraum O(DE:ZZ) der holomorphen Funktionen auf dem

Ringgebiet DE:ZZ und dem C-Vektorraum Oper1(H,y) der 1-periodischen, holomorphen Funktionen
auf dem Horizontalstreifen H, .

18Wir werden im Folgenden oft diese Identifikation ausnutzen und abkiirzend

(o)

f@)= Y. an(f)q"

n=—oo

fuir die Fourier-Entwicklung einer 1-periodischen Funktion f schreiben. Wir setzen dann also stillschweigend q :=
27Tiz
ez,
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Insbesondere hat jede 1-periodische, holomorphe Funktion f: H,, — C eine Fourier-Entwicklung"’

[ee] [ee]

f2) =Y, au(H)E™ = Y an(f)g" = fiolq) fiirallez € Hyy

n=—oo n=—oo

mit eindeutig bestimmten Koeffizienten a,(f) € C. Die Reihe ist gleichmiif$ig absolut konvergent auf
Teilmengen H, 4 C H,, mita < ¢ < d < b und es gilt unabhiingig fiir alle zo € H, ; die Formel

1 .
an(f) = / f(z0 4 t)e 2D At fiir alle n € Z. (2.4)
0

Beweis. Offenbar gilt e=2™ < |q| = |e?™?| < =2 genau fiir 2 < Im(z) < b, weshalb die Rei-
hen fix(q) und f(z) gegenseitig ihre Konvergenz implizieren. Es ist daher die offenbar lineare
Abbildung nach dem Identititssatz fiir Potenzreihen wohldefiniert und wegen des Identitats-
satzes fiir Fourier-Reihen 2.6 injektiv. Es verbleibt, die Surjektivitit zu zeigen. Ist f: H,;, — C
eine 1-periodische, holomorphe Funktion, so wird einerseits zu jedem a < y; < b eine 1-
periodische Abbildung x — f(x + iy;) auf den reellen Zahlen R definiert. Wegen der Holo-
morphie von f besitzt diese nach Satz 2.8 eine absolut und gleichméfiig konvergente Fourier-
Reihe

[ee] o0

f(x + i]/l) — Z a, <y1’f>62m‘nx — Z lemylan (]/1;f)€2mn(x+iyl)~ (2_5)

n=—oo n=—oo

Andererseits ist fiir beliebige n € Z auch die Funktion g, (z) := f(z)e~ ™" auf H,; holomorph
und 1-periodisch. Wenden wir fiir feste y1,y € (a,b) und n € Z den CAUCHY schen Integral-
satz?V langs des Randes des Rechtecks mit Ecken iyy, iy, iy + 1 und iy; + 1 auf die Funktion g,
an, so folgt

1 . .
eZnnylan (ylzf) <2i5) / f(x + iyl)efzmn(xﬂy]) dx
0
_ /1f(x + iy)efzm'n(eriy) dx
0
25) 27
= e™ay(y, f),

da sich die Integrale iiber die vertikalen Seiten wegen der Periodizitdt des Integranden gegen-
seitig wegheben.

9Im Gegensatz zur Geometrie auf der Riemann’schen Zahlenkugel, die wir in Kapitel 1 im Kontext der Mobius-
Transformationen betrachtet haben, hat der Punkt co in der Fourier-Analysis keine einheitliche Bedeutung mehr:
Fiir periodische Funktionen macht es einen Unterschied, aus welcher Richtung sich ihr Argument dem Punkt oo
néhert. Hintergrund ist, dass nicht die gesamte komplexe Ebene sondern nur ein im Realteil beschrankbarer Teil-
streifen konform auf eine geeignete gelochte Kreisscheibe abgebildet wird. Daher geben wir in den ab jetzt folgen-
den analytischen Aspekten dem Punkt oo eine Verortung und bezeichnen ihn als ico. Dies bedeutet in der Praxis,
dass fiir eine Folge z,, — ico auch Im(z,,) — oo gelten muss.

20 Augustin-Louis Cauchy (1789-1857)
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Ly Yiy+1
Ly Tiyi+1
ib
0 1

Folglich ist y +— e2™Va,(y, f) fiir jedes n € Z eine konstante Funktion auf dem Intervall (a,b),
deren Wert wir als a,(f) bezeichnen, und das Integral (2.4) hidngt wegen der Periodizitit von
f nicht von der Wahl zy ab. Aus der gleichmifiig absoluten Konvergenz der Laurent-Reihe

fico auf den kompakten Teilmengen Dg:i:f, C ng;’g folgt ebendiese von f in den Bereichen

H.; € H,p mita < ¢ <d < b, womit alles gezeigt ist. O

Bemerkung 2.12. Offenbar folgt in der Situation von Satz 2.11 insbesondere die gleichmiifig absolute
Konvergenz der Fourier-Reihe auf Kompakta K C H,, da jedes solche K in einer Menge H.; mit
a < c <d < benthalten ist.

Das folgende Beispiel einer Fourier-Entwicklung werden wir in Abschnitt 3.1 benétigen:

Beispiel 2.13. Sei k > 2 eine ganze Zahl, und sei H = H o die obere Halbebene. Dann gilt

ke (F2m)f & )
Y (z—n) k:((k—li! :lnk g™ fiiralle z € H,

nez n

denn: Fiir eine beliebige kompakte Teilmenge K C C \ Z gibt es ein ¢ € R~ mit K C U,(0), also mit

|z—n| > |n|—|z| > |n| —c> ’Z| fiir alle n > 2c.

Es folgt
1
Y lzon 2 L Lo
nez, nez,
|n|>2¢ [n|>2¢

und somit die gleichmifSig absolute Konvergenz der Reihe auf der linken Seite unserer Behauptung
auf dem beliebigen Kompaktum K C C \ Z. Insbesondere stellt diese Reihe eine auf H holomorphe
Funktion dar. Wegen der absoluten Konvergenz kinnen wir sie auch umordnen und sehen so ein, dass
die untersuchte Funktion 1-periodisch ist. Nach Satz 2.11 hat daher die linke Seite als holomorphe, 1-
periodische Funktion auf H eine Fourier-Entwicklung.
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Mit dem Satz von MITTAG-LEFFLER?! aus der Funktionentheorie lisst sich die Partialbruchzerlegung

ncot(nz):f—k ) (zin+111>

neZ~{0}

:+Z:< Ziﬂ) (2.6)
=lim Y (z—n)"!

N—oo el
[n|<N

des Kotangens und deren absoluter Konvergenz herleiten. Andererseits gilt fiir alle z € H

cos(mz) SR 241
T COt(7T2> = SiI‘l(TL’Z) =T e U e2miz _ 1
2i
—1)+2 2
_gla-H+2 <1 n ) 2.7)
9-1 g-1

= 7Ti (1—2 iq”) = 7ti — 271i iq”,
n=0 n=0

wobei wir die geometrische Reihenformel anwenden diirfen, da fiir z € H die Voraussetzung |q| < 1
erfiillt ist. Fiigen wir diese beiden Resultate zusammen, so erhalten wir

im Y (z—n)"'=mi— 27t12q fiir alle z € H.

N—oo ne?.
[n|<N

Da beide Seiten dieser Gleichung auf Kompakta in H gleichmifig absolut konvergieren, diirfen wir sie
beliebig oft gliedweise ableiten. Wie man leicht iiberpriift, erqibt (k — 1)-maliges Ableiten nach z

(—Uﬂk—1ﬁ§:4—i—f (27ri)* Ejnkl"

neZz (Z B 1’1) n=

und somit die Behauptung. #

Wenn wir darauf achtgeben, dass fi«(g) in g = 0 keine nicht-isolierte Singularitit erhalt, kon-
nen wir Satz 2.11 auf eine meromorphe Funktion f: HH — C mit ganzzahliger Periode anwen-
den, um fiir eine solche Funktion eine Fourier-Entwicklung zu erhalten. Tatsdchlich definieren
wir:

Definition 2.14. (a) Seia € RU {—oo}. Zu einer holomorphen, 1-periodischen Funktion f: H, —

C gibt es nach Satz 2.11 eine holomorphe Funktion fis: Dgfzm — Cmit fi, 0 = f. Wir nennen
f holomorph bzw. meromorph in z = ioo, wenn fis, in g = 0 holomorph bzw. meromorph ist.

2'Magnus Gosta Mittag-Leffler (1846-1927)
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(b) Seien a € RU{—oco} und h € IN. Zu einer holomorphen, h-periodischen Funktion f: H, — C
ist nach Bemerkung 2.3 die Funktion ¢(z) := f(hz) holomorph und 1-periodisch. Die Funktion
f heifit holomorph bzw. meromorph in z = ico, wenn dies im Sinne von (a) auf die Funktion g

zutrifft.

(c) Sei nun speziell a = 0, und sei f: H — C eine meromorphe, h-periodische Funktion mit h € IN.
Wir nennen f holomorph bzw. meromorph in z = ico, wenn

* die Menge
{y € R~ | es gibt eine Polstelle von f mit Imaginirteil y}

nach oben beschrinkt ist, so dass die Einschrinkung von f auf ein geeignetes H, holomorph
ist,

e diese Einschrinkung f|m, im Sinne von (b) holomorph bzw. meromorph in z = ioo ist.

2.2 Modularitat

In diesem Abschnitt wollen wir den Begriff der Modulform beziiglich einer beliebigen, fest
vorgegebenen Kongruenzuntergruppe I' C SL,(Z) einfithren. Modulformen sind meromorphe
Funktionen auf der komplexen oberen Halbebene I, die sich unter den in Kapitel 1 behandel-
ten Mobius-Transformationen wohlverhalten bzw. invariant unter dem mit diesen verwandten
PETERSSON'’sche Strichoperator?? sind, den wir nun definieren werden:

Proposition 2.15. Fiir beliebiges k € Z. ist iiber die Zuordnung (M, f) — f|xM mit
(fleM)(2) = det(M)? (cz +d) FF(M(z))

eine Aktion von GLy(R) ™ auf der Menge der auf H meromorphen Funktionen gegeben.”> Der zugeho-
rige Operator -|i heifSt der (k-te) Petersson’sche Strichoperator.

Beweis. Fiir ein beliebiges z € Hund M = (“}) € GL,(R)™* setzen wir
j(M,z) = cz+d.>*

Wie man leicht iiberpriift, gilt dann fiir beliebige M, M € GL,(R)" und alle z € H die Kozy-
kelbedingung

(MM, z) = j(M, M(z))j(M, z).

Es folgt fiir dieselben Matrizen M, Mundallez € H

(fle(MM))(z) = det(MM)?j(MM,z)~* f(MM(z))

22Hans Petersson (1902-1984)

23Man beachte, dass die Potenz der Determinante so gewdhlt wurde, dass das Zentrum von GLy(R)™ trivial
operiert. Wir lassen allerdings in diesem Kapitel nur Matrizen mit Determinante 1 operieren, wo dieser Faktor
keine Rolle spielt.
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= det(M)? det(M)* (j(M,z)™* j(M, M(z))™¥) f(M(
j(M,z)‘k <det(M)

= det(M)?j(M,z) ™" (f|M)(M(z))
= ((fleM) kM) (2).
Da offensichtlich fiir alle z € H die Beziehung (f|¢L)(z) = f(z) gilt, folgt die Proposition. []

e
—~
N
~
~
~—

J(M, M(z))~* f(M(

k
2

STk

= det(M)

=<
—~
N
~
=
N——

k
2

Lemma 2.16. SeiI' C SL,(Z) eine Kongruenzuntergruppe. Ist f: H — C eine meromorphe Funktion
mit

(fliM)(z) = f(z) fiiralle M €T,

so hat f| M fiir M € SLy(Z) mit M(ico) = s € s € Cusps(T') die Periode

hr(s)  fiir s requlir,

hr(S) = flr(s) = {

2hy(s)  fiir s irrequlir,

wobei hy (s) die in Definition 1.41 gegebene Breite der Spitzenklasse s ist, und eine Fourier-Entwicklung
der Form

(M) = Y au(flM)gno, 2.8)

n=—oo

die in jedem Horizontalstreifen H, mit a > 0 lokal absolut und gleichmifSig konvergiert, in welchem die
Einschrinkung von f | M holomorph ist.

Beweis. Im Beweis von Lemma 1.39 haben wir H, = M~!T'\M eingesehen. Fiir ein beliebiges
M~IMM € H, gilt daher nach Voraussetzung

(kM) [« (MTIMM) = f[x(MM™'MM) = f[x(MM) = f|xM.

Die erste Behauptung des Lemmas folgt daher unmittelbar aus Definition 1.41 und die zweite
mit Definition 2.14 aus der ersten. O

Lemma 2.16 belegt die Sinnhaftigkeit der folgenden Definition:

Definition 2.17. Sei I' C SL,(Z) eine Kongruenzuntergruppe und sei k € Z beliebig. Eine meromor-
phe Funktion f: H — C mit

(Vi) (FkM)(z) = f(z) fiiralle M € T,
(Vo) flxM ist meromorph in z = ico fiir alle M € SL,(Z),

2Djese Schreibweise ist in der Theorie der Modulformen etabliert und hat den Vorteil, ohne Namen fiir die
Eintrdge der Matrix M auszukommen.
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heif$t eine meromorphe Modulform von Gewicht k beziiglich T'.

Nach Definition ist die Nullfunktion f = 0 eine meromorphe Modulform beziiglich I' und
beliebigen Gewichts. Fiir f # 0 ist dies anders:

Bemerkung 2.18. Das Gewicht einer meromorphen Modulform f # 0 beziiglich einer gegebenen Kon-
gruenzuntergruppe I C SL,(Z) ist eindeutig bestimmt,

denn: Sei f eine Modulform beziiglich I’ sowohl von Gewicht k als auch von Gewicht { mitk # ¢ € Z
und sei M = (* 1) € T. Nach Axiom (V1) gilt dann

(cz+d) f(z) = fF(M(z)) = (cz+d) f(z) fiirallez € H
und also auch
(cz+d)* = (cz+d)" fiirallez € Hmit f(z) #0, (2.9)

wobei nach einem Korollar des Identititssatzes fiir holomorphe Funktionen die Nullstellenmenge von f
in H abgeschlossen ist und aus isolierten Punkten besteht.

Als Kongruenzuntergruppe hat T nach Korollar 1.33 endlichen Index in SLy(Z). Wegen (1.4) ist daher
I" nicht vollstindig in

SLy(Z)eo = {(Z Z) € SLy(Z) | c = 0}

enthalten, weshalb wir ohne Einschrinkung M ¢ SLy(Z)e, also ¢ # 0, annehmen konnen. Wenden
wir auf Gleichung (2.9) den Identititssatz fiir Potenzreihen an, so folgt insbesondere die Gleichheit der
Grade k = ¢ und somit unsere Behauptung. #

Axiom (V3) ldsst sich noch etwas hiibscher formulieren. Dafiir miissen wir ein wenig ausholen:

Lemma 2.19. Sei f: H — C eine meromorphe Funktion, die Axiom (V1) beziiglich einer gegebenen
Kongruenzuntegruppe I C SL,(Z) mit einem Gewicht k erfiillt. Seien weiter s € Cusps(T') eine
Spitzenklasse, s,5 € 5 und M, M € SLy(Z) mit M{ico) = s und M(ico) = §. Dann gilt: Ist f|M
meromorph in z = ico, so auch f| M.

Beweis. Da fiir f = 0 nichts zu zeigen ist, konnen wir ohne Einschrankung annehmen, f und
damit auch f|M und f|;M seien nicht konstant Null. Nach Lemma 2.16 hat f|;M dann eine
Fourier-Entwicklung

[ee]

FM)(z) = 3 an(FlM)gie

n=—v

mit einem v € Z und Koeffizienten a, (f|;M) € C.Da s und § nach Voraussetzung I'-dquivalent
sind, gibt es ein A € T mit A(3) = s. Offenbar liegt M~ AM in SL,(Z)«, es gibt also ein 1 € Z
mit M—'AM = +T". Es folgt

(FleM)(z) = (fle(AM))(2)



https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/21149/display?destination=coro:Nullstellenmengen-nichttrivialer-holomorpher-Funktionen-auf-Gebieten-sind-abgeschlossen-und-bestehen-nur-aus-isolierten-Punkten
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/21149/display?destination=coro:Nullstellenmengen-nichttrivialer-holomorpher-Funktionen-auf-Gebieten-sind-abgeschlossen-und-bestehen-nur-aus-isolierten-Punkten
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/21149/display?destination=satz:Identitaetssatz-fuer-Potenzreihen
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= (fle(MMTAM))(2)
= ((flxM)[x(M~TAM)) (z)

o 2min(z+h)

£ ) au(flxM)e

n=—v

ol 2minh 27inz

Z (ian (f|kM)e}~’F(5) )ef’r(fv) .

n=-—v

Damit haben wir die wegen der Eindeutigkeit der Laurent-Entwicklung eindeutig bestimmte
Fourier-Entwicklung von f|M gefunden. Die Funktion f|;M ist also meromorph in z = ico
und das Lemma bewiesen. O

Im Beweis von Lemma 2.19 haben wir noch etwas mehr bewiesen, denn wir haben auch ge-
zeigt, dass der kleinste Index n € Z, fiir den der n-te Fourier-Koeffizient nicht verschwindet,
in beiden Fourier-Entwicklungen tibereinstimmt. Insbesondere konnen wir wohldefiniert die
folgenden Begriffe einfiihren:

Definition 2.20. Sei f: H — C eine meromorphe Funktion, die Axiom (V1) beziiglich einer gegebenen
Kongruenzuntergruppe I' C SLy(Z) mit einem Gewicht k erfiillt. Seien weiter s € Cusps(T), s € s
und M € SLy(Z) mit M(ico) = s.

(@) Ist dann (f|M)(z) in z = ico holomorph bzw. meromorph, so nennen wir f holomorph bzw.
meromorph in der Spitze s bzw. der Spitzenklasse s.

(b) Den kleinsten Index n € Z, fiir den der Fourier-Koeffizient a,,(f| M) in (2.8) nicht verschwindet,
nennen wir die Ordnung ordr(f;s) bzw. ordr(f;s) von f in der Spitze s bzw. der Spitzenklasse
s.

In dieser Sprache fordert Axiom (V,) also Meromorphie in allen Spitzen beziiglich I ein und
nach Lemma 2.19 ist dies dquivalent zu dem folgenden, leichter zu tiberpriifenden Axiom:
(V3) f ist meromorph in jedem s € Cusps(T).?

Im fiir uns wichtigsten Fall T = SL,(Z) gibt es nach Bemerkung 1.24 nur eine Aquivalenzklasse
von Spitzen. Nach (V}) gentigt es in diesem Fall also, die Meromorphie einer meromorphen
Funktion f: H — Cin z = ico zu tiberpriifen.

Die Menge der meromorphen Modulformen festen Gewichts zur gegebenen Kongruenzunter-
gruppe I tragt offensichtlich die Struktur eines C-Vektorraums. Diesen und einige wichtige
Untervektorraume wollen wir nun benennen:

Definition 2.21. Sei I' C SL;(Z) eine Kongruenzuntergruppe und sei k € Z.

(a) Fiir den C-Vektorraum der meromorphen Modulformen von Gewicht k beziiglich I schreiben wir
Vi(T).

ZNach Proposition 1.37 ist dies eine endliche Menge.
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(b) Den Unterraum der auf ganz HU Q U {ico} holomorphen Modulformen aus Vi (T') bezeichnen wir
mit My (T') und nennen seine Elemente die (ganzen) Modulformen von Gewicht k beziiglich T

(c) Fiir den Unterraum der in allen Spitzen verschwindenden Modulformen aus My (T') schreiben wir
Sk(T'); seine Elemente heiflen die Spitzenformen bzw. die cuspidalen Modulformen von Gewicht
k beziiglich T'.

Im Spezialfall T = SL,(Z) schreiben wir auch einfacher Vi, My, Sy statt Vi(SLo(Z)), My(SL2(Z)),
Sk(SL2(Z)).

Multipliziert man zwei meromorphe Modulformen beziiglich I', so erhdlt man wieder eine
meromorphe Modulform beziiglich I'. Die jeweiligen Gewichte addieren sich hierbei auf. Wir
formalisieren diese Entdeckung und erinnern dazu zunéchst an ein Konzept aus der Algebra:

Definition 2.22. Seien K ein Korper und (M, +) ein kommutatives Monoid. Eine M-Graduierung
auf einem gegebenen K-Vektorraum V ist ein System (Vy,)mem von Untervektorriumen von V mit

V==0 Va

meM

Eine M-Graduierung auf einer gegebenen K-Algebra A ist eine Graduierung auf A als Vektorraum mit

Am - Am C Apgm flirallem,m € M.

Proposition 2.23. Sei I' C SL;(Z) eine Kongruenzuntergruppe. Dann sind

V() =P Vi), MT):=EP M(T) und S(T):= P Sk(T)

keZ kEZ kEZ

Z-graduierte C-Algebren. Im Spezialfall T = SL,(Z) schreiben wir auch einfacher V, M, S statt
V(SLy(Z)), M(SLy(Z)), S(SLa(Z)).

Beweis. Nach Bemerkung 2.18 ist das Gewicht einer nichttrivialen meromorphen Modulform
eindeutig. Damit folgt, dass

V) = @V(I), MT)=@Md(I) und ST) = Ss(T)

keZ kez keZ

jeweils direkte Summen von C-Vektorrdumen sind. Auf V(I') — und analog auf M(T') bzw. S(T')

— lasst sich durch
Vi) x Vi(T) - = Vi (T),

(f,8) = fg

eine Multiplikation definieren,

denn: Als Produkt zweier auf H meromorphen Funktionen ist fg wieder auf H meromorph.
Zudem gilt fiir alle M € T’

(f§)(M(z)) = f(M(z)) - g(M(z))
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= j(M,2)*f(z) - j(M,2)'g(2)
(M, 2)(f8)(2),

so dass fg Axiom (V7) beziiglich I mit Gewicht k + ¢ erfiillt. Die Fourier-Entwicklung von fg
ergibt sich als das Produkt der jeweiligen Fourier-Entwicklungen von f und g. Die Meromor-
phie in z = ico von fg folgt also aus der entsprechenden Eigenschaft von f und g. Das Produkt
fg erfiillt daher auch Axiom (V}), so dass insgesamt die Behauptung folgt. #

Also haben wir eine wohldefinierte Multiplikation, beztiglich derer sich das Gewicht additiv
verhilt, was V(I') — und analog auf M(I') bzw. S(I') — zu einer Z-graduierten C-Algebra macht.
O

Wir haben noch keine Beispiele fiir Modulformen angegeben und werden dies auch erst in
Kapitel 3 nachholen, weil die Konstruktion der klassischen Beispiele recht aufwéndig ist. Erste
Uberlegungen zu Modulformen kénnen wir jedoch schon hier anstellen:

Proposition 2.24. Sei ' C SL,(Z) eine Kongruenzuntergruppe mit —I, € T'. Dann gilt Vi (T') = {0}
fiir alle ungeraden Werte von k.

Beweis. Ist —I, € T, so gilt nach (V;) fiir ein beliebiges f € Vi(T')

f(z) = (fle(=D))(z) = (0- 2+ (=1)) * f((~L)(z)) = (=) f(2) fiirallez € H.

Fiir ungerades k folgt sofort f = 0, wie behauptet. O

Proposition 2.25. Sei A € GL,(Q)™ gegeben. Dann ist mit T auch
(AT'TA N SLy(Z)) C SLy(Z)

eine Kongruenzuntergruppe und fiir eine beliebige auf H holomorphe bzw. meromorphe Funktion f, die
Axiom (V1) beziiglich T mit einem Gewicht k € Z erfiillt, ist

g:= flkA

auch holomorph bzw. meromorph auf H und erfiillt Axiom (V7) beziiglich der Kongruenzuntergruppe
A~TA N SLy(Z) mit Gewicht k.

Beweis. Wir stellen zunéchst fest, dass es ein N € INmit NA, NA~! € Z>*2und T'(N) C T gibt.
Fir N := N3 gilt dann

AT(N)AT' C A(L + N3Z2PHA ' =, + N(NA)Z¥>?(NA™Y C L + Nz2*?,
AT(N)A™! C S1,(Q)

und also

AT(N)A™ C T(N).
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Nach Konjugieren mit A folgt
I(N)C A'I(N)AC A™'ITA
und, indem wir alles mit SL,(Z) schneiden, also die erste Behauptung.

Die Funktion f|A ist holomorph bzw. meromorph auf H nach Proposition 2.15. Ebenfalls mit
Proposition 2.15 gilt

(f‘kA)|k(A_1MA) = f’k(MA) = (f|kM)|kA = f|kA fir alle M € F,

womit auch die zweite Behauptung folgt. O

Korollar 2.26. Sei A € GLy(Q)™" gegeben. Liegt dann eine Funktion f in Vi(T) bzw. My(T) bzw.
Sk(T) fiir eine Kongruenzuntergruppe I C SLy(Z) und ein k € Z, so liegt f|x A in Vi(T') bzw. My (T)
bzw. Si(T) mit T := A7'TA N SLy(%).

Beweis. Die Holomorphie bzw. Meromorphie der Funktion f|;A auf H sowie Axiom (V) be-
ziiglich T mit Gewicht k folgen mit Proposition 2.25. Axiom (V5) gilt, da offenkundig genau
dann (f[xA)[xM = f|x(AM) fiir alle M € SLy(Z) holomorph bzw. meromorph in z = ico ist,
wenn dies auf f|;M zutrifft. Ist f zudem eine Spitzenform, so nach Proposition 1.17 (b) auch
flxA. Damit ist alles bewiesen. O

Proposition 2.27. Seien I' C SLy(Z) eine Kongruenzuntergruppe, k € Z sowie f € Vi(I'). Ist weiter
A, ..., Ay ein Vertretersystem von T in SLy(Z) wie in (1.6), so gilt

n n
tr(f) :=)_ flkAv € Vi und F:=]]flkAv € Vin,
v=1 v=1

wobei wir die durch f — tr(f) induzierte Abbildung Vi(T') — Vi auch als Spurbildung bezeichnen.

Beweis. Nach Korollar 2.26 gibt es ein N € IN mit

flkAy € Vi(T(N)) furallev e {1,...,n}
und mit Proposition 2.23 folgt

tr(f) € Vi(T(N)) und F € V(T(N)).

Es verbleibt zu zeigen, dass tr(f) und F Axiom (V;) beziiglich ganz SL,(Z) und nicht nur
beziiglich T'(N) erfiillen. Tatséchlich gilt fiir alle M € SL,(Z)

n n

tr(f)(M(z)) = ;(flkAu)(M<Z>) F(M(z)) = 1(f|kAv)(M<Z>)

= Y (M, 2)* ((flxAV) kM) (2)

v=1

<
Sl

1]'(ZVLZ)"- ((flkAv) M) (2)

<
Il



59 Kapitel 2. Der Begriff der Modulform

= M.2)° Y (F(AM) ) = 0.2 TT(F(A M) )
= j(M,2)} - () = j(M, 2 F(2),

wobei die jeweils letzte Gleichheit gilt, da wegen

n

SLy(Z) = SLy(Z) - M = <|i| FA,,> ‘M= | |T(AM). (2.10)
v=1

v=1

mit A, auch A,M ein Vertretersystem von I in SL,(Z) durchlduft. Insgesamt folgt die Propo-
sition. ]

2.3 Das Petersson-Skalarprodukt

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist die Konstruktion eines ,natiirlichen” Skalarprodukts auf
dem C-Vektorraum Si(T') der Spitzenformen von Gewicht k € Z beziiglich der fest vorgege-
benen Kongruenzuntergruppe I' C SL,(Z). Hierzu benétigen wir zunichst ein I'-invariantes
Maf3 (vgl. hier) auf H:

Lemma 2.28. Die Differentialform

dw(z) := dxyAzdy fiirallez =x+iy e H

ist invariant unter GLy(R)™, es gilt also

dw(M(z)) = dw(z) fiiralle M € GLy(R)" und alle z = x + iy € H.

Beweis. Einerseits gilt fiirallez = x +iy €
1

2
=—-(0—i-dxAdy—i-dxAdy+0)

dw(z) = (dx Ady)

-~

=_—-(dxAdx—i-dxAdy+i-dy Adx+dy Ady) (2.11)
=_—-(dx+i-dy) A (dx—i-dy)
= — - (dz Adz).

Andererseits gilt fiir ein beliebiges M € ({ 3) € GLy(R) ™ und ein beliebiges z € H

dM(z) A% g(cz4d) — (az+b)c _ det(M) 212)
dz ~ dz (cz+d)? (M, z)? '
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Es folgt
(.11 i ' —_—
dw(M(z)) "= 3 Im(M{z)2 (dM(z) ANdM(z))
(2.12) i ~((det(M) -dz A det(M) - dz
~ 2-Im(M(z))? j(M, z)? j(M,z)?
2 i-|j(Mz)]*  det(M)* —
= 2o de(Mp-2 [jMz)p 9209
@10 dw(z)
und somit das Lemma. O

Lemma 2.29. Sei I C SL,(Z) eine Kongruenzuntergruppe und seien F; und F, Fundamentalbereiche
fiir die Aktion von I auf H, so dass die Rinder 0F; von F; und oF, von F, Nullmengen, also Mengen
von Mafd Null, sind. Sei ¢: T — C messbar (vgl. hier) und T-invariant, gelte also g(M(z)) = g(z) fiir [=l§
alle M € T. Weiter gelte

[ ls(@)|dez) < o,

also dass |g| iiber Fy integrierbar ist — dies impliziert, dass auch g iiber Fy integrierbar ist. Dann ist g
auch iiber F, integrierbar und es gilt

[ sE)dw) = [ 5z)dwz)

R
Beweis. Nach Bedingung (ii) in Definition 1.22 gilt

H= ) M(FR)=|J M(R), (2.13)
MeT Mel
nach Bedingung (iii) zudem

M(F) N M(F)) =@ fiiralle M # £+MinT. (2.14)

Da mit dF; auch fiir alle M, M € T die Translate M(9F;), M(9F;) Nullmengen sind, trifft dies
folglich im Fall M # +M auch auf
M(F) N M(F;)
= M(F, UdF) N M(F, UdF,)
= (M<ﬁ1> U M<8F1>) N ( V <1§1> UM<8F1>)
) v

M
(224)(M<I-21> N M(9F)) U (M(dF) N M(Ey)) U (M(3F,) N M(9F,))

zu. Es gilt

[ s@deE) = [ g dw(z)
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(2.13)
= d
/(UMM ) 11, §E 40E)

= z)dw(z),
Upmer(M(R) mFl)g< ) ( )

wobei zu beachten ist, dass es sich hierbei um eine abzidhlbare Vereinigung messbarer Mengen
handelt. Da die paarweisen Durchschnitte nach der obigen Uberlegung jeweils Nullmengen
sind, gilt die abzédhlbare Additivitdt des Integrals und somit

/ 3(z)dw(z) = T /., g §2)40(2)

Merl’

= T [ e SO (M)

2.28 27 /FZ - g(z)dw(z)

MeT
=...= [ g(z)dw(z).

)5
OJ

Beispiel 2.30. Der Rand des in Satz 1.27 eingefiihrten Standardfundamentalbereichs F fiir die Aktion
von SLy(Z) auf H ist offensichtlich eine Nullmenge. Weiter gilt

vol(F) := /J_tdw(z) = g < oo,

denn: Setzen wir fiir ein beliebiges ¢ € R4

Fo=FNHy={z€ F:Im(z) <c},

so gilt
/dw(z)zlim/ dx/;dy
F cC—0 ].‘C y
20 1 2.0y —
~ lim dox -y 2dy/\dx_H..dy Y 2dy/\dy
C— 00 ]:C y y

~ lim d(dx+zdy>
C—00 ]_‘C y

= lim d<dz>
C— 00 ]:C y

) dz
= lim —,
c—00 JYF. y

wobei sich die letzte Gleichheit mit dem Satz von Stokes ergibt. Fiir das Integral iiber die Strecke

z(t) =t+ic mitt e 1l
N 2'2


https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/8361/display?page=7
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/8361/display?page=7

2.3. Das Petersson-Skalarprodukt 62

gilt

N|—=

/% d(t+ic)_1./— g = _Leoe g
-1 c o )y o ‘

Die Integrale iiber die beiden Strecken
1
z(t) = ii +it mitt e [\ég,c]

heben sich auf, da letztere in entgegengesetzer Richtung durchlaufen werden und der Integrand offen-
sichtlich invariant unter der Ersetzung z — z + 1 ist. Es verbleibt das Integral iiber den Kreisbogen

j 2
z(t) = " = cos(t) +isin(t) mitt € [37-[, 7;} .

Dieses Integral muss reellwertig sein und hat damit den Wert

/z; dz(:) ' sinl(t) = /M iCOS(sfi)n;t)sm(t) d
i cos(t) — sin(t
/3 Re (Z (si)n(t) ( )> df

= [T(-1)dt

@lN

w\:;w‘

I
N
3

@IN

N
w\ ey

®@[

n
3
#

Nach Lemma 2.29 stimmt das Volumen simtlicher Fundamentalbereiche fiir die Aktion von SLy(Z.)
auf H, deren Rand eine Nullmenge ist, iiberein, so dass sich der Wert vol(F) auch als Volumen der

Doppelnebenklasse

SLy(Z)\H 2 SLy(Z)\ SLy(R)/ SO2(R)

ansehen lisst, welche die Struktur einer sogenannten Riemann’schen Fliiche trigt.

Wir suchen nun nach einem aus Modulformen beziiglich einer gegebenen Kongruenzunter-
gruppe I' C SL,(Z) zusammengesetzten Integranden, der I'-invariant und auf H beschrankt
ist:

Proposition 2.31. Sei I' C SL,(Z) eine Kongruenzuntergruppe. Fiir k € Z und f € My (T') setzen
wir

Q(z) == yg |f(z)| fiirallez € H.

Es gelten nun die folgenden Aussagen:

(a) g ist I'-invariant.
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(b) Ist speziell f € Si(T'), so ist g auf H beschriinkt.

Beweis. Behauptung (a) konnen wir einfach nachrechnen. Tatsdchlich gilt fiir jedes M € I' und
jedesz =x+iy € I

k
2

i) B e 2 f2)] = v ()] = 8.

(ST

g(M(z)) = Im(M(z))

Zum Beweis von Behauptung (b) gentigt es nach (2.13) und Aussage (a), die Beschranktheit
von g auf einem Fundamentalbereich der Aktion von I' auf H nachzuweisen. Sei

TA,

|:§

Fri=J Au(F) fiir Ay,..., Ay € SLo(Z) mit SLy(Z) =

p=1 u=1

ein solcher Fundamentalbereich, wie wir ihn in Proposition 1.49 eingefiihrt haben. Sei nun
¢ € R+ beliebig. Dann ist g als stetige Funktion auf dem Kompaktum

m

(Fr)e:= U Ay<]:6>

p=1

beschrénkt. Es verbleibt also zu zeigen, dass g fiir z — A, (ico) mit u € {1,...,m} beschrankt
ist, wobei wir z € Ft annehmen diirfen. Wir verlagern diese Fragestellung fiir die verschiede-
nen Werte von y durch Anwenden der jeweiligen Matrix A;l in den Standardfundamentalbe-
reich F. Die Proposition folgt nun, wenn wir fiir alle y € {1,...,m}

Im(Ale(z}) — oo fiir A;1<z> ceF = g(z)—0

zeigen konnen. Tatsachlich hat nach (V;) fiir jedes u € {1,...,m} die Funktion f|; A, in ico
eine Fourier-Entwicklung der Form

(fleAp) Z (flxAu)q" AT fir alle z € H.

Lassen wir auf beiden Seiten A, ! operieren, so erhalten wir

ZmnAV 1 (z)

f(z) = Z (flxApy)elriAntion fiir alle z € H.

Fiir ein beliebiges z € A, (F) \ A, (Fc) folgt Im(A,"(z)) > ¢ und somit
k
8(2)] = ly2[ - £ (2)]
ZmnA} ()

=|y|% - [j(A, 2 an (f]k Ay e

1.2) 2nim(4 1 (z)) 1)) 2m(n—1)Im(A; ! (2))

< |Im(A;l<z>)|§ e TrlAufie) Z |an (flxAu)| e Frlin
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2rlm(Ay crim{Ay, ~\z)) <Z>) [} 2rt(n—1)c

< Im(A;1 <Z>)§ ce  Ir(Aufieo)) Z |, f‘kA " r(Apioo)
=1

=

Im(Ail <Z>)% 2mc o 27tne
S S S A P P T Tir(Ay (ioo))
T 2um(4; () < o Z n(flkAp)|-e i )

¢ (g (i) =1
Tm(A71(z))? Im(A(2)) o0
< —< r (2) Y 0.
27Im(A z)
e hl-(AV<1oo))
Das ist Behauptung (b). O

Definition 2.32. Sei I' C SL,(Z) eine Kongruenzuntergruppe. Fiir k € Z und f,g € My(T) mit
f - g € Sy (T) ist das Petersson-Skalarprodukt definiert durch

(f 1 g)r = SLZ 5 fBE dwtz), 2.15)

wobei F einen Fundamentalbereich fiir die Aktion von I auf H bezeichne, dessen Rand eine Nullmenge
in Wist. Im Fall T = SL(Z) schreiben wir auch kurz (- | -) statt (- | *)s1,(z)-

Satz 2.33. Seien I' C SL,(Z) eine Kongruenzuntergruppe, k € Z und f,g € My(T) mit f-g €
Sok(T). Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Das Integral in (2.15) konvergiert absolut und ist unabhingig von der Wahl des benutzten Funda-
mentalbereichs F.

(b) Die Zuordnung
Sk(I) x Sk(T') —C,
(f,8) = (f 8
definiert ein Skalarprodukt auf S.(T').

(c) Gilt zusiitzlich f, ¢ € My(T) fiir eine weitere Kongruenzuntergruppe I C SLy(7Z), so gilt

(fl8)r= (18

das Petersson-Skalarprodukt ist in diesem Sinne also unabhingig von der Wahl von T'.

Beweis. Wegen |f(z)g(z)v| = v* - |(fg)(z)| konnen wir Proposition 2.31 anwenden und erhal-
ten die I-Invarianz und Beschrénktheit des Integranden f(z)g(z)y* auf H. Da Fr eine endliche
Vereinigung von Kopien des Standardfundamentalbereichs F ist, ergibt sich mit Beispiel 2.30

/frdw(z) < o0

1 @s@ dw(z) < oo

r

und daher auch
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Die Unabhingigkeit von der Wahl des Fundamentalbereichs und somit auch Behauptung (a)
folgt nun mit Lemma 2.29.

Behauptung (b), dass also das Petersson-Skalarprodukt eingeschrankt auf Si(T') x Si(I') die
Eigenschaften eines Skalarprodukts erfiillt, ist schnell {iberpriift und soll hier nicht vorgefiihrt
werden.

Es verbleibt Behauptung (c) zu zeigen. Da fiir je zwei Kongruenzuntergruppen I', T ihr Durch-
schnitt T N T wieder eine Kongruenzuntergruppe ist, kénnen wir dabei ohne Einschrankung
' C I annehmen. Analog zu (1.7) gilt dann nach Bemerkung 1.51

r ~ —
|_|f mitBy,...,B, €T

und fiir einen beliebigen Fundamentalbereich JFr fiir die Aktion von I' auf H ist analog zu
Proposition 1.49 durch

r
o0=1

ein Fundamentalbereich fiir die Aktion von T auf H gegeben. Wegen der in Teil (a) gezeigten
Wohldefiniertheit des Petersson-Skalarprodukt unter der Wahl eines Fundamentalbereichs gilt
nun

1= = [, S50 w2

[SLy(Z) : T]

1 .
_mmwﬂ&%wWMWMM

f:8EM(T) [T : f .
INE) / f(2)8(2)y" dw(z)

1
=L@ Ja T8 (@)Y dw(z)
={flgr
und somit Behauptung (c). )

2.4 Die Hecke-Abschatzung

In diesem Abschnitt wollen wir uns erstmals in grofserem Detail den Fourier-Koeffizienten ei-
ner ganzen Modulform widmen. Deren Studium ist damit jedoch nicht abgeschlossen, und
wird im weiteren Verlauf der Vorlesung immer wieder aus verschiedenen Perspektiven vor-
angetrieben. Dennoch liefern vergleichsweise elementare Ansétze bereits sehr niitzliche Krite-
rien, um ganze Modulformen beziiglich einer gegebenen Kongruenzuntergruppe I' C SL(Z)
innerhalb der auf der oberen Halbebene IH holomorphen Funktionen zu charakterisieren:
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Proposition 2.34. Seien I' C SLy(Z) eine Kongruenzuntergruppe, k € Z, A > 0 und f(z) =
Y% anq? eine auf H holomorphe Funktion, die Axiom (V) beziiglich T mit Gewicht k erfiillt. Gibt
es dann eine Konstante A > 0 mit

f(x+iy)| =0y *) firy—o0* (2.16)
Qleichmifig in x, so gilt bereits f € My(T'). Im Fall A < k gilt sogar f € Si(T).

Beweis. Seien s # ico eine beliebige Spitze und M € SL,(Z) mit M(s) = ico. Nach Proposition
2.25 ist dann MM ~! wieder eine Kongruenzuntergruppe und es gilt

fliM A = fliM? fiiralle A € MTM L.
Da f nach Voraussetzung holomorph auf der oberen Halbebene H ist, gibt es nach Lemma 1.39

und Satz 2.11 somit ein y € IN mit

fM(z) = Y an(fliM g fiir alle z € H.

n=—oo

Wir zeigen nun a,(f|yM~!) = 0 fiir alle n < 0, um die Holomorphie von f in s zu folgern.
Einerseits gilt nach (2.4) fiir ein beliebiges zo € I

an(flkM ™) = /Ol(f|kM_l) ((zo + ) e~ 2ot g

_ 2minz

:;/VZOW(f!le)(z)e " dz. (2.17)

Andererseits gilt fiir z = x +iy € H wegen M~' = (°}) € SLy(Z) mit ¢ # 0 die auf dem

Kompaktum |x| < § gleichméfige Abschitzung

1 _ y y 1 .
Im (M71(z)) = i <ap <y fiir y — oo. (2.18)

Mit der Voraussetzung folgt

(M) (2)] = [(ez + ) F(M(2))|

(2.16) -A
< |(cy) FIm (M”(z))
(2.18)
< yAik, (2.19)
Wihlen wir nun zog = —3 + %i in (2.17), so folgt mit der Standardabschétzung fiir Integrale

_ 1 E+iy
(M < [0
HJ—5+iy

2mny
< yAike " flir y — oo.

(M) ()eF dz
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Im Grenziibergang y — oo erhalten wir also a,(f[yM™!) = 0 fir n < 0 und zudem
ag(flxM~1) = 0, falls zusétzlich A < k. Also hat f im Fall A < k eine Nullstelle in s. Die
Aussage weitet sich auch auf die Spitze ico aus, da es I' \. SL,(Z) stets nichtleer ist, und somit
eine zu ico dquivalente Spitze s € Q gefunden werden kann. O

Lemma 2.35. Seien A > —1 sowie T C SL,(Z) eine Kongruenzuntergruppe und
f(z)= Y. auq* fiireinA >0
n=—oo
eine auf H holomorphe Funktion. Dann gelten die folgenden Aussagen:
(@) Gilta, = O(n?), soauch f(x +iy) = O(y~471) fiir y — 0T gleichmiifig in x.
(b) Gilt umgekehrt f(x +iy) = O(y~4~1) fiiry — 07 gleichmiiflig in x, so auch a, = O(n*1).
Beweis. Zum Beweis von Behauptung (a) schlieffen wir aus dem Satz iiber die Laurent-
Entwicklung, dass der Hauptteil
-1 ;
h(z) = ). anq
n=-—co

der Entwicklung von f um g = 0 gleichméflig auf Kompakta in C konvergiert. Es gentigt also,
in den folgenden Abschidtzungen lediglich den zugehorigen Nebenteil

n

zu betrachten. Wegen a,, = O(n*) erhalten wir die Abschitzung

2mny

f(x+iy)| < ZnAe_ 1
n=1

o L —A-1
< / xhe= T dx = I(A+1) <2:y>
0

und letzteres ist in O(y~4~1) firy — 07.

Fiir den Beweis der Umkehrung (b) benutzen wir die bekannte Formel (2.4) fiir die Fourier-
Koeffizienten und erhalten fiir alle y > 0

_ 2min(x+iy)

1 /A .
H"ZX/O flx+iy)e +  dx.

Durch die Wahl y = % bekommen wir damit nach Voraussetzung

1o

was die Behauptung zeigt. O

lay| < sup e < nitl

1
OSXSE
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Bemerkung 2.36. Lemma 2.35 kann fiir einen eleganten und zugleich offensichtlichen Beweis heran-
gezogen werden, dass die Koeffizienten c,, der Faltung

(L) (£0e) - o

hochstens polynomiell anwachsen, wenn dies jeweils auf die a, bzw. by, zutrifft und beide Faktoren
holomorph fiir 0 < |q| < 1 sind,

denn: Beschrinken O(y~4~1) und O(y~2~1) das Wachstum fiir |q| — 1~ der jeweiligen Faktoren im
Produkt, so beschriinkt O(y~4~8-2) wiederum das Wachstum des Produkts. #

Diese hiibsche Aussage kann natiirlich alternativ auch direkt mittels Reihenabschitzungen gezeigt wer-
den.

Mochte man die Modularitit einer Funktion zeigen, so muss neben dem Transformationsver-
halten noch die Holomorphie in den Spitzen nachgewiesen werden, was bei komplizierten
Kogruenzuntergruppen schwierig sein kann. Zum Gliick gibt es aber ein einfaches Kriterium,
welches diese umstdndliche Analyse {iberfliissig macht. Dieses ist Gegenstand des nachsten
Satzes:

Satz 2.37. Seien I’ C SLy(Z) eine Kongruenzuntergruppe, k € Z und
flz)y=")Y a,qr  fiirein A > 0

eine auf H holomorphe Funktion, die Axiom (V1) beziiglich T mit Gewicht k erfiillt. Dann sind folgenden
Aussagen dquivalent:

(i)  Esista, = 0 fiirallen < 0 und a, = O(n*) fiirn — co.
(ii) Esgibtein A > 0mit a, = O(n?) fiirn — o.
(iii) Esist f € Mi(T).

Beweis. Zundchst impliziert Aussage (i) offensichtlich Aussage (ii), wenn wir A := k wihlen.

Gelte nun also Aussage (ii). Mit Lemma 2.35 folgt dann |f(x +iy)| = O(y~4~!) firy — 0F
gleichmiaflig in x und mit Proposition 2.34 hieraus wiederum Aussage (iii).

Zum Beweis der verbleibenden Implikation gelte schliefilich Aussage (iii). Wegen der Ho-
lomorphie von f in z = ico gilt dann bereits a, = 0 fiir alle n < 0. Es verbleibt also
a, = O(nk ) zu zeigen. Dafiir betrachten wir eine gegen Null konvergierende Folge (z,, ) e mit
zZp = Xy + 1y, € H fiir alle n € IN. Nach Satz 1.27 gibt es dann fiir jedes n € IN ein M,, € SL»(Z)
mit M, (z,) € F. Nach Korollar 2.26 ist weiter fiir jedes n € IN die Funktion g, := f|;M, ! eine
Modulform in My (M,I'M,!), wobei die Menge {g, | n € N} wegen [SLy(Z) : I| < oo endlich
ist. Da alle g, eine Fourier-Entwicklung der Form

) uk(gn)qﬁ mit einem A, > 0
k=0
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besitzen und auf Kompakta der Form F, = F N Hy, fiir ein ¢ > 1 beschrédnkt sind, gilt
insbesondere

sup sup |gn(z)| < 0. (2.20)
neN ze F

Dies konnen wir benutzen, um eine Betragsabschédtzung der Funktionswerte f (z4) zu erhalten,
denn fiir jedes n € IN gilt

f(zn) = (FleM; 1) (Myy (z0))
—k . a, by
= (cnzn +dn) "gn(My(zy)) mitM, = <Cn dn> i

Wegen |z,,| < 3 fiir n hinreichend gro8 und | M, (z,)| < 1 nach Konstruktion kénnen wir dabei
ohne Einschrdankung ¢, # 0 annehmen. Es gilt dann

— 220)
|f(zn)| < Yy "1gn(Mn(zn))| <y, furn — oo.
Mit Lemma 2.35 folgt a, = O(n*) und somit Aussage (i). O

Satz 2.37 gibt nicht nur ein einfaches Kriterium fiir die Eigenschaft, eine ganze Modulform zu
sein, sondern liefert auch die Abschitzung a, = O(n*) der Fourier-Koeffizienten a, im Falle
des Gewichts k. Die 1937 von HECKE?® bewiesene Abschitzung liefert nun eine Verscharfung
tir den Fall von Spitzenformen:

Satz 2.38 (Hecke-Abschitzung). Seien I' C SLy(Z) eine Kongruenzuntergruppe, k € Z und

f(z) = i 0 ()77 € S(T)

Nl

eine Spitzenform beziiglich T vom Gewicht k. Dann gilt bereits a,(f) = O(n2).
Beweis. Nach Proposition 2.31 gilt fiir ein beliebiges f € Si(I') die Asymptotik
If(x+iy)| = O(y~?) firry — 0T gleichmaRig in x.

Setzen wir A := £ —1 > —1 in Lemma 2.35, so folgt damit a, = O(n4*!) = O(ng) wie
behauptet. O

2.5 Die Valenzformel

Fiir meromorphe Modulformen beziiglich der vollen Modulgruppe gilt die folgende bemer-
kenswerte Formel:

26Erich Hecke (1887-1947)
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Satz 2.39. Sei k € Z und 0 # f € Vi. Dann gilt die Valenzformel, auch %-Formel genannt, die
besagt:
, 1 N1 k
ord(f;ic0) + 5 ord(f;i) + 3 ord(f;0) + ) ord(f;z) = TR
z744,0
Hierbei laufe z iiber die Elemente eines Vertretersystem modulo SL,(Z) in H, die weder zu i noch zu o
dquivalent sind.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass die Summe in der Valenzformel stets endlich ist: Nach Defi-
nition 2.17 ist jedes f € Vi, meromorph in z = ico und nach Definition 2.14 gibt es ein ¢; € R~g
mit

c;1 >y furalley € R, die Imaginérteil einer Polstelle von f sind.
Zudem gibt es ein c; € R~ mit

cp >y furalley € R, die Imaginirteil einer Nullstelle von f sind,

denn: BekanntermafSen ist f holomorph auf H, . und hat Periode 1. Nach Satz 2.11 hat f daher
eine Fourier-Entwicklung, es gibt also eine holomorphe Funktion fje: Dsfzml — C mit

(fimoe)(z) = f(z) furallez € H, o,

die sich wegen f € Vi, meromorph nach U,-2x, (0) fortsetzen lisst. Gébe es kein ¢, wie in der
Behauptung, ldge in jeder noch so kleinen Umgebung von g = 0 eine Nullstelle von f;«, so
dass g = 0 kein Pol von fjs sein konnte. Der Punkt g = 0 ware also ein Haufungspunkt von
Nullstellen der auf U,-2x, (0) holomorphen Funktion fi, die dort nach dem Identitétssatz fiir
holomorphe Funktionen konstant Null sein miisste.

Dies trife dann offensichtlich auch auf die Einschrankung von f auf H, ;, und wieder nach
dem Identitétssatz auch fiir f auf ganz H ohne die Polstellenmenge von f zu. Im Widerspruch
zur Voraussetzung des Satzes erhielten wir nach dem Riemann’schen Hebbarkeitssatz f = 0. #

Insgesamt folgt, dass samtliche Null- und Polstellen von f im Horizontalstreifen Hy . mit
¢ :=max{cy, ¢}

liegen. Nach der Definition von Meromorphie und dem Identitdtssatz sind die Null- und die
Polstellenmenge von f jeweils abgeschlossen in Hy,. und bestehen nur aus isolierten Punk-
ten. Die Menge F, = F N My, ist offensichtlich abgeschlossen in Hpy. und beschrankt, also
kompakt. Es folgt, dass f nur endlich viele Null- bzw. Polstellen in F. hat. Die Endlichkeit der
Summe in der Valenzformel folgt, da F. nach Konstruktion ein Vertretersystem modulo SL,(Z)
samtlicher Punkte in H mit ord(f;z) # 0 enthilt und SL,(Z)-dquivalente Punkte in H wegen

ord(f; M(z)) = ord(f[xM~'; M(z)) = ord(f(z);z) fiiralle M € SLy(Z),z € H

dieselbe Ordnung haben, wobei wir fiir die letzte Gleichheit die Holomorphie des Automor-
phiefaktors j(M™!,z) auf H ausgenutzt haben.
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Fiir den Nachweis der Valenzformel nehmen wir nun zunédchst an, f habe auf dem Rand dF
keine Null- und Polstellen mit der moglichen Ausnahme der Punkte i und ¢ (und dann auch
—0). Sei 7y die in Abbildung 2.1 dargestellte stiickweise glatte geschlossene Kurve, die in ma-
thematisch positiver Richtung einfach durchlaufen werde.

1 I o0 I 1

Abbildung 2.1: Die Punkte A und E sind so gewdhlt, dass es — mit moglicher Ausnahme von
ico, das wir uns hier als limy , iy vorstellen sollten — keine Null- oder Polstelle von f mit
Imaginirteil grofer Im(A) = Im(E) gibt. Die Punkte By, By bzw. C1, C; bzw. D;, D; sind so
gewdhlt, dass das Kurvenstiick von ¢ bzw. i bzw. —p bis zu ihnen Linge ¢ > 0 hat. Hierbei
ist € so klein gewdhlt, dass im Inneren der Kurve y von jeder Null- und Polstelle von f — mit
moglicher Ausnahme von ¢ und i —jeweils genau ein Vertreter modulo I' liegt.

Nach Konstruktion und dem Argumentprinzip gilt

1 / f'(z)
P dz = ord(f;z).
3y o) T L
zi,0
Wir wollen das Integral nun auch abschnittsweise per Hand ausrechnen und das Ergebnis mit
dieser Formel vergleichen.

(i)  Die Geradenstiicke AB; und ED, werden unter Anwendung von T aufeinander abgebil-
det. Es folgt

22t Jeoy flz) = 2 Jamr F(T(=) T
_ 1 fety,
27i JaB, f(z+1)
1 fe,
2mi Jag;, f(z)

LS, fIE)

z

&% .
(i) Der Kreisbogen B;B, von Bj nach B, wird parametrisiert durch z = ¢ + e’ fiir t €
[x(e), 5] mit einem geeigneten Winkel a(e). In einer den Kreisbogen ganz enthalten-
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den punktierten Kreisscheibe um ¢ kénnen wir f nach dem Satz von der Laurent-
Entwicklung schreiben als

f(z) = (z - 0)"g(2)

mit m = ord(f;e) und einer in der ganzen Kreisscheibe holomorphen Funktion ¢ mit
g(0) # 0. In dieser Notation gilt

fe)_ mo, g

und somit
1 fi@) g, L MO m  glatee)\. i
27 JBiB, f(2) dz = 27ti/72r el g(0+ eett) fec” dt
mo o m e poglgret
_27[(“(8)_2)+27r/72r g(g+ee”)e dt
e=0 m 7T T
“arle )0

1
=75 ord(f; 0),
denn der Integrand im zweiten Term ist beschrénkt. Analog gilt

1 f'(z)  eso 1 _
5ori oy F(2) dz = —g-ord(f,g),

wobei wir ausgenutzt haben, dass die Ordnungen in —¢ wegen der Aquivalenz dieselben

wie in ¢ sind, und

1 f@) dz = —l'Ofd(fii)-

2mi Jeie, f(2) 2

(iii) Die Kreisbogen B,C; und D;C; werden unter Anwendung von S aufeinander abgebildet,
denn auf der Einheitskreislinie gilt

S(z) = —% = —’ZZ|2 = —z, alsoS(x+iy) = —x+1y.
Es folgt
1 filz) o 1 [ fl(5(z)
2t Joie, (2 ¥ 7 2t Jue, Fista)) 40P -
L[ R (st '
2mti e, ZKf(z) oz '
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Leiten wir die gerade schon benutzte Beziehung f(S(z)) = zFf(z) ab, so erhalten wir

FsEN B = 2 psa)) = k() + 211(2).

Eingesetzt in (2.21) ergibt

RNy PR kz“f;} (+Z)Z"f’(2) N

2mi Joie, f(z)  2mi

-5 e, (575
1 k 1 !
:m/lg;‘clzd“zm/gfcl f;((zz)) dz.

Fiir das erste Integral auf der rechten Seite gilt hierbei
1 k , es0 k 2 k (m 2m k
— [~ —-d — [ dt=—|5——]=—=.
Zm'/Bzc]z Z_>27'(/23ﬂ 27r<2 3) 12

(iv) Die Abbildung e: z — ¢2™ bildet das Geradenstiick EA auf eine genau einmal negativ
durchlaufene Kreislinie K um g = 0 ab, in deren Inneren mit der moglichen Ausnahme
von g = 0 keine Null- und Polstellen von f o e™! liegen. Mit dem bekannten Zusammen-
hang

fz) =} an(H)er™ =} an(f)g" = (foe )(q)

n>N n>N

zwischen der Fourier-Entwicklung von f bei z = ico und der Laurent-Entwicklung von
foe lumg =0 gilt dann

"(2) = 27i Y nay(f)e™" = 27iq Y nay(f)g"" = 2mig(foe™")'(q)

n>N n>N
und somit
L[ S@,_ L minfee g dg
27i JEA f(2) 27ti (foe )(g) 2mig

(
1 [ (foe ) (q)
27'(1/ (foe1)(q) dq

= —ord((foe1);0)

= —ord(f;ic0),

wobei die vorletzte Gleichheit mit dem Satz vom Null- und Polstellen zdhlenden Integral
folgt.
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Offensichtlich haben wir hiermit die Valenzformel fiir den Fall bewiesen, dass f auf 0 F mit der
moglichen Ausnahme von i und ¢ keine Null- und Polstellen hat. Fiir den Fall, dass es doch
solche Null- und Polstellen gibt, modifiziert man die Integrationskurve wie in Abbildung 2.2
angegeben und verfahrt entsprechend.

Ly |
219 Zl+1
Y
2
I E .
Q 2 -
X

1 T 0 T 1

Abbildung 2.2: Die Punkte z; und z; reprasentieren die beiden moglichen Typen von Null- bzw.
Polstellen, die nun noch hinzukommen. Man beachte, dass die jeweiligen Kreisbdgen unter T
bzw. S aufeinander abgebildet werden.

O

Die Valenzformel 2.39 lésst sich auf meromorphe Modulformen beziiglich der beliebigen Kon-
gruenzuntergruppe I' verallgemeinern:

Satz 2.40. Seik € Z und 0 # f € Vi(T'). Fiir ein beliebiges s € Cusps(T') setzen wir zudem

2 —I, € I oder s ist irregulir,
€Ts =
1 sonst.

Dann gilt die Valenzformel

y ord(f;z) . ordr(f;s) k- [SLa(Z) : T]

IT,| €T N 24 ’

zeT\H s€Cusps(T)

wobei z ein Vertretersystem modulo T in H durchliuft.””

Beweis. Seien n := [SLy(Z) : T] und A, ..., Ay ein Vertretersystem von I in SLy(Z) wie in
(1.6). Nach Proposition 2.27 gilt dann

n
F:= Hf‘kAV € Vi,
v=1

27Es fallt bei dieser Formel auf, dass die rechte Seite im Falle T' = SL;(Z) nicht zum zunéchst erwarteten Ergebnis

%, sondern zu ﬁ fithrt. Es ist jedoch —I, € SL,(Z) zu beachten, womit jeder Summand der linken Seite einen

zusitzlichen Faktor % hat. Multipliziert man also mit 2, ergibt sich die Formel aus Satz 2.39.
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so dass wir die bereits bewiesene Valenzformel 2.39 auf F anwenden kénnen. Nach dieser gilt

ord(F;ico) + % - ord(F;) + 1 - ord(F; 0) + Y ord(Fz) = ]%n
2 3 2€SLy(Z)\H 2
z91,0

wobei z tiber die Elemente eines Vertretersystem modulo SL,(Z) in H laufe, die weder zu i
noch zu ¢ dquivalent sind. Mit Korollar 1.29 lasst sich dies umformulieren zu

; ord(F;z) kn
- ord(F; ico) + ordlt;z) _ X1 (2.22)
zeSL§Z)\]H SL2(Z).| 24

N +—

wobei z ein vollstandiges Vertretersystem modulo SL,(Z) in H durchlaufe.

Fiir ein festes z € H gilt

ord(F;z) = ilord(f\kAV;z)

= i ord(f; Ay(z)) (2.23)
v=1
=Y [SL2(Z)w : Ty] - ord(f;w),
wel'\ SLy(Z)(z)

wobei wir im letzten Schritt ausgenutzt haben, dass die Ordnung von f an der Stelle A, (z)
nicht von der Wahl von A, abhédngt, und Teil (b) von Lemma 1.44 auf

G=SLy(Z), U=T, S=SLy(Z)(z)

angewendet haben. Da SL,(Z),, endlich und unabhéngig von der Wahl von w € T'\ SL,(Z)(z)
ist, gilt

SLy(Z),
SLa(2)y: 1) = S22
und eingesetzt in (2.23) somit
ord(F;z) Y ord(f; w)
|SLa(Z). weT\ SLy(Z) (z) ol

Summieren wir iiber ein Vertretersystem der Aktion von SL,(Z) auf H, so erhalten wir

ord(F;z) ord(f;w)

z€SLy(Z)\H [SLa(Z):| 2€SLy(Z)\H weT\ SL, (Z)(z) To|

ord(f;w)
LT

wel\H

(2.24)
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Die Valenzformel 2.40 folgt nun aus (2.22) und (2.24), wenn wir

ordr(f;s)
€Ts

1

s€Cusps(T)

(2.25)

zeigen konnen.

Dafiir miissen wir ein wenig ausholen: Wir betrachten den Quotienten SLZ(Z) / <T> mit der
natiirlichen Aktion von SL,(Z) tiber Linkstranslation und die Abbildung

- { SLy(Z)/(T) — SLy(Z)/Slo(Z)eo — SLa(Z){ic0) = QU {ico},
|l M- (T) — M -SLy(Z) e — M(ioo).

Diese ist offensichtlich surjektiv, vertraglich mit den jeweiligen Aktionen von SL,(Z) und bildet
die Klasse I - (T) = (T) auf ico ab. Faktorisieren wir iiberall von links I heraus, erhalten wir
die surjektive Abbildung

_ { [\ SLy(Z)/(T) —T\SLy(Z)/SLy(Z)ss — Cusps(T),
1Mo (T) T - M-SLy(Z)eo — T(M(ico)).

Fiir ein beliebiges s € Cusps(I') gilt nach Definition von er

_ 2
|l (s)| = — (2.26)
Is

Betrachten wir nun noch die surjektive Abbildung

( I\SLy(Z) —»TI\SLy(Z)/(T),
T { M M. (T).

Fiir s € Cusps(T), s € s und M € SLy(Z) mit M(ico) = s gilt dann

hr(s)  fir s reguldr,

|70 p (T - M- (T))| = hr(s) = { (2.27)

2hr(s) furs irregulér,
denn: Aus der Definition von 7t v konnen wir
A H(C- M- (T))| = [(T) : (M~'TM) 1 (T)]
ablesen. Nach Lemma 1.39 gilt
Hy, = M 'TM N SLy(Z)o = MT'TM N (T, — 1)
und nach Lemma 1.40 lassen sich drei Fille unterscheiden:
Fall 1: H, = (T"r()), Dann gilt

M7ITM N (T) = (T )y 0 (T) = (ThE),
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Fall 2: H, = (—(T~"r(*))). Dann gilt

M™ITM N (T) = (—(T7"7&)) 0 (T) = (TG,
Fall 3: H, = (T"r(5), —I,). Dann gilt

M7'TM N (T) = (T"6), — L) N (T) = (T ),

Mit Definition 1.41 folgt hieraus die Behauptung. #

Nach Definition 1.32 gibt es ein N € INmit I'(N) C I' C SL,(Z). Nach Konstruktion ist T'(N)
normal in SL,(Z), so dass nach Bemerkung 1.42 fiir alle s € Cusps(I'(N)) der Wert fzr(N) (s)
tibereinstimmt. Wir konnen daher auf die Kennzeichnung der jeweiligen Spitzenklasse ver-
zichten und kurz fzr( n) schreiben. Betrachten wir nun noch die surjektive Abbildung

{ T(N)\SLy(Z) —»T\SLy(Z),
(N T { T(N)-M T M.

Mit dhnlichen Uberlegungen wie beim Beweis der Isomorphiesitze fiir Gruppen folgt dann fiir
alle M € SL»(Z)

|7Tr_&),r(r -M)| = [ : T(N)]. (2.28)

Schliefllich bendtigen wir noch eine Moglichkeit, die Ordnungen einer gegebenen meromor-
phen Modulform in Spitzenklassen beziiglich zweier ineinander enthaltener Kongruenzunter-
gruppen miteinander zu vergleichen. Seien dafiir I CT zwei Kongruenzuntergruppen von
SL,(Z) und sei f € Vi(T) C Vi (T) fiir ein k € Z. Seien weiter 5 € Cusps(I’) und s das Bild von
& unter der natiirlichen Abbildung Cusps(I') — Cusps(T). Dann gilt zunéchst

]’lr(ﬁ) | hf(g) und flr(ﬁ) ‘ flf(g), (229)

denn: Sei § € 5 C s und sei M € SL,(Z) mit M(ico) = 5. Dann ist H; wegen
H; = M 'TM N SLy(Z)oo € M'TM N SLy(Z)eo = H,

eine Untergruppe von H, und es gilt

he(s) = BLa(Z)w : Hy] | [SLa(Z)w : H] = hy(5):

Das ist die erste Teilbehauptung. Mit (2.27) folgt hieraus auch die zweite Teilbehauptung aufler
tir den Fall, dass s irreguldr, & aber regulér ist. In letzterem Fall gilt

H, = <_T*hr(5)> % —I
und wegen H; C H, somit auch

Hs = (T"®),
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Wieder mit H; C H, folgern wir
hr(s) = 2hr(s) | he(5) = hy(8)
und somit die zweite Teilbehauptung auch in diesem Fall. #

Hieraus folgt

e AV (2.30)

denn: Sei wieder § € 3 C 5 und sei M € SLy(Z) mit M(ico) = §. Nach (2.8) und Teil (b) von
Definition 2.20 hat die Funktion f|;M beziiglich T bzw. T die Fourier-Entwicklungen

[ee]

(F)) = 5 (e,
n=ord(f5)
FD@ = Y au(flb)gio.
n=ordr(f;s)

Wegen (2.29) und Satz 2.11 lassen sich diese Reihen identifizieren. Insbesondere stimmen die
kleinsten Exponenten von g mit nichtverschwindenden Koeffizienten {iberein, woraus sofort
die Behauptung folgt. #

Insgesamt erhalten wir

% -ord(F; ico)
1 ord(F;ico)
T2 s
(2.30) 3 ordrn) (F; (7tr(ny © 7tr(n),r) (T(N)M))
F(NMer(M)\SLa(z) 2 [SL2(Z) : T(N)] oy

- ¥

( ,
I'(N)MeI(N)\ SLy(Z) 2: [SL2<Z) : F<N)} 'EF(N)

Nach Teil (b) von Definition 2.20 gilt

ordr(n) (flxAv;sn) = ordrn) (f; Av(sn)) furalle sy € Cusps(I'(N)).
Da I'(N) normal in SL,(Z) ist, gilt

Ay{(mtr(ny © e, 1) (F(N)M)) = (AT (N)M) (o)
= (T(N)A, M) (ico)
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= (7trny © Trw), ) (T(N) AyM).

Es folgt
1 .
5 ord(F;ico)
_ Yo—ordr(n) (f; (7rny © 7Tr(N) r)(T(N)A,M))
T(N)MET(N)\ SLy(Z) 2 [S ] EF (N)
:i< Y ordp(y) (f; (70 N°7Tr 1) (T ( )Ay M)))
v=1 \I'(N)MET(N)\SLy(Z ) 2: [SLZ( ]
_ [SLy(Z) : T - Ofdr )(fr'(”r(N)Oﬂr(N),T)(T(N)M))
I'(N)MeT(N)\ SLa(Z) 2-[SLy(Z) : T(N)] - Iy,
(2.30) ordr (f; (7r o 7tr,1 © 7Tr(N) 1) (T(N)M))
rmer stz 2 [T T(N)] - Bie (7 © 77,7 0 7t 1) (T(N) M)
@29 1 ordr (f; (7tr o 7ir,r) (TM))
-2 I'MeT\ SLy(Z) hr ((7tr © 7r,7) (TM))
@z % Y ordr(f; ar (TM(T)))
IM(T)eT\ SLy(Z)/(T)
20y ordr(f;s)
seCusps(r) €T
also (2.25) und somit auch die Valenzformel 2.40. O

Eine wichtige Anwendung der Valenzformel ist, dass wir mit ihr eine Aussage tiber die Struk-
tur der Vektorraume My (T') und Si(T) treffen konnen. Fiir nicht-positive Werte von k werden
wir dies gleich durchfiihren und zeigen, dass es dort nicht sehr viele holomorphe Modulformen
gibt. In Kapitel 3 werden wir diese Methode wieder aufgreifen und im Spezialfall I' = SL,(Z)
mithilfe der sogenannten EISENSTEINreihen®® interessantere Aussagen fiir allgemeines k be-
weisen.

{0} fiirk <o,

Korollar 2.41. Es gilt My(T) = {(D fiirk =0
iir k = 0.

Beweis. Gabe es fiir ein k < 0 eine ganze Modulform f € M;(I') ungleich 0, so wére aufgrund
der Holomorphie von f die linke Seite der Valenzformel 2.40 nicht-negativ, die rechte nach
Voraussetzung jedoch negativ. Ein solches f kann es also nicht geben.

Die Inklusion C C My (T') ist klar. Andererseits liegt fiir jedes f € My(I') und jedes zp € H auch

8(2) := f(z) = f(z0) € Mp(I).

28Ferdinand Gotthold Max Eisenstein (1823-1852)
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Wegen der Holomorphie von g und g(zg) = 0 kann g die Valenzformel 2.40 nicht erfiillen. Es
folgt ¢ = 0 und somit f = f(zp) € C. O

Im Beweis von Korollar 2.41 haben wir gesehen, dass wir eine holomorphe Modulform ne-
gativen Gewichts zu Null erkennen konnen, weil sie sonst die Valenzformel 2.40 nicht erfiil-
len kann. Diese Uberlegung ldsst sich auf Modulformen verallgemeinern, deren Nullstellen-
ordnung bei ico grofier ist als die zugehorige rechte Seite der Valenzformel. Dieser einfache
Gedanke liefert eine niitzliche Schranke dafiir, die wie viel ersten Fourier-Koeffizienten einer
gegebenen Modulform Null sein miissen, damit diese die Nullfunktion ist. Bewiesen wurde
dieses Resultat — ausgehend von der Valenzformel fiir die volle Modulgruppe — zuerst 1987
von STURM?:

Korollar 2.42. Seien k € Z und f € My (T'). Gilt dann

k- €T ico [SLZ(Z) : 1"}
24

ord(f;ic0) > (2.31)

oder etwas schwiicher

k- [SLy(Z) : T

ord(f;ic0) > 1

—: Bry, (2.32)

so ist f die konstante Nullfunktion. Die nur von I und k abhingige Konstante Bry heifst auch die
Sturm-Schranke fiir My (T).

Beweis. Gébe es eine ganze Modulform f € M;(T') ungleich 0, welche eine der Voraussetzun-
gen (2.31) oder (2.32) erfiillt, so wire aufgrund der Holomorphie von f die linke Seite der
Valenzformel 2.40 echt grofer als die rechte. Ein solches f kann es also nicht geben. O

2.6 Ubungsaufgaben

Aufgabe 2.1. Wir betrachten eine Familie von auf [0, 1] differenzierbaren Funktionen (Py)yecn,, die
sich rekursiv wie folgt definieren lassen:

i k=1

(ii) P,QH =P, fiir alle n € N,
(iii) fol Py(x)dx =0  fiirallen € IN.
Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Fiir alle n € Ny sind die Funktionen P, durch die Bedingungen (i) bis (iii) eindeutig bestimmte
Polynome. Normiert zu B, := n!P, nennt man sie auch die Bernoulli-Polynome.

(b) Fiirallen > 2 gilt P,(0) = P,(1), so dass sich P, zu einer stetigen, 1-periodischen Funktion auf
ganz R fortsetzen lisst, die wir wieder P, nennen.

acob Sturm (* 22?)
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(c) Fiirallen > 2 gilt

ar(Pn) =

{—(Q;in” fiirk € Z~. {0},
0 fiirk =0

fiir die Fourier-Koeffizienten von P,. Die zugehdrige Fourier-Reihe

1 eZm'kx
(27ti) kn

n

kez~{0}
konvergiert absolut gleichmif$ig auf ganz R.
Hinweis: Fiihren Sie zur Berechnung der Fourier-Koeffizienten eine Induktion nach n durch!

(d) Fiirallen € 2N und alle x € [0,1] gilt

Aufgabe 2.2. Zeigen Sie fiir eine beliebige Kongruenzuntergruppe I C SLy(Z) und ein beliebige
Gewichte k, ¢ € Z die folgenden Aussagen iiber Modulformen und Ableitungen:

@) fe W) = f W)
b) fe Vi), g€ Vi(l) = £f'g —kfg" € Virria(T).
© feVl),geVil) = Ll+1)f"g=2(k+1)((+1)f'g' +k(k+1)fg" € Virr4a(T).

Bemerkung: Die aufgefiihrten Modulformen sind Beispiele sogenannter RANKIN-COHEN-Klam-
mern.>® Diese wurden 1994 von ZAGIER®! benannt, als dieser Rankin-Cohen-Algebren als theoretischen
Uberbau fiir diese einfiihrte.

Aufgabe 2.3. Sei k € IN. Zeigen Sie, dass jede Modulform f € My \ Sy mindestens eine Nullstelle in
H besitzt.

Aufgabe 2.4. Zeigen Sie, dass die Funktion

8(z) = ), ™% fiirallez € H

n=—oo

30Robert Alexander Rankin (1915-2001), Henri Cohen (* 1946)
31Don Bernard Zagier (* 1951)
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eine holomorphe Funktion darstellt, fiir Im(z) > 1 beschriinkt ist und den Transformationsformeln

8(z+2) = 0(z) und 19(—%): 2 8(2)

geniigt, wobei die Quadratwurzel aus % iiber den Hauptzweig des Logarithmus definiert ist. Folgern Sie
daraus

198 € M4(F19),

wobei Ty = (S, T?) die in Ubungsaufgabe 1.9 eingefiihrte Thetagruppe bezeichne.

Aufgabe 2.5. Sei I' C SLy(Z) eine Kongruenzuntergruppe, sei k eine ganze Zahl und seien f, g €
My (T') mit f - g € Soi(T). Sei weiter

QO(f,8)(z) == f(2)g(z)(Imz)* dw(z) fiir alle z € H.
Zeigen Sie die folgenden Aussagen:
(@) Fiiralle M € GLy(R)™ gilt

Q(fleM, 8lkM)(z) = Q(f, 8) (M(z))-

(b) Fiiralle M € GLy(Q) " mit MTM~! C SL,(Z) gilt

[SLy(Z) : T] = [SLx(Z) : MTM ™).

Seien ab sofort f und g bereits beide Spitzenformen. Zeigen Sie dann auch die folgenden Aussage:

(c) Fiiralle M € GLy(Q) " mit MTM ™ C SL,(Z) und f,g € My(MITM™1), sowie ihre Adjunkte
M"* = det(M) - M~ qilt

(fleM | gliM)r = (f | g)r und (fliM ] g)r = (f | gleM*)r.



KAPITEL 3

Modulformen zur vollen Modulgruppe

In Kapitel 2 haben wir den Begriff der Modulform eingefiihrt, aber keine interessanten Bei-
spiele kennengelernt. Mit den Eisenstein-Reihen und den Thetareihen gibt es zwei Hauptklas-
sen holomorpher Modulformen beziiglich der vollen Modulgruppe, aus denen sich jeweils die
komplette Algebra dieser Modulformen erzeugen ldsst. In diesem Kapitel studieren wir die
Eisenstein-Reihen und leiten mit ihrer Hilfe aus der Valenzformel 2.39 mit den Struktursatzen
3.13 und 3.24 explizite Beschreibungen der Vektorraume My und Vi der holomorphen bzw. me-
romorphen Modulformen von Gewicht k beziiglich der vollen Modulgruppe her. In Abschnitt
3.3 verallgemeinern wir die Eisenstein-Reihen zu POINCARE-Reihen®? und zeigen, dass sich
mit diesen und dem in Abschnitt 2.3 eingefiihrten Petersson’schen Skalarprodukt die Fourier-
Koeffizienten von Spitzenformen auslesen lassen.

3.1 Eisenstein-Reihen

In Proposition 2.27 haben wir mit der Spurbildung eine Moglichkeit kennengelernt, aus einer
Modulform beziiglich einer Kongruenzuntergruppe I' eine Modulform beziiglich der vollen
Modulgruppe SL,(Z) zu konstruieren. Der Gedanke hierbei war, durch Summation tiber ein
Vertretersystem die Invarianz unter dem Petersson’schen Strichoperator und also Axiom (V7)
beziiglich der vollen Modulgruppe zu erzwingen.

Mit einer dhnlichen Idee betrachten wir fiir ein gerades® k € Z die Reihe

Y, (1yM)(z) firallez € H.
MeSL,(Z)

32Henri Poincaré (1854-1912)
3Da wir ein nichttriviales Element von M suchen, diirfen wir uns nach Proposition 2.24 ohne Einschrankung
auf gerade Werte von k beschranken.

83
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In ihrem Konvergenzgebiet erfiillt diese automatisch Axiom (V7). Da wegen (1|,T?)(z) = 1
fir alle b € Z unabhingig von z unendlich viele Summanden Betrag 1 haben, ist dieses Kon-
vergenzgebiet allerdings leer. Wir wollen dies verbessern. Tatsachlich gilt fiir zwei Matrizen
M, M € SLy(Z):

(1[iM)(z) = (1xM)(z) firallez € H <= SLy(Z)e M = SLy(Z)w - M,

denn: Die linke Seite der Behauptung ist offensichtlich dquivalent zu
JIMM ™Y, 2) ™" = 1 (MM™1))(z) =1 firallez € H.
Da wir k als gerade vorausgesetzt haben, ist dies dquivalent zu
MM € (T, —I) = SLy(Z)eo,
was die Behauptung zeigt. #

Davon inspiriert definieren wir:

Definition 3.1. Sei k > 4 eine gerade ganze Zahl. Dann heifst

Ex(z) := ) (1|xM)(z) fiirallez € H,
MGSLz(Z)m\SLz(Z)

wobei M ein Vertretersystem von SLy(Z)e\ SLo(Z) durchliuft, die (normierte) Eisenstein-Reihe

vom Gewicht k.

Mit den Eisenstein-Reihen erhalten wir unsere erste systematisch eingefiihrte Klasse von Bei-
spielen nichttrivialer holomorpher Modulformen:

Satz 3.2. Fiir jede gerade ganze Zahl k > 4 liegt die Eisenstein-Reihe Ey in M.

Wir beweisen Satz 3.2 in den folgenden Resultaten, fithren aber keinen geschlossenen Beweis.

Wieder mit den Argumenten aus dem Beweis von Proposition 2.27 sehen wir, dass auch die
durch Ei(z) gegebene Funktion in ihrem Konvergenzgebiet Axiom (V;) erfiillt. Wir untersu-
chen daher nun die Konvergenz von Ey(z) und stellen dafiir zunéchst

Ex(z) = ) (M, z) K =1+ ) (cz+d)7* firallez e H (3.1)

MEeSLy(Z) e\ SLo(Z) (c,d)ez?
ggT(c,d)=1,c>0

fest. Dies gilt, da offensichtlich jeder Summand links die Gestalt (cz + d) ™ mit ggT(c,d) =
1 hat. An dieser Stelle ldsst sich auch die Wohldefiniertheit von Ej kldren: Da k als gerade
vorausgesetzt war, gilt

(=M, z) " = j(M,z) "

Dass auf beiden Seiten tiber dieselben Paare (¢, d) aufsummiert wird, ergibt sich nun unmittel-
bar aus (1.4).



85 Kapitel 3. Modulformen zur vollen Modulgruppe

Lemma 3.3. Fiir jede gerade ganze Zahl k > 4 konvergiert Ey gleichmiifSig absolut auf Bereichen der
Form

D, := {z € H|Im(z) > ¢ Re(z)* < %} fiir alle ¢ > 0.

Insbesondere ist die durch Ej gegebene Funktion nach dem Konvergenzsatz von Weierstraf$ auf H holo-
morph, da sich jedes Kompaktum in H in einem der Bereiche D, wiederfindet.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass fiir ein festes z € H die Reihe Ei(z) konvergiert. Dafiir be-
trachten wir die Funktion

. {11{2\{(0,0)} — R,
() = Iz

Diese hat offensichtlich die folgenden Eigenschaften:
e f(x,y) > 0fiiralle (x,y) € R~ {(0,0)}.
o f(Ax,Ay) = f(x,y) fiir alle A € R~ {0} und alle (x,y) € R*>~ {(0,0)}.

* f nimmt auf dem Kompaktum S' = {(x,y) € R? | x> + y* = 1} sein Minimum an, ist
dort also durch eine Konstante C > 0 nach unten beschrankt.

Erinnern wir uns an die Polarkoordinatendarstellung in R? \. {(0,0)} und wenden diese drei
Eigenschaften von f an, so erhalten wir

f(x,y) > C firalle (x,y) € R>~ {(0,0)}.

Diese Abschitzung gilt natiirlich insbesondere fiir (x,y) = (¢,d) € Z?* mit teilerfremden c, d,
so dass wir

1
lez +d|7F < ol lci +d|7*

erhalten. Die Konvergenz von Ei(z) fiir festes z € H folgt also mit dem Majorantenkriterium,
wenn wir

Y i+ d % <o
(c,d)ez?
g8T(cd)=1

zeigen konnen. Hierbei haben wir die euklidische Norm |ci + d| = V/c? 4+ d? verwendet. Das
miissen wir jedoch nicht, da in R? alle Normen dquivalent sind. Insbesondere diirfen wir statt
der euklidischen die Maximumsnorm

1%, y) oo := max{|x], ly|}
verwenden und es gentigt

v e Z |{(c,d) € Z* | ggT(c,d) =1und ||(c, d)Hoo—NH
(c,d)eZ2 Nk
ggT(cd)=1
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zu zeigen. Wie man der Abbildung

(0,N)
@V,0)

entnimmt, gilt hierbei
{(c,d) € Z* | ggT(c,d) = 1und ||(c,d)||c = N}| < 8N.

Die Konvergenz von Ej(z) fiir festes z € H folgt mit

8- Y N'"F<oo firk>2.
N=1

Zum Beweis des Lemmas gentigt es wegen k > 2, der soeben gezeigten Konvergenz von Ey(z)
fiir festes z € H und dem Majorantenkriterium zu zeigen, dass es ein § > 0 gibt mit

lcz+d|> > |ci+d|> =6(c*+d?) furallez € D, und alle c,d € Z.

Schreiben wir wie tiblich z = x + iy, so ldsst sich dies dquivalent umformen dazu, dass es ein
6 > 0 gibt mit

(x* +y* —0)c*> +2xed + (1 — 6)d*> >0 fiirallez € D, und alle ¢,d € Z.

Etwas algebraischer formuliert heifst das nichts anderes als, dass es ein § > 0 gibt, so dass fiir
alle z € D, die quadratische Form

(x® +y* = 0)X* 4+ 2xXY 4 (1 —6)Y?

positiv semidefinit ist.!? Es gilt also zu zeigen, dass es ein § > 0 gibt, so dass fiir alle z € D, die
Matrix
2+yP—5  x
x 1-9

positiv semidefinit ist, also fiir die Hauptminoren gilt
i) **+y>—6>0,
(i) (F2+y>—06)(1—6)—x*=—-6x2+(1-98)y>*—45(1-6) >0.
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Nach Definition von D, geniigt es § < & zu setzen, um Bedingung (i) zu erfiillen. Fiir Be-

dingung (ii) nehmen wir nun ohne Einschrankung § < 1 an. Dann gilt fiir alle z € D, die
Abschitzung

— 0P+ (1 =0y —6(1—06) > —de L +(1—08)e® —46(1-9),
und Bedingung (ii) folgt, wenn wir zeigen konnen, dass es ein ¢ € (0,1) gibt mit

14+ (1-9)
2558 TUTO) +( )
e>0 13

Das Lemma folgt, da die rechte Seite offensichtlich fiir § — 0 gegen Null geht. O

Zum Beweis von Satz 3.2 verbleibt (V;), also die Holomorphie von Ej in z = ioo, nachzuweisen:

Lemma 3.4. Fiir jede gerade ganze Zahl k > 4 ist die Eisenstein-Reihe Eyx holomorph in z = ico und
es gilt
lim Ek(Z) =1
Z—100
Beweis. Zu zeigen ist nach Definition 2.14 und dem Riemann’schen Hebbarkeitssatz, dass Ex o
e~1 in einer kleinen Umgebung von g = 0 beschrénkt ist. Das ist sicherlich richtig, wenn
lim(Exoe 1) (g) = lim Ei(z)
q—0 Z—>i00
existiert. Sei also (z,);>_; eine Folge in H mit lim, . Im(z,) = oo. Wegen Ex(z + 1) = Ei(z)

fiir alle z € H konnen wir ohne Einschriankung |Re(z,)| < 1 fiir alle n € IN annehmen. Dann
liegen alle Punkte z, ab einem hinreichend grofien 7 in

Dy :={z € H|Im(z) > 1,Re(z)* < 1}.

Nach Lemma 3.3 konvergiert die Eisenstein-Reihe E; auf D; gleichmifig, so dass wir den
Grenziibergang gliedweise vollziehen diirfen. Wir erhalten
Zlggo Ex(z) = nlgx(}o Ex(zn) =1+ ) ,}E’E}O(CZ" +d)F=1,
(c,d)ez?

ggT(c,d)=1,c>0

womit das Lemma gezeigt ist. ]

Da nun Satz 3.2 bewiesen ist und wir wissen, dass die Eisenstein-Reihe Ey fiir jede gerade ganze
Zahl k > 4 in M liegt, interessieren wir uns fiir ihre Fourier-Entwicklung, die interessante
zahlentheoretische Informationen kodiert:

Satz 3.5. Die Fourier-Entwicklung der Eisenstein-Reihe Ey mit k > 4 ganz und gerade ist durch

k&
Ex(z) =1+ C(k()z(:zl)' Evk,l(n)q” fiirallez € H
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gegeben, wobei die Reihe

wegen k > 1 bekanntlich zu einer positiven reellen Zahl konvergiert>* und oy_ die (k — 1)-te Teiler-

summenfunktion bezeichnet.

Beweis. Da die Reihe nach Lemma 3.3 absolut konvergiert, diirfen wir sie in einen Teil mit ¢ = 0
und einen Teil mit ¢ # 0 aufspalten und erhalten so

1 oo
E(z)=1+ Y (cz+d)*= 72 (cz+d)~
(cd)ez? c:l deZ
ggT(c,d)=1,c>0

Desweiteren gilt fiir alle ganzen k > 2

_nilk o _
Y (w+d) = ((kz_nll;' Y d* e figr alle w € H,

dez td=1

wie wir in Beispiel 2.13 eingesehen haben. Wenden wir dies mit w = cz an, und nutzen wieder
aus, dass k gerade ist, so erhalten wir

Ex(z) =1+ ROICEI (Zm i i d1g%.
c=1d=1

Setzen wir nun n := cd, so durchléduft d alle positiven Teiler von 1, und es gilt

o (27Ii)k . k—1 n
Ek(z)_l—i_ig(k)(k—l)!; ;d L] .
d>0

Nach Definition der (k — 1)-ten Teilersummenfunktion haben wir somit den Satz bewiesen. [

Mithilfe der im Folgenden eingefiihrten BERNOULLI-Zahlen® lasst sich die Fourier-Entwick-
lung aus Satz 3.5 noch etwas systematischer darstellen:

Lemma 3.6. Die Bernoulli-Zahlen B, fiir n € INg sind definiert durch die Taylor-Entwicklung von

= B?l n Z o,
— =, 1l Uz(0).
25 z | fiir alle z € Uy, (0)

Fiir sie gelten die folgenden Eigenschaften:

34Gje ist ein spezieller Funktionswert der berithmten Riemann’schen Zetafunktion (.
357akob 1. Bernoulli (1655-1705), wobei die Bezeichnung ,1.“ zur Abgrenzung von seinem ebenfalls in der Mathe-
matik tatigen Grofineffen Jakob II. Bernoulli (1759-1789) dient.



89 Kapitel 3. Modulformen zur vollen Modulgruppe

(@) By € Q fiirallen € IN. Speziell gelten By = 1 und By = —1.
(b) Es gilt die Rekursionsformel (—1)"B, = Y.y_o (})B, fiirallen € IN.

(c) Fiir ungerades n > 1 gilt B, = 0.

(d) Fiir gerades n > 2 gilt B, = % Z(n).

Beweis. Zundchst gilt es den Konvergenzbereich der Taylor-Reihe aus dem Lemma zu bestim-
men. Dafiir betrachten wir die Funktion f(z) = z“3. Diese hat in zg = 0 eine hebbare Singulari-
tat und nimmt dort den Wert 1 an. Desweiteren hat sie Polstellen in den Punkten z, = 27riv fiir
alle v € Z ~ {0}. Das sind alle Singularitdten von f. Nach dem Potenzreihenentwicklungssatz

aus der Funktionentheorie konvergiert also die Taylor-Reihe von f um z = 0 in Uy,(0).

Sei also z € Up,(0). Dann gilt zum Einen

zum Anderen haben wir

sy 1— ¢ _, 1 e* _, 1 1
- ez—1) ez2—1 e2—1) ez2—1 1—e¢2

z -z = By — 2By
= - =Y - (-2 = "
ee—1 e*-1 = n!( (=1)")z 7;) n!
n ungerade

so dass wir nach Koeffizientenvergleich

1
B; = ) und B, = 0 fiir alle ungeraden n > 1

und insbesondere (c) erhalten. Daraus, aus By = 1 und aus der Rekursionsformel (b) fiir n + 1
folgt B, € Q fiir alle n € IN und somit Behauptung (a).

Die Rekursionsformel (b) wiederum folgt mit Koeffizientenvergleich aus

n=0v=0 n=0v=0
(o] [ee]
=L )
v=0pu=0 "M
(o] o
=(Zue) (S
v=0 ;4:0 ‘u
z
= . eZ
ez —1
—z
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Z?l

P MEORE

n:

Es verbleibt Behauptung (d) zu zeigen. Dafiir setzen wir z = 27tiw. Fir w € U; (0) gilt dann

> B ) 27Tiw
Z I’TT <27Uw)n = eZniw -1
n=0 """
= mw e2miw _ 1

' eZm’w +1 eZm’w -1 ’ ertiw + e—ﬂiw
= miw P — =mw | ————1
e2miw _ 1 e2miw _ 1 eTiw _ p—TTiw

= ntw (cot(mtw) — i).

Mit B; = —3 folgt

(=1)%(27)"By,

] w"  furallew € U;(0).

[e0]
mweot(mw) =1+ )
n ge:razde

Andererseits gilt mit der Partialbruchzerlegung (2.6) des Kotangens

1 1 > 1 1
mom1s £ (22w £ )

mez~{0} m=1
- 1 = 1 1
=1+ 2w’ =1-20" ) —-
r;l 2 —m? mZ::1 m? 1= ()
e Y LYY L (5L ) e
=1-20" )] Py D m) T X m2n+2
m=1 n=0 n=0 \m=
=1-2 ) {(n) w"
n=2
n gerade
Behauptung (d) folgt aus einem weiteren Koeffizientenvergleich. O

Beispiel 3.7. Die Werte der ersten nicht-trivialen Bernoulli-Zahlen sind:

n 0 1 2 4 6 8 10 12 14 16 18
B 1l =1 1 _1 1 _1 5| _ 691 7| _3617| 43867
n 2 6 30 2 30 66 | 2730 6| 510 | 798

Nach Lemma 3.6 ist die Fourier-Entwicklung der Eisenstein-Reihen durch

Ex(z) =1— % ) ora(n)g" (3.2)
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gegeben. Mit By = — 4 und B = ;5 gilt also im Speziellen

Ey(z) =1+240 ) o3(n)q" und E¢(z) =1-504 ) o5(n)q".

n=1 n=1

Bemerkung 3.8. Da die Bernoulli-Zahlen nach Lemma 3.6 rationale Zahlen sind, trifft dies auch auf
die Fourier-Koeffizienten der normierten Eisenstein-Reihen Ey mit k > 4 ganz und gerade zu. In den
Spezialfillen E4 und E¢ sehen wir, dass die Koeffizienten sogar ganzzahlig sind.

3.2 Der Struktursatz fur holomorphe Modulformen

Eine wichtige Anwendung der Valenzformel 2.39 ist, dass wir mit ihr und unserem Wissen
um die Eisenstein-Reihen eine Aussage tiber die Struktur der Vektorraume My und Sy treffen
konnen. Um diese iibersichtlicher prasentieren zu konnen, fithren wir zundchst eine weitere
Modulform ein:

Proposition 3.9. Die Diskriminante

M) = oo

ist eine Funktion in Syy. Ihre Fourier-Entwicklung ist von der Form

E3(z) — E:(z)) fiirallez € H

T(n)q" =0+q—24 4>+ O(q).

gk

Az) =

n=1

Die hierdurch definierte Zuordnung n — t(n) heift die RAMANUJAN-T-Funktion.>®

Beweis. Wegen der Algebrenstruktur von M liegen E; und E2 und somit auch A im Vektor-
raum M;j,. Der Rest der Proposition ergibt sich, wenn wir die explizit bekannten Fourier-
Entwicklungen von E4 und Eg dazu benutzen, um ebensolche fiir Ei’ und Eg zu bestimmen.
In der Tat gelten

E3(z) =1+ 720 g+ 179280 g° + Terme hoherer Ordnung,
E%(z) = 11008 g + 220752 g* + Terme hoherer Ordnung.

In Ubungsaufgabe 3.1 zeigen wir, dass die Fourier-Koeffizienten von A ganze Zahlen sind.

Proposition 3.10. (a) Fiir gerades® k gilt

{0} fiirk <0,
M = C fiirk =0,
{0} fiirk = 2,

CE @ Sy fiirk > 4.

36Srinivasa Ramanujan (1887-1920)
%Dass die Vektorrdume M;, fiir ungerades k nur aus der Null bestehen, hatten wir schon in Proposition 2.24
eingesehen.
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(b) Die Abbildung f — f - Aist ein C-Vektorraumisomorphismus von My_1, nach Sk.

Beweis. Wir zeigen zundchst Behauptung (a). Die Falle fiir k < 0 haben wir bereits in Korollar
2.41 gezeigt. Im Fall k = 2 ist die Losbarkeit der Valenzformel gleichbedeutend damit, nicht-
negative ganze Zahlen n,, n; und ngonst mit

3 2 sonst—6

zu finden. Da es solche Zahlen nicht gibt, folgt die Behauptung auch in diesem Fall. Fiir k > 4
betrachten wir eine Modulform f € Mj mit Fourier-Entwicklung f(z) = Y, a.(f)g" und
setzen ¢ := f — ap(f)Ex. Nach Definition hat E; konstanten Fourier-Koeffizienten 1, so dass g
in Sy liegt. Es folgt f = ao(f)Ex + § € CEx & Sk.

Zum Beweis von Behauptung (b) gentigt es, die Surjektivitidt der Zuordnung f — f-A zu
tiberpriifen; die Injektivitat ist klar. Fiir eine beliebige Spitzenform g € Sy setzen wir f := g/A.
Es gilt

0-ord(A;0) =1 und 0-ord(A;z) =0 fiirallez € H, (3.3)

denn: Nach Proposition 3.9 ist der Koeffizient von g bei der Fourier-Entwicklung von A gerade
1; es gilt also 0-ord(A;icc) = 1. Der Rest der Behauptung ist eine direkte Anwendung der
Valenzformel 2.39. #

Einerseits folgt die Holomorphie von f auf I, andererseits wegen g € Sy die Abschiatzung
0-ord( f;ico) = 0-ord(g;ico) — 0-ord(A;icc) = 0-ord(g;icc) —1 >0

und somit die Holomorphie von f in ico. Wegen g € M und A € M gilt f € My_1p, und wir
haben ein Urbild gefunden. O

Korollar 3.11 (Dimensionsformel). Sei k > 0 gerade. Dann gilt

13 a1 —
dim M, = lezj fur k =2 mod (12),
l{5) +1 fiirk # 2 mod (12).
Beweis. Nach Proposition 3.10 gilt
Sy = {0} undsomit M; = CE; fiirk € {4,6,8,10}.

Zusammen mit den in der Proposition explizit angegebenen Fillen k € {0,2} folgt so die Be-
hauptung fiir 0 < k < 10. Wieder nach Proposition 3.10 gilt

dimM; =14+dimSy =1+dim My, furallek >4

und somit induktiv die Behauptung. O

Korollar 3.12. Sei k > 4 gerade. Dann gilt beziiglich des Petersson-Skalarprodukts
CEr=Si :={f € M| {f|g) =0firalleg € S}.
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Beweis. Nach Teil (b) von Satz 2.33 ist das Petersson-Skalarprodukt eingeschrankt auf Sy ein
Skalarprodukt und somit insbesondere nicht ausgeartet. Daher folgt

Andererseits gilt nach Teil (a) von Proposition 3.10
M, = CE; & S.

Damit und wegen der Linearitdt des Petersson-Skalarprodukts gentiigt es zum Beweis des Ko-
rollars

(¢ | Ex) =0 furalleg € S

zu zeigen. Nach den Definitionen 2.32 und 3.1 gilt

(8] Ex) = / E(2)g(2)y" dw(z)

= / < (1xM) (2)g(M(z)) (1]eM) (z)Im(M(z))"-

MEeSL,(Z \SLZ( )

(1\kM)(Z)g(Z)Im(Z)k> dw(z)

MeSLy(Z \SLZ( )

: \(1|kM)(Z)|_2> dew(z)

Wegen der absoluten Konvergenz der Reihe gilt

g(M<Z>)Im(M<Z>)"> dw(z).
MEeSL,(Z \SLZ( )

GlE = ¥ ([ sMEmme) do)

MESLy(Z)o\ SL2(Z)

= ¢(z)Im(z)* dw(z).

Untesty ()0 SLy () M{F)
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Fiir geeignete Wahlen eines Vertretersystems von SL;(Z)« in SL;(Z) ist analog zu Proposition
1.49 die Menge

Feo 1= U 7M<]:> = U M(F)

ME€SLy(Z)o\SLa (Z) MESLy(Z)eo\ SLo(Z)

ein Fundamentalbereich fiir die Aktion von SL;(Z)« auf H, wobei analog zu Lemma 2.29 das
Integral nicht von der Wahl dieses Vertretersystems abhdngt. Wahlen wir speziell

1
Fu={z€H|[Re()| < 3},

_ /oo /7 (Z an(g)eznnyykZEZNinx> dxAdy
0 —

Satz 3.13 (Struktursatz fiir holomorphe Modulformen). Fiir k > 0 gerade gilt

My= @ CEEL.
IX,/SGIN()
4a+6B=k

Beweis. Wir zeigen zunédchst, dass die angegebenen Funktionen den C-Vektorraum M erzeu-
gen.

Fall 1: k < 6. Das haben wir bereits im Beweis von Korollar 3.11 eingesehen.

Fall 2: k = 8. Nach Korollar 3.11 gilt dim Mg = 1. Andererseits sind die konstanten Terme der
Fourier-Entwicklungen von Eg, E] € Ms definitionsgemaf beide 1. Es folgt Eg = E7 und somit
die Behauptung fiir k = 8.

Fall 3: k = 10. Nach Korollar 3.11 gilt dim M9 = 1. Andererseits sind die konstanten Terme
der Fourier-Entwicklungen von Eqg, EsEs € Mg nach Definition beide 1. Es folgt E;gp = E4Es
und somit die Behauptung fiir k = 10.

Fall 4: k > 12. In diesem Fall gibt es offenbar stets «, B € INg mit 4x + 6 = k, und die Fourier-

Entwicklung der zugehorigen Modulform g := Ej Eg hat den konstanten Term 1. Sei nun f €
M eine beliebige Modulform mit Fourier-Entwicklung f(z) = Y.y ax(f)q". Dann ist f —
a9(f)g € Sk, nach Teil (b) von Proposition 3.10 gibt es also ein 1 € Mj_1, mit

f—ao(f)g = hA.
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Nach Definition ist die Diskriminante eine C-Linearkombination von Ez und Eg. Wir kénnen
nun annehmen, schon gezeigt zu haben, dass sich & als C-Linearkombination von ,Monomen”
EJES mit 4 + 66 = k — 12 schreiben lasst. Tatsdchlich stellt dieser Fall den Schritt von k — 12
auf k eines Induktionsbeweises dar, dessen Anfang wir in den Féllen k < 10 behandelt haben.

Nun wollen wir zeigen, dass die Menge
{ESEP | o, B € INo mit 4a + 68 = k}

C-linear unabhingig ist. Fiir den Beweis unterscheiden wir die Félle k = 0 mod (4) und k =
2 mod (4). Wir zeigen hier nur den ersten Fall; der zweite geht sehr dhnlich. Nehmen wir also
an, es gelte

Y AapE{EE =0 mit gewissen A, g € C. (34)
Dé,,BG]NO
4a+-6B=k

Wegen 4a + 68 = k ist im von uns behandelten Fall B gerade, es gibt also ein f/ € Ny mit
B = 2p'. Fiir dieses gilt dann a = % — 3’ und somit

k_ap , k EZ B
el — e} e — i} (%) -
Ey
Eingesetzt in (3.4) erhalten wir so
k EZ g
6 —
Ei ). A _ap o <E3> =0.
5/€]NO 4

Nehmen wir nun an, es gidbe einen Koeffizienten ungleich Null in dieser Gleichung. Dann
wire EZ / ES Nullstelle eines von Null verschiedenen Polynoms aus C[X] und somit gleich einer
Konstanten,

denn: Die meromorphen Funktionen auf H bilden nach Proposition 6.23 aus der Funktionen-
theorie einen Korper M (IH), der C umfasst. Ein von Null verschiedenes Polynom P € C[X] hat
also in M (H) hochstens deg(P) Nullstellen.

Es folgt, dass alle Nullstellen von P in M (HH) konstant sind, da es nach dem Fundamentalsatz
der Algebra aus der Funktionentheorie bereits deg(P) Nullstellen von P in C gibt. #

Diese Konstante wire gleich Null,

denn: Zum Einen gilt

1) = ()

E¢(i) = (Ee|6S) (i) = i7656(—;

und somit E¢ (i) = 0. Zum Anderen gilt nach (3.2)

E4(i) =1+240 ) o3(n)e >™ > 0.

n=1
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#

Es folgte Es = 0, was nicht sein kann. Es gibt also keinen Koeffizienten ungleich Null, und wir
haben die lineare Unabhingigkeit im Fall k = 0 mod (4) bewiesen. O

Der Struktursatz 3.13 liefert uns eine konkrete Basis des Vektorraums M}, deren Elemente
— wichtig fiir zahlentheoretische Anwendungen — nach Bemerkung 3.8 ganzzahlige Fourier-
Koeffizienten aufweisen. Fiir rechnerische Zwecke ist diese Basis jedoch nicht besonders prak-
tisch. Gemaf einer zuerst 1975 von MILLER® publizierten Idee lasst sich die Situation aller-
dings verbessern. Um uns gedanklich darauf vorzubereiten, formulieren wir die Aussage des
Struktursatzes zundchst ein wenig um:

Korollar 3.14. Fiir k > 0 gerade gilt

P CE{NF fiir k = 0 mod (4),
Dé,ﬁ,E]NO
4a+12p' =k
@  CE{EAF  fiirk =2mod (4).
tX,/S’E]N(]
40+12p'=k—6

My =

Beweis. Nach dem Struktursatz 3.13 ist
B:= {ESEP : &, B € No, 40 + 68 = k}
eine C-Basis von M. Wir unterscheiden nun zwei Fille:

Fall 1: k = 0 mod (4). Dann ist  fiir alle Elemente von B gerade und lésst sich also als g = 2’
mit einem B’ € INy schreiben. Insbesondere gilt

18| = ]{EgEgﬁ' L, B € No, 4o + 3 = k})
= ‘{EgAﬁ’ L, B € Ny, da+ 3 = k}

4

so dass es zum Beweis der Behauptung in diesem Fall gentigt zu zeigen, dass sich jedes Element
von B als C-Linearkombination der Monome in der Behauptung darstellen lasst. Wegen

ESEP = ESEX
— E§(1728A — E3)F

5/ ! U / "
=Ej E: (5//) (1728A)ﬁ (_Ei)ﬁ #
ﬁ//:o

ist dem aber offensichtlich so.

Fall 2: k = 2 mod (4). Fiir k = 2 steht auf beiden Seiten der Behauptung der Nullraum, so dass
nichts zu zeigen ist. Ansonsten enthilt in diesem Fall jedes Element von B mindestens einen
Faktor E¢ und nach Ausklammern desselben folgt das Korollar fiir k aus der bereits in Fall 1
gezeigten Aussage fiir k — 6. O

38Victor Saul Miller (*1947)
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Das Interessante an der in Korollar 3.14 angegebenen neuen Basis von M ist, dass ihre Ele-
mente paarweise unterschiedliche Nullstellenordnungen bei ico aufweisen. Das ist der Ansatz-
punkt fiir das Resultat von Miller:

Satz 3.15. Fiir k > 0 gerade besitzt My eine Basis {fo,..., faims, } aus Formen mit ganzzahligen
Fourier-Koeffizienten, die der Bedingung

am(fj) =0y fiiralle0 < m,j < dim S;

geniigen.* Eine solche Basis bezeichnen wir auch als Miller-Basis von M. Durch Weglassen des
Elements fo erhalten wir in dieser Situation stets eine Basis von S. Jede solche Basis nennen wir eine
Miller-Basis von Sy.

Beweis. Wir konnen ohne Einschrankung k > 12 annehmen,

denn: Nach Proposition 3.10 ist My fiir k < 12 stets hochstens eindimensional und die jeweils im
Beweis des Struktursatzes explizit angegebenen Produkte aus (normierten) Eisenstein-Reihen
sind eine mogliche Wahl fiir fo. #

Fiir k > 12 gilt nach der Dimensionsformel 3.11
| &1 =1 fiirk =2mod (12),
B fiir k # 2 mod (12)

_ Jk—14 fir k = 2 mod (12),
~ |k—rmit0<r<12undr=kmod (12) fiir k £ 2 mod (12).

12dimSk:12-{

Wenden wir dies auf die Formel in Korollar 3.14 an, so konnen wir dort im Index nach « auflo-
sen und erhalten dort

dimSk
Mk = @ @g]
j=0
mit
Ei(dimskfj)JriAf fiir k =0 mod (4),
gj = Ei(dimskﬂH%E(,N fiir k =2 mod (4) und k # 2 mod (12),

Ez(dimsk_j)+2E6Aj fir k = 2 mod (12)

39Hjerbei bezeichne wie iiblich

1 fira=05b,
Oup = { b fur allea,b € Z
’ 0 sonst

das nach Leopold KRONECKER (1823-1891) benannte Kronecker-Delta.
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fiiralle j € {0,...,dim S;}. Mit den bekannten Fourier-Entwicklungen von E4, Es und A erhal-
ten wir die Formel
0 furm <j,
a c) =
n(8)) {1 fiir m = j.

Die gesuchte Miller-Basis { fo, ..., faims, } erreichen wir nun analog zum Riickwartseinsetzen
im Gaufs-Verfahren in der Linearen Algebra iterativ durch

fdim S *= &dim Sy~
dimSk

fi=¢— Y. am(g)fm  furalleje {0,...,dimS; —1}.
m=j+1

3.3 Poincaré-Reihen

In diesem Abschnitt wollen wir ein Phdnomen untersuchen, dem wir in einem Spezialfall be-
reits in Abschnitt 3.2 begegnet sind. In Korollar 3.12 haben wir fiir gerades k > 4

a0(g) =0= (g | Ex) furalleg e Sk

festgestellt, wobei ag(g) den O-ten Fourier-Koeffizienten von g bezeichne. Mit Methoden aus
der Funktionalanalysis stellt man fest, dass sich dieser Zusammenhang verallgemeinern lasst:
Fiir jedes n € IN ist die Abbildung

S, — C,
g > ay(g) = n-ter Fourier-Koeffizient von g

ist ein lineares Funktional. Nach dem Darstellungssatz von FRECHET-RIESZ* existiert fiir jedes
n € N ein eindeutig bestimmtes P, ; € Sy mit der (n, k)-Fréchet-Riesz-Eigenschaft

an(g) = (g | B,x) furalleg € Sy.

Wir geben nun B, ; explizit an und weisen diese Eigenschaft nach:

Definition 3.16. Seien k > 4 eine gerade ganze Zahl und n € INy. Dann heifst die formale Reihe

Py(z) = Z (¥ | M) (z) = Z ]‘(M’Z)—kEZm'nM(z),
MESLZ(Z)M\ SLz(Z) MESLQ(Z)OO\ SLZ(Z)

wobei M ein Vertretersystem von SLy(Z.)« \ SL2(Z) durchliiuft, die n-te Poincaré-Reihe vom Gewicht
k beziiglich SLy(Z).

Der Begriff der Poincaré-Reihe ist wohldefiniert, also unabhédngig von der Wahl des Vertreter-
systems, das M durchlduft, da die Matrizen in SL;(Z)« als Translationen um ganze Zahlen
operieren und die Exponentialfunktion 27ri-periodisch ist.

40Maurice René Fréchet (1878-1973) und Frigyes Riesz (1880-1956)
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Beispiel 3.17. Offensichtlich gilt Py, = Ex € My . Sx. Nach dem eingangs erwihnten Korollar 3.12
etfiillt Py y also die (0, k)-Fréchet-Riesz-Eigenschaft.

Satz 3.18. Fiir n > 1 und gerades k > 4 gilt P, € Sk.

Beweis. Wie schon im Fall der Eisenstein-Reihe ist nach Konstruktion klar, dass die durch P, x
gegebene Funktion in ihrem Konvergenzgebiet Axiom (V;) erfiillt. Tatsdchlich konvergiert P,
auf ganz H,

denn: Wegen M(z) € H fiir alle M € SLy(Z) und alle z € H gilt

’ezmnM(z)‘ <1

und daher auch

(M, z)| |2 ME | < Y. (M, )|,
MEeSLy(Z)w\ SL2(Z) MEeSLy(Z)w\ SL2(Z)

sodass die Reihe der Absolutbetriage beziiglich P, y durch die Reihe der Absolutbetridge beziig-
lich E; majorisiert wird. Letztere konvergiert nach Lemma 3.3 auf Kompakta in H gleichméfsig.
Da die Teilsummen in P, offensichtlich auf IH holomorphe Funktionen darstellen, folgt die
Holomorphie von P, ; auf H mit dem Approximationssatz von Weierstrafi aus der Funktionen-
theorie. #

Es verbleibt zu zeigen, dass P, ; in z = ico und somit in allen Spitzen verschwindet. Wegen der
gleichmifligen Konvergenz gilt fiir z € F:

lim Pn,k(z) @61 lim | 277 1 Z (CZ _i_d)kaZm‘ngis

zZ—00 z—00
(c,d)ez?

ggT(c,d)=1,c>0 (3.5)
ad—bc=1

. _ ; +b
=0+ ) lim ((cz +d) kezmngﬂi) :
—00
(c,d)ez? z
ggT(c,d)=1,c>0
ad—bc=1

Summiert wird hierbei {iber die Paare (c,d) und zu jedem Paar ist ein Paar (a,b) € Z? mit
ad — bc = 1 zu bestimmen. Der Funktionswert ist dabei unabhéngig von der Wahl von 4, b € Z,
denn ist auch (&,b) € Z? ein solches Paar, so gilt @ = a + mc und b = b + md fiir einm € Z,

denn: Fur k, 0 € Z gilt
ad —bc = (a+k)d— (b+{)c = (ad —bc) + (kd — bc) <= kd—Llc=0.
Wegen ggT(c,d) = 1 bedingt dies ¢ | k und d | ¢, wir erhalten also

k l . k0
E-cd—g-cd—o mit E—E—.mEZ-
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Die Behauptung folgt, da umgekehrt die angegebenen Werte fiir 4,b € Z offensichtlich die
Determinantenbedingung erfiillen. #

In (3.5) gilt
az+b
cz+d

i, Az+b
€H undalso [e*™er| <1,

so dass wegen (cz +d) ¥ — 0 jeder einzelne Summand verschwindet. Insgesamt haben wir
den Satz gezeigt. O

Satz 3.19. Fiir n > 1 und gerades k > 4 erfiillt

- (47tn)k-1
P,yi=——"—"P
nk (k — 2)! n,k

die (n, k)-Fréchet-Riesz-Eigenschaft.

Beweis. Fiir ein beliebiges
g(z) = ) an(g)4" € 5
m=1

zeigt man analog zum Beweis von Korollar 3.12
S
@ 1P = [ [ 820 (1m2)* deo(z)
2

o i © imz D ing.
_ /0 /z ( a (g)ezmmzezm'nzyk—2> dx Ady
. - 1

1
2 \m=

-[E(/

e |

€2ni(m—n)x dx) . (g)e—Zﬂ(m—i-n)yyk—Z dy.

1
2
Offenkundig gilt
1
/ L @mdx = 6, fiiraller € Z
2

und somit auch
(8| Pug) = /0 Y Sunm(g)e” TV dy
m=1

= /0 an(g)e” ™y 2 dy

Nach Ubungsaufgabe 3.2 nimmt das Integral auf der rechten Seite den Wert (k — 2)! an, so dass
wir den Satz gezeigt haben. O
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Korollar 3.20. Fiir k > 4 gerade bilden die Poincaré-Reihen Py, . .., Paim s, x eine Basis von Sy, es gilt
also

Sk = (Pig, .-, Paims k) C-

Beweis. Dass die genannten Poincaré-Reihen Spitzenformen sind, haben wir in Satz 3.18 ge-
zeigt. Das Korollar folgt, wenn wir zeigen konnen, dass sie auch C-linear unabhéangig sind.
Nehmen wir also an, es gelte

dimSk
Z A]P],k = 0 mlt )\1,~--//\dim5k E C
j=1

Fiir jede Miller-Basis {f1,..., faims, } von Sy wie in Satz 3.15 gilt dann bereits

dim S k

= ( Z; AiPig | fe)
p

dim S

Z APk | fe)

(k—2)!
Cam)k1

3.15,3.19
= A

fiuralle / € {1,...,dim Sy}
und somit die Behauptung. O

Satz 3.21. Fiir n > 1 und k > 4 gerade hat die Poincaré-Reihe P,y die Fourier-Entwicklung

=) su(nk)g"
m=1

mit den Koeffizienten

&m (1, k) := O +2”'(—1)§ : <m>2 i ( K(m,n,c) - Ji_1 <4HW>>

c=1 ¢

und der KLOOSTERMAN-Summe*!

K(m,n,c) := Z 2™ it dd' = 1 mod (c),
d mod (c)
ggT(cd)=1
sowie der BESSEL-Funktion*?

2

(x k=1 o (_xf)f
i (x) = <2> 'Egel(k—iw)!‘

4Hendrik Douwe Kloosterman (1900-1968)
42Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846)
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Beweis. Es gilt

az+

Pn,k (Z) (3;5) eZm'nz 4 Z (CZ + d) 7k62m'n CZ+3

(c,d)ez?
ggT(c,d)=1,c>0

ad—bc=1 (3 6)
o0 00 » . a(z+m)+b .

— p2minz Z Z (c(z+m)+ d)_keZm”cumw

¢=1 dmod (c) M=—2

ggT(c,d)=1

ad—be=1

denn: Zu einem festen ¢ > 0 und einem festen Vertretersystem d mod (c) schreiben wir jedes
d € Z mit ggT(c,d) = 1in der Form

d =d+mc mitdim vorgegebenen Vertretersystem und m € Z.
Mit b = b — ma folgt
1=ad—bc=a(d+mc) — (b+ma)c = ad— bc
und die obige Darstellung folgt durch Ausklammern von ¢ und a. #

Im Folgenden schreiben wir wieder d und b statt d und b. Wir wollen nun die innere Summe auf
der rechten Seite von (3.6) genauer untersuchen und holen dafiir ein wenig aus. Fiir beliebiges
v € R>p und alle z € H gilt zunichst

N>

3 (et — o (0 B (M)t 2, 62)

m=—oo m=1

denn: Die linke Seite von (3.7) konvergiert gleichmafiig absolut auf Kompakta in H und geht
fiir z — oo gegen Null — das zeigt man wie im Beweis von Satz 3.18. Sie hat daher nach Satz
2.11 eine Fourier-Entwicklung

m=—oo

(o) 1C+1 s k . 1 .
Y cug” mitc, = / Y (z+m)Fe MV | 2Tz,
Vzl 1c

Man kann nachweisen, dass es sich hierbei im Wesentlichen um eine Integraldarstellung eines
bestimmten Wertes der Bessel-Funktion handelt, genauer gilt

k—

cu =27 (1) C}) T1]1:—1(4”\/%),

was die Behauptung zeigt. Die benotigten Formeln finden sich in den tiblichen Integraltabellen;
der Nachweis ist uns hier zu mithsam. #
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Sei nun (* ) eine beliebige Matrix in SL,(R). Ersetzen wir in (3.7) erst z durch z + ¢ sowie v
durch C% und multiplizieren dann mit c —ke2mive 5o erhalten wir fiir beliebiges v € R>0

i (c(z+m)+ d)—kEZHiV‘;((EIiZ;iZ

m=—oo

27T - (—1)§ = (m 7 47T\/ i (va+md) y2mimz
==Y Jioa (Y e

C 1%

(3.8)

7

m=1
denn: Die linke Seite von (3.7) wird so zu
(o] o 1

, d —27Ti
—k 2mive “ —k 2 (z+D)tm
c "e Y. ((z+ c) +m) "e

m=—o0

(C(Z+m) —|—d) —k 2n1v——27r1c762+d+m

m [ee]

-v [ a(czd+em)—1
*keznl?( cz+d+cm )

(c(z+m)+4d)

m [ee]

>
5

= i (C(Z+m)+d)—’<ez’”%(%)
x

m e}

-y (ac(z+m)+bc
,kezrfl%( c(z+m)+d >

(c(z +m) +d)

m [ee]

. (a(z+m)+b
(c(z+m)+ d)’kezmv(“;"')i‘i)

[ee]

m

und die rechte Seite zu

[STE

cke2mive Lo (_1) . (ﬂ’lC) Je 1(47.[ 7:;/) eme(z+§)

#

Setzen wir nun (3.8) mit v = 7 in (3.6) ein, so erhalten wir unter Beachtung von ad =1 — bc =
1 mod (c)

k k=1
i (=1)2 & 2 Jm 2mi )
Pn,k( 2mnz_|_§ : 27 ( 1)2 . 2 <7:> Ji 1(47T ) 2 nu-l—md) 27timz

m=1



3.4. Der Struktursatz fiir meromorphe Modulformen 104

, 00 e 1 /m\ 7 47t/ mn 2t (o tm m
— g?7tinz | Zzn. (_1)]2‘ . Z C<> ]kfl( \/7) . Z 825 (nat+md) q
c=1

=1 d mod (c)
ggT(c,d)=1
ad—bc=1
k-1
‘ 00 1 /m\ 2 4t\/mn
= inz 4 227.[ ) (_1)§ ) Z c(n> Ji—1( \Cﬁ) -K(m,n,c)-q".
c=1 m=1

Wegen der absoluten Konvergenz lassen sich die Summen {iber ¢ und tiber m vertauschen. Das
fihrt zu

k-1

P(z) = Y <5m,n+i12n~ (-0f(5) (T -K(m,n,c)) 7

m=1 n ¢
k—1
00 I | 477~/
=2 <5m,n 2 (1) (m) Y2 K(mme) - Jea (8 mn)) q".
m=1 n =1°¢ ¢

Kloosterman-Summen spielen aufgrund der oberen Beobachtung eine wichtige Rolle in der
Theorie der Modulformen, sie tauchen aber auch in der analytischen Zahlentheorie auf. Be-
merkenswert ist die von André Weil gezeigte Weil-Schranke

|K(a,b,p)| <2y/p furallel <ab<p-1

mit Primzahlen p, die schwierig zu beweisen ist.

3.4 Der Struktursatz fur meromorphe Modulformen

Mithilfe der Eisenstein-Reihen lassen sich ohne Miihe auch meromorphe Modulformen einfiih-
ren:

Proposition 3.22. Die j-Invariante oder auch absolute Invariante

3 Z
j2)i= 2

liegt in Vy, ist holomorph auf H und hat einen einfachen Pol in z = ico.

Beweis. Wegen A(z) # 0 fiir alle z € H ist j holomorph auf H. Zudem gilt
ord(j;ico) = ord(E3;ic0) — ord(A;ico) =0 —1 = —1.
Da sowohl E} als auch A in M, liegen, folgt j € Vj aus der Algebrenstruktur von V. O

Vermoge der j-Invarianten und des Struktursatzes 3.13 konnen wir die Vektorrdume Vj der
meromorphen Modulformen von Gewicht k beziiglich der vollen Modulgruppe beschreiben.
Dazu holen wir ein wenig aus:



105 Kapitel 3. Modulformen zur vollen Modulgruppe

Proposition 3.23. j liefert eine Bijektion SL,(Z)\H == C.

Beweis. Nach Proposition 3.22 liegt fiir ein beliebiges A € C die Funktion j, :=j — A in Vj, ist
holomorph auf H und hat einen einfachen Pol in z = ico. Da fiir A # u € C die Funktionen j,
und j, offenbar keine gemeinsame Nullstelle haben kénnen, langt es zum Beweis der Proposi-
tion nun zu zeigen, dass j, fiir jedes A € C eine modulo SL,(Z) eindeutig bestimmte Nullstelle
hat. Dafiir wenden wir auf j, die Valenzformel 2.39 an und erhalten

! 1 1
—1+g+%-|—n” :ord(jA;iOO)-l-E-ord(jA, )+§ ord(jx; 0 Z ord(j; z) O =0
291,0

mit drei geeigneten Zahlen n,n’,n” € INy. Man kann leicht iiberpriifen, dass die einzigen
Losungen (n,n',n") € ]NS dieser DIOPHANTischen Gleichung*® durch (2,0,0), (0,3,0) und
(0,0,1) gegeben sind. Die Proposition folgt. O

Satz 3.24 (Struktursatz fiir meromorphe Modulformen). Fiir k gerade gilt

Beweis. Wir zeigen etwas mehr, dass ndmlich fiir eine meromorphe Funktion f: H — C die
folgenden Aussagen dquivalent sind:

B fEV

(i) Esgibtein/ € Zmitf € M”".

(i) fe () 5.

2
E6

Gelte zunéchst Aussage (iii). Dann gibt es Polynome

ZaVX” QX Eb X" ecC[X]

=0
mit

Setzen wir die Definition der j-Invarianten ein, so erhalten wir

E3
_hom(R)" EE A Eioau(EDHATH KL

Y oby(5)' E§ A Yo by(E)v AT Eég'

“3Diophantos von Alexandria (Lebensdaten nicht genau bekannt, zwischen -100 und 350)
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Wir unterscheiden nun in Abhédngigkeit von Vorzeichen von k zwei Flle:

Fall 1: k > 0. Dann sind Zihler und Nenner holomorphe Modulformen vom Gewicht 12(m +
n) + 4k bzw. 12(m + n) + 3k.

Fall 2: k < 0. Dann schreiben wir

—k
ATy (E)ATT B
A 3:0bv(Ei’)VA”7V E4—k'

f

Hier sind Zahler und Nenner holomorphe Modulformen vom Gewicht 12(m + n) — 3k bzw.
12(m +n) — 4k.

In beiden Féllen folgt sofort Aussage (ii).
Dass Aussage (ii) Aussage (i) impliziert, ist klar.

Es verbleibt noch zu zeigen, dass aus Aussage (i) wieder Aussage (iii) folgt. Sei dafiir f € Vj
nicht konstant Null und seien weiter zy,...,z, € C Vertreter der Aquivalenzklassen modu-
lo SLy(Z) der Polstellen von f sowie —m, := ord(f;z,) fir ¢ € {1,...,r}. Dann erfiillt die
Funktion

r

P(z) := ]_[1(]'(2) —j(zo))™ € C(j) Vo
P

firalle o € {1,...,r} die Eigenschaft

3.23 . . . .
ord(P;z,) "= ord((j(z) — j(zo)) "% 2o) = mg - 0rd(j(z) — j(zo); 2o) = M.

Es folgt, dass Pf in Vi liegt und auf H holomorph ist. Wegen P € C[j] diirfen wir daher zum
Beweis von Aussage (iii) ohne Einschrankung annehmen, f sei auf H holomorph, und sonst
Pf statt f untersuchen. Wegen ord(A;ic0) = 1ist g := A~fi®) f in z = joo holomorph
und somit eine Modulform aus M;_13ord(f;ie0)- Nach dem Struktursatz 3.13 ist ¢ daher eine
Linearkombination von Monomen E§ Eg mit4a + 68 = k — 12 ord(f; ic0).** Wegen f =
geniigt es also, die Behauptung fiir Funktionen vom Typ

g
A—ord(f;ico)

ESEf

zu zeigen. Fiir Zahlen «, B, die hier vorkommen, gilt insbesondere

a=kmod (3) und 2B8=—kmod (4),

4430 etwas gibt es nach Konstruktion. Man bemerke, dass wegen der vorausgesetzten Holomorphie von f in H
die Valenzformel 2.39 fiir f

ord(f;ic0) < 15

besagt.
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so dass wir & = 3& + k und B = 2 — & schreiben kénnen. Es folgt

N\>r-

EsEf _ (E})'E <2>ﬁ
A —ord(fico) a+p
B (%)5 E
A% AP Ez
_].&'(E3 E} Eﬁ)ﬁ Ef
B
A A E62
- N Ek Ek
= (j-1728)F - =1 ecC(j)-—+
E¢ Eg
und somit die Behauptung. O

Bemerkung 3.25. Schreiben wir kurz H* := H U Q U {ico}. Dann gilt: Der Quotient SLy(Z)\H*
liisst sich auf natiirliche Weise mit der Struktur einer kompakten Riemann’schen Fliiche ausstatten,
indem man die Rinder des Standardfundamentalbereichs F identifiziert. In dieser Sprache besagt Pro-
position 3.23, dass j einen Isomorphismus Riemann’scher Flichen

SL,(Z)\H* = C

liefert, so dass sich SL,(Z)\H* topologisch mit der 2-Sphiire S? in R? identifizieren lisst. Im Spezialfall
k = 0 entspricht Satz 3.24 dann der Tatsache, dass die einzigen meromorphen Funktionen auf C die
rationalen Funktionen sind.

3.5 Ubungsaufgaben

Aufgabe 3.1. Zeigen Sie, dass die Fourier-Koeffizienten der Spitzenform A € S, ganze Zahlen sind.

Hinweis: Zeigen Sie dafiir zundchst

03(n) = o5(n) mod (12) fiir allen € IN.

Aufgabe 3.2. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:
(@) Das Integral
I'(z):= / et dt
0

konvergiert absolut fiir alle z € C mit Re(z) > 0 und stellt dort eine holomorphe Funktion dar.
Diese nennen wir die Gammafunktion.

Hinweis: Zerlegen Sie das Integral in ein Integral von 0 bis 1 und eines von 1 bis oo und behandeln
Sie diese gesondert.
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(b) Es gilt die Funktionalgleichung I'(z 4+ 1) = zI'(z).
Hinweis: Benutzen Sie partielle Integration.

(c) EsgiltT(1) =1 und mit (b)alsoT(n+ 1) = n! fiirallen € IN.

Aufgabe 3.3. In dieser Aufgabe zeigen wir die Ramanujan-Kongruenzen
T(n) = oq1(n) mod (691) fiirallen € N
fiir die Fourier-Koeffizienten T(n) der Diskriminante A € Sip. Zeigen Sie dafiir zunichst die Aussagen
(@) Ena(z) =1+ G- Loy ou(n)g".
(b) 691 (E;p — E2) = (65520 + 691 - 1008) - A.

und folgern Sie die Behauptung durch Vergleich der Fourier-Koeffizienten auf beiden Seiten. Beachten
Sie hierbei Ubungsaufgabe 3.1.

Aufgabe 3.4. (a) Driicken Sie Eq¢ als Polynom in E4 und Eg aus.

(b) Nach Ubungsaufgabe 2.2 gilt
f = EiZA — Ele/ € Vog.

Zeigen Sie f € My und driicken Sie f als Polynom in E4 und Eg aus.

Aufgabe 3.5. Sei A(z) = Y, T(n)q" die Fourier-Entwicklung der Diskriminante A € S1y. Zeigen
Sie fiir alle n € N die Aquivalenz

T(n) =0 <= Py12=0 <= gu(n,12) =0.

Bemerkung: Einer Vermutung von LEHMER® zufolge gilt T(n) # 0 fiir alle n € IN.

#Derrick Henry Lehmer (1905-1991)



KAPITEL 4

Hecke-Theorie

Die Hecke-Theorie studiert fiir alle n € IN spezielle Endomorphismen T}, auf dem Vektorraum
M. der holomorphen Modulformen eines festen Gewichts k. Als lineare Abbildungen auf Rédu-
men von Modulformen operieren sie auf den Fourier-Koeffizienten, was spiter fiir die Zah-
lentheorie von Bedeutung ist. Entdeckt wurden Hecke-Operatoren durch MORDELL*® im Jahr
1917, als dieser die von Ramanujan vermutete schwache Multiplikativitat der T-Funktion

nachwies. Aber erst Hecke erkannte in den 1930er-Jahren die universelle Bedeutung dieser
Konstruktion. Wie zuerst 1959 von SHIMURA* beschrieben, lisst sich den Hecke-Operatoren
eine Algebra zuordnen, die sogenannte Hecke-Algebra. Letztere stellt ein zunéchst rein alge-
braisches Objekt dar, das wir in Abschnitt 4.1 in groflerer Allgemeinheit behandeln wollen,
um dann in Abschnitt 4.2 den Spezialfall einer Hecke-Algebra zur vollen Modulgruppe zu
studieren. Hierbei folgen wir jeweils der Darstellung einer 1990 erschienenen Abhandlung
von KRIEG.*® In den Abschnitten 4.3 und 4.4 wenden wir schliellich die Elemente der Hecke-
Algebra der vollen Modulgruppe als Hecke-Operatoren auf holomorphe Modulformen an und
studieren Eigenformen in dieser Situation.

4.1 Die allgemeine Hecke-Algebra

Definition 4.1. Ein Paar (R,S) aus einem Monoid S und einer darin enthaltenen Gruppe R C S,
so dass fiir alle s € S die Doppelnebenklasse RsR aus nur endlich vielen R-Linksnebenklassen besteht,
nennen wir ein Hecke-Paar.

461 ouis Joel Mordell (1888-1972)
47Goro Shimura (1930-2019)
48 Aloys Krieg (*1955)

109
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Beispiel 4.2. Ein Paar (R, S) zweier Gruppen R C S ist trivialerweise ein Hecke-Paar, wenn eine der
folgenden Bedingungen erfiillt ist:

(@) R ist eine endliche Untergruppe von S,
(b) Ristin S normal.

Wir fiihren in Beispiel 4.4 ein erstes interessantes Beispiel eines Hecke-Paares ein, benotigen
dafiir aber zunédchst das folgende Lemma:

Lemma 4.3. Fiirn € IN gilt

M":={M e Z>?*|det(M) =n} = || SL(Z)- (8 Z) ,
ad=n

d>0
b mod (d)

wobei b ein volles Vertretersystem modulo d durchliuft, also etwa b € {1,2,...,d}.

Beweis. Offensichtlich ist die rechte Seite in der linken enthalten. Wir zeigen nun die umge-
kehrte Inklusion und betrachten dazu eine beliebige Matrix

a b "
M= (2 D) ene

Wegen ad — bc = n > 0 konnen 4 und c nicht gleichzeitig Null sein. Mit g := ggT(a,c) € IN sind
daher —¢ und ¢ teilerfremd und nach dem Lemma von Bézout gibtese, f € Zmiteg + ¢f =1

< : f) <a b) <* *>
c af- = ’
9 3 c d 0 =
so dass wir ohne Einschriankung ¢ = 0 annehmen kénnen. Wegen det M = n gilt dann ad = n.

Nach moglicher Multiplikation mit —I, diirfen wir zudem ohne Einschrankung d > 0 anneh-
men. Fiir ein beliebiges h € Z gilt weiter

. (@ b\ _ (a b+dh
0 d 0 d )’
so dass wir ohne Einschrankung annehmen koénnen, dass b in einem geeigneten Restesystem
modulo 4 liegt.

und

Es verbleibt zu zeigen, dass die Vereinigung in der Behauptung disjunkt ist — die Endlichkeit
ist nach Konstruktion klar. Angenommen, fiir zwei Matrizen

(). %)
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mitad = n = ad, d,d > 0 und b, b Vertreter zweier Restklassen modulo d bzw. d existiere ein

U € SLy(Z) mit
i b a b
(6 d)=u )

Dann folgt, dass der untere linke Eintrag von U Null ist, also U € SL;(Z)«. Es gibt also ein
Vorzeichen + und ein i € Z mit

a b\ _(£1 h\ (a b\ _ (+a +b+hd

0d) \0 1) \0od/ \o0o +d )
Einerseits folgt d = 4+d und wegen d, d>0 bereits~d~ = d und somit U = T". Andererseits gilt
dann auch b = b + hd. Wegen d = d stammen b, b aus dem gleichen Restesystem modulo 4.

Da sie sich nur um ein Vielfaches von d unterscheiden, folgt b = bund U = L. Insbesondere
haben wir die behauptete Disjunktheit nachgewiesen. O

Beispiel 4.4. Sei
GL2(Q)" := {Q € Q¥? | det(Q) > 0}.

Dann ist (SLy(Z),GLy(Q) ™) ein Hecke-Paar,
denn: Fiir ein beliebiges Q € GLy(Q)™" gibt es ein m € N mit mQ € Z>*? und n := det(mQ) > 0.
Es gilt deshalb

SLy(Z) - Q-SLa(Z) = - -SLa(Z) - (mQ) -SLa(Z) € - "

1
m
Die SL,(Z)-Doppelnebenklasse SLy(Z.) - Q - SLy(Z) zerfillt (disjunkt) in SLy(Z)-Linksnebenklassen.
Nach Lemma 4.3 ist diese Zerlequng endlich und explizit bekannt. #
Beziiglich eines gegebenen Hecke-Paares (R, S) schreiben wir

e Z(R,S) fur den Z-Modul aller formalen endlichen Z-Linearkombinationen von R-
Linksnebenklassen von S,

e #(R,S) fir den Z-Modul aller formalen endlichen Z-Linearkombinationen von R-
Doppelnebenklassen von S.

Nach Voraussetzung ist jede R-Doppelnebenklasse RsR in S die disjunkte Vereinigung endlich
vieler R-Linksnebenklassen

RsR = Rs;U...URs, fiir ein geeignete sy, ...,s, € S.

Wir ordnen RsR das Element

4
((RsR):= ) _Rs; € Z(R,S)
j=1
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zu und setzen ¢ zu der eindeutig bestimmten Z-linearen Abbildung
1: #(R,S) = Z(R,S)

fort. Letztere ist offenkundig injektiv; wir wollen nun ihr Bild studieren. Die Gruppe R operiert
per Rechtsmultiplikation auf der Menge der R-Linksnebenklassen von S und in Z-linearer Fort-
setzung auf .Z (R, S). Den Untermodul der R-Invarianten unter dieser Aktion bezeichnen wir
mit .Z (R, S)R. Dann ist

i: #(R,S) = Z(R,S)R
ein Isomorphismus von Z-Moduln,
denn: Ein Element

Y aRs € Z(R,S)
SER\S

ist genau dann R-rechtsinvariant, wenn fiir alle s, t mit RsR = RtR die Koeffizienten a; und a;
iibereinstimmen. Genau dann konnen wir

Z asRs = Z Z asRs; = Z asi(RsR) =1 ( Z aSRsR> 4.1)
sER\S SER\S/R s;€R\S seR\S/R s€R\S/R
stQRsR

schreiben. #
Wir werden von nun an .# (R, S)® mit s# (R, S) identifizieren.
Wir definieren ein Produkt
¢ 4
(RsR)(Rt) := (| | Rsj)(Rt) :== ) Rsjt € Z(R,S) (4.2)
j=1 j=1

von R-Doppelnebenklassen mit R-Linksnebenklassen. Dieses hdngt offensichtlich nicht von
der Wahl der Vertreter s; und t ab und ldsst sich Z-bilinear zu einer Verkniipfung

H#(R,S) x Z(R,S) = £(R,S) (4.3)

fortsetzen.

Proposition 4.5. Sei (R, S) ein Hecke-Paar. Dann ist die in (4.3) definierte Verkniipfung in dem Sinne
assoziativ, dass

(DD)L =D(DL) fiiralle®,d € s (R,S)und £ € Z(R,S)

Qilt. Auflerdem ist das Produkt zweier Elemente aus 7 (R, S) wieder in 5 (R, S) enthalten. Es folgt,
dass 7 (R, S) die Struktur einer assoziativen Z-Algebra mit Einselement R = RegR trigt. Diese
nennen wir ab sofort die Hecke-Algebra des Hecke-Paares (R, S).
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Beweis. Das Produkt zweier R-Doppelnebenklassen RsR = | | Rs; und RtR = | | Rt wird durch
die Formel
(RSR) (RtR) = Zsttk
ik

gegeben. Die Assoziativitat ist nun klar. Rechtsmultiplikation mit einem Element r € R per-
mutiert nur die R-Linksnebenklassen Rf, das Produkt bleibt also invariant und liegt somit in
Z(R,S)R = #(R,S) wie behauptet. O

Wir wollen das Produkt in der Hecke-Algebra noch ein wenig besser kennenlernen:

Proposition 4.6. Sei (R, S) ein Hecke-Paar. Das Produkt zweier R-Doppelnebenklassen RsR = | | Rs;
und RtR = | | Rty wird durch die Formel

(RsR)(RtR) =Y _a,RuR

gegeben. Dabei durchliuft u ein Vertretersystem derjenigen R-Doppelnebenklassen, die in RsRtR ent-
halten sind, und es gilt

a, = ‘{(],k) :Ru = sttk}‘ )

ay, hingt nicht von der Wahl der Vertreter Sj, tk und u ab und ist von 0 verschieden, wenn RuR in
RsRtR enthalten ist.

Beweis. Mit den Uberlegungen von (4.1) ist das trivial. O

Bemerkung 4.7. Man kann die Koeffizienten a, des Produkts in Proposition 4.6 auch wie folgt be-
schreiben. Sei deg(u) die Anzahl aller in RuR enthaltenen Linksnebenklassen. Dann gilt

deg(u)a, = |{(j, k) | RuR = Rsjt;R}|.

Definition 4.8. Sei (R, S) ein Hecke-Paar. Ein Antiautomorphismus von (R, S) ist eine Abbildung

S — S,
s +— s
mit den Eigenschaften
e (s =s, (Involutoriszitiit)
o (st) =1, (Antihomomorphie)
e seR=5s eR (R-Abgeschlossenheit)

Ausgehend von einer R-Doppelnebenklasse ® = RsR = | | Rs; ist auch
D':={seS|s' €D} =Rs'R=||Rs]

wieder eine R-Doppelnebenklasse. Die so gegebene Zuordnung © +— @’ ldsst sich Z-linear zu
einer Abbildung auf 7 (R, S) fortsetzen. Diese Fortsetzung ist nicht zwangsldufig antihomo-
morph, aber es gilt
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Proposition 4.9. Fiir ein Hecke-Paar (R, S) besitze jede R-Doppelnebenklasse RsR mit s € S ein
simultanes Vertretersystem der R-Rechts- und R-Linksnebenklassen

14 L
RsR = | | Rs;j = | |sjR.
j=1 j=1

Dann definiert jeder Antiautomorphismus s — s’ des Hecke-Paares (R, S) einen Antiautomorphismus
auf (R, S).
Beweis. Seien

@IRSRIURS]'II_IS]'R und @IRtRII_IRtkII_lth.

Dann gilt nach Bemerkung 4.7

99 =) _a,RuR mit deg(u)a, = [{(j, k) : RuR = Rs;jt;R}|,
DD = (|_| Rt’k) (|_| Rs;) =Y bRuR  mit deg(u)b, = |{(j,k) : RuR = REsiR}|.
Die Behauptung folgt nun mit (Rs;tR)" = R#;s;R und deg(u') = deg(u). O

Bemerkung 4.10. Die Voraussetzung von Proposition 4.9 ist schon etfiillt, wenn fiir alle s € S die
Anzahl der R-Rechts- und R-Linksnebenklassen in RsR iibereinstimmt,

denn: Gelte RsR = |_|f:1 Rsj = |_|f:1 tiR. Die Behauptung ist offensichtlich gezeigt, wenn wir fiir jedes
J ein u; finden kinnen mit

st = Ruj und th = ujR.
Nach Voraussetzung ist sj € RsR = RE;R, also
sj = rt;f mitr, 7 € R.

Eine mogliche Wahl fiir u; ist also uj := r~!

5j = t]'TN’. #
Satz 4.11. Besitzt das Hecke-Paar (R, S) einen Antiautomorphismus s — s’ mit der Eigenschaft
RsR = Rs'R fiiralles € S,

so ist die Hecke-Algebra 7 (R, S) kommutativ.

Beweis. Besitzt der Antiautomorphismus die geforderte Eigenschaft, so ist er die Identitédt auf
(R, S). Insbesondere stimmt die Anzahl der R-Rechts- und R-Linksnebenklassen iiberein, so
dass wir nach Bemerkung 4.10 Proposition 4.9 anwenden konnen. Es gilt dann

29 = (09) = DD = DD

und also der Satz. O
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Beispiel 4.12. Nach Beispiel 4.4 ist (R,S) = (SLa(Z),GL2(Q)™) ein Hecke-Paar; es lisst sich al-
so jede Doppelnebenklasse als disjunkte Vereinigung endlich vieler Linksnebenklassen schreiben. Die

zugehorige Hecke-Algebra
A (SL2(Z),GL2(Q) ")

ist kommutativ,

denn: Offensichtlich ist hier das Transponieren ein Antiautomorphismus. Nach dem Elementarteilersatz
gibt es zu einer beliebigen Matrix M € 7**% Matrizen U,U € GLy(Z) und eindeutig bestimmte
Elementarteiler ey, ey € Zi>( mit e | e; und

LlMCl:(e1 0).
0 %)

Hat M positive Determinante, so konnen wir dabei ohne Einschrinkung U, U €SLy(Z) und ey, eo € N
annehmen. Durch Transponieren der Gleichung ergibt sich

Timitu = <601 O>
€2

und somit die Gleichheit der SL,(Z)-Doppelnebenklassen

SLy(Z)MSLy(Z) = SLy(Z) ' MSLy(Z).
Diese Uberlequng gilt offensichtlich auch fiir ein beliebiges M € GL(Q)™, so dass tatsiichlich die
Hecke-Algebra 7 (SLy(Z), GL2(Q) ™) kommutativ ist. #

4.2 Die Hecke-Algebra der vollen Modulgruppe

Wir bestimmen in diesem Abschnitt die Struktur der Hecke-Algebra der vollen Modulgruppe.

Lemma 4.13. Gilt fiir M, N € GLy(Q)" eine der Bedingungen
(@ N=r-I, mitr € Q,
(b) M,N € Z**2 mit ggT(det(M),det(N)) =1,
so gilt in A (SLy(Z),GL,(Q) ™)
(SL2(Z) - M - SLy(Z)) - (SL2(Z) - N - SLy(Z)) = SLy(Z) - MN -SLy(Z).
Beweis. In Fall (a) ist die Behauptung klar, da N dann mit beliebigen Matrizen in GL,(Q)"
kommutiert.

In Fall (b) seien fiir X € Z?*? die Elementarteiler mit eEX),egx) bezeichnet. Dabei gilt nach
Konstruktion stets

egx) = ggT{Eintrdge von X},
(x) _ det(X) (4.4)
& ==

€
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Die Behauptung in diesem Fall ist dann dquivalent zur Giiltigkeit der Identitaten

egM) -e%N) = e%MUN) und egM) -egN) = eéMUN) fur alle U € SLy(Z).

Nach dem bereits bewiesenen Fall (a) diirfen wir die Matrix M durch (egM) )~1- M € Z**?2 und

die Matrix N durch (egN))_1 - N € 7**2 ersetzen. Wegen

det(M) - det(N) = det(M) - det(U) - det(N) = det(MUN)
gentiigt es daher, unter diesen Voraussetzungen

eMIN) — 4 (4.5)

(‘Cl Z) € SLo(2),

zu zeigen. Schreiben wir

u

so gilt

MUN:<1 0 )(a b>‘<1 0 ):< a det(N)b )
0 det(M) c d 0 det(N) det(M)c det(M)det(N)d
Jeder gemeinsame Primteiler p der Eintrdge dieser Matrix erfiillt insbesondere

pla, p|det(N)b und p|det(M)c.
Wegen det(U) = 1 gilt aber

ptb und pic
und also

p|det(N) und p|det(M).

Das steht im Widerspruch zur Teilerfremdheit von det(M) und det(N); einen solchen gemein-
samen Primteiler der Eintrdge von MUN kann es also nicht geben. Insgesamt haben wir (4.5)
und somit Fall (b) des Lemmas gezeigt. O

Bemerkung 4.14. Schreiben wir in der Situation von Teil (b) von Lemma 4.13

SLy(Z) - M -SLy(Z) = | |SL2(Z) - M;,
j

SLy(Z) - N -SLy(Z) = | |SL2(Z) - N;,

1

so gilt

SL2(Z) - MN -SLy(Z) = | |SL2(Z) - MjN;,
ij
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denn: Nach Teil (b) von Lemma 4.13 gilt
SLy(Z) - MN -SL,(Z) = (SLz(Z) -M - SLZ(Z)) - (SLZ(Z) -N - SLZ(Z))
= (U SLy(Z) - M) - (U SLy(Z) - N;).
j i

Fiir ein beliebiges aber festes i ist nun

(L|SL2(Z) - M) - (SL2(Z) - N;) = | J(SL2(Z) - M; - SLo(Z)) - N
j

]
= J(SL2(Z) - M - SL2(Z)) - N;
j
= (SL2(Z) - M -SLo(Z)) - N;
= | |SL2(Z) - MjN;.
j

Die Behauptung folgt also, wenn wir zeigen konnen, dass die jeweiligen Mengen auf der rechten Seite
fiir verschiedene Werte von i disjunkt sind. Sei dafiir U € SLy(Z) mit

M;N; = UM;N;  fiir geeignete j, j, i, i.
Das ist gleichbedeutend mit
Ni(Np) ™ = (M)~ UM;.

Die Nenner der Eintriige auf der linken Seite sind Teiler von |det(N;)| = |det(N)|, die auf der rechten
Seite Teiler von [det(M;)| = |det(M)|. Wegen der Teilerfremdheit von det(M) und det(N) sind also

alle Eintrige ganze Zahlen und somit j = jund i = 1. #
Wir nehmen Teil (a) von Lemma 4.13 zum Anlass, nur noch Doppelnebenklassen ganzzahliger
Matrizen zu betrachten, also

H(SLo(Z), M) mitM := GLy(Q)" N Z**? = {M € Z*>*? | det(M) > 0}.

Hierbei ist offensichtlich, dass (SLy(Z), M) in Analogie zu Beispiel 4.4 ein Hecke-Paar ist. In
Satz 4.16 werden wir Teil (b) von Lemma 4.13 benutzen, um uns das Studium der Hecke-
Algebra 7 (SLy(Z), M) durch eine geeignete Zerlegung zu erleichtern. Wir fithren zunéichst
die passende Notation ein:

Definition 4.15. Fiir jede Primzahl p setzen wir
M, := [ J MV
r=0

Offensichtlich ist dann auch (SLy(Z),M,) in Analogie zu Beispiel 4.4 ein Hecke-Paar. Die zugehirige
Hecke-Algebra
A (SLp(Z), M,)

heifit die p-primdre Komponente der Hecke-Algebra 7 (SLy(Z), M).
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Satz 4.16. Die Hecke-Algebra des Paares (SLy(Z), M) ist das Tensorprodukt®

H(SLa(Z), M) = Q) H(SLa(Z), M)
p prim

ihrer p-primiiren Komponenten.

Beweis. Wir konnen fiir die Hecke-Algebra .7 (SLy(Z), M) und fiir jede ihrer p-Komponen-
ten 7 (SL(Z), M) die jeweilig passenden SL;(Z)-Doppelnebenklassen als Basis wahlen. Jede
Doppelnebenklasse SL,(Z) - M - SLy(Z) mit M € M" fiir ein n € IN besitzt einen eindeutig
bestimmten Vertreter der Form

<el 0> mitey, e; € N, e1ep =1, 1 | ep.
0 ()

Jede solche Matrix ldsst sich eindeutig als Produkt von ebensolchen Matrizen schreiben, deren
Eintrége jeweils nur Potenzen einer (jeweils nur einmal auftretenden) festen Primzahl sind. Der
Satz folgt daher mit Teil (b) von Lemma 4.13. O

Offenbar gentigt es also zum Studium der Hecke-Algebra die einzelnen p-Komponenten zu
betrachten. Bevor wir dies tun, fiihren wir Kurzschreibweisen fiir bestimmte Elemente der
Hecke-Algebra ein, namlich

D(a,d) :=SLy(Z) - (g 2) -SLy(Z) fura,d € IN,

D(n) = ) SLy(Z) - M - SLy(Z) firn € IN.
ME€SLy(Z)\IM" / SLy(Z)

Wie wir im Beweis von Beispiel 4.12 eingesehen haben, beschreibt dabei die erste Zeile nach
dem FElementarteilersatz eine ganz allgemeine Doppelnebenklasse. In dieser Sprache lassen
sich nun einige unserer bisherigen Ergebnisse neu formulieren:

Lemma 4.17. Fiirallea,d,n € IN gelten die folgenden Aussagen:
@ Dmn)= Y, D(ad).

ad=n mit a|d
a,d>0

(b) D(a,d)D(n,n) =D(an,dn).

Beweis. Behauptung (a) folgt unmittelbar aus dem Elementarteilersatz und Behauptung (b) ist
eine Umformulierung von Teil (a) von Lemma 4.13. O

#'Das Tensorprodukt einer gegebenen Menge von Z-Moduln {Mp | p prim} mit jeweils zugehérigen Basen B,

kann als der Z-Modul mit Basis
®rn- U (IIn)

p prim I endliche Menge \p€l
von Primzahlen

interpretiert werden, vgl. Satz 13.3 aus der Algebra.

Eh

%

=]
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Wir wollen nun die Struktur von J#(SLy(Z),IM,) untersuchen. Wie wir bereits im Be-
weis von Satz 4.16 eingesehen haben, ist dort nach dem Elementarteilersatz jede SLy(Z)-
Doppelnebenklasse von der Gestalt

D(ph, p*2) mit0 < ky < ko. (4.6)

Fiir diese gelten die folgenden Rechenregeln:

Lemma 4.18. Fiir eine beliebige Primzahl p gilt:

@ D(1,p) =2(p) = M".
b)) D(1,p")=2(") — @(p,p)@(pr’2) fiiraller € Z>».
© D(P)D(P) =20 ) +p2(p, )P fiir aller € Z».
d) 2(p)2(L,p") =2(1, pr“) +pD(p, p)D(1, p”l) fiiraller € Z>».
min{rs} ‘ '
(e) D(p")D(p°) = Z PO (p, p)D(p %) fiiraller,s € Z>o.
i=0

Beweis. Behauptung (a) ist ein Spezialfall von Teil (a) von Lemma 4.17.

Behauptung (b) ldsst sich elementar nachweisen; fiir p prim und r € Z>, gilt:

D(p)-D(p.p)2(p )= ), D@d)-Dpp- )  Dad)
ad=p" mita|d ad=p" 2 mit a|d
a,d>0 a,d>0
4.17(b) Z Q(p“,P‘S) . Z @(paﬂ p5+1)
a4-6=r mit 0<a <4 A+8=r—2 mit 0<& <4
=9(1,p").

Fiir Behauptung (c) stellen wir zunédchst ©(p)®(p") als Linearkombination

D(p)D(p") = ) am - (SLo(Z)MSLy(Z)) mitay € Z
MESLy(Z)\MP' ! / SL, (Z)

von geeigneten Doppelnebenklassen dar. Nach Aussage (a) und Lemma 4.3 ist ein Vertretersy-
stem von SL,(Z)-Linksnebenklassen in © (p) gegeben durch die Matrizen

T\ . 0
M; = (0 ;) mitj € {0,1,...,p—1} und M, := (5 1)‘

Fiir ein M € M?'", das in der Notation von (4.4) die Teilbarkeitsbedingung p | egM) erfiillt,
tiihrt die Ganzzahligkeit samtlicher pMj_1 zu

MM]._1 €M firalleje {0,...,p},
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also zu ay; = p + 1. Es gibt nur eine Doppelnebenklasse SL;(Z) M SL»(Z) in MP" mit p { egM)

und fiir diese ist
1 0
M= (0 pr+1>

ein moglicher Vertreter. Fiir diesen ist

( _rp> firj <p,
MM = P

. urj=p
pl

ganzzahlig genau fiir j = 0; es gilt hier also a); = 1. Insgesamt gilt also

S =

O T =

D(p)D(p) =21 p )+ (p+1)- Yy SL,(Z)MSL,(Z)
MeSLy(z)\MP' " / SLy(2)
plef™
417(b)

DL )+ (p+1)2(p,p)D(p ")

(b) r r—
=2(p™) +p2(p,p)D(p ).

Behauptung (d) folgt aus dem bisher Gezeigten. Im Fall » = 2 gilt

o(p)0(1,p%) 2

D(p)(D(p*) —D(p, p))
=D(p)2(p*) —2(p)2(p, p)

( PO (p, p)@(p) —2(p)2(p, p)
(r—1)2(p,p)2(p)
=2(1,p%) +p2(p, p)D(p)

2(Lp’) p)D(Lp)

und im Fall r > 3

D(p)2(1,p") E2(p)(D(p) - D(p, 2)
=2(p)2(p") —D(p)D (p,p) (r2)
P99+ p0(p (P ) — D (pp) ((p)D(Y )

P42, p)2( ) = 2(p,p) (@0 + D (p,p)D(P 7))
P+ (p-1)2(p )20 ") - p2(p,p)*D(p )

"N+ p2(p,p)2(p ) — pD(p,p)*D(p )

Lp
L) +p2(pp) (@0 ") —2(p.p)2(p )
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(b) ,
=D(Lp ™Y +p2(p.p)D(1Lp ).

Behauptung (e) zeigen wir tiber eine Induktion nach r, wobei der Fall r = 0 trivial ist und der
Fall » = 1 durch Aussage (c) gegeben ist. Sei also nun 2 < r < s°" und sei als Induktionsvor-
aussetzung (IV) die Behauptung fiir  — 1 und r — 2 bereits gezeigt. Dann gilt

D(p)D(p°) = (D)2 ") — pD(p.p)D(p %)) D(p°)

(V) i i r— 1 r— —2i
= Y ro(p)D(p, p)D(p" V) — pD(p, p ZP”D p,p)@(plr-2te2y
i=0
r—1
412 i i r i— r i
=Y o p)dp)op e Zpi? p.p)D(p )
i=0
r—1
(0 i i r4s—2i r i— r i
=2 P2 p) (2P ) +pD(p, ) (P ) - Zpi? pp)D(p )
i=0

=) Po(p.p)D(p ).

Zusammen mit Teil (b) von Lemma 4.13 ergibt sich:

Korollar 4.19. ®(m)®(n) = ) _ d@(d,d)@(%) fiir alle m,n € IN.

d|ggT(mn)
d>0

Beweis. Wir zerlegen m und n in Primzahlpotenzen. Dazu betrachten wir fiir jede ganze Zahl
a und jede Primzahl p die p-adische Bewertung, vgl. Definition 15.1 aus der Algebraischen
Zahlentheorie,

vp(a) == max{k € Zxo : p* | a}. 4.7)
Es gilt dann
m= [] po™  und n = I por(m
p prim p prim

und nach Teil (b) von Lemma 4.13 und der in Beispiel 4.12 gezeigten Kommutativitdt der
Hecke-Algebra also auch

= [1 @(p*"™) und D(n)= ] D(p*"
p prim p prim
Es folgt

D(m)D(n) = T D(p")D(p™ ™)
p prim

50Wegen der in Beispiel 4.12 gezeigten Kommutativitit der Hecke-Algebra ist das keine echte Einschrankung.
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min{vy(m),0,(n)}

4.18(e) i i v, (m)+v,(n)—2i
= ]I )3 p'D(p, p)'D (por ) terln =2y
p prim i=0

Nach Teil (a) von Lemma 4.13 gilt fiir jede Primzahl p und jede natiirliche Zahl i die Rechenre-

gel . o
D(p,p) =2(p,p')

Wenden wir dies an, so erhalten wir

v,(m) v, (n)
omon) = [] Y aadot—F—
P prim g|ggT(p% () v ()
a>0

Das Korollar folgt durch Ausmultiplizieren und unter nochmaliger Anwendung von Teil (b)
von Lemma 4.13. O

Die Aussagen von Lemma 4.18 miinden in folgenden

Satz 4.20. Fiir eine beliebige Primzahl p gilt

A (SLa(Z), My) = Z[D(p, p), D(p)],
wobei Z[D(p,p), D(p)] ein freier Z-Modul mit Basis {D(p,p)"D(p)" | m,n € Zso}>" ist (vgl.
Definition 29.11 aus der Linearen Algebra).

Beweis. Es gilt

4.18(b)

2(1,p%) 2(p*) —2(p,p)

4.18(c)
=" (@(p)* - p2(p,p)) —2(p,p)
=2(p)* ~ (p+1)D(p, p)-
Mit Teil (d) von Lemma 4.18 folgern wir daraus induktiv
D(Lp") e ZD(p,p),D(p)] furaller € IN.

Mit Teil (b) von Lemma 4.17 und (4.6) erhalten wir, dass alle in .7#(SLy(Z), M) enthaltenen
Doppelnebenklassen bereits in Z[D(p, p), ©(p)] liegen. Hieraus folgt sofort

A (SLa(Z), M) = Z[D(p, p), D(p)]-

Um zu zeigen, dass die Monome vom Typ D (p, p)"D(p)" mit m,n € Zxo eine Basis von
Z|D(p,p),D(p)] bilden, geniigt es nun, ihre Z-lineare Unabhingigkeit nachzuweisen. Hier-
fur gentigt es fiir r € Z>( beliebig diejenigen dieser Monome zu untersuchen, die sich als
Z-Linearkombination von Doppelnebenklassen in IMP" schreiben lassen, die also 2m +n = r
erfiillen. Die Anzahl solcher Monome ist | 5| + 1. Die Z-lineare Unabhéngigkeit folgt, da es in
M*" offensichtlich genau | | + 1 Doppelnebenklassen gibt. O

S1Elemente von % (SLy(Z), M,) lassen sich also als Polynome in den Variablen D (p, p) und D (p) verstehen.
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Korollar 4.21. Die rationale Hecke-Algebra
H(SLa(Z), M) := 7 (SLa(Z), M) ® Q
erfiillt

Hy(SLa(Z), M) = Q[D(n) : n € N].

Beweis. Nach Teil (c) von Lemma 4.18 gilt

D(p,p) = :,(@(p)z —2(p?)

und nach Satz 4.20 also
H (SLa(Z), Mp) @ Z[p~'] = Z[p~][D(p)].

Das Korollar folgt nun mit Satz 4.16. O

4.3 Hecke-Operatoren
Seien k € Z und M € M beliebig und sei

SLy(Z) - M -SLy(Z) = | |SL2(Z) - M
j

eine disjunkte Zerlegung von SL,(Z) - M - SLy(Z) in SL;(Z)-Linksnebenklassen. Dann ist durch

Mk — Mk,

Tm = Ts1,(z)-MSLy(Z)
2APMSLE) A £ Ty o= L NESLy (2)\ SLa(Z)MSLy(z) f kN

eine lineare Abbildung vom Vektorraum My der holomorphen Modulformen von Gewicht k
beztiglich der vollen Modulgruppe in sich selbst definiert,

denn: Da f nach Voraussetzung (V) erfiillt und (SL,(Z), M) ein Hecke-Paar ist, ist die Summe
in der Definition wohldefiniert und endlich. Nach Proposition 2.15 und wegen der Endlichkeit
der Summe ist f|; Ty holomorph auf H. Wegen

(f1Tam) kA = Y flk(NA) = )y flekN = flkTm

N€ESLy(Z)\ SLy(Z) M SLy(Z) N€eSLy(Z)\ SLy(Z) M SLy(Z)

fur alle A € SLy(Z) erfullt f|yTy zudem (V7). Um zu zeigen, dass f|xTy auch Axiom (V3)
erfiillt, gentigt es nun, Axiom (V;) und also die Holomorphie in z = ioco nachzuweisen. Nach
Lemma 4.3 konnen wir dafiir in der Definition von Ty die Matrizen N ohne Einschrankung in
der Form (; by mitad = det(M),d > Ound b € {0,...,d — 1} wiahlen. Da f nach Voraussetzung
(V) erfiillt, ist dann aber f | Ty mit den (endlich vielen) Summandenfunktionen

e = (1 (5 4) )@= (5) G+
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offensichtlich holomorph in z = ico. Die Linearitdt von Ty ist trivial. #

In der Sprache der Funktionalanalysis nennt man eine C-lineare Abbildung zwischen zwei C-
Vektorraumen auch einen linearen Operator; speziell nennt man Ty auch den Hecke-Operator
zur Doppelnebenklasse SLy(Z) - M - SL,(Z). Durch Q-lineares Fortsetzen erhalten wir fiir jedes
k € Z und jedes © € 4 (SL2(Z), M) eine C-lineare Abbildung, den Hecke-Operator

Ty : My — My

zu ®. In Hinsicht auf Korollar 4.21 interessieren wir uns besonders zu jedem n € IN fiir den
(normierten) n-ten Hecke-Operator

T .{Mk — M
U = FT) () =0 (fliTo) (2)-

Wir studieren zunéchst die Wirkung des n-ten Hecke-Operators in einem Beispiel:

(4.8)

Beispiel 4.22. Seien m,n, k € IN mit k > 4 gerade. Dann gilt

k-1
n
PuilTu= ). <d> Puy i,
)

d|ggT (m,n
d>0

denn: Es gilt

(Pm,k‘an)(z)

4.8 k_
it Y (BukN)(2)
NeSL, (Z)\IM"

k
316 k1

20 (7™ [\ MN) 2)

NGSLz(Z)\Mn
ME€SLy(Z)o\ SL2(Z)

=nth Y (@M ().

MESLy (Z) oo \IM"

Nach Ubungsaufgabe 4.4 ist die Menge

{NM| N = <g Z) mit ad = n,d > 0,b mod (d) und

M = (,D; ?) mit (vy,8) € Z?, so dass (y > 0,ggT(v,6) = 1) oder (y = 0,5 = 1) gilt,

(&, B) € Z2 fix mit ad — By = 1}

ein Vertretersystem von SLy(Z)e in M". Somit kinnen wir die Matrizen im Exponenten im Prinzip
vertauschen und es folgt

(P ik Tn)(2)
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k_ Tim- a b
! ( Yoz o] d))w)w
MESLQ(Z)OQ\S]_Q(Z) add;(;l

b mod (d)

( < )y ﬂgd"ezmm(;zﬁ))\kM)(Z).
MEeSLy(Z)\ SLa(Z) dn

a>0
b mod (d)

k
21,

n

Dies lisst sich noch vereinfachen, denn es gilt

b Y. 1=d fird|m,
Z (ezmg) _ bmo;l (d) (4.9)
bmod (d) 11_82::; =0 fii?’ d )[ m.
—e

Hieraus folgt

(Pm,k‘an>(Z)

-1
(el B O
MEeSLy(Z) o\ SLo(Z) Nd|ggT(m,n)

>0
N _—
jmn
= X (d> ( > |kM><z>
d|ggT(m,n) MEeSL,(Z) o\ SLa(Z)
a>0
und mit Definition 3.16 somit die Behauptung. #

Ganz allgemein gilt:

Satz 4.23. Fiir jedes k € Z ist die Abbildung

Ho(SLa(Z), M)  — End(My),
D = (f = flkTo)

ein Q-Algebrenhomomorphismus, so dass sich die in Abschnitt 4.2 gezeigten Rechenregeln fiir Elemente
der Hecke-Algebra auf die Hecke-Operatoren iibertragen. Dabei bildet jeder Hecke-Operator Spitzenfor-
men auf Spitzenformen ab. Fiir allen € N und f(z) = Y ;o am(f)q™ € My gilt speziell

FIT) (@) = 2 fhTom)@ = Yo | X d law () | 4"

m=0 \ dlggT(m,n) ‘
a>0

Beweis. Schreiben wir fiir zwei Doppelnebenklassen

Dy :=SLo(Z) - M -SLy(Z) = | |SLa2(Z) - M;,

]
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DN 1= SLy(Z) - N - SLy(Z |_|SL2
so gilt wie in Bemerkung 4.14

(DMDy) = L((SLZ(Z) M -SLy(Z)) - (SL2(Z) -N-SLZ(Z))>
= ZSLZ - MiN;,

wobei nicht ausgeschlossen ist, dass verschiedene Summanden in der Summe rechts tiberein-
stimmen. Es folgt fiir alle k € Z und alle f € M

fliToyoy = Zf|ijNz‘ = Z(Zﬂij) [kNi = (fl«To,,) [k Toy
It U

und in linearer Fortsetzung, dass die Abbildung aus dem Satz ein Q-Algebrenhomomorphis-
mus ist.

Firallek € Z,n € N und alle f € M; gilt speziell

T E bt Y (FN)(2)

N€SLy(Z)\IM”

s x ()

d>0 (4.10)
b mod (d)

ST (),

d>0
b mod (d)

Setzen wir f(z) = Y pr_oam(f)q™ € M ein, so erhalten wir

(fkT)(z) =n1- Y Y d i J2rimst

ad—=n bmod (d)

a,d>0

E k. i 27t Ut Z 27ri Y b
d- f)e itz (6 mg> ,
=n m=0 bmod (d)

ad>0

wobei wir fiir die letzte Gleichheit die absolute Konvergenz der Fourier-Entwicklung von f

ausgenutzt haben. Die innerste Summe auf der rechten Seite ldsst sich noch mit (4.9) vereinfa-
chen; dann gilt:

PTG =t T a7 L an(f)ess
ad>0 d\m
[o°]
m>—:>md Z ak—l_ E amd(f)eZmamz
ad=n m=0

a,d>0
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Hiermit ist fiir alle n € IN die behauptete Fourier-Entwicklung von f|; T, nachgewiesen. Dass
Hecke-Operatoren Spitzenformen auf Spitzenformen abbilden, ergibt sich nun aus dem Spezi-
alfall

ao(f1xTn) = or—1(n)ao(f) =0
und Korollar 4.21. ]

Wie Petersson im Jahr 1939 konnen wir nun die Selbstadjungiertheit der Hecke-Operatoren
beziiglich des Petersson-Skalarprodukts nachweisen:

Satz 4.24. Fiir alle k € 7 ist die Einschrinkung eines beliebigen Hecke-Operators Tp mit © €
4 (SLo(Z), M) auf S selbstadjungiert beziiglich des Petersson-Skalarprodukts; es gilt also

(flkTo | &) = (f | glkTo) fiiralle f,g € Sy.

Beweis. Nach Korollar 4.21 geniigt es, den Satz fiir die n-ten Hecke-Operatoren zu beweisen.
Normalerweise untersucht man dafiir zunédchst den Spezialfall n = p prim, indem man das
Skalarprodukt iiber einer geeigneten Kongruenzuntergruppe auswertet, und nutzt dann den
durch Korollar 4.19 induzierten Zusammenhang zwischen den Hecke-Operatoren aus, um ite-
rativ die allgemeine Behauptung zu beweisen. Ein alternativer Beweis ergibt sich jedoch un-
mittelbar aus den uns bereits bekannten Resultaten zu Poincaré-Reihen:

Nach Korollar 3.20 gentigt es sogar,
<f’an | Pm,k> = <f ’ Pm,k’an> fur allem € N
zu zeigen. Tatsdchlich gilt fiir die linke Seite der Behauptung

19 (k—2)!
(FleTn | Pang) = (inm)k)lw T)
123 (k—2)! k-1
2 k=2 & au (f)
k—1 Z 2
@mm)* egtonm
d>0

und fur die rechte Seite

k—1
(f | PugleTa) 2 ) (| Pag )
klk 2 | (d) "k

d|ggT(mn
d>0
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3.19 n k-1 (k—2)! .
= Z )<d> (47‘[%)](_] %(f)

d|ggT(m,n
450
(k—2)! Y
= d am (f).
Amm)* = e ©

d>0

4.4 Hecke-Eigenformen

Definition 4.25. Sei k € Z. Eine Modulform 0 # f € My heifit eine (simultane) Hecke-Eigenform,
wenn es fiir jeden Hecke-Operator Ty mit © € g (SLa(Z), M) ein Ap(f) € C mit

Tof = Ao(f)f
gibt.
Nach Korollar 4.21 und Satz 4.23 geniigt es, die definierende Eigenschaft einer Hecke-

Eigenform fiir alle ® = ©(n) mit n € IN nachzuweisen. Fiir eine Hecke-Eigenform f € M;
und ein n € IN heifst der Eigenwert

Aa(f) = 12" A (f)

zum n-ten Hecke-Operator der n-te Hecke-Eigenwert von f. Aus Satz 4.23 folgt durch Koeffi-
zientenvergleich zwischen den Fourier-Entwicklungen von f und f|; T, sofort:

Lemma 4.26. Fiir alle k € Z,n € IN und jede Hecke-Eigenform f(z) = Y m_oam(f)q" € My mit
Hecke-Eigenwerten A, (f) fiirn € IN gilt

An(fam(f) =), dk_la%z(f) fiir allgemeines m € Z>,
e
An(flar(f) = an(f) fiir m = 1.

Insbesondere gilt die sogenannte Multiplizitit-Eins-Eigenschaft: Die Dimension des (simultanen) Ei-
genraums der Hecke-Operatoren T, mit n € IN zu den jeweiligen Eigenwerten A, (f) ist genau 1.

Lemma 4.26 bedingt unmittelbar, dass sich die in Korollar 4.19 hergeleitete Rechenregel in
der Hecke-Algebra im Wesentlichen auf die Fourier-Koeffizienten einer gegebenen Hecke-
Eigenform tibertragt. Genauer gilt:

Satz 4.27. Fiir k € Z und ein nichtkonstantes f(z) = Y p_o am(f)q™ € My sind die folgenden beiden
Aussagen dquivalent:

(i)  f ist eine Hecke-Eigenform.
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(i) Esistai(f) # 0 und es gilt
am(f)an(f) =ar(f)- ) dk’la%(f) fiirallem € Z>o,n € Z>4 (4.11)
d|ggT(m,n)
mit den Spezialfiillen

an(P)an(f) = a1 (F) - amn(f) fiir m,n € N mit ggT(m,m) =1,
ap(flay (f) = a1(f) - (apa (f) + pk_lapr—l(f)) fiir p prim und r € IN.

Beweis. Gilt Aussage (i), so auch (4.11) nach Lemma 4.26. Wére nun a1 (f) = 0, so folgte wieder
mit dem Lemma
a,(f) =0 furallen € Z>q

und also f € C, was im Widerspruch zu unseren Voraussetzungen steht. Es gilt daher a4 (f) # 0
und somit insgesamt Aussage (ii).

Gelte umgekehrt Aussage (ii). Summieren wir Gleichung (4.11) fiir ein beliebiges aber festes
n € Z> tber alle m € Z>( auf, so folgt mit der aus Satz 4.23 bekannten Fourier-Entwicklung
von f|xT, die Identitdt

ar(f) - fliTw = an(f) - f-
Dividieren wir diese durch a;(f) # 0, so erhalten wir, dass f eine Hecke-Eigenform mit Hecke-
Figenwerten

M(f) = an(f) furallen € N (4.12)
ist, also Aussage (i). O

Beispiel 4.28. Fiir jedes gerade k > 4 ist die Eisenstein-Reihe Ex € My eine Hecke-Eigenform mit
Hecke-Eigenwerten A, (Ey) = o0x_1(n) fiirallen € N,

denn: Wir zeigen die Behauptung zuniichst fiir n = p prim. Hier gilt fiir alle m € Z>q

apm(Ex) fiir p ¥ m,
apm(Ex) + Pk_la%(Ek) fiirp [ m
52 —123*]; - 01 (pm) fiir pf m,
=3 =5 (o (pm) +p* o1 () firp | m >0,
ok-1(p) fitlr p | m = 0.

Mit der (elementar nachweisbaren) schwachen Multiplikativitit

4.23
am(Ex[kTp) = {

Ok—1(m)ox_1(n) = ox_1(mn)  fiir m,n € N mit ggT(m,n) =1,

der (k — 1)-ten Teilersummenfunktion ergibt sich

—3 -0 a(p) - oxa(m) fiir p fm,

4.7 v, (m — v, (m)— m -
am(Ex|Tp) @ —ZB—’Z (o1 (p p(m+1) 4 pk=lgy_ (por(m) ) “Tk—l(W) fiirp [ m >0,

0k—1(p) fiirp | m = 0.
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0i-1(p) - (=5 - ok-1(m)) fiir ptm,
=g () L ) 1(tter) Siirp |m >0,
o-1(p) -1 fiirp | m=0.
O—1(p) - (=3 - ox_1(m)) fiirp{m,
= -5 1(P) k1 (p* ™) - i 1(p ) firp|[m>0,
kal(P) -1 fiirp | m = 0.

(32
= k-1(p) - am(Ex)-
Insgesamt erhalten wir
ExxTp = ox—1(p) - Ex
und haben somit die Behauptung im Fall n = p prim bewiesen. Mit Korollar 4.19 sieht man nun schnell
ein, dass Ey dann auch fiir alle n € IN Eigenform des n-ten Hecke-Operators und nach Korollar 4.21

also Hecke-Eigenform ist. Der jeweilige n-te Hecke-Eigenwert ergibt sich aus der Formel fiir ao(Ex | T,)
in Satz 4.23. #

Umgekehrt gilt sogar: Jede (simultane) Hecke-Eigenform f € My mit ag(f) = 1 ist bereits identisch
mit der Eisenstein-Reihe Ey,

denn: Wegen ao(f) = 1 # 0 impliziert der Spezialfall n = 0 von (4.11) unmittelbar

4.26

Am(flar(f) = am(f) = ox1(m)ai(f) fiir alle m € Zi~y.
Nach Satz 4.27 gilt a1 (f) # 0 und somit

An(f) = 0x_1(m) fiir alle m € Zy.

Die Behauptung folgt nun mit der Multiplizitiit-Eins-Eigenschaft 4.26 und der Normierung ao(f) = 1.
#

Beispiel 4.29. Die Diskriminante A(z) = Y o, T(m)q™ € Syp ist eine Hecke-Eigenform mit Hecke-
Eigenwerten A, (A) = t(n) fiir alle n € IN. Ihre Fourier-Koeffizienten geniigen den Rechenregeln

T(m)t(n) = t(mn) fiirm,n € N mit ggT(m,n) =1,
t(p)t(p) = t(p™) + ple(p" ) fiir p prim und r € NN,

denn: Nach Satz 4.23 gilt A|12T,, € Sy fiir alle n € N und nach der Dimensionsformel 3.11 und Teil
(b) von Proposition 3.10 gilt dimg S1p = 1. Folglich besitzt A fiir jedes n € IN einen Hecke-Eigenwert
Au(A) € C und ist daher eine Hecke-Eigenform. Nach Proposition 3.9 gilt zudem t(1) = 1 und nach
Lemma 4.26 also A,,(A) = T(n). Die Rechenregeln ergeben sich unmittelbar aus Satz 4.27. #

Nach Satz 4.27 gilt fiir eine nichtkonstante Hecke-Eigenform f(z) = Y _ am(f)q™ € M; stets
a1(f) # 0, so dass wir statt f auch a;(f)~! - f betrachten kénnen. Fiir diese Funktion gelten
analog zur Diskriminante in Beispiel 4.29 noch etwas schonere Rechenregeln fiir die Fourier-
Koeffizienten. Wir fiihren daher die folgende Sprechweise ein:
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Definition 4.30. Sei k € Z. Eine Hecke-Eigenform f(z) = Y oo am(f)q™ € My mit a1(f) = 1 heifst
eine normierte Hecke-Eigenform.>

Aus der in Satz 4.24 gezeigten Selbstadjungiertheit der Hecke-Operatoren beziiglich des
Petersson-Skalarprodukts lassen sich starke Eigenschaften cuspidaler normierter Hecke-
Eigenformen herleiten:

Proposition 4.31. Fiir ein beliebiges k € Z gelten die folgenden Aussagen:

(a) Fiir jede Hecke-Eigenform f € Sy und jeden Hecke-Operator Tp mit © € 4 (SLa(Z), M) ist der
Hecke-Eigenwert Ay (f) eine reelle Zahl.

(b) Jede normierte Hecke-Eigenform f € Sy hat reelle Fourier-Koeffizienten und liegt somit im R-
Vektorraum der reellen Spitzenformen

SE = {f(z) = i am(f)q™ € Sk | am(f) € R fiir allem > 1}.
m=1

(c) Fiir je zwei normierte Hecke-Eigenformen f,g € Sy gilt
f#g <= (flg=0

Beweis. Sei f € Sy eine Hecke-Eigenform und sei Tp mit ® € %4 (SL2(Z),M). Da das
Petersson-Skalarprodukt auf Sy eine hermitesche Bilinearform ist, gilt dann

Ao (f) -1 f)=Aa(f)-f1f)=FliTo | )

4.24

= 1 flkTo) = (f [ Aa(f) - f) = Ao (f) - (f | )

Mit der positiven Definitheit des Petersson-Skalarprodukts und f # 0 folgt nun Behauptung
(@).

Dies impliziert sofort Behauptung (b), denn nach Definition 4.30 und (4.12) gilt fiir jede nor-
mierte Hecke-Eigenform f(z) = Y p_; an(f)g™ € S die Identitét

A(f) = an(f) furallen € IN. (4.13)

Es verbleibt Behauptung (c) zu zeigen. Seien also f,g € Sy normierte Hecke-Eigenformen.
Nach (4.13) gilt dann

flkTw = an(f)- f und giT, =au(g)-g furallen € N

und somit

an(F) - (F18) = (FkTn | &) 2 (F | geTu) = an(8) - (F | &) L an(g) - (f | g)-

Aus (f | g) # 0 folgt somit a,(f) = a,(g) fiir alle n € N und also f = g. Behauptung
(c) folgt, da umgekehrt f = g wegen der positiven Definitheit des Petersson-Skalarprodukts
unmittelbar (f | ) = (f | f) > 0bedingt. O

52Vorsicht: Wegen a1 (Ey) = f%—}; # 1 sind die (normierten) Eisenstein-Reihen Ej keine normierten Hecke-
Eigenformen, die jeweiligen Normierungsbegriffe unterscheiden sich also!
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Die Orthogonalitdtsaussage aus Teil (c) von Proposition 4.31 ldsst sich zu folgendem Satz ver-
schérfen:

Satz 4.32. Sei k € Z. Dann besitzt Sy eine Orthogonalbasis aus Hecke-Eigenformen. Diese ist bis auf
Permutation und Multiplikation mit Skalaren aus C* eindeutig bestimmt.

Beweis. Die Eindeutigkeitsaussage ist gerade Teil (c) von Proposition 4.31. Die Existenz ei-
ner Orthogonalbasis aus gemeinsamen Eigenformen folgt unmittelbar aus dem folgenden,
allgemeinen Lemma 4.33 iiber selbstadjungierte Operatoren mit V' = S; und {T(j)}ic; =

{Tn}neﬂ\L

Lemma 4.33. Sei V ein endlichdimensionaler komplexer HILBERT-Raum®3 mit Skalarprodukt (- | -)
und sei {T (i)}, eine Familie miteinander kommutierender selbstadjungierter Operatoren auf V. Dann
besitzt V eine Orthogonalbasis aus gemeinsamen Eigenvektoren aller T (i) mit i € I.

Beweis. Wegen dim¢ V' < oo gilt auch dimpg End¢ (V) < co. Die Operatoren T(i) miti € I er-
zeugen daher einen endlichdimensionalen R-Untervektorraum von End¢ (V), so dass es ohne
Einschrankung gentigt, das Lemma fiir eine endliche Menge {T(1),..., T(r)} von Operatoren
Zu zeigen.

In V gibt es einen gemeinsamen (nichttrivialen) Eigenvektor der T(i) miti € {1,...,r},

denn: Wir zeigen die Behauptung per Induktion nach r. Da selbstadjungierte Operatoren nor-
mal sind, folgt die Behauptung fiir » = 1 aus dem Spektralsatz fiir normale Endomorphismen
aus der Linearen Algebra. Das ist der Induktionsanfang. Sei also nun r > 2 und gelte die Be-
hauptung fiir r — 1. Sei weiter A ein Eigenwert von T(1) mit zugehorigem Eigenraum

Vy={veV|T(l)v=A v}
Nach Voraussetzung gilt T(i)T(1) = T(1)T(i) fir allei € {2,...,r} und insbesondere
T(Z)V/\ CV, furallei e {2, ce ,1"}.

Nach Induktionsvoraussetzung besitzt nun V) einen gemeinsamen (nichttrivialen) Eigenvek-
tor der T(i) miti € {2,...,r}. Die Behauptung folgt, da dieser nach Definition von V) auch ein
Eigenvektor von T(1) ist. #

Wir zeigen nun das Lemma per Induktion nach dim¢ V. Fiir dim¢ V' = 1 ist die Aussage klar;
sei also dim¢ V' > 2. Wir schreiben

V = Cov@® (Co)t fiir einen gemeinsamen Eigenvektor v von T(i) miti € {1,...,r}.

Da die T (i) selbstadjungiert sind und Cv fixieren, lassen sie auch (Cv)* invariant. Nach Induk-
tionsvoraussetzung besitzt (Cv)~* bereits eine Orthogonalbasis aus gemeinsamen Eigenvekto-
ren aller T(i) miti € {1,...,r}. Hieraus folgt die Behauptung. O

53David Hilbert (1862-1943)
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Korollar 4.34. Sei k € Z. Dann besitzen sowohl Sy als auch S} eine Zerlegung in eindimensionale
Untervektorriume, die unter allen Hecke-Operatoren T, mit n € IN invariant sind.

Beweis. Nach Satz 4.32 besitzt Sy eine Basis (fy, . . ., fr) aus normierten Hecke-Eigenformen. Da
tiir diese die Hecke-Eigenwerte nach (4.13) durch die jeweiligen Fourier-Koeffizienten gegeben
sind, haben keine zwei Formen aus dieser Basis dieselben Hecke-Eigenwerte. Die Zerlegung
von Si in seine Hecke-Eigenrdume liefert also eine Zerlegung von Sj in eindimensionale Un-
tervektorrdume, die unter allen Hecke-Operatoren T,, mit n € IN invariant sind.

Dass wir so auch eine Hecke-invariante Zerlegung von S} erhalten, folgt, wenn wir zeigen
konnen, dass fiir alle n € IN der n-te Hecke-Operator T,, den Vektorraum S,](R auf sich selbst
abbildet. Dass zumindest fiir jedes n € IN und jedes f € S{ auch f|; T, in S} enthalten ist, folgt
sofort mit der Formel aus Satz 4.23. Wir zeigen nun, dass das Bild jedes Hecke-Operators der
komplette Raum ist: Sei

r
f=Y M €s¢
=0

beliebig. Da nach Teil (a) von Proposition 4.31 fiir alle j € {0,...,r} und alle n € IN die Hecke-
Eigenwerte A, (f;) reell sind, gilt dann auch

A;

r
] R
= i €S
8 ;0 /\n ( f]) f] k
J
und
r A] r
kT =} m(ﬂkTH) =Y Mfi= 1
j=07n\Jj j=0

Das zeigt die Surjektivitdt von T,, und insgesamt also das Korollar. O

4.5 Ubungsaufgaben

Aufgabe 4.1. Zeigen Sie, dass (GL2(Z), GL2(R)) kein Hecke-Paar ist.
Aufgabe 4.2. In der Herleitung von Satz 4.11 haben wir Hecke-Paare (R, S) studiert, in denen fiir alle

s € S die Anzahl der R-Rechts- und R-Linksnebenklassen in RsR iibereinstimmt. Zeigen Sie, dass diese
Voraussetzung fiir

(®8) = (1), GLa(@-) = ({(y 1) Imezh{(( 5) c@lat20))

nicht erfiillt ist.

Aufgabe 4.3. (a) Zeigen Sie, dass die Fourier-Koeffizienten der Spitzenform

(Eo-A)(z) = q — 5284 — 4284¢° + O(q*) = Y a,q" € Sis
n=1
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die (schwache) Multiplikativititseigenschaft
Aply = Ay filr allen,m € N mit ggT(n,m) =1
erfiillen.
(b) Zeigen Sie, dass durch die Spitzenformen

f(z):=(E2-A)(z) = q —1032¢> +2451964° —220726404* + O(q°)
f(z) := A?(z) = 7 — 4843 +10804* +O(q°)

eine Basis des C-Vektorraums Sy4 gegeben ist. Bestimmen Sie beziiglich dieser Basis die Darstel-
lungsmatrix des Hecke-Operators T auf So,.

Aufgabe 4.4. Zeigen Sie, dass die Menge

{NM|N=<O ;

e b) mit ad = n,d > 0,b mod (d) und

M= (f‘; ?) mit (y,d) € 72, so dass (v >0,88T(7y,0) =1) oder (y =0,6 =1) gilt,
(, B) € Z* fix mit ad — By = 1}
ein Vertretersystem von SLy(Z)« in IM" ist.

Hinweis: Gehen Sie vor wie im Beweis von Lemma 4.3.

Aufgabe 4.5. Sei 0 # f € Sy eine Hecke-Eigenform. Zeigen Sie, dass dann in Prizisierung der Hecke-
Abschiitzung 2.38 fiir die Hecke-Eigenwerte die Abschiitzung

Au(f)| < nio_q(n) fiirallen € N
gilt, wobei o1 (n) = Yo g L die (—1)-te Teilersummenfunktion bezeichnet.

Hinweis: Nutzen Sie, dass g(z) = Im(z)g |f(z)| nach dem Beweis von Proposition 2.31 auf H sein
Maximum annimmt.

Aufgabe 4.6. Seien k,n € IN. Zeigen Sie, dass dann fiir alle Hecke-Eigenformen f &€ Sy der n-te
Hecke-Eigenwert A, (f) in einem (von f unabhingigen) Korper K,, mit

QCK,CR und [Kn : Q] < dim §;
liegt.

Hinweis: Zeigen Sie, dass die Darstellungsmatrix des auf Sy eingeschrinkten Hecke-Operators T, be-
ziiglich einer Miller-Basis von Sy rationale Koeffizienten hat.
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Aufgabe 4.7. Seien k € Z und f(z) = Y ;_1an(f)q" € Sk eine normierte Hecke-Eigenform. Wir
geben in dieser Aufgabe eine geometrische Beschreibung fiir die Folge von (reellen) Fourier-Koeffizienten
(ap (f))rew mit p prim an und leiten daraus her, dass diese Folge sowohl unendlich viele positive als
auch unendlich viele negative Glieder enthilt. Eine ausfiihrlichere Version dieses Resultats wurde 2014
von KOHNEN"* und MARTIN™ verdffentlicht.

Zeigen Sie also fiir eine fest gegebene Primzahl p die folgenden Aussagen:
(a) Es gibt ein eindeutig bestimmtes 6, € [0, 7] mit
ap(f) = 2;7k7Tl cosO, und ay(f)# Zp%fur alle 6, ¢ {0,7}.
Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis die (nichttriviale) Abschiitzung
lap ()7 < 4p*~

benutzen, die DELIGNE® 1974 als Nebenprodukt seines Beweises des WEIL-Vermutungen™ her-
leitete.

(b) Es gilt
()= () a0 )

(c) Fiir6, & {0, } gilt

ap(f) ) _ 1 AL oAy () £ fap(f)? —4ptt
<a;1(f>>_A1—Az'< PIY; ) fiir My = ; :

Hinweis: Bringen Sie die Matrix A aus Teil (b) in Diagonalgestalt, um A’ besser berechnen zu
konnen.
(d) Fiir6, ¢ {0, } gilt

sin((r+1)-6,)
sinf,

Apr (f) = Pr'l%l

fiir aller € IN.

Hinweis: Driicken Sie Ay in Termen von 0, aus.

(e) Fiir 6, & 27 - Q enthilt die Folge (ay (f))rew sowohl unendlich viele positive als auch unendlich
viele negative Glieder.

54Winfried Kohnen *1953

5Yves Leopoldo Martin Gonzalez * ?
56pierre Deligne *1944

57 André Weil (1906-1998)



KAPITEL 5

Der Eichler-Shimura-lsomorphismus

Im Jahr 1957 fiihrte EICHLER®® mit der nach ihm benannten Eichler-Kohomologie eine Koho-
mologietheorie Kongruenzuntergruppen der vollen Modulgruppe ein. Diese ist eine Variante
der Gruppenkohomologie, die dem Bild der Kohomologie mit kompaktem Trdger in der ge-
wohnlichen Kohomologiegruppe entspricht. Der Eichler-Shimura-Isomorphismus, den Eichler
fiir komplexe und Shimura zwei Jahre spéter fiir reelle Kohomologiegruppen herleiteten, ist ein
Isomorphismus zwischen einer Eichler-Kohomologiegruppe und einem Raum von Spitzenfor-
men. Wir gehen in der Herleitung des Eichler-Shimura-Isomorphismus moglichst elementar
vor und thematisieren das Thema der Kohomologie erst ganz am Ende des Kapitels. Den An-
satz fiir die Herleitung des Eichler-Shimura-Isomorphismus liefert die Periodenabbildung, die
jeder Spitzenform f € Sy mit einem geraden k > 2 einen Vektor von Integralwerten langs f
zugeordneter Differentialformen zuweist. Nach technischen Voriiberlegungen in den Abschnit-
ten 5.1, 5.2 und 5.3 fithren wir die Periodenabbildung in Abschnitt 5.4 ein und modellieren aus
ihr einen Isomorphismus zwischen Sy und einem explizit beschriebenen Quotienten V /U mit
Untervektorraumen U C V C R¥1. Diesen Isomorphismus nennen wir bereits den Eichler-
Shimura-Isomorphismus und bringen ihn in Abschnitt 5.5 mit der Eichler-Kohomologie in Ver-
bindung.

5.1 Die Polynomdarstellung

Sei in diesem Kapitel stets P, (R) C R[X, Y| der R-Untervektorraum der homogenen Polyno-
me von Grad w € IN. Eine Basis von P, (R) ist offensichtlich durch die Monome

{yw, xyw=1, .. xvly,xv}

gegeben; insbesondere gilt dimpg Py, (R) = w + 1.

58Martin Maximilian Emil Eichler (1912-1992)
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b

Fiir ein beliebiges M = <Z q

) € GL,(R) definieren wir

a b

(X,Y) M:=(X,Y)- (c d> = (aX +cY,bX + dY)

und damit eine Abbildung

Pu(R)  — Py(R),
B(M): {P(X,Y) — P((X,Y) - M).

Lemma 5.1. Durch die Zuordnung

p. | GLa(R) = GL(Pw(R)),
M — P(M)

ist ein Gruppenhomomorphismus gegeben, die Polynomdarstellung von GL,(R).

Beweis. Zunéchst gilt P(M) € End(P,(R)) fiir alle M € GL(R),

denn: Offensichtlich ist P(M) wohldefiniert. Da zudem fiir alle P;, P, € P, (R) und alle A1, A; €
R
P(M)(AMP; + AP (X, Y) = (APy + AaPo) ((X,Y) - M)
= Alpl((X,Y) -M) + )LQPQ((X,Y) - M)
— MP(M)(Py(X, ) + AP(M)(Pa(X, ))

gilt, ist P(M) auch linear. #
Weiter gilt fiir alle M, M € GLy(R) und alle P € P,,(R)

(P(M)P(M))(P)(X,Y) = P(M)(P(M)(P))(X,Y)

Hieraus folgt P(M) € GL(P(R)) fiir alle M € GL,(R) und die Homomorphie, so dass das
Lemma folgt. O

Fiir ein beliebiges M € GL,(R) definieren wir nun die Matrix 71(M) € GL,,+1(R) durch

Xvyo P('M) (X%Y?)
walyl ]P( tM) (Xw—lyl)
- | - | . (5.1)

XO:YW P('M) (XOY)



5.1. Die Polynomdarstellung 138

Lemma 5.2. Durch die Zuordnung

- GL2(R) — GL,41(R),
M s 71(M)

ist ein Gruppenhomomorphismus gegeben, die Matrixdarstellung von GLy(R).

Beweis. Die Wohldefiniertheit von 7t gilt nach Konstruktion, so dass es zum Beweis des Lem-
mas ausreicht zu zeigen, dass 7t ein Gruppenhomomorphismus ist. Seien dafiir

M:(Z Z)M:(‘Z Z) € GLy(R)

beliebig. Dann gilt

XWY0
walyl

m(MM) - :

X0yw

P((MN)) (X*Y0)

P('(MN)) (X¥1yY)

P('(MAT)) (XOV%)

((ai +b&)X + (ab+ bd)Y)"  ((ci + d&)X + (cb + dd)Y)"

((adt + b&)X + (ab +bd)Y)" ™" ((cd+d&)X + (cb+dd)Y)

((a + b&)X + (ab + bd)Y)° | ((cit +dé)X + (cb +dd)Y)"
(a(@X + DY) +b(EX +dY))"  (c(aX +bY) + d(eX + dY))°
(a(@X +BY) +b(eX +dY))"™" (c(aX +bY) +d(eX +dY))"

Das Lemma folgt. O
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Beispiel 5.3. Seiw = 2. Wegen

P('S)(P(X,Y)) = P((X,Y)-'s) = P(=Y,X)

X2Y0 IP(tS)(XZYO) (_Y)ZXO XOY2
n(S) - (XlYl) = (P(fs)(xwl)) = ((Y)lxl) = (xm)
X0y? P(s)(X%Y?) (—Y)0x2 X2Y0

0 0 1
n(S) = (0 -1 O) .
1 0 0

Offensichtlich ist die Koordinatenabbildung

gilt dann

und also

Pu(R) — RWH1,
| P(XY) = T an— XYY = C(P) = "(aw,. .., a0)

ein Isomorphismus von R-Vektorraumen. Im Spezialfall

Py ) (X, Y) := s‘{v_jséXW_ij firsy, s € R

51,52
j=0
gilt
t w w
C(s1,52) = C(Ps,,) (X, Y)) = (57 $9,...,895%). (5.2)

Lemma 5.4. Der R-Vektorraum IP,,(R) hat eine Basis aus Polynomen der Form P, ;) mit 1,52 € R.

Beweis. Da C ein Isomorphismus von R-Vektorrdumen ist, konnen wir zum Beweis des Lem-

mas dquivalent auch zeigen, dass es in R¥™! eine Basis aus Vektoren der Form C(s1,s2) mit

s1,52 € R gibt. Das ist aber der Fall, denn fiir paarweise verschiedene Werte séo), s, sgw) ist

(cs),....c1,s8))

eine Vandermonde-Matrix und hat nach Aufgabe 1 von Ubungsblatt 1 aus der Algebraischen
Zahlentheorie vollen Rang. O

Proposition 5.5. Es gilt

C(P(M)P) = (M) -C(P) fiiralle M € GLy(R), P € P,,(R).


https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/4203/display?page=1
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/4203/display?page=1
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Beweis. Wegen Lemma 5.4 und der Linearitdt der Abbildungen C, 7(M) und P(M) fiir alle
M € GL;(R) reicht es aus, den Beweis fiir P = P(s, s,) mit 51,82 € R zu fiihren.

Wir definieren nun durch
-1
L(X"TYT) = (V]V> X"y firalle € {0,...,w}

eine lineare Abbildung L: P,,(R) — P, (R). Dann gilt

P(Sl,Sz)(X' Y) = L((Slx + SzY)W)

w 5.3
= L(((sl,sz) t(X, Y)) ) fiirs1, 8 € R, ©3)
denn: Nach dem binomischen Lehrsatz und der Definition von L gilt
L((s1X 4+ s2Y)" (Z < ) (51X)" 7 (s2Y)))
:2() ]/LXWJyJ)
w -1
-EG)H()
-0 J
= P(sl,sz) (Xr Y)
und somit die Behauptung. #
Fiir eine beliebige Matrix M = (Z Z) € GLy(R) gilt nun
P(M)(Ps,6,)) (X, Y) = P, 5,y (aX +cY, bX +dY)
L (s1(aX + cY) + 5o(bX + dY)) >
= L| ((s1a 4+ s20)X + (s1¢ +524)Y ) > (5.4)

[«
L( 51,52) XY)) >
(53)

= P(s1 52)tM(X Y)

Hieraus folgt

C (]P(M) (P(51 $2) ) (X/ Y))

(
(

64

@

PS]S2 tM X Y))

C P (as1+bsy, csl+dsz)(Xl Y))
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asy + bsy)" (cs1 +ds2)°, ..., (asy + bs2)?(csy + dsz)™)
t w w
= (P('M)(sV's3),. .., P("M)(s7s3))
t w w
= (M)- (sys9,...,59s%)
(

=7t M) ) C(P(Slrsz)(x’ Y))

=

und somit die Proposition. O
Satz 5.6. Fiir jedes gerade w existiert eine eindeutig bestimmte symmetrische Bilinearform |- | -] auf
Py, (R) mit

[P(shsz) | P(tl,tz)] = (s1tp —spt1)"  fiiralle s1,52,t1,t2 € R.
Beweis. Fiir eine beliebige Matrix D = (djj)’,_, € RWHDX(wWHD) oi]t

w
(s¥,...,1)-D- t(tW,...,l) = Z dijs"'t"") firalles, t € R.
i,j=0

Es gibt daher genau eine solche Matrix mit

(s¥,...,1)-D- t(t‘”,...,l) = (s—t)" furalles,teR (5.5)
und deren Eintrédge d;; sind samtlich ganzzahlig. Wir setzen nun

[P|Q]:='C(P)-D-C(Q) fiiralle P,Q € P,(R)

und nennen D die Darstellungsmatrix von [- | -]. Aufgrund der Linearitdt von C ist [- | -] eine
Bilinearform auf P,,(R). Die Symmetrie von D und somit auch die von [- | -] folgt mit

s%,...,1)-D- (..., 1) 2D (s - v

wge:rade (t—S)W
@ 1)-D- s, 0)
=(s",...,1)-'D-"(t",...,1),

wobei der letzte Schritt giiltig ist, weil wir hier nur ein Skalar transponieren. Es verbleibt nach-
zuweisen, dass [- | -] die im Satz verlangte Eigenschaft erfiillt und mit dieser eindeutig be-
stimmt ist. Dafiir ersetzen wir in (5.5) die Variablen s,t durch z—;,% mit sq,82,f1,f € R und
multiplizieren die Gleichung anschliefSfend mit (sztz)w.59 Fir alle s1, 85, t1,t, € R erhalten wir

SO

(swsY,...,8%%) - D - t(t‘{vtg,...,t‘l)tév) = (s1tp — sot7)" (5.6)

»Dieses Vorgehen ist natiirlich strenggenommen nur fiir s, # 0 # t, erlaubt, lasst sich aber problemlos stetig in
die Ausnahmefélle fortsetzen.
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und daher auch

t
|:P(51,sz) | P(tl,tz)] = C(Ps,59)) "D - C(Pisy 1))
w w t w w
= (sV's3,...,s9s¥) - D (H41,..., 98

29 (s1t2 — s2t1)";

die Eindeutigkeit folgt schliefSlich mit der Eindeutigkeit von D. O
Korollar 5.7. Sei w gerade. Dann erfiillt die eindeutig bestimmte Bilinearform [- | -] aus Satz 5.6 die
Invarianzeigenschaft

[P(M)(P) | P(M)(Q)] = [P | Q] fiiralle P,Q € Py(R) und M € SLy(R).

Beweis. Mit derselben Argumentation wie im Beweis von Proposition 5.5 reicht es aus, den
Beweis fiir P = Pis, ) und Q = Py, 1,y mit sy, 82,11, 12 € R zu fiihren.

a b

Fiir eine beliebige Matrix M = (c d> € SL,(R) schreiben wir

(s,85) := (s1,82) - ‘M = (asy + bsa, cs1 +ds»),
(£, t5) := (t1,t2) - 'M = (aty + bty, cty +dty).

Dann gilt
[P(M)(Pi, 1) | P(M) (P )]
(64
= |:P(s’1,s§) | P(ti,t’z)}
2 (it sh)”
((a51 + sz)(Ctl + dtz) — (C51 + dSz)(ﬂltl + btz))w
= ((ad — bc)(s1t2 — s2t1))"
MESL2(R) (s1t2 — sat1)"
5.6
= |:P(51/SZ) | P(t1,t2):|
und somit das Korollar. O

Korollar 5.8. Sei w gerade. Die Darstellungsmatrix D der eindeutig bestimmten Bilinearform [- | -]
aus Satz 5.6 erfiillt

‘(M) -D - t(M) = D fiiralle M € SLy(R).
Beweis. Fiir alle P,Q € Py, (R) und alle M € SL,(R) gilt

'C(P)-D-C(Q)=[P| Q]
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g b
A~ 0o =
SE4
£
E
!
a
N =
=
o

und also das Korollar. O

5.2 Das Shimura-Produkt

In diesem Abschnitt fithren wir mit dem Shimura-Produkt ein Werkzeug zur Untersuchung
von Differentialformen auf der oberen Halbebene H ein. An die dafiir benétigten Grundlagen
zu Differentialformen erinnern wir nur kurz und auf die Erfordernisse des uns interessierenden
Spezialfalls reduziert.

Wir nennen im Weiteren
QM) := {f(z)dz | f: H — C holomorph}
die Menge der holomorphen Differentialformen (erster Ordnung) auf H.

Definition 5.9. Fiir ein f(z)dz € Q' (H) und eine holomorphe Funktion F:  — H heifst die holo-
morphe Differentialform auf I

F(f(2) dz) := f(F(z)) dF(z) = f(F(2))F'(z) dz

der Riicktransport von f(z) dz unter F.

Sei w € IN gegeben und k := w + 2. Fiir f € Sy und j € Z>( ist dann f(z)z/ dz eine holomor-
phe Differentialform auf . Fiir ihren Riicktransport unter der Mobius-Transformation ¢ mit
einem beliebigen M € SL,(Z) gilt dann

o(f(2)2 dz) = f(om(2))pm(z) ¢u(z) dz
B az+bja(cz+d)— (az+b)c
= f(M{z) (cz+d)] (cz+d)?

= f(z)(cz +d)* (ZIZ)] (cz4d)% dz

= f(z)(az + b)/ (cz +d)" 7/ dz.

dz

(5.7)

An dieser Stelle sehen wir auch, warum wir k = w + 2 gewdhlt haben: Wir erhalten so in der
Formel fiir den Riicktransport Monome in den Variablen (az + b) und (cz + d), die wir mit den
in Abschnitt 5.1 studierten Methoden behandeln konnen:

Proposition 5.10. Seiw € IN gegeben, k = w+ 2 und f € Sy. Fiir eine beliebige Matrix M € SL,(Z)
gilt dann

oa(f(2)2" dz) = (M) - (f(2)2") dz),
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wobei wir

f(z)z" dz
f(z)z(w) dz := :
f(z)z°dz

schreiben und der Riicktransport zeilenweise zu verstehen ist.

Beweis. Die Ubersetzung in die Sprache der Darstellungen aus Abschnitt 5.1 gelingt, wenn wir
dort X = zund Y = 1 einsetzen. Genauer gilt:

f(z)(az +b)"(cz+d)°dz
Pin(f(2)z dz) s
f(z)(az +b)°(cz+d)"dz

f)P('M)(2"1°) dz

P('M)f(z)(z°1") dz

f(2)(2"1°) dz
D (M) ; — (M) - (f(z)2™ dz).
f(z)(z°1%) dz

O]

Wir werden im Folgenden den Realteil von f(z)z(") dz untersuchen und dabei insbesondere
Proposition 5.10 auf diesen anwenden. Um dies tun zu kénnen, miissen wir zunédchst weitere
Differentialformen einfiithren und den Riicktransport auf diesen definieren. Wir nennen also

EYM) == {g(x,y)dx + h(x,y)dy | g h: H — R glatt}
die Menge der C*-Differentialformen erster Ordnung auf H und fiir alle n € INg
E"H) == {w A...Nwy | wy,...,w, € E(H)}

die C*-Differentialformen von Ordnung n auf . Mit den Rechenregeln fiir das duflere Produkt
gilt dabei unmittelbar &” (H) = {0} fiir alle n > 2. Die C®-Differentialformen von Ordnung 0
auf H sind gerade die glatten Funktionen.

Definition 5.11. Fiir ein g(x,y) dx + h(x,y) dy € &'(H) und eine glatte Funktion

H — H, ) . .
F: { mit reellwertigen Funktionen u, v

x+iy —u(x,y) +iv(x,y)
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heifst die C*-Differentialform erster Ordnung auf I

F(8(x,y) dx + h(x,y) dy) := g(F(x,y)) du(x,y) + h(F(x,y)) do(x, y)

der Riicktransport von g(x,y) dx + h(x,y) dy unter F. Der Riicktransport eines wi A wy € &*(H)
erklirt sich durch

F*(w1 Awy) := F*(wy) A F*(w2),
der Riicktransport eines f(x,y) € &°(H) durch

F(f(xy) = f(F(x,y))-

Wir erhalten nun das folgende Korollar:

Korollar 5.12. Unter den Voraussetzungen von Proposition 5.10 gilt

i (Re(f(2)2" dz)) =
¢oa (Im(f(2)21") dz)) =

Beweis. Wegen M € SLy(Z) und (5.1) sind die Eintrédge von 71(M) ganzzahlig und insbesonde-
re reell. Es folgt

2)z") dz)) +i @iy (Im(f(z)z™) dz))
z)z™) dz) +iIm(f(z)z™) dz))
(

- (Re(f(2)z") dz) +iIm(f(2)z") dz))
e(f(2)z™ dz) +i (M) - Im(f(z)z™) dz)

)

und nach Vergleich von Real- und Imaginérteilen rechts und links somit das Korollar. O

Definition 5.13. Sei w € IN gegeben und sei D die Darstellungsmatrix der Bilinearform aus Satz 5.6.
Weiter sei

W= t(ww,...,wo) bzw. 1 := t(ﬂw,.--,ﬂo)

ein Spaltenvektor mit C*®-Differentialformen von Ordnung ord(w) € {0,1,2} bzw. ord(y) €
{0,1,2} auf H als Eintrigen. Dann ist das Shimura-Produkt von w und 1 definiert als

[w|y]:="'wAND-7)=('w-D) AT, (5.8)

wobei das duflere Produkt zwischen Vektoren von Differentialformen komponentenweise genommen und
dann aufaddiert wird.
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Bemerkung 5.14. Unmittelbar aus Definition 5.13 folgt, dass das Shimura-Produkt eine Sesquilinear-
form iiber R ist. Es ist zudem insofern wohldefiniert als das zweite Gleichheitszeichen in (5.8) tatsichlich
gilt,

denn: Schreiben wir D = (dij)?,jzwf so gilt

Z] w W]n]
'wAD-7) = oA : = Y, wi A (S difTr))

Y dij (wi ATT)
1
(‘w-D)AT = (X0 YO widig) AT = Y0 0 widii) AT
n i=w W Divir s i=w W Ui ]:w( i=w Wi 1]) 77]

Satz 5.15. Seiw € IN gerade und sei

W= t(ww,...,wo) bzw. 1 := t(ﬂw,.--,ﬂo)

ein Spaltenvektor mit C*-Differentialformen auf H von Ordnung ord(w) € {0,1,2} beziehungswei-
se ord(n) € {0,1,2} als Eintriigen. Dann erfiillt das Shimura-Produkt von w und n die folgenden
Eigenschaften:

(SP) - gumlw [ 1]) = [pm(@) | @ ()] fiir alle M € SLo(R).
(SP) ([7(M)-w | (M) -y]) =[w |71 fiir alle M € SLy(R).

(SPy) d[w | 7] = [dw | 7] + (—1)°"4) [w | dy].
(SPy)  [w | ] = (—1)°rd@ o]y T ],

Seien nun weiter k := w42 und f,g € Si. Schreiben wir
QO(f,8)(z) == f(2)3@ dw(z)
fiir den Integranden des Petersson-Skalarprodukts auf Sy, so erfiillt das Shimura-Produkt zudem:
(SPs)  [f(2)2™) dz | g(z)z™) dz| = —(20)"" 1O (£, 8)(2).

(SPs) 4 [Re( F(z)2W dz) | Re(if (z)z™) dz)}
= — ()" (Q(fif)(2) — Q(if, f)(2))
= (20" Q(f, f)(2).

Beweis. Sei M € SL,(R) beliebig. Da definitionsgemés fiir zwei C®-Differentialformen der
Riicktransport unter ¢)s und das dufSere Produkt kommutieren, gilt

p[w | 1]) = (P AN(D - 7)) = (‘@) A oy (D - 7).
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Die Linearitdt des Riicktransports bedingt ¢%,(D -77) = D - ¢},(7). Ferner gilt ¢},('w) =
‘¢i1(w), da der Riicktransport eintragsweise auf den Spalten- bzw. Zeilenvektor wirkt, und

o3 (7) = ¢@3,(n), da die Aktion des Riicktransports durch die Mobius-Transformation z +—
M(z) gegeben ist. Insgesamt erhalten wir damit

om(lw | 1)) = "¢i(w) AD - 934(n) = [ppa(w) | @3a(n)],
so dass wir insgesamt Eigenschaft (SP;) nachgewiesen haben.

Zum Beweis von Eigenschaft (SP,) betrachten wir fiir eine beliebige Matrix M € SL(R) das
Shimura-Produkt

[1(M) - w | (M) -] = "(7(M) - @) AD - ((M) - 1)
= (‘w-'m(M)) A (D (M) - 7).
Im Beweis der Wohldefiniertheit in Bemerkung 5.14 haben wir keine besondere Eigenschaft

der Matrix D benutzt. Wir konnen daher dieselbe Argumentation auf die Matrix D - 7t(M)
anwenden und erhalten

[1(M) - w | 7(M) -] = (‘w-'7(M) -D - 1(M)) AT

2 (‘w-D) AT = [w | 7]

a1

und somit Eigenschaft (SP,).

Wir zeigen nun Eigenschaft (SP3). Mit den allgemeinen Rechenregeln der dufleren Ableitung d
gilt

dw | 7] :dtw/\<D-ﬁ) :dtw/\(D-ﬁ)—i-(—l)ordw. tCU/\d(D-ﬁ)_

Da die Eintrdge von D ganze Zahlen sind, kann die Matrix D aus d(D - 77) herausgezogen
werden. Damit erhalten wir

dlw | y] = “(dw) A(D-77) + (=1)°¢ - 'w A(D - d7)
= [dew | 5] + (=1)7) e | ],

wobei wir in der letzten Umformung d7 = dz verwendet haben. Dies gilt wegen

dif = d(Re(y7) + ilm(17)) = dRe(y7) —i - dIm(yy) = d.
Insgesamt haben wir nun Eigenschaft (SP;) nachgewiesen.

Im Beweis von Eigenschaft (SP;) nutzen wir aus, dass D reelle Eintridge hat, so dass

[ |w]="AD @) ="TAD w)

gilt. Mit den allgemeinen Rechenregeln des dufSeren Produkts folgt

] = (-1 (D w) AT
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(_1)0rd(CU) ord(n) . ( to - tD) N ﬁ
(_1)ord(w) ord(y) . (tw -D) AT

(_1)ord(w) ord(n) . [w | ;7] ,

wobei wir in der vorletzten Umformung die Symmetrie von D ausgenutzt haben.

Eigenschaft (SPs) lasst sich einfach nachrechnen:

t

F(2)20) dz | g(z)=) dz| = (f(2)z") dz) A D((z)2"/dkz)
= f(z)'z W (dx + idy) A Dg(z)z™) (dx — idy)
= —2if(2)g(z) 'z Dz . dx A dy
2 —2if(2)g(z)(z —2)" -dx Ady
—(20)"* f(2)g(2)y" - dx A dy
—(20)"1O(f, 8) (2).

Zum Beweis von Eigenschaft (SPs) nutzen wir zunichst die Beziehung Re(z) = Z5% aus. Es

gilt also

4 [Re(f(2)z") dz) | Re(if (2)z* dz)]
:[f(z)z@v dz + f(z)z2™ dz | if (z)z™ dz + if (z)z™ dz]

Da das Shimura-Prodtht sei;[uilinear ist, konnen wir ausmultiplizieren, wobei zwei der Terme
wegen dz A dz = 0 = dz A dz verschwinden. Wir erhalten so

4 [Re( £(z)2™) dz) | Re(if (z)z™) dz)}
= [f(@)2") dz | if ()2 dz| + [f(z)2) dz | if ()2 dz] .

Aus der Definition des Shimura-Produkts und der Ganzzahligkeit der Eintrdge von D kdnnen
wir ablesen, dass fiir zwei Spaltenvektoren w, 7 mit C*-Differentialformen die Rechenregel

lw [ 4] ='wADf = "@ADy = [@ | 7]
gilt. Damit folgt
4 [Re( F(z)2™) dz) | Re(if (z)z™) dz)}
= {f(z)z(w) dz | if (z)z™) dz} + [f(z)z) dz | if (z)z™) dz]

=" = @)"A(f,if) (2) + = QD) FQ(f, if ) (2)
= —@)"" - (Q(f,if)(2) - Q(if, f)(2)),
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wobei wir beim letzten Gleichheitszeichen ausgenutzt haben, dass w gerade ist. Wir haben nun
die erste der behaupteten Gleichheiten nachgewiesen. Weiter gilt:

= @) (Qf.if)(2) — Qif, (=),
— @) (f(2)if (2)y" dx A dy — if (2) f(2)y" dx A dy),
— (20)"1 - (=2if (2)f(2)y" dx A dy),

(20)"2-Q(f, f)(2)

und somit auch die zweite behauptete Gleichheit von Eigenschaft (SPs). O

5.3 Integration in der erweiterten oberen Halbebene

In diesem Abschnitt lernen wir, geeignete holomorphe Differentialformen auf H lings Kurven
in der oberen Halbebene H zwischen Spitzen in Q U {ico} zu integrieren, um in Abschnitt 5.4
die Periodenabbildung tiber solche Integralwerte definieren zu konnen.

Um zwischen Spitzen integrieren zu konnen, setzen wir zundchst die auf H definierte Stan-
dardtopologie auf die erweiterte obere Halbebene H* = H U Q U {ico} fort. Passend zum in
Definition 2.14 eingefiihrten Konzept der Holomorphie bzw. Meromorphie in ico wihlen wir
daftir im Punkt ico die Menge der Vereinigungen

U, (ico) := H; U {ico} fiirallee > 0

der einpunktigen Menge {ioco} mit je einem wie in (2.3) definierten Horizontalstreifen als Um-
gebungsbasis. In einem beliebigen Punkt s € Q wihlen wir die Menge der Bilder

M (UL (ic0)) fiir alle ¢ > 0 und alle M € SLy(Z) mit M(ico) = s

als Umgebungsbasis.®’ Im folgenden Lemma lernen wir diese Topologie noch etwas besser
kennen und zeigen, dass sich je zwei Punkte in H* durch offene Umgebungen trennen lassen:

Lemma 5.16. Die erweiterte obere Halbebene H* zusammen mit der oben eingefiihrten Topologie ist
ein HAUSDORFF-Raum.®!

Beweis. Offensichtlich folgt das Lemma, wenn wir zeigen konnen, dass die Elemente der oben
eingefithrten Umgebungsbasen der Punkte s € Q gerade durch die Vereinigungen von {s} mit
denjenigen offenen Kreisscheiben in IH gegeben sind, die die reelle Achse im jeweils gegebenen
Punkt s beriihren.

050 wird die Aktion von SL,(Z) auf H* stetig und ermoglicht es, den Quotienten SLy(Z)\H* mit der Struktur
einer Riemann’schen Flache zu versehen, vergleiche auch Bemerkung 3.25.
61Felix Hausdorff (1868-1942)
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Nach Ubungsaufgabe 1.3 bilden Mobius-Transformationen verallgemeinerte Kreise in C auf
verallgemeinerte Kreise in C ab. Da weiter fiir jedes M € SL,(Z) die Mobius-Transformation
@m nach Proposition 1.17 auf H operiert, enthilt fiir alle M mit M(ico) =s € Qund allee > 0
das ¢p-Bild von

ge U {ico} mitg, := {z € C:Im(z) = 1} (5.9)
den Punkt ico nicht und ist somit ein Kreis K¢ s durch s. Fiir jedes solche M ist ¢y eine bijektive
holomorphe Funktionen auf H und nach dem Biholomorphiekriterium somit in Aut(IH). Da die
Menge U/ (ico) \ {ico} eine Zusammenhangskomponente von H \ g ist, ist ihr ¢s-Bild daher
eine Zusammenhangskomponente von H \ K¢, also entweder das Innere oder das Aufere des
Kreises K, in H. Tatsdchlich ist

M(U.(ico) \ {ico}) = Inneres von K,

denn: Schreiben wir M = (?s) mit ¢ # 0 wegen M ¢ SLy(Z), so erhalten wir fiir alle z €
U (ioo) \ {ico}

_ Im(z) Im(z)
Im(M(z)) = lcz+d]2 ~ (cRe(z) +d)2 + cIm(z)2 (5.10)
Im(z) 1 <e. |

~ 2Im(z)? ~ Im(z)

Die Menge M (U/(io0) \ {ico}) ist also in ihren Imaginirteilen beschrinkt und kann somit nicht
das Aufere des Kreises K, s in H sein. #

Die Elemente der gewdhlten Umgebungsbasis von s € Q sind also offene Kreisscheiben in H,
welche die reelle Achse im Punkt s beriihren. Das Lemma folgt, da wir fiir ¢ — 0 offenbar
beliebig kleine Kreisscheiben erhalten. O

Als néchstes definieren wir einen geeigneten Begriff einer Kurve zwischen Punkten in H*, wo-
bei wir wieder auf Vertrdglichkeit mit dem Konzept der Holomorphie bzw. Meromorphie in
ico achten. Zum Parametrisieren solcher Kurven erweitern wir zunéchst die reellen Zahlen ge-
eignet:
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Definition 5.17. Fiir zwei Symbole ,,—oc0” und ,,00” heifSt
R:=RU{oo0, —00}
die Menge der erweiterten reellen Zahlen. Durch
—oco<a< oo fiirallea € R

liisst sich die natiirliche Anordnung der reellen Zahlen auf R fortsetzen und durch Angabe der Mengen
von Intervallen
[—o0,b) := {—o0} U (—00,b) fiiralleb € R,
bzw. (a,00] := (a,00) U {oo} fiirallea € R
als Umgebungsbasen von —oo bzw. oo lisst sich die Standardtopologie der reellen Zahlen zu einer To-

pologie auf R ausdehnen. Im Weiteren werden wir fiir die erweiterten reellen Zahlen R stets von dieser
Anordnung und dieser Topologie ausgehen.

Definition 5.18. Eine (stiickweise glatte) Kurve in H* mit Anfangspunkt zo und Endpunkt z, ist
eine stetige Abbildung -y: [a,b] — H* mit geeigneten —c0 < a < b < oo € R, die die folgenden
Eigenschaften erfiillt:

e Eingeschrinkt auf jedes abgeschlossene Teilintervall von [a,b] N R ist 7y eine stiickweise glatte
Kurve in H.
e Es gqilt y([a,b] N {£oo}) C QU {ioo}. Liegt zo bzw. z1 in QU {ico}, so verliuft fiir alle
Matrizen M € SLy(Z.) mit M(ico) = zg bzw. M(ico) = z; die Einschriinkung von M~ (7y) auf
[c, 00) fiir ein hinreichend grofies c € R,
bzw. (—oo,d| fiir ein hinreichend kleines d € R

in einem Vertikalstreifen endlicher Breite und wird unter e: z — ¥ auf eine glatte Kurve in
U1 (0) mit Endpunkt 0 bzw. Anfangspunkt 0 abgebildet.

Bemerkung 5.19. Die in Definition 5.18 geforderte Analytizitiitsbedingung in Anfangs- und End-
punkten in Q U {ico} bedingt, dass eine stiickweise glatte Kurve in H* in einer kleinen Umgebung
eines solchen Punktes nur durch endlich viele Kopien des Standardfundamentalbereichs F verliauft und
sich dort anschaulich also im Wesentlichen senkrecht auf diesen zubewegt.

Ly

Y
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Das Bild unter der Abbildung e bzw. e o ¢ ;-1 umliiuft so den Nullpunkt in Uy (0) nur endlich oft. Wiire
dies nicht der Fall, so erhielten wir in Definition 5.18 auch in ihren Anfangs- bzw. Endpunkten nicht
rektifizierbare Kurven, iiber die wir nicht integrieren konnten.

Lemma 5.20. Je zwei stiickweise glatte Kurven in *, deren Anfangspunkte und Endpunkte iiberein-
stimmen, sind homotop.

Beweis. Seien zg,z1 € H* und seien 7, zwei stiickweise glatte Kurven in H* von zp nach z;.
Wie in der Abbildung dargestellt zerlegen wir jede der Kurven in drei Teile: jeweils einen Teil
in einer e-Umgebung von zg bzw. z; und den von zp und z; weg beschrankten Rest. Dann sind
die Teile von zy nach gy und von zy nach by sowie die Teile von z; nach 4; und von z; nach by
in den jeweiligen Kreisscheiben homotop und die Restkurven von ag nach a; und von by nach
by in der oberen Halbebene H. Das Lemma folgt unmittelbar.

Ly
Y

O

Wir sind nun bereit, das komplexe Kurvenintegral auf der erweiterten oberen Halbebene ein-
zufiihren:

Definition 5.21. Sei y: [a,b] — H* fiir —co < a < b < co geeignet eine stiickweise glatte Kurve in
H* und sei f: H — C eine stetige Funktion. Dann definieren wir

b
| f@az= [ feripr
wobei das Integral zur Rechten wie iiblich als uneigentliches Integral interpretiert wird.

Von Lemma 5.20 inspiriert leiten wir nun fiir geeignete holomorphe Differentialformen aus
Q! (H) eine Version des Cauchy’schen Integralsatzes auf der erweiterten oberen Halbebene H*
her:
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Satz 5.22. Sei f: H — C eine holomorphe Funktion, die in allen Spitzen s € Q U {ico} exponentiell
abklingt,%? und sei <y eine stiickweise glatte Kurve in *. Dann konvergiert das (uneigentliche) Integral
f7 f(z) dz und hingt im Wert nur vom Anfangspunkt und vom Endpunkt von -y ab.

Beweis. Seien zy der Anfangspunkt und z; der Endpunkt der Kurve «. Wir unterscheiden drei
Falle:

Fall 1: zg, z; € H. In diesem Fall folgt der Satz unmittelbar aus dem Cauchy’schen Integralsatz
inH C C.

Fall 2: zp,z; € QU {ioo}. Indem wir das Integral additiv auseinanderziehen, folgt der Satz in
diesem Fall, wenn wir den dritten Fall gezeigt haben.

Fall 3:zp € Hund z; € QU {ioo}. Sei M € SLy(Z) eine Matrix mit M (ico) = z;. Da wir den er-
sten Fall bereits gezeigt haben, konnen wir ohne Einschrankung annehmen, es gelte zusatzlich
M(i) = zp. In der Sprache von Abschnitt 5.2 erhalten wir so

[r@dz= [, ohlEd)

- (5.11)

. (foem)(2)ji(M,z) *dz.
P O

Der Integrand dieses Integrals ist wieder eine auf H holomorphe Funktion, die in allen Spitzen
s € QU {ico} exponentiell abklingt, und go;/ll o 7y eine sttickweise glatte Kurve in I1*, so dass
wir fiir den Rest des Beweises ohne Einschrankung zp = i und z; = ico annehmen koénnen.
Sei weiter ohne Einschrankung -y auf [1, co] definiert. Dann liegt fiir ein hinreichend grofes ¢ €
R die Einschrankung von 7 auf [c, 00| in einem Vertikalstreifen $ endlicher Breite. Da nach
Voraussetzung die Funktion f fiir z — ico exponentiell abklingt, gibt es schliefslich Konstanten
R,C > 0 mit

1f(z)| < Re“™G) fiir alle z € H; (5.12)

Fiir ein beliebiges T > c folgt daher unter Ausnutzung des Cauchy’schen Integralsatzes auf
H C C und der Standardabschitzung fiir Kurvenintegrale

[ r@e = [ e
’Y\[l,T] 1
ilm(y(T)) 7(T)
- / f(z)dz + f(z)dz

im(y(T))

Im(7(T))
(5;2)/1\ f(lt)zdt_’_Os(efCIm('y(T))),

©2Hierunter verstehen wir, dass fiir jedes M € SL,(Z) mit M{ico) = s die Funktion f o @y fiir Im(z) — o
exponentiell abklingt.



5.4. Der Eichler-Shimura-Isomorphismus 154

wobei wir im letzten Schritt die endliche Breite des Vertikalstreifens $ ausgenutzt haben. Wegen
lim7_,e Im(y(T)) = oo verschwindet im Grenziibergang T — oo der zweite Summand rechts
und der erste Summand geht gegen [;” f(it)idt. Letzteres ist unabhingig von der genauen
Wahl von 7 und konvergiert aufgrund von

00 00 (5.12) joo
‘/ f(it)idt’g/ Fit) dt < / Re_Ctdtzge_C<oo.
1 1 1

Es folgt der Satz in diesem und somit allen Fallen. O

Bemerkung 5.23. Analog zum Vorgehen bei Kurvenintegralen in der komplexen Ebene verzichten wir
bei Kurvenintegralen wie in Satz 5.22 kiinftig oft auf die explizite Angabe einer Integrationskurve und
sagen nur noch, von welchem Punkt zu welchem Punkt wir in H* integrieren.

Beispiel 5.24. Hat in der Situation von Satz 5.22 die Funktion f eine Fourier-Entwicklung der Art

f(z) = f:lan(f)c]K fiir ein A > 0,

so konnen wir fiir ein beliebiges zo € H konkret berechnen:

wobei wir wegen gleichmiif$ig absoluten Konvergenz der Fourier-Reihe gliedweise integrieren diirfen.

5.4 Der Eichler-Shimura-lsomorphismus

Seien w € IN gerade, k := w + 2 und f € Si. Nach Satz 5.22 konvergiert dann fiir ein beliebiges
j €{0,...,w} das Periodenintegral

jico .
ri(f) = / f(z)Z dz (5.13)
0
und wir konnen nun wohldefiniert den Begriff der Periodenabbildung einfiihren:
Definition 5.25. Seiw € IN gerade und k := w + 2. Dann heifst die R-lineare Abbildung

‘ Sk —>RW+1,
" = [ Re(f(2)z™ dz)

die Periodenabbildung.
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Lemma 5.26. Seiw € IN gerade und k := w + 2. Dann liegt fiir alle f € Sy das Bild r(f) unter der
Periodenabbildung im Untervektorraum

V :=Kern(Iy+1 + 71(S)) N Kern(Iy+1 + 7(ST) + 7((ST)?)) < R**.

Beweis. Fiir zp,z; € H* und M € SL,(Z) beliebig gilt

21

(M) - / Re(f(2)z") dz) — / (7(M) - Re(f(2)2™ dz))

S Zlq) (Re(f(z)z™™) dz)) (5.14)

_/ z") dz).

Das Bild von f unter r liegt genau dann in V, wenn ( f) jeweils im Kern der durch I,,+1 + 77(S)
bzw. I,41 + 7(ST) + 7((ST)?) gegebenen linearen Abbildung liegt. Dies konnen wir mithilfe
von (5.14) leicht tiberpriifen: Es gelten

(Twy1 + ”(5)) -7(f)

(5. 14)/ dZ _"_/ )dZ)

:/O Re(f(2)z™ dz) +/ Re(f(2)z™ dz)
=0

und

(IWH +7(ST) + 7 ((ST)?)) - r(f)

(5 14) / d ST (ioo) (w)
+ R d
2+ [ Relf ()2 )

T)? (ico)
R W) g
+ /(ST)2(0> e(f(z)z z)

= Re (/Oioof(z)z(‘”) dz + /_01 f(2)z™) dz + /u: f(2)z™) dz>

=0,

wobei man das letzte Gleichheitszeichen erhilt, indem man im Beweis von Satz 5.22 erlaubt,
dass die Integrationskurven v, § endlich viele Spitzen durchlaufen und diese Stellen genauso
behandelt wie zg und z;.
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Ly

Lemma 5.27. Sei w € N gerade. Dann ist der Untervektorraum
U := (Lyt1 — 7(S)) -Kern(Lyt1 — (T)) < RV
in V enthalten, so dass der Faktorraum V /U wohldefiniert ist.

Beweis. Jedes u € U erfiillt

u= (Iys1 —7(S)) -t miteinem t € R*™ mit (L1 — 7(T)) - £ = 0.

Es gilt daher einerseits u € Kern(ly41 + 71(5)),

denn:

(L1 +70(S)) -1t "= (Tagr + 72(S)) - (Lasr — 7(S)) - ¢

(Lws1 — 7T(S) + 7(S) — m(S)7(S)) - ¢
(Int1 — (%)) -t

= (Iw+1 — 7[(—12)) -t

(ChY) 0,

a1
S}

w gerade

und andererseits u € Kern (L1 + 71(ST) + 7t((ST)?)),

denn:
(Iws1 + 72(ST) + 7 ((ST)?)) - u
CD) (Lysr + 71(ST) + 7((ST)?)) - (Isr — 7(S)) - ¢
= (Lus1 +7(ST) + n(ST)7(ST) — 7(S) — m(ST)7(S) — m(ST)7(ST) 7 (S)) - ¢

(5.15)
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W;ii::de(n(—lz) + 7(ST) + (ST)m(ST) — 71(S) — m(ST)7(S) — m(ST)m(ST)7(S)) - ¢
2 (n(ST)m (ST) (ST) + 71(ST) + m(ST)7(ST) — 7(S) — 7(ST)7(S)
— (ST (9)) -t
= ((m(ST) - ) (n(ST)m — t(ST)7(S)) + (n(ST)7(ST)7(ST)
— (ST (9))) -t
= (v + N(ST) + N(ST)N(ST>) (m(ST) —7(S)) - t
2 (L1 + 71(ST) 4+ (ST)r(ST)) - 71(S) - ((T) = Ly11) - £
61
#
Insgesamt haben wir das Lemma gezeigt. O
Unmittelbar folgt:

Korollar 5.28. Sei w € IN gerade und sei k := w + 2. Dann induziert die Periodenabbildung r eine
R-lineare Abbildung von Sy nach V /U.

Wir wollen im Folgenden nachweisen, dass die induzierte lineare Abbildung aus Korollar 5.28
injektiv ist. Hierfiir miissen wir ein wenig ausholen:

Definition 5.29. Sei w € IN gerade. Ein Kozykel beziiglich der Darstellung m: SLo(Z) —
GLy11(R) ist eine Abbildung ¢: SLy(Z) — R™H! mit der Kozykelbedingung

P(MM) = ¢(M) + t(M)$(M) fiir alle M, M € SLy(Z).

Nach Korollar 1.28 wird die volle Modulgruppe SL;(Z) von den Matrizen S und T erzeugt.
Mit der Kozykelbedingung folgt daher, dass je zwei Kozykel gleich sind, wenn ihre Werte auf
S und T {tibereinstimmen.

Lemma 5.30. Seiw € IN gerade und sei k := w + 2. Sei weiter f € Sy mit r(f) € U, so dass es einen
Vektor t € R gibt mit

r(f) = (Ins1 —7m(S)) -t und (Ly41 —7(T)) -t =0. (5.16)
Fiir ein beliebiges M € SLy(Z) gilt dann

(0)
[ R @20 d2) = (Rt = 7(M)) - (=t +1(7))

Beweis. Nach der oben beschriebenen Eigenschaft von Kozykeln geniigt es zu zeigen, dass die
Abbildungen von SL,(Z) nach R"*!, die durch

M(0) -
pM) = [ Re(f(2)2"dz) und F(M) i= (yor = 7(M) - (£ +7(1))
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gegeben sind, Kozykel sind und ihre Werte fiir die Matrizen S und T iibereinstimmen. Tatsédch-
lich erfiillen sie die Kozykelbedingung,

denn: Fiir alle M, M € SL,(Z) gilt einerseits analog zur Argumentation im Beweis von Lemma
5.26

o) = [ Re((2)2 a2
_/ ") dz) +/MM Y Re(f(2)2™ dz)

G19 / Mo Re(f(z)z" )dz)—i—n(M)-/M(O> Re(f(z)z™) dz)
0 0
= ¢(M) + mr(M)p(M)

und andererseits

$(MM) = (Lys1 — 1(MM)) - (=t +r(f))
= luy1- (=t +7(f) = 7(M)m(M) - (=t +7(f))
= lwy1- (=t +7(f)) = (M) - (=t +7(f)) + (M) - (=t +7(f))

(
= (Lo = 7T(M)) - (=t + () + 71(M) (Luss — (D)) - (—t +7(f))
(

Weiter gelten

(5.14)

—n(s).- /0 “ Re(f(2)2™ dz)

r(f) = (o1 = 7(8)) - t = 7(S) - 7 (f)
= (Iws1 = 71(S)) - (=t +1(f))
= ¢(5)

und analog zur Argumentation im Beweis von Lemma 5.26

(5.16)

o1 = [ Re(f(2)20 az)

—/ Re(f dz+/ dz)

- / Re(f /T o Re(f(2)z™ dz)
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(5.14)

=" (lvs1 = 7(T)) - r(f)
"= (i = (T)) <t (lwsa = 7(T)) -1(f)
= (w1 = 7(T)) - (=t +7(f))
= ¢(T)
und insgesamt also das Lemma. O

Lemma 5.31. Seien w € IN gerade und k := w + 2. Seien weiter f € Sy mit r(f) € U, t € RV wie
in Lemma 5.30 und

s:=—t+r(f)=—-mn(S)-t. (5.17)
Fiir die beiden C*°-Funktionen

F(z) = —s+ /0 “Re(F(2)™ dg) mit dF(z) = Re(f(2)z™ dz),

Glz) = /0 “Re(if(0)™ dg) mit dG(z) = Re(if(z)z™ dz)

und ein beliebiges M € SLy(Z) gilt dann
(M) - F(z) = om(F)(z) und 7(M)-dG(z) = ¢pm(dG(2)).

Beweis. Sei M € SLy(Z). Dann gilt analog zur Argumentation im Beweis von Lemma 5.26
(M) - F(z) = 7(M) - (=s+ [ Re(£(0)Z" dD))

(M) -5+ /;j;;

= )5 [ el ag) + [ Re(f(@) a0

Mit Lemma 5.30 und der Definition von F folgt

(5.14)

Re(f(2)¢™ dg)

(M) - F(z) = =mt(M) -5 = (Lu1 — (M) - (=t +7(f)) + F(M(z)) +5

O (M) s — (L1 — (M) -5+ F(M(2)) +5
= ¢u(F)(2)
und somit die erste behauptete Gleichung. Die zweite Behauptung des Lemmas folgt unmittel-
bar aus Korollar 5.12 mit i f statt f. O

Wir konnen nun das angestrebte Injektivitatsresultat beweisen:

Proposition 5.32. Sei w € IN gerade und sei k := w + 2. Dann gilt
r(f)ed = f=0 firalef e S.
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Beweis. Es reicht zum Beweis der Proposition aus,

/f [Re(f(2)2") dz) | Re(if (2)2**) dz)] = 0 (5.18)
Zu zeigen,
denn: Nach (SP) gilt
S\w—+2
[, [Relr(2)2 dz) | Re(if (212 )] = B2 [ s, )
(2i)w+2

)
und also
| [Re(r2)2) dz) | Re(if(z)2" d2)] =0 <= (£]f) =0

= f=0.

Um das Verschwinden des Integrals in (5.18) zu zeigen, formen wir geeignet um:

/f [Re(f(2)2") dz) | Re(if (2)2") dz)| 2! /f [dF | dG]
(D)
=) [ dlF|agl,

wobei wir fiir das letzte Gleichheitszeichen die allgemeine Rechenregel d o d = 0 der dufseren
Ableitung ausgenutzt haben. Wenden wir nun noch den Satz von Stokes an, so erhalten wir

Re(f(z)z™) dz) | Re(if (z)z") dz :/ F|dG].

J [Re(f(z)2) dz) | Re(if ()= d2)] = [ [F|dC]

Nach Lemma 5.31 folgt die Proposition daher aus Ubungsaufgabe 5.2. O
Wir wollen nun noch zeigen, dass die von der Periodenabbildung induzierte lineare Abbil-
dung auch surjektiv ist. Dazu weisen wir nach, dass die reelle Dimension des Bildes von r und

die Dimension des R-Vektorraums V /U {iibereinstimmen. Aufgrund der in Proposition 5.32
gezeigten Injektivitdt ist dies dquivalent zu

Proposition 5.33. Sei w € IN gerade und sei k := w + 2. Dann gilt

dimR Sk = dim]R V/U = dim]R V- dimR u.

Fiir den Beweis von Proposition 5.33 benétigen wir eine genauere Untersuchung des C-
Vektorraums P, (C) der homogenen Polynome von Grad w in C[X, Y]:
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Lemma 5.34. Fiir w € Zxq beliebig sind die Polynome
(X+ oY) (X +0Y)Y mitje{0,...,w}
Eigenvektoren zum Operator P(ST) mit den (nicht notwendigerweise verschiedenen) Eigenwerten

(—1)%o“ o/ und es gilt

= PUX+ )" (X +0Y))c.
j=0

0 —1
st= (3 1)

P(ST)(X + oY) /(X +0Y)
= (Y+o(Y—X)"7 (Y +a(y - X))
(—0)X+(1+0Y)"((-0)X + (1 +9)Y)

Beweis. Es gilt

und somit

(g (o =t (e Tty

(~1)"e" T (X +o¥)" (X + v,
wobei wir im letzten Gleichheitszeichen ausgenutzt haben, dass die primitiven dritten Ein-
heitswurzeln ¢ und ¢ Nullstellen des Polynoms

X3 -1

=X+ X+1
<1 + X+

sind. Die Polynome
(X + oY) /(X +0Y) mitjec{0,...,w}

sind also Eigenvektoren zum Operator P(ST), womit wir die erste Behauptung des Lemmas
nachgewiesen haben. Zum Beweis der zweiten Behauptung geniigt es nun offenbar zu zeigen,
dass die w + 1 Eigenvektoren ganz P, (C) aufspannen. Dies zeigen wir per Induktion nach w.
Fiir w = 0 ist nichts zu zeigen und fiir w = 1 sind die Eigenvektoren linear unabhéngig, weil
sich ihre Eigenwerte —¢ und —p voneinander unterscheiden. Nehmen wir nun fiir ein w > 2
an, die Behauptung gelte fiir alle ¢ € {0, ..., w — 1}. Fiir ein beliebiges Polynom

P(X,Y) =Y a,_ ;X" Y € P,(C)
j=0
gilt dann

w—1 )
P(X,Y) =agY" + Y ay_j X"V
j=0
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w—1
=Y (aY" ) + X () aw XY,
j=0

Die beiden Polynome X, Y liegen in IP1(C), die beiden an X bzw. Y heranmultiplizierten Poly-
nome in P,,_1(C). Nach Induktionsannahme gibt es daher Koeffizienten ao(X), a1(X), ap(Y),
a1(Y) € Cund a}(X),a;(Y) € Cmitj € {0,...,w — 1}, so dass
P(X,Y)
— (a0(Y)(X + oY)+ m(Y)(X +2Y)) - Tl a/(Y) (X + oY) 17T (X + 5
+ (a0(X) (X + oY) +a(X) (X +70Y)) - L af(X) (X + oY) /(X +0Y)/

gilt. Die Behauptung ergibt sich durch Ausmultiplizieren und Zusammenfassen gleicher Ter-
me. O

Beweis von Proposition 5.33. Fiir die im Beweis vorkommenden Rechnungen ist es von Vorteil,
statt der Raume U, V C R"*! ihre Urbilder C~'(U), C~'(V) C P, (R) unter der Koordinaten-
abbildung C zu betrachten. Nach Proposition 5.5 gilt dabei

C (V) =Kern(P(L) +P(S)) N Kern(P(L) + P(ST) + P((ST)?)),

C'(U) = (P(L) — P(S)) Kern(P(L) — P(T)).

Wir bestimmen nun nach und nach die in diesen beiden Formeln vorkommenden Ausdriicke.
Zunichst gilt

Kern(P(L) — P(T)) = (X")r, (5.19)

denn: Fir P € Kern(P(,) — P(T)) gilt
(P(L) —P(T))(P)(X,Y) =P(X,Y) —P(X,X+Y)=0
und nach Mehrfachanwendung dieses Zusammenhangs
P(X,Y)=P(X,Y+nX) firallen € IN.
Es folgt, dass das Polynom P die Variable Y nicht enthalten kann und also in (X")p liegt. #

Hieraus ergibt sich

ClU) = (X¥—Y")g undalso U= ('(1,0,...,0,—1))R, (5.20)

denn: Nach Definition gilt
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#

Als nichstes berechnen wir die Dimension des R-Vektorraums C~'(V). Dieser ist als der
Durchschnitt der zwei Untervektorraume

E :=Kemn(P(L) + P(S)),
F:=Kerm(P(L) + P(ST) + P((ST)?))
definiert. Nach der Dimensionsformel fiir Summen von Untervektorraumen gilt
dimg C(V) = dimg (E N F) = dimg E + dimg F — dimg (E + F). (5.21)

Um diese Dimensionen besser berechnen zu konnen, reformulieren wir zunidchst E und F. Fiir
diese gilt
E = Bild(]P(Iz) — ]P(S)),

F = Bild(P(L,) — P(ST)), (5.22)

denn: Wir zeigen nur die Behauptung iiber E; die Behauptung iiber F beweist man komplett
analog und gilt nach Ubungsaufgabe 5.3. Wegen

(P(L) +P(5)) - (P(L) —P(S)) = P(L) — P(S)P(S)
= P(I,) — P(S?)
=P(L) —P(-h)

w gerade

0
liegt Bild (P(I,) — P(S)) in E. Umgekehrt gilt fiir ein beliebiges P € E definitionsgemaf

P(X,Y) + P(Y,—X) = (P(L) + P(S))(P)(X,Y) = 0.

Folglich liegt
PX,Y) = 1 (P(X,Y) ~ P(Y,~X)) = (B(L) ~ B($)) (3 - P) (X, Y)
in Bild (P (L) — P(S)). #
Es folgt
E+F=P,(R) undalso dimgr(E+F)=w+1, (5.23)

denn: Wegen P(S) € GL(P,(R)) ist E + F als R-Vektorraum isomorph zu seinem Bild
P(S)(E + F). Mit (5.22) gilt
P(S)(E + F) = P(S) (Bild (P(I,) — P(S)) + Bild (P(L,) — P(ST)))

= Bild(P(S) — P(I)) + Bild (P(S) — P(T)), (5.24)
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wobei wir fiir das letzte Gleichheitszeichen wieder P(S)P(S) = P(S?) = P(—L) = P(D)
ausgenutzt haben.

Betrachten wir nun ein beliebiges P € Bild(P(I;) — IP(T)). Fiir dieses gibt es ein Q € Py (R)
mit

P(X,Y) = (P(L) — P(T))(Q)(X,Y)
= (P(L) —P(S) +P(S) - P(T))(Q)(X,Y)
(P(R) = P(S))(QX,Y) + (P(S) — P(T)) (Q)(X,Y)
= (P(S) = P(L)) (—Q)(X,Y) + (P(S) = P(T))(Q)(X,Y).
Mit (5.24) folgt also
Bild(P(L) — P(T)) C P(S)(E + F). (5.25)

Mit der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen folgt

dimp (E + F) = dimg P(S)(E + F)
> dimg (Bild (P(,) — P(T)))
= dimg Py, (R) — dimg (Kern (P (L) — P(T)))
6L w+1)—1=w.
Die Behauptung folgt, wenn wir zeigen kénnen, dass die Inklusion (5.25) keine Gleichheit ist,

dass es also in P(S)(E + F) ein Element gibt, das nicht in Bild (P(I,) — P(T)) liegt. Tatséchlich
gilt wegen der Geradheit von w

XY =YY = (P(S) = P(I)) - Y" € Bild (P(S) — (L))

(5.24)
C P(S)(E+F).

Lage X" — Y auch in Bild (P(I>) — IP(T)), so gébe es ein

P(X,Y) =Y ay_ ;X" Y € Py(R)
j=0

X" —Y" = (P(L) - P(T))(P)(X,Y)
= P(X,Y) — P(X,X +Y)

=Y 0y i X" =Y 4, i XVI(X+Y)
j=0 j=0

B X" (Y = (X +Y))).
i=1

]
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Da das Monom X" auf der rechten Seite dieser Gleichung nicht vorkommt, ist das nicht mog-
lich und wir haben mit X* — Y" ein Element in P(S)(E + F) \ Bild(P(,) — P(T)) gefunden.

Es ist daher dimp (E + F) = w + 1 und die Behauptung gezeigt. #
Weiter gilt
T+1 fury de, 2
dimg E— 42 1+ furyungerade, , wt2, (5.26)
¥ fir ¥ gerade 4

denn: Ein Polynom
P(X,Y) Zaw XYY € Py (R)
j=0
liegt genau dann im Untervektorraum E = Kern (P (L) + P(S)), wenn
Y aw i XYY Y ay (1) YV IXI
j=0 j=0

Zaw i+ (1) Ta) X TY =0

gilt und somit auch die Relationen
Aw—j+ (=1)"Ja; =0 fiirallej € {0,...,w}. (5.27)

Offensichtlich sind nach (5.27) die Koeffizienten Avy1, ..., 0w bereits eindeutig durch die Koef-
fizienten ay, . . ., aw_q bestimmt. Zusétzlich gilt

ay + (—1)711% =0,

was fiir gerades 7 den Koeffizienten ay auf den Wert 0 festlegt und fiir ungerades 3 keine Ein-
schrankung darstellt. Das erste Gleichheitszeichen in der Behauptung folgt nun sofort durch
Abzihlen. Die zweite Gleichheit erhalten wir mit

Lw+2J 5. Lz J_ 7 +1 fiir 5 ungerade,
7 fiir 7 gerade.
#
Schliefilich gilt noch
. |¥|+1 fiirw=0,2mod (3), w
dimg F=w+1—¢ -3 =w—2-|—], 5.28
R e {LgJ firw=1mod 3) " 2 L] (5.28)

denn: Nach der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen gilt
dimg F = dimpg (Bild (P (L) — P(ST)))
= dimg Py (R) — dimp (Kern (P (L) — P(ST))) (5.29)
=w + 1 — dimg (Kern(P(L) — P(ST))).
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Offensichtlich wird Kern(IP(I;) — IP(ST)) von den Eigenvektoren zum Eigenwert 1 aufge-
spannt. Nach Lemma 5.34 ist die Dimension des Kerns daher durch die Anzahl

e {0 w)[e" g =1}

]{j c{0,...,w}|o"?¥ = 1}]

rd(0)=3 . .
YT e {0,...,w}|w=2jmod (3)}

= |{je{0,...,w}|j=2wmod (3)}|

I{0,3,...,w}| fiirw = 0 mod (3),
{1,4,...,w—1}| firw =2mod (3),
1{2,5,...,w—2}| fiirw=1mod (3)

gegeben. Das erste Gleichheitszeichen der Behauptung folgt nun sofort durch Abzdhlen und
Einsetzen in (5.29). Die zweite Gleichheit erhalten wir mit

2-LV6VJ+1:2-L§J+1

Z.ng—l—l fir ¥ = 0 mod (3),
={92. L%;l +1]+1 fir%¥ =1mod (3),
2. F_ +2]+1 fir¥ =2mod (3)
w3 fiir ¥ = 0mod (3),
=2 fiir ¥ =1 mod (3),
v ﬁir7 =2 mod (3)
%] +1 firw=0mod (3),
=4 [%]+1 firw=2mod (3),
1% firw = 1 mod (3).

Wir zeigen nun die Proposition und fithren dazu die bisher gezeigten Resultate zusammen:

(5.20),(5.21) (

dimRV—dimRU dimRE+dimRF—dimR(E+P)) -1

©2) dimpg E + dimg F — w — 2
(5.26),(5.28) w2

2-[=—1-2 L I-

Berechnen wir diesen Ausdruck und fiihren eine Fallunterscheidung beztiglich w modulo 12
durch, so erhalten wir

|52 —1 fiirw =0 mod (12),

dimg V —dimgprU =2
TR IR {LW“ fiir w # 0 mod (12)
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219 . dimg S,

= dimR Sk.

Insgesamt haben wir in diesem Abschnitt den folgenden Satz gezeigt:

Satz 5.35. Sei w € IN gerade und sei k := w + 2. Dann induziert die Periodenabbildung r einen
R-Isomorphismus 7 : Sy — V' /U, den Eichler-Shimura-Isomorphismus.

5.5 Eichler-Kohomologie

Definition 5.36. Sei w € IN gerade. Ein Kozykel ¢: SLo(Z) — RW'! beziiglich der Darstellung
70 : SLp(Z) — GLy11(R) heifit cuspidal, wenn es fiir alle M € SLy(Z) o ein ty € RYT! gibt mit

47(M) = (IW+1 - H(M)) ~tm.
Die Menge der cuspidalen Kozykel bezeichnen wir mit Z* (7).
Lemma 5.37. Sei w € N gerade. Die Menge Z'(7t) der cuspidalen Kozykel beziiglich der Darstellung

70 : SLp(Z) — GLy11(R) bildet mit der elementweisen Addition als Verkniipfung eine (kommutative)
Gruppe.

Beweis. Wir zeigen, dass Z!(7) eine Untergruppe der Gruppe der Abbildungen von SL,(Z)
nach R""! mit der elementweisen Addition ist.

Die konstante Abbildung ¢ = 0 ist ein cuspidaler Kozykel und die Menge Z!(7r) somit nicht
leer,

denn: Es gilt

S(MM) = 0 = p(M) + 72(M)$(M) fiir alle M, M € SLy(Z),
¢(M) =0 = (Lys1 — T(M)) -0 fiir alle M € SLy(Z)co.

Fiir je zwei cuspidale Kozykel ¢, ¢ € Z(7) gilt ¢ + ¢ € Z'(n),
denn: Wegen der Kozykelbedingung fiir ¢ und ¢ gilt fiir alle M, M € SL,(Z)
(¢ + §)(MM) = ¢(MM) + $(MM)
= (¢(M) + (M)§(M)) + ($(M) + 7t (M)$(M))
= (9 +¢)(M) + (M)(¢ + §)(M),

so dass auch ¢ + ¢ die Kozykelbedingung erfiillt. Wegen der Cuspidalitit von ¢ und ¢ gibt es
zudem fiir alle M € SL,(Z)o Vektoren tyy, frr € RV mit

@+ @) (M) = (M) + (M)
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= (Iys1 — 1(M)) - tm + (Ingr — w(M)) - E
= (Lu1 = (M) - (tm + Faa),

so dass auch ¢ + ¢ cuspidal ist. #
Fiir einen beliebigen cuspidalen Kozykel ¢ € Z!(7) gilt —¢ € Z! (),
denn: Wegen der Kozykelbedingung gilt fiir alle M, M € SL,(Z)

(@) (MM) = —(¢(M) + (M)p(M)) = (=¢)(M) + 7(M)(=¢)(M)
und wegen der Cuspidalitit von ¢ gibt es fiir alle M € SLy(Z)w ein ty € RV mit
(=¢)(M) = = ((Iws1 — (M) - tm) = (Lwsr — (M) - (—tm).-
#
O

Definition 5.38. Seiw € IN gerade. Ein Korand beziiglich der Darstellung t: SLy(Z) — GL11(R)
ist eine Abbildung : SLy(Z) — RYTL, fiir die ein t € R mit

$(M) = (Iyy1 — (M) -t fiiralle M € SLy(Z)

existiert. Die Menge der Koriinder bezeichnen wir mit B (7).

Lemma 5.39. Seiw € IN gerade. Die Menge B! (7t) zusammen mit der elementweisen Addition ist eine
Untergruppe von Z* (7).

Beweis. Es gilt @ # B(n) C Z'(n),

denn: Offensichtlich liegt die konstante Abbildung ¢ = 0 in B!(7), so dass letzteres nicht leer
ist. Zudem gibt es fiir jedes ¢ € B!(7) ein t € RV ! mit

Pp(M) = (Ius1 — (M)) -t fiir alle M € SLy(Z).
Fiir alle M, M € SL»(Z) gilt daher

l/J(MM) = ( w1 — 7T M

so dass i ein Kozykel ist. Zudem gilt fiir alle M € SL»(Z)
Pp(M) = (Ln1 — (M) -t

und somit sofort die Cuspidalitt. #
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Fiir je zwei Korander ¢, ¢ € B! () gilt ¢ — ¢ € B!(n),
denn: Nach Voraussetzung gibt es t,f € R"*1, so dass fiir alle M € SL,(Z)

(¥ — §)(M) = p(M) — $p(M)
= (L1 = T(M))(t) = (Lws1 — (M) (F)
= (Iv1 — (M) (t = )
gilt. #

Definition 5.40. Sei w € IN gerade. Die Faktorgruppe

H(n) := Zz'(7) /B (m)
heif$t die cuspidale Kohomologiegruppe oder auch die Eichler-Kohomologiegruppe. Die Restklasse
eines beliebigen cuspidalen Kozykels ¢ € Z' () in H'(7t) bezeichnen wir mit [¢).

Es stellt sich heraus, dass es zum Studium der Eichler-Kohomologie ausreicht cuspidale Kozy-
kel zu betrachten, die den Stabilisator SL;(Z ) von ico annullieren:

Fiir den Erzeuger T = (é 1) von SL;(Z) schreiben wir

ZY 7, T) := {¢ € Z'(n) : ¢(T) = 0},
BY (7, T) := {y € B(n) : ¢(T) = 0},
HY (7, T) := z(n, T)/BY (7, T)

Die Restklasse eines beliebigen cuspidalen Kozykels ¢ € Z!(7t, T) in H!(7t, T) bezeichnen wir
mit [¢]r. Dann ist die durch

. {Hl(n, T) — Hl(n), (5.30)
9] = [¢]
gegebene natiirliche Abbildung wohldefiniert,
denn: Fiir ¢, ¢ € Z1 (7, T) mit [¢p]7 = [P]r gilt
¢—¢ € B'(n,T) CB'(n)
und somit [¢] = [¢]. #

Zusammen mit der offensichtlichen Inklusion i: Z!(7r, T) — Z!(7r) und den kanonischen Pro-
jektionen der jeweiligen Kozykel auf die Kohomologie erhalten wir so das folgende kommuta-
tive Diagramm:

ZY (7, T)—— Z1(r)

Ky

H' (7, T) — H'(n)
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Proposition 5.41. Sei w € NN gerade. Die natiirliche Abbildung n: H' (7, T) — H!(7) ist ein Iso-
morphismus.

Beweis. Die Injektivitit von n zeigen wir wie folgt: Ein beliebiges Element von H! (7, T) ist von
der Form [¢]r mit ¢ € Z!(7, T) und wegen der Kommutativitit des Diagramms gilt

[i(¢)] =0
i(¢) € B'(n)
¢ € BY(m,T)
[l = 0.

[¢]T € Kern(n)

11ty

Zum Beweis der Surjektivitit von n betrachten wir einen beliebigen Vertreter ¢ € Z!(7) ei-
nes gegebenen Elements [¢] von H!(7r). Wir kénnen zu ¢ ein beliebiges Element aus B! ()
addieren, ohne seine Restklasse zu verandern. Definieren wir

(M) := (Lut1 — T(M))tr fiir alle M € SLy(Z)

mit dem Vektor t7 € R"*! aus der Definition der Cuspidalitdt von ¢, so liegt ¥ nach Definition
in B(77). Der Kozykel

(¢ —9)(M) := ¢(M) — (M)
= ¢(M) — (Lus1 — (M) )t fiir alle M € SL,(Z)
erfillt also
[¢— 9] = [9].

Andererseits gilt definitionsgemaf3

(@ = 9)(T) = ¢(T) = (Lut1 — 7(T)) tr

2 (Lys1 — 70(T)) tr — (L1 — 72(T))
=0
und also
¢—pcZn,T).
Mit der Kommutativitdt des Diagramms folgt

n([¢—¢lr) = [i(¢ — )] = [ —¥] =[],

so dass wir ein Urbild von [¢] in H!(7t, T) gefunden haben. O

Wir stellen nun einen Zusammenhang zwischen der Eichler-Kohomologie und den in Ab-
schnitt 5.4 betrachteten Vektorrdumen U C V C RW+t! her:
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Lemma 5.42. Sei w € IN gerade. Dann gelten fiir die Abbildung
L. {zl(n, T) — R,
e = (S)
die Inklusionen

W(ZYm,T)) CV und h(BY(m,T)) C U.

Beweis. Wir zeigen zunachst h(Z'(7,T)) C V und betrachten dafiir ein beliebiges ¢ €
ZY(7t, T). Dann gilt
h(¢) = ¢(S) € Kern(lw41 + 7(5)),

denn: Mit der Kozykelbedingung gilt
(Lus1 + 71(5)) - 9(S) = $(S) + 7(S)9(S) = $(S?) = (D).

Wegen —I, € SLy(Z) und der Cuspidalitit von ¢ folgt daraus die Existenz eines t_j, € R"*!
mit

(fws1 +72(5)) - ¢(S) = (hws1 — m(~D))tp, “*E 0.
#
Zudem gilt
h($) = ¢(S) € Kern(I41 + 71(ST) + 7t((ST)?),
denn: Mit der Kozykelbedingung gilt
¢(ST) = ¢(S) + 7(S)$(T) = ¢(S), (5.31)
((ST)") = ¢((ST)" 1) + ((ST)"1)¢p(ST) furalle n € IN. (5.32)
Hieraus folgt sofort
(w1 + 72(ST) +7((ST)?)) - ¢(S) = §(S) + (ST)¢p(S) + m((ST)*)$(S)
20 §(ST) + m(ST)P(ST) + 7((ST)*)(ST)
"2 9((ST)?) + ((ST)*)9(ST)
(ST = p(—h) 0.
#

Wir zeigen nun #(B! (7, T)) C U und betrachten dafiir ein beliebiges ¢ € B!(7, T). Dann gilt
#(T) = 0 und es gibt ein t € RY*! mit

P(M) = (Iyy1 — m(M)) -t fiir alle M € SL,(Z)
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und insbesondere
170(5) = (IW—H - 7T(S)) -,
0=19y(T) = (Iw+1 — N(T)) -t

Es folgt

1) = P(S) € (Lys1 — 7(S)) - Kern(Lysy — 71(T)) = UL

Lemma 5.43. Sei w € IN gerade. Bezeichnet h die Abbildung aus Lemma 5.42, so ist
h: ZYm, T) =V injektiv,
h: BY(m, T) - U bijektiv.
Insgesamt erhalten wir auf natiirliche Weise eine Injektion h: H' (7, T) — V /U.
Beweis. Die Injektivitit von h: Z!(7, T) — V ergibt sich, da ein ¢ € Z'(7, T) mit ¢(S) = 0

sowohl in S als auch in T verschwindet und daher geméfs der Feststellung nach Definition 5.29
konstant Null ist.

Hieraus folgt sofort die Injektivitdt der Einschrankung h: B!(7r, T) — U. Zum Nachweis der
Surjektivitdt betrachten wir ein beliebiges u € U. Fiir dieses gilt nach Definition

u= (Lyt1—7(S)) -t mit (L1 —7(T)) -t =0.
Die Abbildung

[SLy(z) — R,
Pt \m = (L1 — 77(M)) - ¢

ist ein Korand und erfiillt 1, (T) = 0. Somit gibt es fiir alle u € U ein ¢, € B!(mw, T) mit
h(u) = ¥y (S) = uund die Abbildung h: B!(7, T) — U ist surjektiv.

Wir beweisen nun die Wohldefiniertheit von /i und betrachten dafiir zwei Vertreter o, b €
Z1(7t, T) derselben Restklasse in H! (7, T). Fiir diese existiert ein ¢ € Bl(7, T) mit ¢ — ¢ = ¢
und nach Lemma 5.42 gilt

$(5),¢(S) €V und ¢(S) —(S) = ¢(5) € U.

Es folgt, dass h(¢) = ¢(S) und h($) = ¢(S) in derselben Restklasse von V /U liegen und somit
die Wohldefiniertheit von /.

Abschlieend zeigen wir die Injektivitit von /1. Dafiir betrachten wir zwei Elemente [¢]1, []1 €
H'(7t, T) mit Vertretern ¢, ¢ € Z'(rt, T), die

h(p) —h(@) =h(¢—¢) =uel
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erfiillen. Wegen der Injektivitat von h: Z!(7, T) — V und der Bijektivitat von h: B(7r, T) — U
folgt

¢—¢eB(n,T)
und also [¢]7 = [P]T. O

Fassen wir die Aussagen von Satz 5.35, Proposition 5.41 und Lemma 5.43 zusammen, haben
wir jetzt einen Zusammenhang zwischen dem Raum Sy der Spitzenformen von Gewicht k :=
w + 2 und der cuspidalen Kohomologiegruppe H'(7r) = H!(m, T) hergeleitet. Abschlieffend
fur diesen Abschnitt wollen wir diesen noch prézisieren:

Wir definieren eine R-lineare Abbildung

: {sk — Hl(n), N {SLQ(Z) 1&W+1
fooe gl M — [0 Re(f(z)z") dz).

Diese ist wohldefiniert,
denn: Fiir beliebige M, M € SL,(Z) gilt

- (MM)(0)
¢ANM®:=/AM1ORdf@ﬂWNt)

() (M0 ()
—/ dz) + ) Re(f(z)z™ dz)

M(0)
(5.14) / Re(f(z)z™) dz) + (M) - / Re(f(z)z™) dz)
0
= ¢¢(M) + (M) g5 (M)
und somit die Kozykelbedingung fiir ¢;. Weiter gilt fiir alle M € SLy(Z)c

(0)
@M@—/MOMUU()M)

= / Re(f W) dz) — / Re(f(z)z™) dz) (5.33)
M(0)
= (Iws1— N(M)) r(f)
so dass ¢ auch cuspidal ist und also in Z'(77) liegt. #

Satz 5.44. Seiw € IN gerade und sei k := w + 2. Dann ist das Diagramm

S — S H'(mn) >~ H'(n,T)

\/
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antikommutativ, das heifst, es gilt

hhontlo g=-r
und alle vorkommenden Abbildungen sind Isomorphismen; insbesondere gilt

Sy = H'(m) 2 HY(7, T).

Beweis. Wir zeigen zunachst die Antikommutativitat und betrachten dafiir ein f € S;. Da die
durch

(M) = (Lw1 — (M) -7(f)
definierte Abbildung ¥ in B!(7) liegt, gilt

8(f) = lgr] = [¢r —yl.
Wegen (5.33) mit M = T gilt ¢y — p € Z'(71, T) und also

(n~"og)(f) = [¢r — lr.
Es folgt
(hon=tog)(f)
— $4(S) — 9(S) mod U
5(0) ico
- / Re(f(2)2™ dz) — (Lys1 — 71(S)) / Re(f(z)z™ dz) mod U

0

0

S(ico)
LY " Re(f(z)z™) dz) mod U
5(0

0
- / Re(f(2)z™ dz) mod U
= —1(f)

und somit die Antikommutativitit.

Es verbleibt zu zeigen, dass alle vorkommenden Abbildungen Isomorphismen sind. Fiir den
Eichler-Shimura-Isomorphismus 7 ist dies gerade Satz 5.35. Die Bijektivitat von n~! haben wir
in Proposition 5.41 gezeigt. Die Injektivitit von /1 haben wir in Lemma 5.43 hergeleitet und die
Injektivitat von g folgt nun mit der Antikommutativitdt des Diagramms. Mit der Antikommu-
tativitat des Diagramms, der Bijektivitat von #, n~! und der Injektivitit von £, g folgt

dimg V/U = dimg Sy < dimg H!(7) = dimg H' (7, T) < dimg V/U.
Hieraus ergibt sich sofort
dimg Sy = dimg H' (1) und dimg H!(7, T) = dimg V/U

und somit die Surjektivitt von g und h. O
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5.6 Ubungsaufgaben

Aufgabe 5.1. In dieser Aufgabe wollen wir die Polynomdarstellung von GLy(R) auf P, (R) in einen
allgemeineren Kontext stellen. Hierfiir betreiben wir zunichst ein wenig multilineare Algebra:

Ist n € NN eine natiirliche Zahl und V ein Vektorraum iiber einem Korper K mit Basis {b1,...,b,}, so
ist

. TW(V) = <bi] ®'-'®biw | i,...,lw € {1,...,1’1}>R fiiTW eN
das w-fache Tensorprodukt von V.

o T(V):=®y_1 TV (V) mit der durch

{TW(V) x TV(V) — TV(V), fiir allew,v € IN

(by ®...®b;, b, @...0b;) —b®..0b, b, ®...0bj,
definierten Multiplikation die Tensoralgebra von V.

e Sym(V) := T(V)/I(V) mit dem homogenen Ideal (V) := (vQw —w®v | v,w € V)g
die symmetrische Algebra von V; fiir das Produkt von zwei Elementen v,w € Sym(V') schrei-
ben wir v - w.

e Sym"(V), das Bild von T" (V') unter der Projektion auf Sym(V),
die w-te symmetrische Potenz von V es gilt Sym(V) = @g,_; Sym™ (V).

Zeigen Sie nun fiir n,w € IN die folgenden Aussagen:
(@) GL,(R) operiert auf Sym"™ (R") durch

GL,(R) — GL(Sym"(R")),
M = (01 ... -0 = (Moq) - ... - (Moy)).

(b) Der Vektorraum Sym™ (R") ist isomorph zum Untervektorraum P (R) der homogenen Polyno-

me vom Grad w in R[Xy, ..., X,].

Aufgabe 5.2. Seiw € N gerade und seien F, G : H — R"T! zwei C*-Funktionen mit
Pm(F(x,y)) = (M) -F(x,y),  ¢m(dG(xy)) = (M) -dG(x,y)  firalle M € SLy(Z).

Zeigen Sie, dass dann

/[P\dG]:O

OF
gilt, wobei einfach und im positiven Sinne lings des Randes des Standardfundamentalbereichs F der
Aktion von SLy(Z) auf H integriert werde.

Hinweis: Unterteilen Sie die Integrationskurve geschickt in Teilstiicke und integrieren Sie einzeln lings
derselben.



5.6. Ubungsaufgaben 176

Aufgabe 5.3. Seiw € N gerade. Zeigen Sie, dass dann
Bild (P(Iy) — P(ST)) = Kern(P(L) + P(ST) + P((ST)?))
gilt.
Aufgabe 5.4. Mit dieser Aufgabe wollen wir die Giiltigkeit des Eichler-Shimura-Isomorphismus 5.35
explizit im Fall k = 12 iiberpriifen.
(@) Berechnen Sie die Matrizen 7t(S), 7t(ST) und 7t((ST)?).

(b) Ermitteln Sie aus den Berechnungen in Teil (a) eine konkrete Basis fiir den R-Untervektorraum

V = Kern(I;; + 7(S)) N Kern(I;; + 71(ST) + ((ST)?)) € R,
(c) Folgern Sie mithilfe ihrer Basisvektoren eine Beschreibung des Faktorraums V /U.

Aufgabe 5.5. Sei k € Z>4 gerade und sei f(z) = Y ;"1 a,(f)q" € Sk eine Spitzenform. Zeigen Sie
die folgenden Aussagen:

(a) Die DIRICHLET-Reihe®

L(fs) = ilanmn-s

konvergiert gleichmiiflig absolut auf Kompakta in der durch Re(s) > % + 1 gegebenen Halbebene
und stellt dort eine holomorphe Funktion dar, die Hecke-L-Funktion von f.

Hinweis: Benutzen Sie die Hecke-Abschitzung 2.38.
(b) Es gilt

/Oioof(z)zS dz = 1 (2m) S 'T(s +1) - L(f;s +1) fiiralles € C mit Re(s) >

N =

7

wobei T die in Ubungsaufgabe 3.2 eingefiihrte Funktion bezeichne.

Da das Integral links auf ganz C konvergiert, haben wir eine holomorphe Fortsetzung von L(f;s) auf
ganz C gefunden.

83Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859)



KAPITEL 6

Manins Periodensatz

In Kapitel 5 haben wir im Rahmen der Herleitung der Periodenabbildung fiir ein gegebenes ge-
rades w € IN zu jeder Spitzenform f € S,,12 sogenannte Periodenintegrale ro(f), ..., 1w (f) ein-
gefiihrt. In diesem Kapitel untersuchen wir diese im Spezialfall normierter Hecke-Eigenformen
genauer und stellen fest, dass es dort interessante Relationen zwischen ihnen gibt. Erste
Beispiele hierfiir wurden bereits 1957 von Eichler beschrieben und 1959 von Shimura er-
ganzt. Die entsprechenden Resultate stehen in engem Zusammenhang zum Eichler-Shimura-
Isomorphismus 5.35 und finden sich bei uns in Abschnitt 6.1. Wir folgen hierbei sowie in den
Abschnitten 6.3 und 6.5 den 1973 erschienenen Uberlegungen von MANIN,®, der weitere Re-
lationen entdeckte und diese mit denen von Eichler und Shimura zu seinem Periodensatz zu-
sammenfiihrte. Letzterer besagt, dass fiir eine normierte Hecke-Eigenform f € S,, > die Quo-
tienten

ri(f)
Vj+2(f)

stets im von den Fourier-Koeffizienten von f iiber Q erzeugten Korper Q(f) liegen, sobald der
jeweilige Nenner nicht verschwindet. Fiir konkrete Beispiele von f lassen sich dabei die Werte
der Quotienten mit den benutzten Methoden explizit bestimmen, so leiten wir etwa in Beispiel
6.26 fiir die Diskriminante A € S, die rationalen Verhéiltnisse

firje {0,...,w—2}

(n(8): 12(8) i ra(a)) = (1= 1o 20,

((8) s 3(8) 75(8) = (15 =G5+ 13 )

her. Manins Beweis benutzt Hecke-Theorie und Ergebnisse zu Kettenbriichen, welche wir in
den Abschnitten 6.2 und 6.4 aneignen.

%4Yuri Manin (*1937)

177
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6.1 Perioden von Spitzenformen

Seien w € IN gerade, k := w+2 und f € S;. Wie in (5.13) schreiben wir dann fiir alle j €

{0,...,w} N
:/0 f(z)7 dz

tir die Periodenintegrale — oder kiirzer auch Perioden — von f. Diese erfiillen eine Reihe von
Relationen, die wir in folgender Proposition zusammenfassen:

Proposition 6.1. Seien w € N gerade, k := w + 2 und f € Sy. Dann ist das Tupel (ro(f), ..., rw(f))
fiir alle Werte j € {0,...,w} Nullstelle der Polynome

ESH(Xo, .., Xw) i= Xj+ (=1) X,

' ] . Wi] W — /
ES]—-"_(XO,'--/XW) — X]+<_1)] Z </]\)Xw—j+/\+ Z < )\])X/\ ’

A=0 A=0
A gerade A-+j gerade
Lo (] W (w—j
ES; (Xo,-.., Xw) = Y Xo—jr+ Y X).
A=1 A A=0 A
A ungerade A+j ungerade

Beweis. Analog zu unseren Uberlegungen im Beweis von Lemma 5.26 zeigt man

(Loy1 + 7(ST) + n((ST)z)) /0 ~ fz)z™ dz = 0.

Mit Proposition 5.10 ldsst sich dies zu

[ CECE <>M0m=
/()ioof(z)zwdz+/() S’)ET dZ /GDST ()dz):

tibersetzen. Mit zeilenweisem Auslesen und (5.7) erhalten wir fiir alle j € {0,...,w}
/ f(z) z]—i— 1)/ Wﬂ'dz) =0,
/ f(z) zf + (=1 (z+ D)V 4+ (=1)(z + 1)sz‘1) dz = 0.

Aus der ersten Zeile lesen wir sofort ab, dass (ro(f),...,rw(f)) firallej € {0,...,w} Nullstelle
von ES+ ist. Wenden wir auf die zweite Zeile den binomischen Lehrsatz an, so erhalten wir fiir

allej € {0,...,w} die Identitat

[Sra (e E (T (D)o e
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Aus dieser folgt, dass (ro(f),...,rw(f)) fiiralle j € {0, ..., w} Nullstelle von ES;’ und ES;” ist,

denn: Nach Satz 4.32 hat Sy eine Basis aus normierten Hecke-Eigenformen und nach Teil (b) von
Proposition 4.31 haben diese reelle Fourier-Koeffizienten, liegen also in SX. Fiir jedes f € Sit
ist f(it) € R fur alle t € R~. Es folgt

ri(f) = /0 " f(2)7) dz = /O G @nide = it /0 "t at, 62)

so dass fiir f € S die Perioden ryj41(f) reell und die Perioden ry;(f) imaginir sind. Die
Behauptung folgt, wenn wir (6.1) in Real- und Imaginarteil aufspalten — zunédchst fiir normierte
Hecke-Eigenformen und nach linearer Kombination fiir beliebige Spitzenformen. #

O

Mit den Beobachtungen gegen Ende des Beweises von Proposition 6.1 ldsst sich fiir reelle Spit-
zenformen f € S{ das Bild der Periodenabbildung r aus Definition 5.25 durch die Periodenin-
tegrale darstellen. In der Notation von Abschnitt 5.4 gilt ndmlich

()= [ Rl de) = [ f(e) Ree) )
= "(0,11(f),0,...,7w_1(f),0) €V,

(6.3)

aber auch

r <1 f> = /Oioo Re <1f(z)z(w) dz) = /Oioof(z) Re (12(‘”) dz)

) t(”o(f),O,?’z(f),...,O,VW(f)) e V.

(6.4)

~| =

wobei wir fiir die jeweils zweite Gleichheitszeichen eine Parametrisierung des Integrals langs
der imagindren Achse annehmen konnen. Dieser Zusammenhang ermoglicht es, den Raum
S vermdge des Eichler-Shimura-Isomorphismus 5.35 durch Periodenintegrale zu beschreiben.
Bevor wir dies tun, fithren wir noch etwas hilfreiche Notation ein:

Definition 6.2. Wir betrachten den R-Vektorraum
R“™ = {"(ro,71,...,7w) | 0,71, ..., 1w € R}
als Menge von angeordneten (w + 1)-Tupeln und passend dazu

RWHL— .= {t(r1,r3,...,rw,1) | 71,73,. .., Tw—1 € R} = R?,

w+2
RY* V= {*(ro, 72, ..., 1) | 10,72, .., 7w € R} = R".

Dann definieren wir die Untervektorriume
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o V= C RYHL™ gller Vektoren '(r1,...,1w_1) € RYTL™ mit

ESJ‘L(Oz r,0,...,7w=1,0) =0 fiir alle ungeraden j € {0,...,w},
E5j+ (0,71,0,...,7w—1,0) =0 fiir alle ungeraden j € {0,...,w},
ES]._ (0,7,0,...,7w—1,0) =0 fiir alle geraden j € {0,...,w},

o V't C RYHLH gller Vektoren '(rg, ..., 1) € RYTVT mit

Es]#(ro,o, .,0,7y)
ES;r(rg, 0,...,0,7w)

ES]-_ (r0,0,...,0,7w)

fiir alle geraden j € {0,...,w},

0
0 fiir alle geraden j € {0,...,w},
0 fiir alle ungeraden j € {0,...,w}.

Bemerkung 6.3. Die in Definition 6.2 eingefiihrten Vektorriume V' und V=~ stehen iiber die kanoni-
schen Einbettungen
l:l: . Rw+1,:t N Rw+1

in enger Beziehung zu den Vektorrdumen V und U aus Abschnitt 5.4. Es gelten die folgenden beiden
Aussagen:

(@) Nach Konstruktion gilt
V=1V (V).

(b) Dadie Perioden ro(f) und ry(f) in allen Gleichungen in Proposition 6.1 die gleichen Koeffizienten

haben, gilt

(5.20)

u (Y(1,0,...,0,=1))g C F(VH).

Wir nutzen die Ambiguitit der Notation fiir uns aus und schreiben ab sofort auch einfacher

‘(1,0,...,0,-1) e V™,

Wir erhalten nun die folgende Neuformulierung des Eichler-Shimura-Isomorphismus 5.35 fiir
reelle Spitzenformen:

Satz 6.4. Die Abbildung
— {S}f‘ V-,
: t
foo=(nmf)raalf))

ist ein R-Vektorraumisomorphismus und die Abbildung

R +
. )5 =V

r '{f = 0l ral)

ist ein injektiver R-Vektorraumhomomorphismus, dessen Bild eine Hyperebene in V' ist, die den Vektor
t . .
(1,0,...,0,—1) nicht enthiilt.
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Beweis. Zunéchst ist nach Proposition 6.1 und Definition 6.2 klar, dass r~ und r* beide wohl-
definiert sind und also tatsichlich Werte in V~ bzw. VT annehmen.

Nach (6.3) bzw. (6.4) gilt

; 1

or+) :r]%.sgo(,-). (6.5)

(1"or) = r|511§ bzw. (1 z

Mit der in Proposition 5.32 gezeigten Injektivitdt von r folgt die Injektivitit von (1~ o7~ ) und
(17 or") und somit auch die von r~ und r*.

Nach Bemerkung 6.3 und Proposition 5.32 gilt zudem
'(1,0,...,0,—1) € (V) ~r(Sk)
und mit (6.5) insbesondere auch

(1,0,...,0,—1) € V¥~ rH(SR).

Fiir den Rest des Beweises fiihren wir Dimensionsbetrachtungen zusammen, die wir schon frii-
her angestellt haben: Aus der Injektivitit von = und r* sowie aus '(1,0,...,0,—1) ¢ rt (SR)
folgen

dimg Sf < dimgr V- und dimg S§ < dimg V" — 1.

Im Beweis von Proposition 6.1 haben wir eingesehen, dass Sy eine Basis aus Spitzenformen mit
reellen Fourier-Koeffizienten hat. Hieraus folgt

2 dimg Sf = 2 dimg S = dimp S

°3 dimg V — dimg U

2 Qimp V — 1

*2 dimp V™ + (dimg V' — 1)

und somit insgesamt der Satz. O

6.2 Kettenbriiche

Um in Abschnitt 6.3 fiir alle k,n € IN die Perioden der Bilder von Spitzenformen f € S{* unter
dem n-ten Hecke-Operator T,, untersuchen zu konnen, fithren wir in diesem Abschnitt mit dem
Begriff der Kettenbruchentwicklung reeller Zahlen zunéchst ein Hilfsmittel ein. Diese kommt
—1im Gegensatz etwa zur Dezimalentwicklung — ohne Basiswahl aus und weist dariiber hinaus
zahlreiche weitere bemerkenswerte Eigenschaften auf:
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Definition 6.5. Fiirag,...,a,, € Rmita;...,a, > 0 setzen wir

[a0,a1,...,am) == ap+

a1+

und nennen das Tupel ((ag, .. .,am), [ao, ..., am)) einen endlichen Kettenbruch mit Wert [ag, . .., ap].
Ist (an)nen, eine Folge reeller Zahlen mit a, > 0 fir n € IN und existiert der Grenzwert
limy,,_co[ao, . - ., ay), dann setzen wir

[ag,a1,...] := lim [ay, ..., a,]
n—oo

und nennen das Tupel ((an)new,, [0, a1, . . .]) einen unendlichen Kettenbruch mit Wert [ag, a1, . . .].

Unter einer Kettenbruchdarstellung einer reellen Zahl x verstehen wir einen Kettenbruch, dessen
Wert durch x gegeben ist, also einen Kettenbruch der Form ((ao, ..., am),x) oder ((an)nen,, X). Eine
solche Kettenbruchdarstellung von x heifst eine Kettenbruchentwicklung von x, wenn ag € Z ist und
a, € N fiir allen € N, sowie a,, # 1, falls die Kettenbruchdarstellung endlich ist.

Bemerkung 6.6. Die obige Definition des Wertes endlicher Kettenbriiche lisst sich auch induktiv for-
mulieren: Es ist dann [ag] := ag sowie

L | fiirallei € IN.

[a0, ..., ai,4i+1] :== [ao,...,ai—1,a; +
ai+1

Beispiel 6.7. (a) Es ist

65 11 1 1 1 1
— =24+ =-—=24+—==2 =2 =2+ —=12,2,2,5
7 T Tty T o + L + 1 [ ]
1 BT BT + 1
5 T35
und also ((2,2,2,5), $2) eine endliche Kettenbruchentwicklung von $2.

(b) Falls der Grenzwert ¢ = limy,_,0[1,1,...,1] existiert, dann gilt offensichtlich
N—

n—mal

1+

1+4...

also > — ¢ — 1 = 0. Die einzige positive Losung dieser Gleichung ist ¢ = ”T‘@, der Goldene
Schnitt. Somit ist vorbehaltlich der Existenz des obigen Grenzwertes ([1,1,.. ], ¢) eine unendliche
Kettenbruchentwicklung des Goldenen Schnittes.
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Zur Berechnung von Kettenbruchentwicklungen dient der folgende Algorithmus:
Algorithmus 6.8 (Kettenbruchalgorithmus). Es soll die Kettenbruchentwicklung von x € R be-
stimmt werden.

(1) ag:=|x| €Z,to:=x—a9 €[0,1) und m := 0.

Ami1 = [Cm] €N
tm+1 = (;(m — Ayt € [0, ].)
6) m:=m+1

)

3) = t%,,
)
)

Falls die Schleife (2) — (6) terminiert, falls also nach endlich vielen Schritten t,, = 0 erreicht wird,
so ist ((ao,...,am),x) die Kettenbruchentwicklung von x. Falls die Schleife nicht terminiert, so ist
((an)nen,, x) die Kettenbruchentwicklung von x.

Man kann elementar zeigen, dass der Kettenbruchalgorithmus ein korrektes Ergebnis liefert,
indem man den folgenden Satz zeigt:
Satz 6.9. Sei x € R. Dann gilt:

(a) Die Zahl x besitzt eine eindeutig bestimmte Kettenbruchentwicklung. Diese wird durch den Ket-
tenbruchalgorithmus 6.8 geliefert.

(b) Die Kettenbruchentwicklung von x ist genau dann endlich, wenn x rational ist.
Ist die Kettenbruchentwicklung von x durch ((ao, ..., am), x) bzw. ((ay)newn,, X) gegeben, dann heiflen

die rationalen Zahlen |ay, . .., a,] mit n € No —und n < m fiir x € Q — die Ndherungsbriiche von x.

Das werden wir in dieser Vorlesung nicht durchfiihren, aber immerhin einige Teilergebnisse
auf dem Weg dorthin diskutieren. Einerseits untersuchen wir, was passiert, wenn der Ketten-
bruchalgorithmus 6.8 nach endlich vielen Schritten terminiert:

Lemma 6.10. Mit den Notationen aus dem Kettenbruchalgorithmus 6.8 gilt fiir ein beliebiges x € R:
(@) Ist m € Wq mit t,; # 0, dann ist x = [ag, ..., am, Cm)-

(b) Ist m € Ny mit t,, =0, dann ist x = [ay, ..., ay|. Im Falle m > 1 ist dabei a,, > 1.

Es folgt, dass der Kettenbruchalgorithmus, falls er nach endlich vielen Schritten terminiert, eine endliche
Kettenbruchentwicklung von x von der Form ((ao, ...,am),x) ausgibt.

Beweis. Wir zeigen zundchst Behauptung (a) per Induktion nach m und setzen dafiir m = 0
und ¢y # 0. Dann ist

1 1
So=—=

tg_x—ao
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und deshalb

1
x = ag+ — = [ao, Co)-

¢o

Das zeigt den Induktionsanfang. Fiir den Induktionsschritt nehmen wir nun an, wir hatten
bereits x = [ao, ..., am, Cm| fir ein m € Ny gezeigt und es gelte t,, 11 # 0. Wir erhalten

1
x = [ao, ..., am,Cm] = a0, -, Qm, Gy1 + tms1] = [A0, -+ ., A, A1 + ]
éerl
= [aO/ ceesAmy am-‘rl/ ‘:m—H]
und somit Behauptung (a).
Wir zeigen nun Behauptung (b). Ist hierbei einerseits tp = 0, so gilt offenbar x = [ag]. Ist

andererseits m > 1 mit t,, = 0, so ist t,,_1 7# 0, weshalb sich aus Aussage (a) unmittelbar
x =lag,..., am—1,Cm—1] ergibt. Mit 0 = t,, = &,—1 — a,, folgt x = [ap, ..., ay]. In diesem Fall ist
am = Cp1 = 7= > 1 wegen t,_1 € (0,1). O

tm—1

Fiir den Fall, dass die Kettenbruchentwicklung nicht nach endlich vielen Schritten terminiert,
gibt es die folgenden wichtigen Rechenregeln, die wir hier in einem (unbewiesenen) Lemma
zusammenfassen:

Lemma 6.11. Sei (a,)nen, eine Folge ganzer Zahlen mit a,, > 1 fiir n > 1. Wir setzen

p2:=0, p_1:=1, pu:=anpu_1+pn— fiirallen >0 (insb. py = ay),
g—2:=1, g-1:=0, qu:=angn-1+qu— fiirallen >0 (insb.qo=1),

oder alternativ in Matrixschreibweise:

(0 1)~ (2~ (i 2)- 3 D) wene

Dann gelten die folgenden Aussagen:

Pn pnfl . ap 1 a, 1 a, 1 )
(a) <qn %z—l) - <1 0) <1 O> e (1 0> fur allen € INp.

(d) [ao,...,an] = Z" fiir alle n € INy.
CPn+ P .

c) lag,...,a,, ¢ = 2—"—= tirallen € Ny, & € Ryyp.

(© [a0 ¢l Ean+ Tn f 0,G € R>o
(d) gns1 > qn fiirallen € IN, insbes. g, > n.
() 91> qo0 mit Gleichheit genau fiir a; = 1.
() Pudn-1— Pu_1qgn = (—=1)""! fiir alle n € Ny.

(8) Pnln—2 — Pn—2qgn = (—1)"ay fiir alle n € INy.

(h) ggT(pu,qn) =1 fiir alle n € Ny.
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6.3 Die Wirkung von Hecke-Operatoren auf Perioden
Seienn € IN,w € 2IN, k := w+2und f € Si. In diesem Abschnitt untersuchen wir die Perioden
ri(flkTn) furalle] € {0,...,w} (6.6)

des Bildes von f unter dem n-ten Hecke-Operator T, und zeigen, dass sich diese als ganzzah-
lige Linearkombination der Perioden 7;(f) mit j € {0,...,w} schreiben lassen. Als Vorarbeit
hierzu beginnen wir mit einer ersten Anwendung der in Abschnitt 6.2 eingefiihrten Kettenbrii-
che auf Periodenintegrale:

Lemma 6.12. Seien w € IN gerade, k := w+2 und f € Sy. Fiiralleq € N, p € Z mit |p| < q und
j €{0,...,w} lassen sich dann die Integrale

/05 f(z)7 dz

als Z-Linearkombination der Perioden von f schreiben. Die Koeffizienten dieser Linearkombination sind
dabei unabhingig von der Wahl von f.

Beweis. Ohne Einschrankung konnen wir ggT(p,q) = 1 annehmen. Fiir 0 < p < g hat dann %
eine Kettenbruchentwicklung der Form

((O,al,...,am),Z> mit einem m € IN.

Sind nun £, ..., 2* die Ndherungsbriiche von £, so liegen fiir ein beliebiges i € {1,...,m} die
q0 q

Matrizen "
Mo (Pi (CD7lpia) eu@ (00 1) (a1 g 1\ (1 0
TA\g ()7 q) T \1 o)1 o) \1 o)\ (1))

(
(
e (G )= (6 (i o)

M;(0) = —Z:_', W, ico) = —Zlf’i.

Mit p—g = 0und % = g und, wenn wir Satz 5.22 wie im Beweis von Lemma 5.26 verallgemeinert
anwenden, folgt

m Pi

/o f(z)7 dz = ;ﬁf’] f(z)7 dz

9i-1

==
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n i (o) .
= Z/M f(z)Z dz

i=1 7/ Mi(0)

= 121/ (PM Z] dZ)
:g/o f(2)P("M;)(2177) dz,

wobei wir fiir das letzte Gleichheitszeichen wie im Beweis von Proposition 5.10 argumentiert
haben, und analog

/hf z)zl dz = — Z/ f(2)P( M) (21" ) dz.

Nach Definition der Polynomdarstellung P und wegen der Ganzzahligkeit der Koeffizienten
von M; bzw. M; ist P('M;)(z/1"~7) bzw. P( t]\7Ii) (z/1%~7) eine von der Wahl von f unabhingi-
ge, ganzzahlige Linearkombination der Monome z%,z},...,z". Insgesamt haben wir somit das

Lemma gezeigt. ]

Korollar 6.13. Seien w € IN gerade, k := w + 2 und f € Sy. Seien weiter ¢ € IN, p € Z mit |p| < q
und j,J € {0,...,w}. Dann verschwinden in der nach Lemma 6.12 existenten Z-Linearkombination
von Perioden r,(f) mit v € {0, ...,j} des Ausdrucks

4 _»
—1)]"]/L7 f(z)zjdz—i—/ " f(2)7 dz
0 0
alle Koeffizienten zu den Perioden mit v # | mod (2).

Beweis. Wir betrachten
—1)]*]/qf(z)z] dz+/ " f(2)7 dz
w2y [ g ( 1) TR(* M) (fm,.>><zf1wf>dz

i=1

[ s ( 1 TR('M;) - (2 é)P(tMi)IP<_Ol 2))(zflw_f)dz

= o f ( 1)/ TP(IM;) (Z1V ) — (=1)P <(1) é) ]P(tMi)(zfle)) dz.

i=1

3

(=]

30

o

3

(=]

Durch die Aktion von P(] ) wird fiir jedes v € {0,...,w} die Potenz z¥ auf z"~V abgebildet,
so dass saimtliche Summanden im obigen Ausdruck bis auf einen ganzzahligen Vorfaktor von

der Form
/ fl(z < 1)z —(—1)sz”> dz
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= (=1 (r(f) = (=) ru—u(f))
= (—1)j_]ESl,L(r0(f),...,rw(f)) firv # J mod (2)

sind und nach Proposition 6.1 somit verschwinden. O
Nun konnen wir die Perioden aus (6.6) beschreiben:

Satz 6.14. Seien n € IN, w € 2IN und k := w + 2. Dann gibt es Koeffizienten
m;j(n) firalej,J €{0,...,w}

mit den folgenden Eigenschaften:

(i) mjj(n) =0fiirallej # ] mod (2),

i) r(flkTn) = Z}N:o mj,](n)rj(f)filr alle f € 5.

Beweis. Es gilt

T = [T R de

ad=n
a>0
b mod (d)
foo nk-1 & nz b
_ ]
- L (Eei) e
- R AN

wobei der Stern iiber dem Summenzeichen anzeigen soll, dass die Terme fiirn € {£ %} mit Vor-
faktor } zu zdhlen sind. Nun ziehen wir das Integral in die endliche Summe und substituieren

. 2 .
mit z — % — ’;—d. Wir erhalten:

r(flkTu) = ), n;kl i/oiwf<;l§—l—z>z]dz

0<d|n Mg%
pk=1 . pico 2z bd\ a2
=L L, f(Z)<n_n> W
0<d|n lb|<4 4
500 n w—J * ico g (67)
2y (5 (/ —/ )f(z)(dz—b)]dz
0<d|n |b|§§ 0 0
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wobei die letzte Gleichheit mit dem binomischen Lehrsatz folgt. Somit sind die Perioden
r1(f1xTn) ganzzahlige Linearkombinationen der Groflen

b/d .
ri(f) und / f(z)Zdz  mitjeweils0 <j <]
0
und nach Lemma 6.12 sogar ganzzahlige Linearkombinationen der Perioden r;(f) mit j &

{0,...,w} alleine. Wir haben also Koeffizienten m; ;(n) € Z mit Eigenschaft (ii) gefunden.

Es verbleibt zu zeigen, dass diese Koeffizienten auch Eigenschaft (i) erfiillen. Nach den obigen
Uberlegungen gilt

aitn = (278 8 (o ([ seda )

Y Z <]v>djbj]<(—1>j]/ng(z)zjdz

Man beachte, dass sich die Summanden ((—1)/~/ + 1) r;(f) fiir j # ] mod (2) verschwinden.
Es gentigt daher zu zeigen, dass in den Termen

b>0

die Koeffizienten der Perioden, deren Index eine zu | unterschiedliche Paritit aufweist, alle
Null sind. Das ist aber gerade Korollar 6.13. O

Nach Satz 6.14 sind fiir beliebige n € IN, w € 2IN und k := w + 2 die Endomorphismen

]Rw—i-l,— N Rw+l,—,
Tﬁ . t g W W
" (7’1,7’3,...,7’\,\/7]) — (ij,l (n)?’]’,. . '/ij,w—l(n)rj>/
j=0 j=0
Rw+1,+ N Rw+1,+,
T, :

t w w
“ro,ra, . Tw) (Z mjo(n)rj,..., Y mjlw(n)r]-)
=0 =0

wohldefiniert. Dies ermoglicht eine genaue Beschreibung der Werte der Hecke-Bilder reeller
Spitzenformen unter den Abbildungen r~ und r* aus Satz 6.4:

Proposition 6.15. Seienn € IN, w € 2IN und k := w + 2. Fiir eine beliebige reelle Spitzenform f € Si*

gilt dann
= (flkTa) = Ty (r(f))-
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Beweis. Wir berechnen

Ty (= () & Ty ("r1(F),73(f), -t ()

= (i m]‘/1<1’l>1’]‘(f), ey i mj,wl(”)”(f))
j=0 J=0
6':4 f Tl(f‘an)/- . -/rW—1<.ﬂan>)
=1 (flxTn)
und analog

THH () & T (o) ra(f), -l )

= (S om0 Eomton)
j=0 j=0

614 1 ¢
= - (

10(flkTu), - 1w (flkTn))
= 7’+(f’an)-

6.4 Das Lemma von Heilbronn

Mit Blick auf den Beweis des Periodensatzes von Manin 6.21 in Abschnitt 6.5 setzen wir die
in Abschnitt 6.2 eingefiihrten Kettenbruchentwicklungen ein weiteres Mal ein, diesmal, um
bestimme Losungsmengen quadratischer Formen zu beschreiben. Hierfiir setzen wir:

Definition 6.16. Sei g > 1 eine ganze Zahl. Eine Losung der Gleichung
g = AN + 56 (6.8)

ist ein geordnetes Quadrupel (A, N, 5,8") von Zahlen, die diese Gleichung erfiillen. Eine solche Losung
heif$t zuldssig, wenn sie aus ganzen Zahlen besteht, die die folgenden Bedingungen erfiillen:

e geT(A,0) =1und ggT(A,d) =1,
o entwederist (0 <6 < Aund0 <& < A)oder (0 <5< <A=qund0=¢ <A =
k=1
und fast zuldssig, wenn sie aus ganzen Zahlen besteht, fiir die nur die folgende, abgeschwiichte Bedin-
gqung gilt:

o entweder ist (O<5<Aund0<5/<A’)oder(0<5§%<A|qund0:5’<A’:%)

Die Menge der zuldssigen bzw. fast zuldssigen Losungen (A, A, 6, 6") der Gleichung (6.8) indu-
ziert eine endliche Familie von Paaren (A, §), die in diesen Losungen vorkommen, die Familie
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Foul(g) der g-zuldssigen Paare bzw. die Familie F ., der fast g-zulissigen Paare. Wir wer-
den spater Funktionen auf Paaren ganzer Zahlen tiber diese Familie aufsummieren miissen.
Fiir praktische Zwecke bietet es sich daher an, die Familie .7, ;) bzw. die Familie %, ,(,) als
die Menge der unterschiedlichen und mit geeigneten Vielfachheiten ausgestatteten Paare (A, )
zu betrachten.

Im Jahr 1969 erschien das folgende Resultat von HEILBRONN:®

Satz 6.17 (Lemma von Heilbronn). Fiir eine ganze Zahl q > 2 stimmen die folgenden beiden Familien
geordneter Paare ganzer Zahlen iiberein:

(i)  Die Familie Fypy) der Paare (q;, ;1) aufeinanderfolgender Nenner von Niherungsbriichen der

Kettenbruchentwicklungen beliebiger rationaler Zahlen g € QmitggT(p,q) =1und1 <p<
9

-

(ii)  Die Familie 7., der g-zuliissigen Paare.

Zum Beweis des Lemmas von Heilbronn 6.17 driicken wir Kettenbriiche durch Quotienten von
Werten bestimmter Polynome aus und schaffen uns so eine Moglichkeit, Kettenbriiche rekursiv
zu konstruieren. Als Polynome wihlen wir hierbei:

Definition 6.18. Fiir m € Z_1 seien die Polynome Q, € Z[X1, X3, .. .] rekursiv definiert durch
Q_1:=0, Qo:=1 und Qu:=Xm Qm-1+ Qu—2 fiirallem € IN.

Fiir m € W gilt hierbei offensichtlich Q,, € Z[Xy, ..., Xm|, was die Schreibweise Qu (X1, ..., Xpy) an
Stelle von Qu, (X1, X, . . .) rechtfertigt.

Durch einfaches Vergleichen der Rekursionsformel der Polynome aus Definition 6.18 mit der-
jenigen aus Lemma 6.11 erhidlt man sofort:

Lemma 6.19. Sei (a,)ne eine Folge natiirlicher Zahlen. Dann gilt

[Olall"‘lam] = Qm—l(HZI"'Iam) fui’ allem € IN().

Qm(all' . -/[’Zm)

Mit ag := 0 prizisiert sich dies zu

Qm-1(az, ..., anm) = pm und Qu(ay,...,am) = Gm.

Neben der Rekursionsformel aus Definition 6.18 erfiillen die Polynome Q,, noch weitere Re-
kursionseigenschaften:

Lemma 6.20. Es gelten die folgenden Aussagen:

65Hans Arnold Heilbronn (1908-1975)
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(a) Qm(Xlx- . ,Xm) = Qm(Xm/ . .,Xl)fﬁr allem € Zz_l.
(b) Qm(Xl/- . .,Xm) = Xlmel(Xz,. . .,Xm) + Qm_z(Xg,. . .,Xm)fiii’ allem € IN.
(c) Fiirallem € INo und alle 0 < i < m gilt

Qm(Xlz--~/Xm) == Qi(Xll' . -/Xi) : Qm—i(Xi-H/- . er)
+ Qi—l(X]/ .. '/Xi—l) : Qm—i—l(Xi+2/ .. /Xm)

Beweis. Wir zeigen zundchst Behauptung (a), also die Symmetrie der Polynome Q,;,. Diese Aus-
sage gilt offensichtlich fiir m = —1 und m = 0, da die betreffenden Polynome konstant sind,
und fiir m = 1, da Q; ein Polynom in nur einer Variablen ist. Fiir m = 2 gilt

Q2(X1, X2) = X20Q1(X1) + Qo = X2 X1 +1 = Q2(X2, Xy).

Wir nehmen nun an, die Symmetrie der Polynome Q,, sei bis zu einem fest gewdhlten m >
2 bereits gezeigt. Durch abwechselndes Anwenden der Rekursionsformel aus Definition 6.18
und der bereits gezeigten Symmetrieeigenschaften erhalten wir dann

6.18
) == Xm+1Qm(X1/ ce /Xm> + mel(Xlr e /mel)

= Xnt1Qm(Xm, .-, X1) + Qum-1(Xm—1, ..., X1)

L5 Xpin (X1Qm-1(Xm, .-, X2) + Qu-2(Xm, ..., X3))
)

+ (X1Qm—2(Xm-1,-- ., X2) + Qu-3(Xp-1,. .., X3)

Qum+1(X1, -+, Xins1

= Xl (Xm+lQm—1(X2/ ceey Xm) + QTI’Z*Z(XZI oo Xm—

1
+ (Xn+1Qu—2(X3, ..., Xon) + Qu-3(X3,. .., Xpu-1))

6.18
= X1Qm(X2, .-+, Xint1) + Qu-1(Xz, ..., Xyps1)
)

= X1Qm(Xm+1,---, X2) + Qm-1(Xm11,..., X3

6.18
= Qm+1 (Xm—i-l/ ceey Xl)/

also die Symmetrie von Q,,4+1 und somit insgesamt Behauptung (a).

)

Zum Beweis von Behauptung (b) verwenden wir die bereits bekannte Rekursionsformel und
erhalten fiir ein beliebiges m aus den natiirlichen Zahlen

Qm(X1/~ . /Xm) g QW(X‘MI . ~/X1)
6.18

= XlQm—l(Xm/ sy XZ) + QM*Z(XTHI cecy X3)
D X1Qu-1(X2,e oo X) + Qui2(Xa, o, Xin)-
Schlieflich zeigen wir Behauptung (c) und wéhlen dafiir fest ein beliebiges m € INy. Fiiri = m

ist dann die Behauptung wegen Qo = 1 und Q_1 = 0 offensichtlich korrekt. Nehmen wir nun
an, die Behauptung gelte fiir ein festes 0 < i < m. Es folgt

Qm(Xlr .. /Xm)
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= Qi(X1,--+, Xi) - Qu-i(Xis1,- -+, Xm)
+Qi1(Xy, ., Xi1)  Queic1(Xiga, oo, Xom)

618(X Qi1(X1,..., Xic1) + Qio(X1, ..., Xic2)) - Qu—i(Xig1, - -+, Xm)
+Qi-1(X1, o, Xic1) - Qu—ic1(Xig2, -, Xim)

= Qi1(X1,. ., Xic1) - (XiQu—i(Xig1, -+, Xim) + Quic1(Xig2, -+ -, Xim))
+Qia(X1, -+, Xi2) - Qui(Xig1, -+, Xin)

Q0 (X1, Xi1)  Qui1 (K Xon)
+Qi2(X1, -+, Xi2) - Qui(Xig1, - -+, Xim)

= Qi (Xt K1) Qi) (K1 - Xon)
+ Qi—1)=1 (X1, -+, X(i—1)=1) * Quu—(ic1)—1(X(i—1)52/ - - - Xim)

und also die Behauptung fiir i — 1. O
Mit diesen Werkzeugen ausgestattet zeigen wir nun das Lemma von Heilbronn:

Beweis von Satz 6.17. Sei q > 2 fiir diesen Beweis fest gegeben.

Wir zeigen zunéchst die Inklusion Fp, ) C Z.u(q)- Bezeichne dabei m( ) fiir ein p € IN die
Lénge der Kettenbruchentwicklung Von . Dann gibt es fiir jedes Paar (ql, qi-1) € Fxp(g) €in
Paar (p,i) in der Indexmenge

Ixg(q) :=A{(pi) [1<p < q,ggT(m) =1,1<i< m<Z)},

so dass gq; bzw. g;_ 1 der Nenner des i-ten bzw. (i — 1)-ten Naherungsbruchs der Kettenbruch-

entwicklung von ¢ g E ist.

Sei nun ein festes Paar (q;,9;-1) € Fkp(y) gegeben und sei (p,i) € Igp(, ein passendes Index-
paar. Nach Satz 6.9 besitzt die zugehorige rationale Zahl s eine eindeutig bestimmte Ketten-
bruchentwicklung der Form

((ao,al,...,am),E) mit m : —m(E)
q q
Hierbei gelten die Eigenschaften
ap 2 LZJ 0 wegen p < ¢, (6.9)
M L j © j 2 wegenl < p < g, (6.10)
q
Ay > 2 nach Lemma 6.10 (b). (6.11)

Um (g;,9i-1) als Element von .7, (;) zu erkennen, setzen wir

A= Qi(all' . ‘Iai)l 0= Qi—l(all' . -/ai—l)/
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A/ = Qm,i(alqu, e ,am), (S/ = Qm,i,l(ai+2, SN ,am)

und stellen fest, dass nach Lemma 6.19 unabhingig von der Wahl des Paares (p,i) € Ixp(,) die
Identitat

(A,6) = (qi,qi-1)
gilt. Zum Beweis der Inklusion Fgp,) C F,,(,) gentigt es daher die g-Zuldssigkeit von (A,6)
zu zeigen. Wir weisen die geforderten Eigenschaften sukzessive nach:

Nach Teil (c) von Lemma 6.20 gilt zunéchst

AN + 68 = Qula, ..., am) = g = q.
Weiter ist auch ggT(A,d) = ggT(A, ') =1,

denn: Nach Lemma 6.19 handelt es sich bei A und § um zwei aufeinanderfolgende Nenner von
Néherungsbriichen aus derselben Kettenbruchentwicklung, so dass es nach Teil (f) von Lemma
6.11 zwei ganze Zahlen a,b € Z mit

aA+bé =1

gibt. Wegen der in Teil (a) von Lemma 6.20 nachgewiesenen Symmetrie der Polynome Q,,_;
und Q,_;_1 kann fiir A’ und §’ genauso argumentiert werden und die Behauptung folgt. ~ #

Zudem gelten 0 < 6 < Aund 0 < ' < A,

denn: Einerseits gilt

(6.10) )
A:Ql(al):al > 1=Qyp=6 fiuri =1,
6.18
A=Qi(a,...,a;)) = a;Qi_1(a1,...,ai—1) + Qi—a(a1,...,ai_2)
a;eIN
> Qi—1(ar,...,ai-1) + Qiz(ay,...,ai2)
6.19 6.11 L
= Qi—1(ar,...,ai-1) +gi—2 > Qi—1(ar,...,ai-1) =0 firi > 2,
andererseits ist
6.19 6.11 .
0=Qi1(a,...,a11) = gi-1 > 0 fiir alle i € IN.
Dass auch A’ > ¢’ > 0 gilt, zeigt man analog. #

Istnun ¢’ > 0, so haben wir an dieser Stelle die ¢g-Zuldssigkeit von (A, §) nachgewiesen. Im Fall
8" = 0 gilt ebenfalls (A,6) € F.,1(y),

denn: Aus dem bisher Gezeigten erhalten wir
1=ggT(A,6') =ggT(A,0)=A" und g, =g=AN+6'=A=y;.

Mit 1 <i < m sowie Teil (d) von Lemma 6.11 folgt hieraus i = m. Wieder mit Lemma 6.11 gilt
dann
i—m (6.11)
q=9m = AmGm-1 + Gm—-2 > Amdm—-1 = amd > 20
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und somit1 <6 < 1. #

Wir zeigen nun die zweite Inklusion .7,y C Fgp(,) und betrachten dafiir ein festes Paar
(A,6) € F,,1(5) mit einer zugehorigen zuldssigen Losung (A, A’,4,0") von (6.8). Wir zeigen nun
(A,6) € 7 KB(q)r dass also 6 und A als aufeinanderfolgende Nenner in der Kettenbruchentwick-
lung einer rationalen Zahl g mit 1 < p < 1 und ggT(p,q) = 1 auftauchen, und unterscheiden
daftir zwei Falle:

Fall 1: ¢’ = 0. Genau wie im Beweis der ersten Inklusion istdann A = g, A’ =1und 1 <6 < %.
Es gelten
0<d<A=g und ggT(d,q)=ggT(Ad) =1

und die rationale Zahl % besitzt eine eindeutig bestimmte Kettenbruchentwicklung der Form

0
((0,ap,...,41),—) miteinemm € IN.

Nach Lemma 6.19 gilt dabei

— mel(amfll oo ,ﬂl) o
Qm(am, ..., a1) q

[O,am,. . .,al]

andererseits aber auch

0,a1, .., am] = Qm-1(az, ..., am) 6.20(a) Qu-1(az,...,am) _P o cinp € IN.

Qm(ay, ..., am) Qm(am, ..., a1) q

Nach Lemma 6.11 (h) gilt dann ggT(p,q) = 1 und nach Lemma 6.10 (b) gilt a; > 2. Letzteres
impliziert
q = Qm(all' . -/am)

6.20(b
o) 11Qm-1(az, ..., am) + Qu—2(as,...,am)

2 2Qm—1(a2/- . -/am) + mez(a?)/- . -/am)
> 2p

und also 1 < p < 1. Sind %, o, Z—: die N&herungsbriiche von %, so gilt

6.19 6.20(a) geT(6,9)=1
Gt = Qu-1(ar,...,am1) =" Qua(m_1,...,a) > = &

und mit A = g somit (A,6) = (Gm, Jm—1)-
Fall 2: ¢’ # 0. Dann gelten
0<d<A 0<¥8 <A und ggT(p,d) =ggT(A,d)=1

und die rationalen Zahlen 4 und % haben eindeutig bestimmte Kettenbruchentwicklungen

der Form

((0,a;,...,a1),—) miteinemi € NN,

B[ >
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5/
((0,ai41,---,am), E) mit einem m € IN.

Nach Lemma 6.19 gelten dann

Qi-1(aic1,...,m) 6

Qi(ai,...,al) A
Qm—i=1(ait2,---,am) _ 0
Qu-i(ais1,- .., am) A

[0,(11',...,(11] =

[0,ﬂi+1,. . .,le] =

andererseits aber auch

o mel(HZI---/um) 6-22((3) QVH*].(['ZZI"'/am) - P . .
0,a1,...,an) = Omanam) AS + NS = firein p € IN.

Nach Teil (h) von Lemma 6.11 gilt dann ggT(p,q) = 1 und analog zu den Uberlegungen aus
Fall 1 folgt1 < p < 1.Sind m e % die Ndherungsbriiche von g, so gilt (A, 6) = (gi,qi—1) mit
Lemma 6.19. O

6.5 Der Periodensatz

Wir haben nun alle Vorarbeit geleistet, um Manins Periodensatz herleiten zu kénnen. Dieser
lautet:

Satz 6.21 (Periodensatz von Manin). Seien w € IN gerade, k :=w +2 und f(z) = Y ;1 an(f)q" €
Sk eine normierte Hecke-Eigenform. Dann gilt

r=(f) = cE(HE(F)  mit E(f) € R und t=(f) € RV TV,

wobei die Eintriige von t=(f) samtlich im Zahlkorper Q(f) = Q(a,(f) | n € ) liegen. Der Vektor
t£(f) — und somit auch die Konstante ¢* () — ist dabei bis auf Multiplikation mit einem Element aus

Q(f)* eindeutig.

Beweis der Eindeutigkeitsaussage von Satz 6.21. Da die Abbildungen r* nach Satz 6.4 injektiv
sind und die gegebene normierte Hecke-Eigenform f nach Satz 4.27 nicht die Nullabbildung
sein kann, gilt fiir die Konstanten aus der Behauptung des Satzes c*(f) # 0. Weiter erfiillen
fiir ein beliebiges 2 € Q(f)* mit ac*(f) und +=(f) offensichtlich auch c*(f) und at*(f) die
Behauptung des Satzes. Fiir eina € R \ Q(f) liegen aber ebenso offensichtlich die Eintrége der
Vektoren at* (f) nicht mehr in Q(f). O

Die Existenz einer Q( f)-Struktur beweisen wir fiir die ungeraden bzw. die geraden Perioden
getrennt, da wir hier unterschiedlich vorgehen:

Beweis der Existenzaussage von Satz 6.21 fiir die ungeraden Perioden. Fiir ein beliebiges n € IN gilt

4.30,( 4]2) _

T, (r~(f)) "2 r~ (f1sT) r(an(f)f) = au(f)r(f),
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so dass r~(f) fur alle n € IN ein Eigenvektor des Endomorphismus T, mit zugehorigen Eigen-
wert a,(f) ist. Der zugehorige simultane Eigenraum ist

E~(f):= () Kern(T, — an(f) idgws1-). (6.12)

nelN

Nach Konstruktion und nach Satz 6.4 gilt r— (f) € E~(f) N V. Definitionsgemaf ist T, tiber
Q definiert und E~(f) somit tiber Q(f) = Q(a.(f) | n € IN) C R. Wir betrachten nun den
Q(f)-Vektorraum der Vektoren in E~ (f) mit Eintrdgen in Q(f) und fithren dafiir zunéchst eine
geeignete Kurzschreibweise ein: Fiir eine Korpererweiterung L/K und einen L-Vektorraum V
bezeichne VK den K-Vektorraum der Vektoren aus V mit Eintrdgen in K. Da E~ (f) {iber Q(f)
definiert ist, lasst sich der so definierte Raum (E~ (f))2() ebenfalls tiber (6.12) bestimmen und
es gilt

dimgy ) (E(F)) ) = dimg E~(f).

Da der Raum V™~ durch ein lineares Gleichungssystem mit ganzzahligen Koeffizienten gegeben
ist, ist V~ insbesondere tiber Q( f) definiert und es gilt

dimg) (V7)) = dimp V™.

Es folgt

E- (1)) n (v = (E-(f)n vV
und somit

dimep) ((E~(F) ) n (V7)) = dimg (E~(f) N V7).
Hierbei gilt

dimg(E"(f)nV7) =1,

denn: Nach Korollar 4.34 zerfallt S}? in eindimensionale Untervektorraume, die unter allen
Hecke-Operatoren T, mit n € IN invariant sind. Nach Satz 6.4 ist r~: S,If” — V7~ ein Vektor-
raumisomorphismus und nach Proposition 6.15 gilt

Ty (= (f)) = 7~ (f1kTn)-

Folglich zerféllt V™ in eindimensionale Untervektorrdume, die unter allen T, mitn € IN invari-
ant sind. Nach Konstruktion sind diese Untervektorraume aber gerade die Eigenrdume E~ (f)
zu geeigneten normierten Hecke-Eigenformen f, was die Behauptung zeigt. #

Zusammengefasst erhalten wir nun:
O r(f)eE(HnV-,
G (E()* v cE(Hnv,
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(i) dimgp ((E- ()Y n (V7)) = dimp(E-(f)n V") = 1.

Es gibt daher eine Konstante ¢~ (f) € R* und einen Vektor

e (F) e (B (M)W n (v cE(f)

mitr~ (f) = ¢ (f)t (f), was zu zeigen war. O

Wir haben in diesem Beweis die Isomorphie von r~ ausgenutzt. Da ' nach Satz 6.4 kein
Isomorphismus sondern nur eine Einbettung ist, konnte der entsprechend definierte Raum
E*(f) N V' zweidimensional sein, in welchem Fall die Existenz einer Konstanten ¢ (f) wie
gewiinscht nicht mehr gewdhrleistet wire. Um die Eindimensionalitit von E*(f) N VT zu
zeigen, miissen wir die Situation noch genauer studieren. Hierfiir benttigen wir das folgende,
elementar nachweisbare Resultat aus der Analytischen Zahlentheorie:

Lemma 6.22. Fiir alle m,w € N gilt:

Gu1 (m) = moy 1 (m) + Y 0w () (@ = 1)g(d),

0<d|m

wobei ¢ die Euler’sche ¢-Funktion bezeichne.

Vermoge dieses Lemmas und des Lemmas von Heilbronn 6.17 leiten wir nun eine weitere Re-
lation zwischen den Perioden her:

Satz 6.23. Seien w € IN gerade, k := w+2 und f(z) = Y1 a,(f)q" € Sk eine normierte Hecke-
Eigenform. Fiir alle m > 2 gilt dann

*

P21
((TW+1(m) — am(f))ro(f) =2 Z Z (2€> rae(f) (A%(gw—zz _ Awfze(sze)’
(A8)eF; =1

)

zul (m)

wobei durch x angezeigt wird, dass die Terme mit 6 = % mit dem Vorfaktor % gezihlt werden.

Beweis. Nach (6.7) gilt

() =0t = T (" 8 ([ [ )rea

0<d|m |b|§%

Sammeln wir die Vielfachen der Periode ry(f) auf der linken Seite, so erhalten wir

(1h= = )" L 1) =- & (" E [ o)z

0<d|m \bIS% 0<d|m |b|§%


https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/35155/display?destination=lemma:Relation-zwischen-den-Teilersummen-zu-verschiedenen-Potenzen-2
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/35155/display?destination=lemma:Relation-zwischen-den-Teilersummen-zu-verschiedenen-Potenzen-2
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Unter Beachtung von Zrbld 1 =dund Yo g/, (%)"d = mo,,_1(m) ergibt sich
)

*

o s (P =5 5 (0 ([1+ [ ) st

0<d|m1<p<d

Wir ordnen nun unsere Summation iiber d und b, indem wir zunichst die teilerfremden Paare
(b, d) betrachten und diese dann mit geeigneten 6 € IN multiplizieren. Wegen d | m liegt dabei
dd genau dann noch im Summationsbereich, wenn § | % gilt. Ist dies der Fall, so taucht das
Integral von 0 nach % als Integral von 0 nach % in unserer Summe auf. Insgesamt erhalten wir
SO

ros(m) ) =L 5 D ([ [ )reres

0<dm 1<b<d o|%
ggT(bd)=1

) ) . (6.13)
m d —d
:Ogm U'W(E) 1§b2§g </O +[) >f(Z) dz.
ggT(bd)=1

Fiir d = 1 verschwindet die innere Summe,dal < b < % nicht moglich ist. Fiir d > 2 konnen

die Integrale mithilfe der Kettenbruchentwicklung von g bzw. —g ausgedriickt werden: Seien

dafiir wie im Beweis von Lemma 6.12

bo bi_b
dy " d;  d

0=

die Ndherungsbriiche von % und setzen wir fiir ein beliebiges i € {1,...,j}

(b (FD)7 b - (Db b
M= <dz' (=)' und M, := (-1 d; € SLa(Z).

Wie im Beweis von Korollar 6.13 erhalten wir dann

ow
= LY (1) 0 ) ()
61 v e W s20 (i—1)(w—20) yw—2¢
- ;eg <2£>di (1) a2 (r2e(f) — rwae(f))
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* ] LWT_ZJ
W (g20 qw—20 _ qw—2( 320
o<Zd|:mUW(d) 1<§<Z z; e; 2<2£> S A )rulf)
ggT(bd)=1
= (mcfw_l(m)—am(f)— UW(%) i 2(1—dw)>fo(f)
0<d|m 1<b<d
ggT(bd)=1
= (mewa(m) = an(f) = T o551 =pld) o)
0<d|m
6.22

Das ist die linke Seite aus der Behauptung des Satzes. Um zu zeigen, dass die linke Seite hier
mit der rechten Seite aus der Behauptung des Satzes iibereinstimmt, wollen wir das Lemma
von Heilbronn 6.17 benutzen. Wir betrachten zundchst die Terme mit 4 > 2 und 16sen die
Teilersumme auf:

w W — W — 2L
2 <2£> (dz'%difl% —d; Ndlzfl)r% (f)

A 2 w—2(
_ w (Dd;) (Dd;)
- ¥ 2 E Y (o) (o o )

2<d|m 1<p<4 i=1D[G (=1
ggT(b,d)=1
LWTJJ W (Dd4)2€ (Dd.)w—ﬂ

= 2 ! — ! r

2<Zd|:m (di,d,.l)eﬁ,(g(d@;; p; <2€> ((de)%“’ (Ddi1)2€> (/)

15 20 w2/

6.17 w (DA)**  (DA)
- Z Z Z 2<2€) <(D(5)2£w (D(S)*% r2€(f)'
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Wir setzen nun

A:=DA, §:= A= —A’ ’——/
A:=DA, 6 :=D¢, A Dd ) Dd(s

und fassen die ersten drei Summenzeichen zu einer Summe {iber fast m-zulédssige Paare zu-

sammen. Ersetzen wir hierbei die Bedingung 1 < § < % durch1 < 4§ < % und kennzeichnen
die Summe mit einem *, so erhalten wir zusitzlich den Term fiir d = 2. Insgesamt ergibt sich

und also die Behauptung. O

Nun kann die Existenzaussage des Periodensatzes 6.21 auch fiir die geraden Perioden gezeigt
werden. Wie wir nach dem Beweis der Existenzaussage fiir die ungeraden Perioden bemerkt
haben, geniigt dafiir der Nachweis der Eindimensionalitit von E*(f) N V. Der folgende Satz
vollendet somit den Beweis des Periodensatzes:

Satz 6.24. Seien w € N gerade, k := w + 2 und f € Sy eine normierte Hecke-Eigenform. Dann gilt

dimg(ET (/)N V") =1.
Beweis. Sei zundchst n € N beliebig. Nach Satz 6.14 gibt es dann insbesondere Koeffizienten

myo(n) € Z furallel € {0,..., g} gerade

7
f|an 2 ngo 7’2/ fir alle f € 5.

Mithilfe von Satz 6.23 konnen wir diese Relation genauer verstehen. Tatsdchlich liefert uns der
Satz fiir jede normierte Hecke-Eigenform f

v
r0(flxTn) = owia(n Z 200(n)1r20(f (6.14)

Vermoge der Linearitdt der Hecke-Operatoren und der Perioden, und da Sy nach Satz 4.32 eine
Basis aus normierten Hecke-Eigenformen besitzt, ldsst sich dieser Zusammenhang leicht auf
beliebige f € Sy ausdehnen.

Die Abbildung T, ist auf ganz V* durch die Koeffizienten n1; ;(n) mit geeigneten j, | definiert.
Ist nun f € Sy speziell eine fest gewéahlte normierte Hecke-Eigenform, so gilt daher auch fiir
ein beliebiges

7= (Fo,72,...,7w) €ET(f)nV*
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der oben hergeleitete Zusammenhang, namlich

S
S

an(f)7o = Owi1(n)Po + ) mapo(n)a. (6.15)

7+

[N
X

Nach Satz 6.4 ist r™(S]) eine Hyperebene in v+, die den Vektor ‘(1,0,...,0, —1) nicht enthilt.
Wegen 7 € VT gibt es daher ein f € Sf* und ein ¥ € R mit

F=r"(f)+x-'(1,0,...,0,—1).

Tatsdchlich gilt hierbei bereits ¥ = 0,

denn: Zunichst lesen wir unmittelbar

oy = *7’24(]?) fur alle ¢ € {1,WT_2}

ab. Zu zeigen verbleibt also 7o = 1ro(f) und 7, = $r,,(f). Nach (6.14) folgt zunachst

2
N

My o(n )Vze(f)

2

= Ow1(n)7o( ‘HZmzeo n)¥.
=1

ro(fIkTn) = Gws1(n)ro(f) +

s iM“‘

Die Summe rechts stimmt der derjenigen in (6.15) {iberein. Durch Einsetzen ergibt sich

() + i70 = )

—70 =
Tw1(n) Tw1(n)

Mit der Hecke-Abschédtzung 2.38 fiir Fourier-Koeffizienten von Spitzenformen und der offen-
sichtlichen Abschitzung oy, 1(n) > n"*! erhalten wir dabei

fo + To(f). (6.16)

cn's C
an(f) < " T =% fiir eine Konstante C > 0.
Owi1(n) — nw nz

Fiir n — oo geht dieser Ausdruck gegen Null. Da Sy nach Satz 4.32 eine Basis {fi, ..., fr} aus
normierten Hecke-Eigenformen besitzt, gibt es Koeffizienten by,...,b, € C mit f = Z;zl bif;
und es gilt weiter

o T = (G )|
- aw+11< b (G )|

= \Ebanf]fo U

Uw+1
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LY by ()|

j=1

1 r
—jz bi’of]
nx 5

nw

Auch dieser Ausdruck geht fiir n — co gegen Null, so dass sich im Abgleich mit (6.16) die erste
Behauptung

fo = %Vo(f)

ergibt. Da definitionsgemif in V* Bedingung 6.1 (a) gilt, folgt

= ~To = —210(f) = 7(f)
und somit auch die zweite Behauptung. #
Hieraus folgt
r(an())f) = an(H)r (f) = an(f)F = T, (7) = T, (" () = r* (FlTn)-

Da die Abbildung r* als Einbettung injektiv ist, erhalten wir somit

f|an = ”n<f)f

Diese Argumentation ldsst sich fiir ein beliebiges n € IN durchziehen und es folgt, dass f
eine Hecke-Eigenform ist, deren Eigenwerte mit denen von f iibereinstimmen. Wegen der
Multiplizitat-Eins-Eigenschaft 4.26 und der Normiertheit von f gilt daher f = a;(f)f und
deshalb auch

F=rt(f) =r*(a(Hf) =a(F)r ().
Da7 € ET(f) N VT beliebig gew&hlt war, folgt somit

dimg (E*(f) N V*) =1

und damit der Satz. O

Abschliefiend fiir diesen Abschnitt beweisen wir noch eine Folgerung aus dem Periodensatz
6.21:

Korollar 6.25. Seien w € IN gerade, k := w+2 und f(z) = Yo 1 a,(f)g" € Sy eine normierte
Hecke-Eigenform. Dann gelten
ri(f)

”j+2(f)
fiiralle j € {0,...,w —2} mit rjy5(f) # 0.

€ Q(f)
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Beweis. Nach dem Periodensatz 6.21 gibt es zu jedem j € {0,2,...,w} ein t;r (f) € Q(f) mit

ri(f) = c+(f)t]+(f) Ist nun rj;2(f) # 0, so folgt t;r(f) # 0und
WH SO )

riv2(f) - C+(f)t;;2(f) = t]iz(f) € Q(f) furalleje {0,2,...,w—2}.

Mit ¢~ (f) statt ¢ (f) konnen wir dieselbe Argumentation fiir die ungeraden Werte von j durch-
fithren und erhalten so das Korollar. ]

Wir betrachten nun noch ein Beispiel fiir den Periodensatz:

Beispiel 6.26. Im Fall k = 12 konnen wir leicht ein Beispiel zum Periodensatz von Manin 6.21 ange-
ben. Bekanntlich gilt S1p = C - A mit der Diskriminanten

3 2 %)
A(z) = E4(Z)1728Eé(2) =Y t(n)q" firalez € H

n=1

wie in Proposition 3.9. Nach Beispiel 4.29 und wegen T(1) = 1 ist A eine normierte Hecke-Eigenform.
Nach Ubungsaufgabe 3.1 sind zudem ihre Fourier-Koeffizienten ganzzahlig, so dass Q(A) = Q gilt.

Wir berechnen nun die Perioden der Diskriminanten unter Verwendung der in Proposition 6.1 herge-
leiteten Relationen. Die iiber ES;r fiir j € {1,3} gegebenen Relationen bedingen nach Identifikation der

Perioden iiber die durch die jeweiligen ES ]L gegebenen Relationen das lineare Gleichungssystem

Gg 13260 12216) ’ (%g%) - <g)

Aufgeldst nach r1(A) erhalten wir

Hieraus folgt r1(A) # 0,

denn: Wiire r1(A) = 0, so folgte nach den hergeleiteten Verhiiltnissen auch r3(A) = 0 = r5(A) und
somit r~(St) = {0}, was wegen der in Satz 6.4 gezeigten Injektivitiit von r~ nicht sein kann. #

Uber die durch die Polynome E SjL gegebenen Relationen erhalten wir so

(M) = r(A) und t(A) = (1, 25 B 1).

- 48"12" 48’

Weiter bedingen die iiber die iiber ES| gegebene Relation und Manins Relation 6.23 nach Identifikation
der Perioden iiber die durch die jeweiligen E SjL gegebenen Relationen das lineare Gleichungssystem

(20073 1123740 1(;10280> ' (%E%) B <8>
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Aufgelost nach ro(A) erhalten wir
691
2(8) = ~{g50
Hieraus folgt ro(A) # 0,

691
= 2530 "0(8)-

ro(A)  sowie r4(A)

denn: Wiire ro(A) = 0, so folgte nach den hergeleiteten Verhiiltnissen auch ro(A) = 0 = r4(A) und
somit r+(St) = {0}, was wegen der in Satz 6.4 gezeigten Injektivitiit von r nicht sein kann. #

Uber die durch die Polynome E SjL gegebenen Relationen erhalten wir so

~ 691 691 691 691 1
16207 2520" 2520”1620’ '

ct (D) =ro(A) und tT(A) = t<1,

Setzen wir die so hergeleiteten Verhiiltnisse zwischen den Perioden in die Relation aus Satz 6.23 ein, so
erhalten wir fiir alle 2 < n € IN die ganzzahlige Gleichung

. 691 691
Yy < (A%6* — A%6%) + e (A654 — A456)>

o1(n) —t(n) =
(Alé)e'?fzul(n) 18

und nach Primfaktorzerlegung auf beiden Seiten insbesondere einen neuen Beweis der Ramanujan-
Kongruenzen aus Ubungsaufgabe 3.3.

Unsere Uberlegungen in Beispiel 6.26 hingen im Wesentlichen von der Eindimensionalitdt von
S12 ab und sollten sich daher problemlos auf die anderen Beispiele, in denen Sy eindimensional
ist, verallgemeinern lassen. Tatsachlich gilt:

Beispiel 6.27. Nach der Dimensionsformel 3.11 ist fiir k = 16,18, 20,22, 26 der Raum der Spitzenfor-
men Sy eindimensional. Fiir die jeweils eindeutig bestimmte normierte Hecke-Eigenform

fr(z) =1+ iﬂn(fk)q"

kann man die Perioden wie in Beispiel 6.26 vermdge der Relationen aus Proposition 6.1 sowie Satz 6.23
berechnen und erhilt im geraden Fall:

k | ) r4 T rs 10
16| 1 3617 3617 3617
TR 5713 FE5.0113 TR 5713
1811 43867 43867 43867
213350 2.32.52.713 7353711
0l 1| __ 283617 283617 283617 283617
2357207 BB 57217 P3L572.1317 P35572-1117
» |1 131593 131.593 131593 131.593
P55.7.19 W3.52.1719 77354719 53%.50.7.13.19
26 | 1| 43657931 97.657931 _ 29.657931 657931 _ 657931
P35 .72.133 | BI7211.1323 PP 572131923 | B3LR72131723 B35 211133
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Setzen wir die Verhiiltnisse aus dieser Tabelle wieder aus Satz 6.23 ein, so erhalten wir die verallgemei-
nerten Ramanujan-Kongruenzen

an(f16) = 015(n) mod (3617),
ay(f1s) = o17(n) mod (43867),
a,(f20) = 19(n) mod (283 - 617),
a(f22) = 021(n) mod (131 -593),
an(f26) = 025(n) mod (657931).

6.6 Algebraizitat der Fourier-Koeffizienten normierter Hecke-Eigenformen

Eine naheliegende Frage an dieser Stelle ist die nach den algebraischen Eigenschaften des im
Periodensatz 6.21 auftretenden Zahlkorpers Q(f) fiir eine normierte Hecke-Eigenform f € S;
mit k € Z. In diesem Abschnitt zeigen wir, dass sich der Korpergrad von Q(f) tiber Q durch
die Dimension dim Sy beschranken ldsst, und starken so die Aussage des Periodensatzes. Unser
Werkzeug hierfiir ist die Hecke-Theorie; konkret untersuchen wir nun die Algebra der Hecke-
Operatoren auf dem Raum S; genauer. Wir bezeichnen dafiir im Folgenden mit .7 x das Bild
von 4 (SL2(Z), M) in End(Sk) und mit J¢ x die Skalarerweiterung g x ® C. Unser erstes Re-
sultat ist dann ein starker Zusammenhang zwischen .7¢  und dem Raum Sy der Spitzenformen
selbst:

Lemma 6.28. Fiir jedes k € IN ist durch

B {Skx,%;,k — C,
AT — a1(f[¢T)

eine Bilinearform gegeben, deren induzierte Abbildungen
B;: 5 — 9& und B,: yC,k — SZ

in die jeweiligen Dualriiume Isomorphismen von C-Vektorriumen sind.

Beweis. Die Bilinearitit von B ist klar. Da fiir endlichdimensionale Vektorraume die Dimen-
sion mit derjenigen ihres jeweiligen Dualraums iibereinstimmt, reicht es zum Nachweis der
Isomorphie von B; und B, zudem aus, deren Injektivitit zu zeigen.

Sei also zundchst f € Sy mit Bi(f) = 0 € ;. Dann gilt a;(f|yT) = 0 fiir alle T € Jg und
nach der Formel in Satz 4.23 insbesondere a,(f) = a1(f|xT,) = O fiir alle n € IN. Da fiir die
Spitzenform f auch ag(f) = 0 gilt, folgt f = 0. Das ist die Injektivitit von B;.

Seinun T € Jg  mit B,(T) = 0 € S;. Dann gilt a;(f|,T) = 0 fiir alle f € S. Wegen f [T, € S
fur alle n € IN folgt hieraus insbesondere

0= al((f|an)|kT) = Ell((f|kT)|an) = a,,(f\kT) fur allen € NN,
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wobei wir im zweiten Schritt via Satz 4.23 die Kommutativitdt der Hecke-Algebra ausgenutzt
haben und im dritten Schritt wieder die explizite Formel fiir die Fourier-Koeffizienten von
f1kTys. Da fiir die Spitzenform f|,T auch ao(f|(T) gilt, folgt f|xT = 0. Da dies fiir alle f € Sy
gilt, folgt T = 0 € J¢ x und somit die Injektivitdt von B,. O

Der Hauptnutzen, den wir aus Lemma 6.28 ziehen, ist, dass wir nun die Dimension des C-
Vektorraums ¢  kennen. Wir prézisieren dies zu der folgenden Strukturaussage:

Proposition 6.29. Sei k € IN. Dann gelten die Vektorraumidentititen

dimSk dimSk
9@/]( = @ C- T] und g@,k = @ Q . T]
j=1 j=1

Beweis. Fiir den Beweis wéhlen wir fest eine Miller-Basis {fi, ..., fdims,} von S¢ wie in Satz
3.15.

Die Operatoren Ty, ..., Tgim s, sind C-linear unabhéngig in J¢,

denn: Sei

dimSk
AiT; =0 mit geeigneten A; € C.
=1

]
Dann gilt fiir ein beliebiges ¢ € {1, ..., dim Si } bereits

dim Sk dim Sk

Ade= ), A=), Aai(fi)
=1 =1

403 Hm Sk dim S
= Y Am(filkT) =m <f€|k )3 /\]-T]->
j=1 =1
=0
und somit die lineare Unabhéngigkeit. 4

Die erste Teilbehauptung folgt nun unmittelbar mit dime (¢ k) 2 dim¢(S;) = dim Sy. Insbe-
sondere konnen wir fiir ein beliebiges n € IN bereits

dim Sk
T.= ). AnjT; mitgeeigneten A, € C
j=1

schreiben. Dabei gilt fiir beliebige n € N und ¢ € {1,...,dim Sy} bereits

dim Sk dim Sk 423 dim Sk

Ane =Y, Anibie =Y Mpjai(fe) = Y, Awjar(feleT))
= = =
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dim Sk
ZﬂloﬂkZ:Amﬂ>=%dﬁhﬂ):ﬂMﬂ)
=1

Die zweite Teilbehauptung folgt, da die Fourier-Koeffizienten der Miller-Basis konstruktions-
gemafs ganzzahlig sind. O

Mit etwas Arbeit folgt aus Satz 4.24 noch eine Strukturaussage fiir J¢  als C-Algebra bzw. fiir
Tk als Q-Algebra. Wir zeigen diese in Satz 6.37 und fiihren vorher die benétigten Resultate
aus der Ringtheorie ein:

Definition 6.30. Sei R ein Ring mit Eins und M ein R-Modul.

(a) Sind {0} und M selbst die einzigen R-Untermoduln von M, so nennen wir M einen einfachen
R-Modul.

(b) Lisst sich M als direkte Summe einfacher R-Moduln schreiben, so nennen wir M einen halbein-
fachen R-Modul.
Beispiel 6.31. (a) Fiir jede Primzahl p ist 7./ pZ ein einfacher Z-Modul,

denn: Nach dem Satz von Lagrange hat Z./ pZ. keine Untergruppen aufler {0} und sich selbst. Die
Behauptung folgt, da Untermoduln stets auch Untergruppen sind. #

(b) Fiir jede natiirliche Zahl n mit einem Teiler 1 < d < n ist Z/nZ kein einfacher Modul,

denn: Offensichtlich ist der von d + nZ erzeugte Z-Untermodul weder {0} noch ganz Z./nZ.. #
Lemma 6.32. Sei R ein Ring mit Eins und M ein artinscher R-Modul.%® Dann sind die folgenden
beiden Aussagen dquivalent:
(i)  Der R-Modul M ist halbeinfach.

(ii)  Zu jedem R-Untermodul U von M gibt es einen R-Untermodul U von M mit

M=UaU.

Beweis. Dass Aussage (i) Aussage (ii) impliziert, folgt unmittelbar aus der Definition des Be-
griffs des halbeinfachen Moduls.

Gelte nun umgekehrt Aussage (ii). Wir betrachten den R-Untermodul

u:.= @ E,

E einfacher
R-Untermodul von M

wobei die Direktheit der Summe daher riihrt, dass zwei voneinander verschiedene einfache
R-Moduln offensichtlich stets Durchschnitt {0} haben. Gélte dann U # M, so gébe es nach

%Nach Emil ARTIN® heifit ein R-Modul M artinsch, falls jede nichtleere Menge von R-Untermoduln von M ein
minimales Element beziiglich Inklusion besitzt.
67Emil Artin (1898-1962)
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Voraussetzung einen nichttrivialen R-Untermodul U mit M = U & U. Die Menge der nichttri-
vialen R-Untermoduln von U besifle nach Voraussetzung ein beziiglich Inklusion minimales
Element ungleich {0}, welches nach Definition ein einfacher R-Untermodul von U und somit
auch von M wire. Das sttinde im Widerspruch zur Definition von U und kann daher nicht sein.
Es folgt U = M und insgesamt, dass M ein halbeinfacher R-Modul ist, also Aussage (i). O

Lemma 6.33. Sei R ein Ring mit Eins und M ein halbeinfacher, artinscher R-Modul. Dann ist jeder
R-Untermodul von M und jeder R-Fakormodul M wieder halbeinfach.

Beweis. Sei S ein R-Untermodul von M und sei der R-Untermodul

u:= @ E

E einfacher
R-Untermodul von S

von S definiert. Wegen der Halbeinfachheit von M gibt es nach Lemma 6.32 dann einen R-
Untermodul U von M mit

M=Ua&U,

so dass wir jedes Element s € S C M eindeutig als Summe s = u + @ mitu € Uund i1 € U
schreiben konnen. Dann ist aber il = s — u € S und wir kdnnen S als direkte Summe

S=ua(Snl)

schreiben. Gélte dann S # U, so besdfle die Menge der nichttrivialen R-Untermoduln von
S N U ein beziiglich Inklusion minimales Element ungleich {0}, welches nach Definition ein
einfacher R-Untermodul von S N U und somit auch von S wire. Das stiinde im Widerspruch
zur Definition von U und kann daher nicht sein. Es folgt S = U und somit die Halbeinfachheit
von S.

Um zu zeigen, dass jeder R-Faktormodul von M halbeinfach ist, betrachten wir einen R-
Untermodul U von M. Nach Lemma 6.32 gibt es dann einen R-Untermodul U von M mit

M=U&U.

Die kanonische Projektion M — M /U induziert einen Isomorphismus zwischen dem — nach
dem bereits Gezeigten halbeinfachen — R-Untermodul U von M auf M /U. Es folgt, dass M /U
halbeinfach ist. O

Wir nutzen nun Lemma 6.32, um aus der in Satz 4.24 nachgewiesenen Selbstadjungiertheit der
Hecke-Operatoren beziiglich des Petersson-Skalarprodukts das folgende Korollar herzuleiten:

Korollar 6.34. Fiir alle k € Z. ist Sy ein halbeinfacher Modul sowohl iiber Tk als auch iiber T .

Beweis. Die Beweise iiber 7, und iiber I gehen komplett analog. Wir zeigen hier nur die
Halbeinfachheit von Sy als ¢ x-Modul. Tatsédchlich ist Sy ein artinscher J¢ x-Modul,
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denn: Zundchst ist Sy nach Satz 4.23 iiberhaupt ein J¢ -Modul. Weiter umfasst 7 ; die komple-
xen Zahlen C, so dass jeder J¢ x-Untermodul von Sy auch ein C-Untervektorraum von S ist. Da
jede nichtleere Menge von C-Untervektorraumen des endlichdimensionalen C-Vektorraums Sy
offensichtlich ein minimales Element besitzt, ist S; somit artinsch. #

Wir diirfen also Lemma 6.32 in unserer Situation anwenden und das Korollar folgt, wenn wir
zeigen kénnen, dass es zu jedem ¢ ,-Untermodul U von S ein Jg x-Untermodul U mit

Sy =UaU (direkte Summe von T k-Untermoduln)

existiert. Zu einem beliebigen .7 (-Untermodul U betrachten wir hierfiir das Orthokomple-
ment

Ut :={feS|{f|u)=0firalleu c U}.
Dieses erfiillt als ein Resultat der Linearen Algebra
Sy =U®d U (direkte Summe von C-Untervektorrdumen)

und ist wieder ein J¢ r-Untermodul,

denn: Nach Satz 4.24 gilt dann fiir beliebige f € U~ und T € J¢x
(flkT | u) = (f | ulfT) =0 furalleu € U,

wobei wir fiir die zweite Identitdt ausgenutzt haben, dass u|,T nach Voraussetzung wieder in
U liegt. #

Das Korollar folgt nun, wenn wir U+t fir U wihlen. O
Wir wollen nun die Eigenschaft, halbeinfach zu sein, vom J¢ x-Modul Sy auf die Algebra J¢

selbst tibertragen. Dafiir miissen wir zundchst festhalten, was wir in dieser Situation unter
Halbeinfachheit verstehen:

Definition 6.35. Sei R ein Ring mit Eins und A eine R-Algebra. Ist dann A als Modul iiber sich selbst
halbeinfach, so nennen wir A halbeinfach.

In Anndherung an unsere Situation gilt nun das folgende Lemma:

Lemma 6.36. Seien K ein Kirper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und A C Endg (V) eine
K-Unteralgebra. Dann sind die folgenden beiden Aussagen idquivalent:

(i)  Die K-Algebra A ist halbeinfach.

(i) Der A-Modul V ist halbeinfach.
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Beweis. Sei zundchst A eine halbeinfache K-Algebra. Da direkte Summen und nach Lemma
6.33 auch A-Faktormoduln halbeinfacher A-Moduln wieder halbeinfach sind und sich jeder
A-Modul als Faktormodul eines freien A-Moduls — und also einer solchen direkten Summe —
schreiben ldsst, folgt insbesondere, dass V ein halbeinfacher A-Modul ist.

Sei nun umgekehrt V ein halbeinfacher A-Modul. Ist dimg (V) = n und (b, ..., by,) eine Basis
von V, so ist durch

¢ = (¢(b1),- .., ¢(bn))

offensichtlich ein K-Vektorraumisomorphismus

Endg (V) — V" = @ 1%

gegeben. Da die kanonische Einbettung A C Endg (V) eine Einbettung von A-Moduln ist, ist
somit A isomorph zu einem A-Untermodul von V®". Da direkte Summen und nach Lemma
6.33 auch A-Untermoduln halbeinfacher A-Moduln wieder halbeinfach sind, folgt, dass A als
A-Modul und somit auch auch K-Algebra halbeinfach ist. O

Mit Korollar 6.34 und Lemma 6.36 folgt nun unmittelbar:
Satz 6.37. Die Q-Algebra g sowie die C-Algebra I ) sind halbeinfach.

Wir wollen nun die in Satz 6.37 gezeigte Halbeinfachheit benutzen, um die eingangs behaupte-
te Algebraizitdtsaussage herzuleiten. Recht unmittelbar gilt zunéchst fiir die Hecke-Eigenwerte
einer beliebigen Hecke-Eigenform:

Proposition 6.38. Seien k € N und T € Jg, C End(Sk). Dann hat T eine Darstellungsmatrix in
QM SexdimSe 31 fiir alle Hecke-Eigenformen f € Sy liegt der Eigenwert Ar(f) von f beziiglich T in
einem (von f unabhiingigen) Korper K mit

QCKrCR und [Kr:Q] < (dimSy)!.

Beweis. Fiir den Beweis wéhlen wir fest eine Miller-Basis {fi, ..., fdims,} von S¢ wie in Satz
3.15. Deren Elemente haben konstruktionsgeméfi rationale Fourier-Koeffizienten und nach
der Formel in Satz 4.23 trifft dies auch auf die Fourier-Koeffizienten von f;| T, fiir alle ¢ €
{1,...,dim S;} und alle n € IN zu. Wegen f/|cT,, € S gilt zudem

dimSk
folkTn = Z Angjfj mit geeigneten A, ,; € C.
j=1

Fiir beliebige n € Nund ¢,j € {1,...,dim Sy} erhalten wir so

dim Sy dim S

n[j Z /\nfz ij — 2 Anfza] fz)
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dim Sy
= aj ( ; An,ﬂ,ifi) = Clj(fg|an) € Q

Es folgt, dass die Darstellungsmatrix von T, € Jgx C End(Sy) beziiglich der gegebenen
Miller-Basis in Q¥imS-*dim Sk Jiegt. Vermoge Proposition 6.29 lasst sich diese Aussage auf alle
T € g ausdehnen.

Seinun T € Jg beliebig. Dann ist fiir alle Hecke-Eigenformen f € S; der Hecke-Eigenwert
Ar(f) Nullstelle des charakteristischen Polynoms von T. Letzteres liegt nach dem Obigen im
Polynomring Q[X] und hat Grad dim Sy. Der Zerfallungskorper dieses Polynoms ist daher ein
Kérper Q C Kr mit Ar(f) € Kr fiiralle f € S; und [Kr : Q] < (dim S)!. Die Proposition folgt,
da das Minimalpolynom nach Teil (a) von Proposition 4.31 iiber R in Linearfaktoren zerfallt
und daher auch K7 C R gilt. O

Fiir normierte Hecke-Eigenformen in Sy folgt eine (deutlich stiarkere) Algebraizitatsaussage
tiber die Fourier-Koeffizienten. Um diese beweisen zu konnen, zeigen wir eine Version des
Satzes von Artin-WEDDERBURN® fiir kommutative Algebren:

Proposition 6.39. Sei K ein Korper und A eine halbeinfache, kommutative K-Algebra. Dann ist A
isomorph zu einer direkten Summe von Erweiterungskorpern von K.

Beweis. Zu jedem einfachen A-Modul M # {0} existiert ein m € M mit Am # {0} und also
mit M = Am. Die offenkundig surjektive Abbildung

A — M,
Pm:
a — am

induziert dann einen A-Modulisomorphismus
$um: A/ Kern(pp) — M.

Uber diesen Isomorphismus kann man eine — von der Wahl von m abhingige — Ringstruktur
auf M definieren, beziiglich derer ¢5; zum Ringisomorphismus wird. Nun ist aber Kern(¢u)
ein maximales Ideal,

denn: Gébe es ein Ideal von A, das echt zwischen A und Kern(¢x) ldge, so entspriache dieses
iiber den Ringisomorphismus ¢y einem echten Untermodul von M. Einen solchen kann es
aufgrund der Einfachheit von M nicht geben. #

Es folgt, dass A/ Kern(¢p1) und somit auch M ein Korper ist. Weiter ist M in natiirlicher Weise
auch ein K-Vektorraum und also ein Erweiterunskérper von K.

Als halbeinfache K-Algebra ist A ist eine direkte Summe

A=EP M= A/Kermn(Ppum)
M M

%8Joseph Henry Maclagan Wedderburn (1882-1948)
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von einfachen A-Moduln wie oben, wobei man sich klarmacht, dass man als zur Konstruktion
der jeweiligen Abbildung ¢)s benétigtes Element m € M das Bild des Einselements von A
unter der Projektion in die zugehorige Komponente wéhlen kann, so dass diese Zerlegung
auch eine Zerlegung in eine direkte Summe von Ringen liefert. Nach der obigen Uberlegung
ist A also isomorph zu einer direkten Summe von Erweiterungskdrpern von K. O

Angewendet auf unsere Situation erhalten wir:

Korollar 6.40. Fiirallek € Z ist die Q-Algebra g  isomorph zu einer endlichen direkten Summe von
Erweiterungskorpern von Q, deren Grade iiber Q) jeweils durch dim Sy beschriinkt sind.

Beweis. Nach Beispiel 4.12 sowie Satz 4.23 ist die Q-Algebra 7, kommutativ und nach Satz
6.37 auch halbeinfach. Nach Proposition 6.39 ist daher die Q-Algebra .7\ isomorph zu einer
direkten Summe von Erweiterungskdrpern von Q. Aufgrund von dimq g = dim S, < o
ist dabei sowohl die Anzahl der beteiligten Korper als auch deren Erweiterungsgrad iiber Q
endlich, es gibt also ein r € IN mit

r
Tok = EPK; mit [K;: Q] <cofiiralleje{1,...,r}.
j=1

Nach Proposition 6.38 ist nun g, und nach der obigen Uberlegung auch K; fiir jedes j €
{1,...,r} isomorph zu einer Q-Unteralgebra von Q4im x*dim Sk Eg folgt

[K;j: Q] < dim Sy firrallej e {1,...,r},

denn: Uber die Einbettung von Kj in Qdim Skxdim Sy vyird Q4M Sk zy einem (nichttrivialen) Kj-
Vektorraum, wobei die Aktion des Teilkorpers @ C Kj die iibliche ist. Es gilt dann

dim Sy = dimg (Q*™%) = dimg(K;) - dimg, (Q*™ )
und somit die Behauptung. 4

Insgesamt haben wir das Korollar gezeigt. O

Wir konnen nun das angestrebte Algebraizitdtsergebnis iiber die Fourier-Koeffizienten nor-
mierter Hecke-Eigenformen in Sy herleiten:

Satz 6.41. Sei k € Z und sei f(z) = Yp_1 am(f)q™ € S eine normierte Hecke-Eigenform. Dann
gelten die folgenden Aussagen:

(a) Fiiralle n € N ist der Fourier-Koeffizient a, (f) reell und algebraisch iiber Q.
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(b) QCQan(f):neN) =Q(f) CR

und

Q(f) : Q] < dims, 2" {H‘zJ ~1 fiirk #2mod (12),¢

E3 fiir k =2 mod (12).

Beweis. Behauptung (a) folgt unmittelbar aus Proposition 6.38, da fiir alle n € IN die Hecke-
Eigenwerte der normierten Hecke-Eigenform f € S; mit den Fourier-Koeffizienten a, (f) iiber-
einstimmen.

Zum Beweis von Behauptung (b) schreiben wir
r
Tor = P K mit [K;: Q] < dimSfirallej e {1,...,r}
j=1

wie im Beweis von Korollar 6.40 und betrachten einen zunichst beliebigen Q-Algebrenhomo-
morphismus

Q: g@,k — Q
Nach dem Homomorphiesatz gilt fiir diesen dann
Bild(¢) = (K1 & ... ® K;)/ Kern(g).

Da mit Q auch Bild(¢) nullteilerfrei ist, muss dabei Kern(¢) ein Primideal sein. Primideale in
einer endlichen direkten Summe kommutativer Ringe Ry @ ... ® R, sind aber von der Form

p1®...®&p, mitp, C Ryprimfireinl € {1,...,r}
und p; = R, farallej € {1,...,7} ~ {{}.

In unserem Fall, dass die beteiligten Ringe allesamt Korper sind, gilt speziell
Kern(¢) =K1 ®...0 K1 {0} ®Kps1®...®K, fireinle{1,...,r}
und also
Bild(¢) = K, fiireinf e {1,...,r}.
Der Satz folgt, da offensichtlich durch die Zuordnung

o Tor — Q,
' T f—>)\T(f)

ein nach Teil (a) wohldefinierter Q-Algebrenhomomorphismus gegeben ist und Bild(¢) =
Q(f) gilt, da es nach Korollar 4.21 ausreicht, hierfiir die n-ten Hecke-Operatoren zu betrachten,
und deren Eigenwerte mit den Fourier-Koeffizienten von f iibereinstimmen, weil letzteres eine
normierte Hecke-Eigenform ist. O

%9Da wir die Existenz einer normierten Hecke-Eigenform vorausgesetzt haben, sind diese Werte immer > 1.
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6.7 Ubungsaufgaben

Aufgabe 6.1. In dieser Aufgabe untersuchen wir eine alternative Herangehensweise an den Beweis
von Lemma 6.12. Diese nutzt keine Aussagen iiber Kettenbriiche und basiert stattdessen auf der Idee
benachbarter Elemente in der Menge der Spitzen Q U {oo} beziiglich SL,(Z).

Jede Spitze s € Q U {co} lisst sich eindeutig als gekiirzter Bruch s = ¢ mit a € Z und b € Ny

schreiben, wobei wir co = % setzen. Fiir solche Briiche definieren wir:

Zwei gekiirzte Briiche %,% € QU {oo} sind benachbart, in Zeichen: % ~

Ul

<= ad — bc = +1.

Zeigen Sie die folgenden beiden Aussagen:

(a) Gilt
Sy~ Sy ~...~S, ~s| miteinemn € N

fiir paarweise verschiedene Spitzen sy, ...,s, € QU {oo}, so gibt es stets i,j € {1,...,n} mit
i—j# *1mod (n)unds; ~ s;.

Hinweis: Nehmen Sie ohne Einschrinkung sy = oo an.
(b) Zu je zwei Spitzen s, t € QU {oo} gibt es eine endliche Menge {s1,...,s,} C QU {co} mit
§=81~Sy~...~S, =t

Hinweis: Es reicht offensichtlich zu zeigen, dass man jedes t € Q iiber endlich viele Nachbar-
schaftsbeziehungen mit s = oo verbinden kann.

(c) Folgern Sie Lemma 6.12 aus Aussage (b).

Aufgabe 6.2. Seien w € IN gerade und k := w + 2. Zeigen Sie, dass dann fiir jede Spitzenform f € Sy
Formel

T Tr) = owi1(2)7 —W% V)22,
W) = oenn(@ro) - 1 (3 ) 2t

gilt.



KAPITEL 7

Die Eichler-Selberg-Spurformel

In Kapitel 4 haben wir fiir eine beliebige natiirliche Zahl n den n-ten Hecke-Operator T;, als
einen linearen Operator auf dem endlich-dimensionalen C-Vektorraum M der holomorphen
Modulformen von einem Gewicht k € Z eingefiihrt, der sich auf den Untervektorraum Sj
der Spitzenformen darin einschranken lasst. Damit ergibt der Begriff der Spur von T, auf M
bzw. auf Sy Sinn und man kann nach einer geschlossenen Formel fiir diese Grofie fragen. In
diesem Kapitel leiten wir hierzu mit den Methoden der Kapitel 5 und 6 die Eichler-SELBERG-
Spurformel”” her. Diese wurde zuerst 1956 von Selberg postuliert und 1957 von Eichler bewie-
sen. Die Spurformel kann verwendet werden, um eine Vielzahl bedeutender Identitdten in der
Zahlentheorie und in der Theorie der automorphen Formen herzuleiten.

Nachdem wir in den Abschnitten 7.1 und 7.2 noch einige Grundlagen zu Dirichlet-Reihen und
ihrem Verhidltnis zu Modulformen eingefiihrt haben, anhand derer wir die in den vergange-
nen Kapiteln studierten Perioden neu interpretieren konnen, folgen wir in unserer Ausfiih-
rung dem im Jahr 2020 verdffentlichten neuen Beweis von POPA”! und Zagier, der wiederum
auf einer Idee von Zagier aus dem Jahr 1993 fufit. Die vorgestellten Methoden verallgemeinern
sich auch auf Kongruenzuntergruppen; das fithren wir jedoch nicht vor. Im groéfieren Kon-
text betrachtet ist die Eichler-Selberg-Spurformel ein Spezialfall der von ARTHUR’? in einer
langen Reihe von Veroffentlichungen in den Jahren 1974 bis 2003 eingefiihrten Arthur-Selberg-
Spurformel, die den Fall beliebiger reduktiver Gruppen tiber globalen Kérpern beschreibt und
auflerhalb der Reichweite dieser Vorlesung liegt.

7.1 Dirichlet-Reihen

In Kapitel 4 haben wir vermoge der Hecke-Theorie direkt auf Fourier-Koeffizienten geeigneter
Modulformen zugegriffen. Eine indirekte Moglichkeit, diese — oder allgemeiner beliebige, zah-

70 Atle Selberg (1917-2007)
71 Alexandru A. Popa
72James Arthur (*1944)
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lentheoretisch interessante Folgen (a,,),cv — zu studieren, ergibt sich, indem man ihre Glieder
als Koeffizienten in geeignete analytische Reihen einsetzt. Im Falle, dass die gewéhlte analyti-
sche Reihe eine Potenzreihe ist, erhédlt man so die erzeugende Funktion

[o0]
Z anz" mit einer komplexen Variablen z.
n=1

Sollen funktionentheoretische Methoden angewandt werden, muss dabei Konvergenz vorlie-
gen; es ist also sinnvoll zu fordern, dass die Reihe einen positiven Konvergenzradius hat. Der
Identitdtssatz fiir Potenzreihen stellt dann sicher, dass die entstandene Funktion vollig cha-
rakteristisch fiir die untersuchte Folge ist. Wachst die Folge (a,),en nicht schneller als ein
bestimmtes Polynom — so wie das nach Satz 2.37 bei der Folge der Fourier-Koeffizienten einer
gegebenen Modulform der Fall ist — kann man ihre Glieder statt in eine Potenzreihe in eine
Reihe der Form

[o0]
Y agm? mit einer komplexen Variablen s
n=1

als Koeffizienten einsetzen und erhélt wieder eine fiir die untersuchte Folge charakteristische
Funktion. Derartige Reihen wurden zuerst von Dirichlet im Nachgang des Beweises seines
Primzahlsatzes konzeptionell gefasst und heiflen heute Dirichlet-Reihen. In diesem und dem
ndchsten Abschnitt werden wir kurz in die Theorie der Dirichlet-Reihen einfiihren und als
Hohepunkt mit dem zuerst 1936 von Hecke bewiesenen Hecke’schen Umkehrsatz einen engen
Zusammenhang zwischen diesen und Fourier-Reihen herstellen. Da dies den Rahmen dieser
Vorlesung sprengen wiirde, beweisen wir hierbei nicht alle Resultate. Detaillierte Herleitungen
finden sich beispielsweise in meinem Skript zur Analytischen Zahlentheorie.

Definition 7.1. Fiir eine Folge a = (a,)neN komplexer Zahlen bezeichnen wir die (formale) Reihe
D(s) := D(s;a) := ) _ ayn*
n=1
als die von a erzeugte Dirichlet-Reihe, wobei s = o + it eine komplexe Variable bezeichne.

Beispiel 7.2. (a) Fiir a = (1),ew heifSt die Dirichlet-Reihe

die Riemann’sche Zetafunktion.

(b) Ist f(z) = Yo oan(f)g" € My eine Modulform von Gewicht k € Z, so heif$t die Dirichlet-Reihe

Lisif) = ilamns

die zu f gehorige L-Reihe.



https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/35155/display?page=1
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/35155/display?page=1

217 Kapitel 7. Die Eichler-Selberg-Spurformel

Nattirlich ist es moglich, Dirichlet-Reihen als rein formale Objekte zu studieren. Umso besser
ist es aber, wenn sie in gewissen Regionen konvergieren und dort eine komplexwertige Funk-
tion darstellen. Vermoge Abel’scher partieller Summation zeigt man in Analogie zum aus der
Funktionentheorie bekannten Konvergenzverhalten von Potenzreihen den folgenden Satz:

Satz 7.3. Seien a = (a,)ncw eine Folge komplexer Zahlen und die Dirichlet-Reihe
D(s;a) = Z an—*
n=1

fiir eine komplexe Zahl sy konvergent. Dann konvergiert sie bereits fiir alle s € C mit Re(s) > Re(so).
Die Konvergenz ist gleichmifig auf kompakten Teilmengen der Halbebene
Skre(sy) := 15 € € : Re(s) > Re(so) },

weshalb die Reihe D(s; a) in diesem Bereich eine holomorphe Funktion darstellt.

Wegen der gleichméfigen Konvergenz auf Kompakta der Dirichlet-Reihe D(s; ) zu einer ge-
gebenen Folge a = (a,),en komplexer Zahlen konnen wir diese in ihrem Konvergenzbereich
gliedweise ableiten und erhalten dort somit

DW (s;a) = (—1)F Y anlog(n)fn—*.
n=1

Im folgenden Korollar zu Satz 7.3 untersuchen wir die Frage, inwieweit es fiir Dirichlet-Reihen
einen zum Konvergenzradius einer Potenzreihe analogen Begriff gibt:

Korollar 7.4. Zu jeder Dirichlet-Reihe D(s), die irgendwo konvergiert und irgendwo divergiert, gibt
es eine eindeutig bestimmte Zahl oy := o0p(D) € R, so dass D(s) fiir alle s mit Re(s) > op(D)
konvergiert und fiir alle s mit Re(s) < op(D) divergiert.

Beweis. Nach Voraussetzung und Satz 7.3 existiert
00(D) :=1inf{c € R : es gibt ein f € R mit konvergentem D(c +it)} € R

und hat die gewiinschten Eigenschaften. O

Die reelle Zahl 0y aus dem Korollar nennt man auch die Konvergenzabszisse der Dirichlet-
Reihe und die Halbebene

So, :={s € C:Re(s) >0p}

ihre Konvergenzhalbebene. Natiirlich gibt es auch Dirichlet-Reihen, die an allen Stellen konver-
gieren, wie zum Beispiel
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aber auch solche, die nirgends konvergieren, wie

[ee)
Y ntn~s.
n=1

In diesen Féllen setzen wir die Konvergenzabszisse formal zu oy := —oo bzw. 0y := oo.

Wir erinnern uns, dass Potenzreihen innerhalb ihres Konvergenzbereichs absolut konvergieren.
Bei Dirichlet-Reihen muss dies allerdings nicht mehr so sein. Beispielsweise konvergiert die
Dirichlet-Reihe

(=1)"p—s (7.1)

agk

n=1

nach dem Abel’schen Konvergenzkriterium fiir alle reellen s > 0, aber wegen der Divergenz
der harmonischen Reihe und Korollar 7.4 im Bereich 0 < s < 1 keinesfalls absolut. Wir zie-
hen als Konsequenz, dass es neben der Konvergenzabszisse einer gegebenen Dirichlet-Reihe
D(s) noch eine absolute Konvergenzabszisse 0, := 0,(D) geben muss. Ist D(s) = D(s;a) fiir
eine Folge a = (a,),ew komplexer Zahlen, so ist diese definiert als die Konvergenzabszisse
der Dirichlet-Reihe Y ; |a,|n~°. Wir geben im Folgenden ein einfaches Kriterium, wann eine
Dirichlet-Reihe absolut konvergiert:

Proposition 7.5. Fiir eine Folge a = (a,)new komplexer Zahlen gebe es ein ¢ € R mit |a,| =
O¢(n”~1*) fiir alle e > 0, wobei die Beschrinktheitskonstante vom jeweiligen ¢ abhiingt. Dann folgt
fiir die Dirichlet-Reihe D(s) = D(s; a) bereits 0,(D) < o.

Beweis. Sei§ = & +if € CmitG > o fest gewahlt. Es gentigt zu zeigen, dass die Reihe im Punkt

§ absolut konvergiert. Fiir e = %57 > 0 gibt es nach Voraussetzung eine Konstante Cc > 0 mit

lay| < Cen 17 fiir alle n € IN. Damit folgt

o - o~
Z ann—a—lt
n=1

S 2 |an\n_‘7_2£
n=1
—  _1_ ®© dx 1
§C821n1€§CE+Cg/1 W:C£<1+£)
n=

Damit ist eine konvergente Majorante gefunden und die Behauptung folgt. O

Beispiel 7.6. Sei f(z) = Y oan(f)q" € My eine Modulform von Gewicht k € Z. Nach Satz 2.37
gilt dann a, (f) = O(n*) und nach Proposition 7.5 somit 0,(L) < k + 1 fiir die absolute Konvergenzab-
szisse 0, (L) von L(s; f). Insbesondere stellt die L-Reihe L(s; f) eine auf der Halbebene Sy, holomorphe
Funktion dar.

Offenkundig gilt 0p(D) < 0,(D). Die Frage, ob sich 0,(D) auch in die andere Richtung durch
00(D) kontrollieren ldsst, beantwortet die folgende Proposition, welche sich wieder vermoge
Abel’scher partieller Summation nachweisen lasst:
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Proposition 7.7. Fiir die Konvergenzabszisse oy(D) und die absolute Konvergenzabszisse 0, (D) einer
gegebenen Dirichlet-Reihe D(s) gilt

00(D) < 0,(D) < 0p(D) + 1.

Die Abschitzung in Proposition 7.7 ist scharf, da die Reihe (7.1) die Konvergenzabszissen oy =
0 und 0, = 1 besitzt.

Nattirlich ist es interessant, von den Eigenschaften einer Koeffizientenfolge auf die zugehorige
Dirichlet-Reihe zu schliefSen, wie etwa in Satz 7.3 und Proposition 7.5. Es ist jedoch auch die
umgekehrte Schlussrichtung moglich, wie etwa in der folgenden, niitzlichen Proposition, die
man wieder mit Abel’scher Summation zeigt:

Proposition 7.8. Sei a = (a,)uen eine Folge komplexer Zahlen, fiir welche die Partialsummen der
Dirichlet-Reihe D(s; a) fiir ein s = o > 0 beschriinkt sind. Dann folgt bereits

Alx):= Y a,=0x).

O0<n<x

Der aus der Funktionentheorie wohlbekannte Identitédtssatz fiir Potenzreihen besagt, dass zwei
Potenzreihen, die in einem Haufungspunkt ihres gemeinsamen zusammenhéngenden Defini-
tionsbereichs iibereinstimmen, bereits identisch sind, so dass insbesondere alle ihre Koeffizien-
ten tibereinstimmen. Fiir Dirichlet-Reihen gibt es auch solch einen Identitatssatz:

Satz 7.9 (Identititssatz fiir Dirichlet-Reihen). Seien a := (a,)yen und @ := (dn)nen zwei Fol-
gen komplexer Zahlen, fiir welche die zugehirigen Dirichlet-Reihen D(s; a) und D(s; a) irgendwo kon-
vergieren und in einer nichtleeren, offenen Teilmenge von C iibereinstimmen. Dann folgt bereits, dass
D(s;a) und D(s; ) auf einer rechen Halbebene iibereinstimmen und insbesondere a, = iy, fiir alle
n € IN.

Beweisidee. Nach Satz 7.3 konvergieren D(s;a) und D(s; i) bereits auf einer rechten Halbebene
$ C C, welche die offene Teilmenge von C umfasst, auf sie tibereinstimmen, und stellen dort
holomorphe Funktionen dar. Da $ C C ein Gebiet ist, stimmen somit D(s;a) und D(s; d) nach
dem Identitétssatz fiir holomorphe Funktionen auf ganz $ iiberein.

Nehmen wir nun an, es gibe eine kleinste Zahl m € IN mit a,, # d,,. Dann gélte

0=m" (D(0;a) — D(0;d)) = (am — ) +m” Y (ay—dn)n 7  fiiro > 0.
n=m+1

Der Satz folgt, da man durch geschicktes Abschidtzen zeigen kann, dass die Summe auf der
rechten Seite fiir ¢ — oo beliebig klein wiirde und sich im Widerspruch zu unserer Annahme
an = dy ergédbe, so dass eine solche kleinste Zahl m € IN nicht existieren kann. O

Wir konnen den Identitdtssatz fiir Dirichlet-Reihen 7.9 dazu verwenden, die Menge

Opr C <U O(Sx)> /~
xeR
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aller auf irgendeiner rechten Halbebene holomorphen Funktionen, die sich dort in eine Dirich-
let-Reihe entwickeln lassen, genauer zu beschreiben. Hierbei werden im Sinne des Identitéts-
satzes fiir holomorphe Funktionen zwei je auf einer rechten Halbebene holomorphe Funktio-
nen genau dann durch ~ identifiziert, wenn Sie eingeschrankt auf eine geeignete rechte Halb-
ebene tiibereinstimmen. Um die Idee gedanklich vorzubereiten, fithren wir zundchst auf der
Menge FDR der formalen Dirichlet-Reihen eine Ringstruktur ein:

Nach Konstruktion entsprechen formale Dirichlet-Reihen Eins-zu-Eins Folgen komplexer Zah-
len. Letztere lassen sich wiederum als zahlentheoretische Funktionen, also komplexwertige
Funktionen auf IN, interpretieren. Schreiben wir

A:={a:N— C}

fiir die Gesamtheit aller zahlentheoretischen Funktionen, so erhalten wir eine Bijektion von
Mengen

. JA —FDR,
" a =Y ya(n)ns,

die es uns ermoglicht, formale Dirichlet-Reihen kiinftig auch durch zahlentheoretische Funk-
tionen statt durch Folgen komplexer Zahlen zu beschreiben, wobei wir in diesem Kontext still-
schweigend fiir alle n € IN den Funktionswert a(n) mit a, bezeichnen werden, um die gewohn-
te Schreibweise fiir die Koeffizienten einer Reihe beizubehalten. Offenbar wird .A durch kom-
ponentenweise Addition eine abelsche Gruppe. Man tiberpriift leicht, dass .4 mit der durch

.. AxA — A,
"l (a,b)  axb

N —C,
(axb): {n = (axb)(n) == Ly a(d)b ()

gegebenen Dirichlet-Faltung als zusatzlicher multiplikativer Verkniipfung ein kommutativer
Ring mit Eins

1, firn=1,
14(n):=
aln) {0, furn > 1.

ist. Uber die Bijektion Y konnen wir diese Ringstruktur auf A auf die Menge FDR {ibertragen:

Satz 7.10. Die Menge FDR wird zum Ring der formalen Dirichlet-Reihen und Y zum Ringhomo-
morphismus vermoge der auf FDR gegebenen Verkniipfungen

D(s;a)+ D(s;d) = D(s;a+a) = Y _ (ay +a,)n° fiirallea,d € A,

n=1
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k=1 \d[k
o0
= Z Ay (nm)~° fiirallea,d € A.
n,m=1

Die Teilmenge KDR C FDR der irgendwo konvergenten Dirichlet-Reihen stellt offenbar einen
Unterring von FDR dar. Nach Satz 7.3 und Korollar 7.4 l4sst sich jeder konvergenten Dirichlet-
Reihe aus KDR eindeutig eine Funktion in Opgr zuordnen und nach dem Identitédtssatz fiir
Dirichlet-Reihen 7.9 ist diese Zuordnung Eins-zu-Eins. Wir kénnen so Opr bis auf Isomor-
phie als Unterring von FDR auffassen und via Y~! durch eine geeignete Teilmenge von A
beschreiben. Nach den Propositionen 7.5 und 7.8 ist diese Teilmenge gerade der Unterring
Apoly € A der polynomiell beschrénkten zahlentheoretischen Funktionen. Insgesamt erhalten
wir so durch Einschrankung von Y mit

Y . Apoly — ODR/

ly -
poy = Y(a) =Y, a.n°
einen Ringisomorphismus.

Eine nette Anwendung von Satz 7.10 ist, dass sich mit dem Satz die L-Reihen der Eisenstein-
Reihen durch die Riemann’sche Zetafunktion beschreiben lassen:

Beispiel 7.11. Fiir eine gerade ganze Zahl k > 4 ist die L-Reihe der Eisenstein-Reihe

i)k >
Ex(z) =1+ g(k()z(:zl)' V;kal(”)”ln-

durch

"\ k
L E) = 2 g(s)(s —k+1)

k) (k—1)
gegeben,

denn: Wir schreiben 1 fiir die durch 1(n) = n fiir alle n € IN gegebene Identitit. Fiir ein beliebiges
s € C nennen wir die durch 1°(n) := n® fiir alle n € IN definierte zahlentheoretische Funktion die s-te
Potenzfunktion. Offensichtlich gilt beziiglich der Dirichlet-Faltung

Orq = 0% /L

Mit Satz 7.10 folgt
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7.2 Die Umkehrsatze von Mellin und Hecke

Dirichlet- und Potenzreihen sind iiber die MELLIN-Transformation’? eng miteinander verwo-
ben. Wir zeigen nun auf, warum das so ist, und fithren dies weiter zu einem Zusammen-
hang zwischen Modulformen mit Fourier-Entwicklungen einerseits und deren zugehorigen
Dirichlet-Reihen andererseits. Eine zentrale Rolle in diesem Kontext spielt die Gammafunkti-
on, die wir nun zunichst einfiihren:

Proposition 7.12. Die Funktion
e}
I'(s):= / tle~t dt fiir alle s € S
0

heifit die Gammafunktion und weist folgende wichtige Eigenschaften auf:
(a) Sie ist auf Sy holomorph und besitzt eine holomorphe Fortsetzung auf C ~. (—INg) mit einfachen

Polenins = —n € (—INy) mit Residuum

ress——, [(s) = (—nl')” .

(b) Sie ist auf jedem abgeschlossenen Streifen S,, N {s € C: [Im(s)| > 1} mit a < b beschriinkt.
(c) Es gilt die Funktionalgleichung sI'(s) = I'(s + 1) fiiralle s € C ~\. (—INp).
(d) EsgiltT(1) =1 und allgemein T'(n + 1) = n! fiir alle n € N,.

Wir sind nun in der Lage, einen wichtigen Vorbereitungssatz einzusehen, der zuerst 1910 von
Mellin nachgewiesen wurde:

Proposition 7.13 (Mellin’sche Inversionsformel). Fiir alle reellen Parameter c > 0 gilt die Formel

I e S )
e zz—m,/c_i I(s)z™°ds fiiralle z € Sy,

Beweis. Fiir ein Polynom P, alle c € R und alle z € 3 schreiben wir in diesem Beweis

1 c+ico t
I.(z;P) := 2m/ P(s)[(s)z~*ds = 2/ Pc+it) :ltl)dt,

und vereinfacht I.(z) := I.(z;1). Indem man die Gammafunktion auf Vertikalstreifen geeignet
abschétzt, kann man zeigen, dass dieses Integral fiir c ¢ —INy stets absolut und gleichméfig
auf kompakten Teilmengen K C $y konvergiert und dort also nach dem Weierstrafy’schen Kon-
vergenzsatz eine holomorphe Funktion darstellt.

73Robert Hjalmar Mellin (1854-1933)
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Erneut mit dem Wachstum der Gammafunktion und mit der Kenntnis ihrer Residuen folgt
ferner fiir x > 0 und c1,¢2 € R\ (—INp) mit ¢; > ¢; die Asymptotik

iR
/ I(s)x°ds
c

cpFiR
<<x/ IT(s)ds| = 0c,0,(1), R — oo,
1HiR c

1R

weshalb mit Integration tiber den Rand des Rechtecks mit Ecken ¢; iR und c; £ iR und dem
Residuensatz

]x]

I,(x) = L, (x) + ) res,_i(T(s)x™°) = I, (x) + Z (7.2)
C1<]<C2 C1<]<C2 ( ])
j<o0

im Grenziibergang R — oo folgt. Diese punktweise fiir alle x > 0 gezeigte Identitdt setzt
sich mit dem Identitdtssatz fiir holomorphe Funktionen auf ganz Sy fort, da sich beide Sei-
ten dort holomorph ausdehnen, und es gilt fiir ¢j,co > 0 bereits I;, = I,. Aufgrund der
Wahl P(s) := —s und einer geeigneten Verallgemeinerung der Leibniz’schen Regel kénnen wir
die Differentation mit der Integration vertauschen und erhalten mit der Funktionalgleichung
I'(s +1) = sI'(s) fiir alle ¢ > 0 mit der Substitution s +— s — 1 sofort

1 c+ico
I(z) = _7'/ T(s+ 1)z ds = —I1(2) = —L(2).
2701 Je—ico

Damit folgt I.(z) = C - e~ * fiir ein C € C, das noch bestimmt werden muss. Mit (7.2) haben wir
aber mit den Wahlen ¢ := —% undc, = 1fiirallex > 0

1 ’%*ic’o 1 ’%*ic’o 1
I(x) = 1+7/ T(s)xds =140 xf/l U Ir(s)ds| | =1+ 0(x).

271 J_1 7100 5 —ic0
Also gilt lim, o+ I.(x) = 1, und folglich C = 1, womit alles bewiesen ist. O

Mellin verallgemeinerte seine Inversionsformel 7.13 zu einem Zusammenhang zwischen ge-
wissen gegebenen Funktionen und ihren jeweiligen Mellin-Transformierten. Wir nehmen dies
als Ausgangspunkt fiir die Umrechnung von Dirichlet-Reihen in Potenz- bzw. Fourier-Reihen:

Satz 7.14 (Mellin’scher Umkehrsatz). Seien A € Rso, A € R und a = (a,)nen, eine Folge
komplexer Zahlen mit

a, = 0(n?) fiir n — co.
Wir betrachten weiter die Funktionen

2minz

=e 1,

=

f(z):= Z anq% mit q

Aa(si f) = <2A”)_Sr(s)L(s;f) mit L(s; f) := D(s;a)
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in komplexen Variablen z bzw. s. Diese hiingen wie folgt zusammen:

Ar(s; f) = / 71 (F(it) — ap) dt fiiralles € $41,
0
1 c+ico
f(z) —ap = %/  Aa(sf)(—iz) " ds fiirallec > A+1,z € H.
C—100

Insbesondere konvergieren die Integrale in den angegebenen Bereichen.

Beweis. Nach Proposition 7.5 konvergiert die Reihe L(s; f) in $ 41 absolut. Dort erhalten wir

Ar(s; f) = i <2m) / et dt

n=1

_ 2/ (27m> et
n=1

= Z/ a5 e T dt.
n=1 0

Nach dem Satz von Lebesgue konnen wir Integration und Summation vertauschen — wir wih-
len die absolut konvergente Reihe als Majorante — und erhalten

®© 1 © 27ntnt
Ap(s; f) = ; £y e d
n=1

_ /Ow BV(f(it) — ag) dt.

Das zeigt die erste Teilbehauptung.

Die zweite Teilbehauptung ergibt sich durch Anwendung der Mellin’schen Inversionsformel
7.13. Fiir alle z € H und zunéchst alle ¢ > 0 erhalten wir

2mnz
)= Y e’

1 & etico 2minz\ ~°
- r — ds.
i o ot () e

Nehmen wir nun zusitzlich ¢ > A + 1 an, so konvergiert die Reihe ) ;” ; a,n~° absolut und
gleichmaflig nach Proposition 7.5. Erneut folgt die Behauptung direkt durch Vertauschen von
Integration und Summation. [

Bemerkung 7.15. Die Zuordnung

s /Ooo £ (f(it) — ag) dt
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heif$t die Mellin-Transformation und stellt nach dem Mellin’schen Umkehrsatz 7.14 — bis auf den gut
kontrollierbaren Vorfaktor (27”) "I (s) — eine analytische Realisierung der Zuordnung

() . o0
Z anqr — Z apn_’
n=0 n=1

vom Raum der in der Einheitskreisscheibe konvergenten Potenzreihen mit betragsmifSig langsam wach-
senden Koeffizienten in den Raum der Dirichlet-Reihen dar.

In Abschnitt 7.3 werden wir vermoge der Mellin-Transformation eine Interpretation der Pe-
rioden 7j(f) einer gegebenen Spitzenform f € Sy mit k € Z durch die Werte L(j + 1; f) der
zugehorigen L-Reihe herleiten.

Im Jahr 1936 zeigte Hecke eine Spezialisierung und Verschiarfung des Mellin’schen Umkehrs-
atzes 7.14 fiir Modulformen. Diese ergénzt die blofflen Funktionen im Umkehrsatz durch wiin-
schenswerte Eigenschaften, die sich unter der gezeigten Aquivalenz mit {ibersetzen:

Satz 7.16 (Hecke’scher Umkehrsatz). Seien A € R~o, k € 2IN, a = (a,,)new eine Folge komplexer
Zahlen und

flz) =} ang’
n=0
eine Funktion in der komplexen Variablen q. Dann gilt die Charakterisierung:
Die folgenden beiden Aussagen sind dquivalent:
(i)  Die Funktion f ist eine Modulform von Gewicht k zu SLy(Z.), liegt also in Mj.
(i) Esist A = 1unda, = O(n?) fiir ein A > 0. Die Funktion

A(s; f) +ag (1 + (S__l)kz)

besitzt eine ganze Fortsetzung und ist auf vertikalen Streifen endlicher Breite beschriinkt. Zudem
besteht zwischen meromorphen Funktionen die Funktionalgleichung

Alk—s;f) = (=1)2A(s; ).

Wir zeigen diesen Satz hier nicht; eine Hauptzutat zu seinem Beweis ist das PHRAGMEN-
LINDELOF-Prinzip.”*

7.3 Perioden von nicht-cuspidalen Modulformen

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, den Eichler-Shimura-Isomorphismus, beziehungsweise Satz
6.4, auf den Fall nicht-cuspidaler Modulformen auszudehnen. Im Unterschied zu Kapitel 5

74Lars Edvard Phragmén (1863-1937) und Ernst Leonard Lindelof (1870-1946)
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zeigen wir dabei eine komplexe Variante des Satzes. Hierfiir betrachten wir zunéchst die bereits
in in den Kapiteln 5 und 6 studierte Situation einer Spitzenform f € S; mit einem geraden
w € N und k := w + 2 genauer: Fiir alle j € {0,...,w} kennen wir hier die Perioden

ri(f) 13) /Oioof(z)zf dz

©2) jj+1 / " it at (7.3)
0

ZAG + 15 ).

Diese lassen sich elegant zum (homogenen) Periodenpolynom
(X, Y; f) ::/ F(2)(zY — X)" dz
0
(.13) o (W - Wi
D3 (1) ey 7.9

=0 \J
7 (W> 1IN+ 1; /)XY € C[X,Y]

jez
zusammenfassen, wobei wir fiir die Ausweitung des Laufbereichs des Index im letzten Schritt
zweierlei ausnutzen: Zum Einen hat die Funktion A(s; f) = (27)°T(s)L(s; f) nach dem
Hecke’schen Umkehrsatz 7.16 eine holomorphe Fortsetzung auf ganz C und erfiillt die Funk-
tionalgleichung

Alk=s;f) = (-1)2A(s; f). (7.5)

Zum Anderen hat der Binomialkoeffizient, interpretiert als

W\ T(wt1)
<J‘> TGO w—j+1) (7.6)

fur alle j € Z ~ {0,...,w} eine einfache Nullstelle, welche die endlichen Werte A(j + 1; f)
ausloscht.

Beispiel 7.17. Das Periodenpolynom der Diskriminante A € Sy ist durch

10 . . .
r(x,v;a) 2y <1].0) (—1)r;(A) X0y
=0

626 (10 _ 091 8v0 091 6va 691 46 691 005 La0) .

= (X 26 XY XY = o XY e XY =Y ) (A)
12 12

- <—10X9Y + 75X7Y3 —105X°Y° + 75X3Y7 - 1OXY9> -11(A)

gegeben, wobei nach (6.2) bekanntlich ro(A) € iR und r1(A) € R gilt.
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Wir verallgemeinern diese Situation nun gemafs eines 1991 erschienenen Resultats von Zagier
auf beliebige Modulformen und betrachten dafiir ein f € Mj mit Fourier-Entwicklung

f(z) = ian(f)q” mita,(f) € C fir alle n € INy.
n=0

Nach dem Hecke’schen Umkehrsatz 7.16 hat dann die Funktion
A(s; f) = (2m)°T(s)L(s; f)
= [ () = an) e

=i [T () () e

eine im Allgemeinen nurmehr meromorphe Fortsetzung auf ganz C, erfiillt aber weiter die
Funktionalgleichung (7.5). Die Singularitdten im Fall f € M;j \ Si sind dabei zwei einfache
Poleins = 0 und s = k = w + 2 mit Residuen

—ao(f) bzw. (=1)%ao(f).

Die Werte der Ableitung der durch den Binomialkoeffizienten (7.6) gegebenen Funktion an den

zugehorigen Stellen s = —1 und s = w + 1 lassen sich zu
1 1
- bzw. -
w+1 = w+1

berechnen, sieche Ubungsaufgabe 7.1. Analog zu (7.4) erhalten wir so die rationale Funktion

r(X,Yif) =), <V]”) "IAG+ 1 )XY
", (7.7)

_80(f) (pwiiy—1 —1yw+1 (W A=A (i1 1. w—jv/j
_W+1(X Y14 xly )+]ZO L )EIAG )XY,

Diese stimmt im Fall f € Sy mit dem Periodenpolynom von f {iberein und weist im Fall f €
M\ Sy zwei zusitzliche Summanden auf, die Giber den konstanten Fourier-Koeffizienten von

f Auskunft geben. Wir sprechen von der Periodenfunktion von f. Im Beispiel der Eisenstein-
Reihen gilt:

Lemma 7.18. Seiw € IN gerade und sei k := w + 2. Fiir die Eisenstein-Reihe Ex € My ~\ Sy ist dann
die Periodenfunktion durch

27Ti

w+1 . B: By _i o
+ T Y (v ]H)!XW]Y])

= G+l (w—j+1

j ungerade

gegeben.
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Beweis. Wir nutzen (7.7) und unser Vorwissen tiber die L-Reihe der Eisenstein-Reihen und er-
halten

r(X,Y; Ey)

(U)ﬂo(Ek) w+1y—1 —1yw+1 (W e ING . wW—jy]

DI (x4 x Ty )+]§ §JiTIAGH BEIXTY

35 1 w1 — (W —j=1jy w=jyj

2 (X Y 4 Xty )—i—]g(])z ((2n) JLG+1; Ek)>X Y

_ 1 w1 1y w+1 < —j—1 w—jvyj

= (x Y4 X1y ) ]ZO @) LG+ LE)XY

AU (Xw+1Y + X~ 1YW+1> Y W' 27'(1) ((27Ti)w+2€(j+1)g(w_j))XWij
w41 ]:0 C(w+2)(w+1)!

_W+1(X Y4 xly ) CESV{CES) ; —yr U DE(w = )XY

Das Verhalten der Riemann’schen Zetafunktion ist gut studiert. Konkret gilt:

2(s) hat bei s = 1 eine einfache Polstelle mit Residuum 1,
2mi)"B

{(n)= (7;2’" fiir n € IN gerade (vgl. auch Lemma 3.6),

7(1—n)=(-1)"1! Bu fir n € N (erhélt man tiber die Funktionalgleichung).

Da die Bernoulli-Zahlen B,, nach Lemma 3.6 fiir ungerade n > 1 den Wert Null annehmen, gilt
dort {(1 — n) = 0. Diese Nullstellen haben Ordnung Eins und es gilt

71— = L1t

2(27) 1 fir n > 1 ungerade (auch aus der Funktionalgleichung).

Es folgt, dass sich in der obigen Summe die Polstelle bei j = 0 weghebt und die Summanden
fir gerades j ¢ {0, w} verschwinden. Wir erhalten so

(X, Y; Ey)
1 1 (2mi)"+!

— Xw+1 1y w+1 X e w__
w+1( Y XY ) (w+1)Z(w+2) W o (WX
W=l (2mi)"*?  Bjy1 Bu—j1 27ti 1
L w1t Y w1 ()Y
j ungerade

(7)™ By Buso
2(w+ 1) (w+2) 0! (w+2)!

(Xwﬂyq n X71Yw+1>

Nlg

1 (2mi)wHl Cw+ 1w\ o,
+(w+1)g(w+2)'<_ w! (<_1) 202m)w )X
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w—1 A\w+2 . . ;
LY @)™ Bin  Bujt1  qwejyy 270G (w A1)
= 2 (G+DI(w—j+1) 2

j ungerade

27ti W yw
= <2(w+1)g(w+z)> (‘aW“)(X )

w1 B; B. o
A\ w1 j+1 w—j+1 w—j\/]
AP DA o v i T Y)‘

=1
j ungerade

O]

Das Periodenpolynom r(X,Y; f) einer Spitzenform f € Sy lasst sich durch Anwenden der
Koordinatenabbildung C aus Abschnitt 5.1 und eintragsweises Herausfaktorisieren der — in
diesem Fall stets invertierbaren — Binomialkoeffizienten in den Vektor

"(ru(f), - r0(f)) € €

tiberfithren. Analog zu der reellen Situation in Lemma 5.26 gilt fiir diesen

"(re(f), -, 70(f)) € Kern (L1 + 71(S)) N Kern (Ly41 + 71(ST) + 1((ST)?))..

Fiir eine nicht-cuspidale Modulform f lassen sich aber die Perioden ry,1(f) und r_1(f) nicht
analog zu den iibrigen Perioden definieren. Es bietet es sich fiir die Konstruktion eines verall-
gemeinerten Eichler-Shimura-Isomorphismus daher an, einer gegebenen Modulform f € M;
statt eines Vektors von Perioden direkt die Periodenfunktion zuzuordnen. Im Fall f € Sy ope-
riert M € SL,(Z) so via P('M) auf dem Raum P,,(C) und die obige Enthaltenseinsbeziehung
wird zu

r(X,Y; f) € Kern (P(L) + P('s)) N Kern (1?(12) +P(4(ST)) —HP(t(ST)Z)) —W. (7.8)
In Analogie zu Abschnitt 5.1 fithren wir nun die folgende Notation ein:

Definition 7.19. Sei w € IN gerade. Fiir ein homogenes Polynom
P(X,Y) =Y a XY €Py(C)
j=0
sagen wir dann

P ist gerade :<=> a; = 0 fiir alle ungeraden j € {0,...,w},
P ist ungerade :<=> a; = 0 fiir alle geraden j € {0,...,w}.
Den Raum der geraden bzw. ungeraden Polynome in P,,(C) bezeichnen wir mit P, (C)* bzw. mit

Py, (C)~. Offensichtlich lisst sich dann jedes P € P\, (C) eindeutig in seinen geraden Anteil P* €
Py, (C)* und seinen ungeraden Anteil P~ € P, (C)~ zerlegen.
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Bemerkung 7.20. Sei w € IN gerade. Nach den Uberlequngen im Beweis von Proposition 6.1 ist
dann die Einschrinkung von P, (C) auf W mit der Zerlequng in einen geraden und einen ungeraden
Anteil vertriglich, fiir ein beliebiges P € W — wie etwa das Periodenpolynom r(X, Y f) einer beliebigen
Spitzenform f € Sy — gelten also

Pt e WH =P, (C)f N W,
P-eW =P,(C) NW

und umgekehrt kann man von P+ € W und P~ € W~ wieder auf P € W schlieflen. Fiir f = A € Sy
haben wir dies bereits in Beispiel 7.17 gesehen.

Die Polynomdarstellung PP lsst sich statt auf ;,(C) auch auf dessen Obermenge 5 - Pw+2(C)
anwenden, wobei letzteres unter dieser Wirkung nicht abgeschlossen und somit kein SL,(Z)-
Modul ist. Die jeweiligen Funktionen (‘' M)P sind jedoch fiir alle P € < - Py12(C) wohlde-
finiert und wir konnen ein Analogon zu W in dieser Situation definieren, namlich seine Ober-
menge

W= {p € % Puia(C) : (P(L) +P('8))P = (P(L) +P('(ST)) + P('(ST)?))P = o} :

Bemerkung 7.21. Sei w € IN gerade. Offensichtlich lisst sich dann jedes P & % - Py+2(C) ebenso
wie die Elemente von P, (C) eindeutig in seinen geraden Anteil

1 + 1 _
PT e (g Puia(0) " = 55 - Pusa(€)” = Pu(C)"
und seinen ungeraden Anteil
P € (e Puia(€) = = Puya(C)F 2 Pu(C)”
XY XY

zerlegen. Nach den Uberlequngen im Beweis von Proposition 6.1 ist die Einschrinkung von % .
Py+2(C) auf W mit der Zerlegung in einen geraden und einen ungeraden Anteil vertriglich, fiir ein
beliebiges P € W gelten also

1 N

A -
P+ € W+ = (ﬁ . ]PW+2((D)) N W,
A 1 -

und umgekehrt kann man von Pt € W+ und P~ € W~ wieder auf P € W schliefien.
In diesem Setting erhalten wir nun:
Lemma 7.22. Sei w € IN gerade und sei k := w + 2. Fiir die Periodenfunktion der Eisenstein-Reihe

Ey € My \ S gilt dann
r(X,Y;Ex) € W.
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Beweis. Nach Bemerkung 7.21 reicht es zum Beweis des Lemmas aus

r(X,Y;E)T e W,
r(X,Y;E)” € W™

nachzuweisen. Nach Lemma 7.18 gilt dabei

r(X, Y E) " = ww- (0w +1)(X" = YY),

. e B Bui
H(X,Y; Ey) =ww-<<2m> Tl i et M)

=1
j ungerade

27ti
2(w+1)g(w+2)

Wy 1=

Da beide Funktionen r(X,Y; Ey)* offensichtlich in (% . ]P\NH((D))i liegen, miissen wir nur
noch zeigen, dass sie jeweils durch

(P(L) +P('s)),

(B(l) +P('(ST)) + P('(ST)?))
auf Null geschickt werden. Die Bedingung

(P(L) +P("s)) (r(X,Y; E)¥) =0

besagt in Analogie zum Beweis von Proposition 6.1, dass sich die Koeffizienten von X/Y"~/ und
XV IYlinr(X,Y; Ey)* furallej € {—1,...,w+ 1} um einen Faktor (—1)/*! unterscheiden, was
offensichtlich ist. Es verbleibt die Bedingung

(P(L) +P('(ST)) + P('(ST)) ((X, Y; Ex)*) =0
zu tiberpriifen. Im Fall von r(X, Y; E) " ist dies leicht, denn es gilt

(P(L) +P('(ST)) + P('(ST)) (r(X, Y; Ex) ")
= —ww CWwH+1) - (X" =YY) + ()" = (X+Y)") + ((-X-Y)" = X"))
= 0.

Im Fall von r(X, Y; Ex)~ bietet es sich an, die erzeugende Funktion

P(X,Y;T) = —— ! T xwiyl | ™
XYT) =y * W;O ]._Z_l G+1)! (w—j+1)!
w gerade j ungerade




7.3. Perioden von nicht-cuspidalen Modulformen 232

| Bamr || o Brxrye
m—po M —o
m gerade n gerade
1 YT XT
- 1 COth(T) COth(T)

zu betrachten. Das Additionstheorem des Kotangens hyperbolicus lautet
coth a coth B 4 coth B coth y 4+ cothy cotha = —1 fiirallea, 8,y mita 4+ p+ ¢ = 0.
Wihlen wir speziell

YT | XT (=Xx-Y)T
v=5 b= undy =y

so erhalten wir
(P(1) +P('(ST) + P('(ST))) P(X,;T)
=P(X,Y;T)+P(-X-Y,X;T)+ P(Y,-X - Y;T)
1

=-7
Vergleichen wir hier fiir w € IN die Koeffizienten von T" auf beiden Seiten, so erhalten wir nach
Multiplikation mit w,, (277i)"*+1

(P(R) +P('(ST) +P('(ST)) r(X, Y3 E)~ =0
und somit die Behauptung. O

Insgesamt erhalten wir die folgende Verallgemeinerung des Eichler-Shimura-Isomorphismus
auf beliebige Modulformen:

Satz 7.23. Seiw € IN gerade und sei k := w + 2. Fiir eine beliebige Modulform f € M gilt dann
XY f)eW=W"aW~ mitr(X,Y;f)* € W%,
wobei die Einschrinkungen

f =X YT

beide C-Vektorraumisomorphismen sind. Weiter gilt W+ = W, wohingegen W~ fiir k > 2 den Raum
W~ mit Kodimension 1 umfasst und nur fiir k = 2 die Gleichheit W~ = W~ = {0} gilt.

Bemerkung 7.24. Dieses Resultat ist bemerkenswerterweise einfacher als die in Satz 6.4 gezeigte Ver-
sion fiir Spitzenformen, wo nur eine der beiden Abbildungen r=: Sy — V= ein Isomorphismus war
und die Bestimmung des Bild der anderen ein schwieriges Problem.
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Beweis von Satz 7.23. Sei f € M beliebig. Dann gilt zundchst
r(X,Y; f) € W,

denn: Fiir cuspidales f gilt #(X,Y; f) € W C W nach (7.8) und fiir die Eisenstein-Reihe E; gilt
r(X,Y; Ex) € W nach Lemma 7.22. Die Behauptung fiir allgemeines f € M folgt nun, da nach
Proposition 3.10 bekanntlich die Zerlegung My = CE; @ Sy gilt. #

Weiter gilt nach Bemerkung 7.21 stets

und daher auch Wt = WT. Zudem ist die Kodimension von W~ in W~ fiir k > 2 gleich FEins,

denn: Einerseits ist die Kodimension von W in W — und somit auch diejenige von W~ in W~
— hochstens Eins, da fiir jedes P € W definitionsgemaf die Koeffizienten der in Polynomen
aus W nicht vorkommenden Monome X 'Y¥*+! und X¥*1Y~! iibereinstimmen. Im Fall k > 2
gilt andererseits nach Lemma 7.22 und seinem Beweis (X, Y; Ex)~ € W~ ~ W~ und insgesamt
somit die Behauptung. #

Fiir k = 2 gilt definitionsgemaf bereits W* = W* = {0}. Die Isomorphie von #* ergibt sich
schliefslich unmittelbar aus derjenigen der Abbildungen

TSy —> W, (79)
it S — W+/<1’(X,Y,' Ek)+>@, '
wobei sich letztere analog zu Satz 6.4 herleiten lassen. O

Indem wir den klassischen Eichler-Shimura-Isomorphismus (7.9) geschickt mit der in Satz 7.23
gezeigten Variante zusammenfassen, erhalten wir unmittelbar:

Korollar 7.25. Seiw € IN gerade und sei k := w + 2. Dann ist die Abbildung

(fg)  =r()T+r(g)"

ein Isomorphismus von C-Vektorriaumen.

{Mk@sk S WreW =W,

7.4 Die Zagier-Eigenschaften

Fiir den Beweis der Eichler-Selberg-Spurformel werden spiter einige erstrebenswerte Eigen-
schaften von Elementen des Monoidrings Q[IM] eine wichtige Rolle spielen; beispielsweise
lasst sich so die bereits in Proposition 6.15 gesehene Hecke-Aquivarianz des Eichler-Shimura-
Isomorphismus genauer untersuchen. Diese Eigenschaften wurden teilweise schon 1973 von
Manin studiert und werden in unserer speziellen Zusammenstellung von Zagier und verschie-
denen Co-Autoren als die Eigenschaften (A), (B) und (C) gefiihrt. In diesem Abschnitt fithren
wir diese ein und zeigen als einen ersten Schritt, dass es tatsachlich Elemente gibt, welche Ei-
genschaft (A) aufweisen.



7.4. Die Zagier-Eigenschaften 234

Definition 7.26. Wir dehnen die in Abschnitt 1.5 eingefiihrte Notation M := M - {£L}/{£L} auf
Teilmengen M C GL,(Q) aus und fiihren die Teilmengen

Ry := QM"] fiirallen € N

des Monoidrings R := Q[M] ein. Fiir n = 1 erhalten wir so den Gruppenring Ry = Q[SLa(Z)].

Beispiel 7.27. Die im Weiteren studierten Elemente

L+S

Tlg = 5

I + ST+ (ST)?
3 :

7lsT =
. . . 2 _ 2 _
von Ry sind idempotent, es gilt also 15 = 715 bzw. TG = TsT.

Fiir alle n € IN tragt die Menge R, offenbar die Struktur eines Q-Vektorraums und die Gruppe
SL,(Z) operiert von links durch Linksmultiplikation sowie von rechts durch Rechtsmultipli-
kation. Wir konnen so eine Eigenschaft von Elementen aus R, definieren, die diese mit dem
n-ten Hecke-Operator in Verbindung bringt, wobei wir den genauen Zusammenhang erst in

Satz 7.52 verstehen werden:

Definition 7.28. Sei n eine natiirliche Zahl. Dann sagen wir, ein Element T, € R, erfiillt die Eigen-
schaft (A), wenn

(I, = 8)Ty — Theo(lr — S) € (I — T)Ry, (A)
gilt mit

Theo := Z M € R, (7.10)

MeSLy(Z)\IM"

wobei wir tiber ein Vertretersystem aus Matrizen aufsummieren, die allesamt den Punkt ico stabilisieren.

Bemerkung 7.29. Definition 7.28 ist insofern wohldefiniert, als fiir je zwei Elemente T,Slo)o und T,Szo)o
wie in (7.10) bereits

qilt,

denn: Je zwei ioo stabilisierende Vertreter derselben SLy(Z.)-Linksnebenklasse in " unterscheiden sich
um ein Element von SLy(Z) ., und also um eine Potenz von T. Die Behauptung folgt nun aus

L-T'=(L-T)(L+T+...+T"Y e (L-T)R, fiirallekc . (7.11)

#
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Nach Lemma 4.3 konnen wir also ohne Einschrinkung

Toeo= Y <g Z) (7.12)

wihlen.

Die Frage nach der Existenz von Elementen T, € R,, welche die Eigenschaft (A) aufweisen,
wurde 1993 von CHOIE” und Zagier fiir alle n € IN positiv beantwortet. Tatsdchlich kénnen
wir solche Elemente explizit angeben:

Satz 7.30. Sei n € IN. Dann erfiillt das Element

R (M) S O R O

a>c>0 _dop<d —2<ce<t
d>—b>0 2o 26#0 :

in den die einzelnen Summen jeweils iiber alle ganzen Zahlen a,b,c,d € Z genommen werden, welche
die jeweils aufgefiihrten Bedingungen erfiillen, Eigenschaft (A).

Beweis. Fiir ein gegebenes n € IN setzen wir zunéchst

d

An::{c b)e]Mn\a>c>0,d>—bzo,(b:0:>a22rS)},
; |

Bn::{<i b)GIM”|a>—cZO,d>b>O,(c:O:>d22b)

und betrachten die Abbildungen

Ay — By,
Fya=(*? SHy- c d
A_(c d) — st A‘(-(a—cm) —b+dm>’
B, — A,
g B:(a b) HTLZJSB:<—C+“{ZJ —(d—bLZ’J))
c d a b

Letztere sind wohldefiniert in dem Sinne, dass tatsdchlich
f(A,) €B, und g(B,) CA,

gelten,

75 YoungJu Choie (*1959)
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denn: Wir betrachten

$0 = (Lo Sepeyy paaey) frema= (0 g) e

Aufgrund von A € A, gilt hier offenbar zunéchst ¢ > a — c[ 2| > 0 und also die erste Bedin-
gung fiir B,,. Weiter gilt auch d > 0. Dass auch —b+d|%| > d gilt, folgtim Fallb = O ausa > 2c
und im Fall b < 0 aus a > c. Das ist die zweite Bedingung fiir B,,. Gilt schliefdlich zusé&tzlich
—(a—c[2]) =0, s0 folgt —b+d| 2| > 2d aufgrund von —b > 0 und, daaus — (¢ —c[2]) =0
und a > cbereits | 2] = ¢ > 2 folgt. Das ist die dritte und letzte Bedingung fiir B,,, so dass wir
insgesamt die erste Inklusion f(A,) C B, gezeigt haben. Die zweite Inklusion g(B,) C A,
zeigt man analog. #

Weiter sind f und g zueinander invers und also beide bijektive Abbildungen,

denn: Wegen d > —b > 0 gilt einerseits

g(f(A)) =g(ST LElA) = T ssT 1A = A fiir alle A = (‘Z Z) €A,
und wegen a > ¢ > 0 andererseits auch
d _peelfl) a b
f(g(B)) = f(Tli)sB) = sT-l—=-ITlilsBp =B fiir alle B = (C d) € By

#

Nun sind wir in der Lage zu zeigen, dass T, Figenschaft (A) erfiillt. Um uns Schreibarbeit zu
sparen, fithren wir auf R, die Aquivalenzrelation ,="ein, die genau dann erfiillt ist, wenn sich
beide Seiten um ein Element aus (I, — T)9R, unterscheiden. In dieser Notation gilt es also

(I, = 8)Ty = Tyeo(lr — S) (7.13)

zu zeigen. Tatsdchlich gelten

a b a —b - 0 _d a 0
de:— <<C d)_s(—c d))z dZ_: ( b>_ dz_: (C d>’ (7.14)
p2 {55 2
d>>fb>>00 5>b>0 >

a —b a b — 0 d a 0
L)) s G- E () om
550 1>b>0 4>c50

denn: Nach (7.11) gilt zunachst T"M = M fiir alle M € IM" und alle k € Z. Unter Berticksichti-
gung der Bijektivitdt von g ergibt sich daraus

y A=S Y B

A€A, BeB,
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Setzen wir die Definitionen von A, und B, ein und sortieren um, so erhalten wir (7.14).

Betrachten wir nun E := (7;%) € GL,(Z). Diese besitzt die Eigenschaft

EME= (% ) firalem= (% ?)enrm
—c d c d

Zwei beliebige Elemente ¢, € R, mit { = { geniigen aufgrund von E(L, — T) = (b —
T)(—T~')E zudem der Kongruenz ECE = EZE. Wenden wir dies auf (7.14) an, so erhalten
wir (7.15). #

Summation von (7.14) und (7.15) liefert

(b= S>ad—zbc::n <<Z Z) " <_ac _db>) ad=n

Il
/
A
S )
= |

.
~
|
PR
(S RN
S
N~
~_

Pl A 361>0
Es folgt
A 0 —d d 0 a b 0 —d
m-ot= £ ((3)-G o) £ (6a)-6 )
4Zjp>0 b
a 0 —c —d
+ 2 () 9)
—ie<s
#0 (7.16)
_ Z 0 —d _ d 0 B Z 0 —d
a ad=n a _% _% a ad=n a 0
0<dg;rade d>0
a b —c —d
+ adX::n (0 d)_ adE:n (ﬂ 0)
—d<b<d —5<c<3

Um den Ausdruck auf der rechten Seite weiter umzuformen, leiten wir uns via Aquivalenzum-
formungen aus einer offensichtlich korrekten Aussage eine geeignete Kongruenz her:

£ g6 )0 £ (4 9)

ad=n ad=n ad=n
a>0 a>0 0<d gerade
0 —d -b —a\ _ b —a
=Ll 2 (@ )=x G
ad=n ad=n d=n
d>0 —2<b<d —d<b<d
b#£0
0 —d —c —d\ _ a b
=Ll ) ()= (a)s
ad=n ad=n ad=n
>0 —5<c<3 —d<p<d
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Setzen wir diese in (7.16) ein, so erhalten wir

-9t= ¥ ((2 :g)—(_d 2>>+ 3 <(g Z>(12—5)>

d
E a n
0<d gerade ,%< S%
7.29 0 2d 2d 0
2 (8 ) - (2 0) + i)
ad=15
d>0
= < D) ( )) Tyl S)
ad=1%
d>0
= Tueo(l — S).
Dies zeigt (7.13) und somit den Satz. O

Wir fithren nun eine weitere Eigenschaft von Elementen aus 93, ein, die dafiir sorgt, dass diese
bestimmte Unterrdume von P, (C) ineinander abbilden, wobei wir dies erst in Proposition 7.75
verstehen werden.

Definition 7.31. Sei n eine natiirliche Zahl. Dann sagen wir, ein Element T, € R, erfiillt Eigenschaft
(B), wenn
Tu(L+5) € (I + ST + (ST)*) Ry,

. B)
Tu(L + ST + (ST)?) € (I + S)Ry (
gilt.

Bemerkung 7.32. In Satz 7.30 haben wir bereits gesehen, dass es fiir alle n € I ein T, € R, mit der
Eigenschaft (A) gibt. In Abschnitt 7.5 leiten wir daraus her, dass es fiir alle n stets ein T, gibt, das die
Eigenschaften (A) und (B) beide erfiillt, vergleiche Korollar 7.49.

Um schlieBlich auch Eigenschaft (C) formulieren zu kénnen, miissen wir zunichst etwas aus-
holen und fiithren auf der Menge der Matrizen in IM eine Gewichtung ein. In Anlehnung an
Proposition 1.15 setzen wir:

Definition 7.33. Sei n eine natiirliche Zahl. Dann heifit eine Matrix M € IM"

( skalar fiir M = /nlp = —/nly,
parabolisch fiir tr(M)? = 4n und nicht-skalares M,

(
elliptisch fiir tr(M)? < 4n,
zerfallend hyperbolisch fiir tr(M)? > 4n und tr(M)? — 4n Quadratzahl,
nicht-zerfallend hyperbolisch  fiir tr(M)? > 4n und tr(M)? — 4n keine Quadratzahl.

Hierbei gilt es zu beachten, dass auf M die Spur nicht wohldefiniert ist, ihr Quadrat tr(-)? jedoch schon.
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Bemerkung 7.34. Sei n eine natiirliche Zahl. Da mit der Spur auch ihr Quadrat konjugationsinvariant
ist, ist die Einteilung der Elemente M € M" aus Definition 7.33 in verschiedene Typen insbesondere
unter Konjugation mit Elementen aus SLy(Z) invariant und also auf Konjugationsklassen der Form

[M] := {AMA™! | A €SL,(Z)}
definiert.
Definition 7.35. Jeder Matrix M € M ordnen wir in Abhiingigkeit von ihrem Typ nach Definition

7.33 ihr Gewicht w(M) € Q zu, wie wir es spiter fiir die Kronecker-Hurwitz'sche Klassenzahlformel
7.72 benotigen werden. Es ist

% fiir M skalar,
0 fiir M parabolisch,
w(M) =} — \W(lZ)M\ fiir M elliptisch,
1 fiir M zerfallend hyperbolisch,
0 fiir M nicht-zerfallend hyperbolisch.

\

Nach Bemerkung 7.34 hingt w(M) nur von der Konjugationsklasse [M| von M ab; wir konnen daher
auch w([M]) schreiben.

Beispiel 7.36. Betrachten wir
M= (Z _ab> € M@V mita € Z,b € Z ~ {0}.

Dann gilt

denn: Es gilt tr(M)?> = 4a®> < 4(a® + b?), so dass M elliptisch ist. Eine leichte Rechnung zeigt
SLy(Z); = {L, S} und also die Behauptung. #

Allgemeiner konnen wir zu jeder elliptischen Matrix ihren Zentralisator und damit ihr Gewicht
bestimmen:

Lemma 7.37. Sei [M] C M eine elliptische Konjugationsklasse. Dann gilt

falls [M] eine Matrix aus ZI, + ZS enthiilt,
falls [M] eine Matrix aus ZI, + Z.ST enthiilt,
sonst.

w((M)) = { -

— W= N
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Beweis. Wir wéhlen einen Vertreter M € [M] mit der Eigenschaft, dass der nach Proposition
1.18 eindeutige Fixpunkt z); der zu M gehorigen Mobius-Transformation ¢y in der oberen
Halbebene H® bereits im Standardfundamentalbereich F enthalten ist, was wegen

(AMA™Y)(A(z)) = A(z) fiiralle A € SI,(Z) und allez € C
stets moglich ist. Fiir den Zentralisator gilt nun

SLy(Z),; = {A €SLy(Z) | AMA™' = M} = {A € SLu(Z) | Alzm) = zm},

denn: Sei zunéchst ein A € SL,(Z) mit AMA~! = M gegeben. Fiir dieses ist dann A(zy) € H
ein Fixpunkt von ¢ 4,14-1 = @ in der oberen Halbebene und wegen der Eindeutigkeit des
Fixpunktes erhalten wir A(zy1) = zum.

Ist nun umgekehrt A € SL,(Z) mit A(zy) = zpy, so folgt nach Proposition 1.25 aus zy € F,
dass entweder A = I, gilt oder A € {S,ST, (ST)?} und zy € {i, 0, —0}. Wir unterscheiden nun
drei Félle:

Fall 1: z); ¢ {i, 0, —0}. Hier ist nichts zu zeigen, denn es gilt A = I, und somit trivialerweise
AMA™!' = M.

Fall 2: z); = i. Nach leichter Rechnung sehen wir, dass dies dquivalent zu M € ZI, + ZS ist.
Da aulerdem A € {I, S} gilt, ergibt sich AMA~! = M.

Fall 3: z)s = ¢ oder z); = —0. Nach leichter Rechnung sehen wir, dass die Bedingung z); = o
dquivalent zu M € ZI, + ZST ist. Da auBerdem A € {I, ST, (ST)?} gilt, ergibt sich auch hier
AMA~! = M. Die Argumentation fiir z); = —0 geht vollig analog. #

Uber die soeben nachgewiesene Beschreibung des Zentralisators SL(Z),, von M und die
Uberlegungen im Beweis dazu kénnen wir nun den Beweis des Lemmas zu Ende bringen:
Ist in der Konjugationsklasse [M] eine Matrix M € ZI, + ZS enthalten, so fixiert diese den
Punkt i und es gilt SL»(Z),, = {I», S} sowie w([M]) = —31, was wir in Beispiel 7.36 bereits
tiberpriift haben. Ist in der Konjugationsklasse [M] eine Matrix M € ZI, + ZST enthalten, so
fixiert diese einen der Punkte o, —g und es gilt SL»(Z),, = {I, ST, (ST)?} sowie w([M]) = —1.

3
Ist schliefilich in der Konjugationsklasse [M] weder ein Element aus ZI, + ZS noch eines aus
ZI, + ZST enthalten, so gilt SLy(Z),; = {L} und w([M]) = —1. O

Wir kdonnen nun die letzte der von Zagier aufgefiihrten Eigenschaften definieren:

Definition 7.38. Sei n eine natiirliche Zahl. Dann sagen wir, ein Element T, € R, erfiillt Eigenschaft
(C), wenn

(T, [M]) = w([M]) fiir alle Konjugationsklassen [M] C M" ©)

76Proposition 1.18 lasst sich anwenden, da M bis auf einen trivial operierenden skalaren Faktor in SL,(RR) liegt.
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gilt, wobei wir allgemeiner fiir beliebige ¢ = Y \cpm AMM € Ry, mit Koeffizienten ay € Q und fiir
beliebige Teilmengen &, C IM" die Schreibweise

<€,6n> = Z amp.

MeG,

benutzen.

Als einen wichtigen Zwischenschritt auf dem Weg zum Beweis der Eichler-Selberg-Spurformel
zeigen wir in Abschnitt 7.6 den Satz von Popa-Zagier 7.60, der besagt, dass jedes Element T, €
MR, das den Eigenschaften (A) und (B) geniigt, auch Eigenschaft (C) erfiillt.

7.5 Periodenunterraume

In Verallgemeinerung des in Abschnitt 7.3 studierten Raums W C P,,(C) von Periodenpolyno-
men fithren wir nun in beliebigen 9i;-Moduln sogenannte Periodenunterraume ein. Wir kon-
nen dann Teilmengen A bzw. B C R angeben, die einerseits alle Elemente von R enthalten,
die Eigenschaft (A) bzw. (B) erfiillen und andererseits in jedem $R-Rechtsmodul V den Peri-
odenunterraum auf sich selbst abbilden. Mit diesen Hilfsmitteln zeigen wir schliefilich, dass
fiir jedes n € IN ein Element von R, existiert, das sowohl Eigenschaft (A) als auch Eigenschaft
(B) erfiillt. Wir folgen in diesem Abschnitt den Ausfithrungen von Choie und Zagier aus dem
Jahr 1993.

In einem beliebigen PR1-Rechtsmodul V bezeichnen wir die Rechtswirkung eines Elements ¢ €
MR, auf einem Element v € V mit v¢. Wir schreiben Kern(¢) bzw. Bild (&) fiir den Kern bzw. das
Bild eines Elements X € 9R; unter dieser Rechtswirkung; es gilt also

Kern(¢) ={veV |vi=0} und Bild({)=Vi={vi|ve V}.

Analog lassen sich diese Notationen auch fiir 93;-Linksmoduln einfiihren.

Definition 7.39. Der Periodenunterraum eines gegebenen R1-Rechtsmoduls V ist definiert als

Wy := Kern(7ts) N Kern(mtst) = {v € V | vrs = 0 = vrtgr}.

Beispiel 7.40. Fiir ein gerades w € IN betrachten wir den Raum P, (C) der homogenen Polynome von
Grad w. Wie in Abschnitt 7.3 festgestellt, operiert SLy(Z) — und wegen der Geradheit von w somit auch

SL,(Z) — von rechts via
M (P P('M)(P))

auf P, (C). Diese Aktion lisst sich offenbar auf ganz M ausdehnen und durch Q-lineare Fortsetzung
erhilt P, (C) so die Struktur eines 9R1- bzw. R-Rechtsmoduls. Offensichtlich ist der Periodenunterraum
von Py, (C) gerade durch den in (7.8) definierten Raum W gegeben.

Bemerkung 7.41. Jeder R-Rechtsmodul lisst sich insbesondere als R1-Modul auffassen, so etwa

L= 1R + TR,
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Der Periodenunterraum Wy eines beliebigen R-Rechtsmoduls V' lisst sich dann offensichtlich dquiva-
lent durch

Wy ={veV|vL=0fiiralleL € £}
charakterisieren. Der Periodenunterraum Wy ist in dieser Sicht also gerade der Unterraum von V,

dessen Elemente von £ ausgeloscht werden.

Wir wollen nun die Algebra )i genauer untersuchen, die offenbar sowohl ein 93;-Rechtsmodul
als auch ein fR;-Linksmodul ist, und dies im Anschluss dafiir verwenden, den 2i-Rechtsmodul
£ besser zu verstehen:

Proposition 7.42. Der R-Linksmodul R ist azyklisch, es gelten also
Kern(7ts) N Kern(7tst) = {0},
Kern(Il — S) = Bild(L, + S),
Kern(I, — ST) = Bild(I, + ST + (ST)?).

Zusitzlich gilt
Bﬂd(TCS) N Bﬂd(T(ST) = {0}

Beweis. Die Beziehungen

Kern(l, — S) = Bild(L, + S),

Kern(I, — ST) = Bild(I, + ST + (ST)?)
sind klar,

denn: Zunéchst erfiillt jedes Element ¢ € Kern(I; — S) definitionsgemaf (I, — S)¢ = 0. Es folgt
g = S% und somitauch ¢ = (I + S)g € Bild(I, + S). Es ergibt sich Kern(I, — S) C Bild(I; + S).
Die andere Inklusion Kern(I — S) 2 Bild(I, + S) ist trivial mit S*> = I in SLy(Z), so dass wir
bereits die erste Teilbehauptung gezeigt haben.

Weiter erhalten wir fiir ein beliebiges Element { € Kern(I; — ST) definitionsgemafd (I, —
ST)¢ = 0. Es folgen % = ST% und nach Multiplikation mit ST auch ST% = (ST)Zg. Es
ergibt sich & = (L + ST + (ST)?)$ € Bild(L + ST + (ST)?) und somit Kern(l, — ST) C
Bild(I, + ST + (ST)?). Die andere Inklusion Kern(I, — ST) 2 Bild(I + ST + (ST)?) ist trivial
mit (ST)® = L in SLy(Z) und wir haben die zweite Teilbehauptung gezeigt. #

Weiter gilt

Kern(7tg) N Kern(rtgr) = {0},
denn: Fiir ein beliebiges ¢ € Kern(7ts) N Kern(7tst) gilt (I + S)¢ = 0 = (L + ST + (ST)?)¢.
Hieraus folgt S¢ = ST¢ + (ST)2¢ und somit auch ¢ = T¢ + TSTE. Schreiben wir

¢ = Z ayM  mitay € Q fast alle Null,
MeM
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so folgt
ap = ar-1p +aersry-1y  fiiralle M € M. (7.17)
Nehmen wir nun an, es gébe es eine Matrix M € M mit ay; # 0. Setzen wir dann

T 1A, firar,,p 70,

1 fur allen € IN,
(TST)_ ATZ fur aT—lAnM = O

AQ = 12 und An+1 = {

so folgte via (7.17) induktiv a4, # O fiir alle n € INg. Da die Matrizen A, M fiir alle n € INy
jedoch nach Konstruktion paarweise verschieden sind, ergédbe dies einen Widerspruch dazu,
dass fast alle Koeffizienten von ¢ Null sind. Es folgt, dass tatsdchlich alle Koeffizienten von ¢
verschwinden und ¢ somit identisch Null ist. Das zeigt die Behauptung. #

Wir haben an dieser Stelle gezeigt, dass R ein azyklischer 9i1-Modul ist. Es gilt zudem aber
auch

Bild(rs) N Bild(7ts7) = {0},

denn: Fiir ein beliebiges ¢ € Bild(7rs) N Bild(7tsr) gilt
(: = Tgag = Mgragy fur geeignete as, asT € R,
Da 7ts und 7tst Idempotente sind, erhalten wir nach Multiplikation mit ihnen

ms¢ = mMans = msng = ¢,

2
TTsTC = TTST&ST = TISTAST = G.

Mit S2 = I, = (ST)? folgt

L+S L+S
Si=5"5"0="5"0=0
L +ST+ (ST)2. I+ ST+ (ST)?
STE=ST 3 &= 3 &=¢

und da S und ST bekanntlich SL,(Z) erzeugen, erhalten wir

Mg =¢ firalle M € SLy(Z).

Die Behauptung folgt, da ¢ = 0 offenbar das einzige Element von A ist, das dieser Bedingung
genitigt. #

O

Korollar 7.43. Fiirein ¢ € R gilt ¢ € £ genau dann, wenn (I, — S)¢ € (I, — T)R gilt.
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Beweis. Sei zundchst ¢ € £, so dass es Elemente ag, a5t € SR mit { = msas + rsrasr gibt. Unter
Ausnutzung von S7ts = 7 und ST7tsT = 7gT erhalten wir

(12 — S)é = (Iz — S)TL’STCKST = (Iz — T)T[STDCST € (Iz — T)ER
Dies zeigt die erste Inklusion der Behauptung.

Gelte nun umgekehrt (I, — S)¢ € (L — T)R, sodasseseinx € Rmit (I, —S) = (L —T)a
gibt. Fiir dieses gilt

(L=S)—a)=(L—T)a—(L—-S)a=(S—T)a=5(LL, —ST)a
und nach Linksmultiplikation mit S also

(b —S)(a—¢) = (I — ST)a.
Da R nach Proposition 7.42 ein azyklischer 9i1-Modul ist, gilt aber

Bild(I, — S) N Bild(I, — ST) C Kern(7ts) N Kern(7sr) = {0}
und folglich

(& —a) € Kern(I — S) = Bild(L, + S) = Bild(7s),
w € Kern(I — ST) = Bild(L, + ST + (ST)?) = Bild(7st).

Zusammengenommen erhalten wir
i=0C—-a)+act

und also die zweite Inklusion der Behauptung. O

In Verallgemeinerung der Eigenschaften (A) und (B) definieren wir nun:

Definition 7.44. Wir definieren die Teilmengen

A:={eR|CLCL}={CecR|{ns € Lundmsr € £}

R,
B = {CE%’CT[S S NSTD%undénSTE 7'[59%} 2

N 1N

R.

Bemerkung 7.45. Sei V ein SR-Rechtsmodul mit Periodenunterraum Wy. Dann gilt

vg € Wy fiirallev € Wy und alle § € 2,
v € Wy fiirallev € Wy und alle § € *B,

denn: Die erste Behauptung folgt unmittelbar aus der Definition von 2 und Bemerkung 7.41, die zweite,
da B eine Teilmenge von 2 ist. #

Proposition 7.46. Sei n eine natiirliche Zahl. Dann ist jedes Element von R,, mit Eigenschaft (A) in
2 enthalten und jedes Element mit Eigenschaft (B) in 8.
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Beweis. Zunachst gilt

Tueo(l — T) € (I — T)R, (7.18)

denn: Ohne Einschrankung kénnen wir T, . € 9, wie in (7.12) wéhlen. Die Behauptung folgt
da wir fiir je zwei natiirliche Zahlen a,d mit ad = n den zugehorigen Summanden gemafs

56 =56 )6 ")
ECHECHEC

b=0

26562

umschreiben konnen.

#
Sei nun ein Element T, € %, mit Eigenschaft (A) gegeben, in der Notation von Satz 7.30 gelte
also

(I, = S)Ty = Tyeo(l — S). (7.19)

Nach Rechtsmultiplikation mit 7rs bzw. 7tgt und unter Ausnutzung von Sitg = 75 bzw
STrsT = mgr erhalten wir

(7.19)

~

(12 )Tnﬂs —(
(7.18)

N

(L — S)Tymsr

(12 — S)TnTCST — Tn,oo(lz — T)TCST
A (7.19)
= (12 — S)TnTEST — Tn,w(IQ — S)T[ST = 0.
Nach Korollar 7.43 gilt folglich

TanS €L, TnTCST ey

und also T, € /A nach Definition 7.44. Wir haben nun die erste Teilbehauptung gezeigt
Da die Bedingungen dafiir, dass ein Element T, € R, einerseits Eigenschaft (B) besitzt oder
andererseits in ‘B liegt, offenbar {ibereinstimmen, ist die zweite Teilbehauptung trivial O

Wir haben nun die folgenden Enthaltenseinsbeziehungen gezeigt:
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Eg>

@/

Wir zeigen nun, dass der zentrale Durchschnitt (A) N (B) in diesem Schaubild nicht leer ist:

Proposition 7.47. Zu jedem Element { € 2 gibt es eindeutig bestimmte Elemente s € msR und
Est € moTR mit

¢1ts — Cs € sTR,
GrtsT — GsT € TSR,

Weiter ist die Abbildung

¢ = &—Cs—Cst
wohldefiniert und wir haben P(&) = ¢ fiir alle & € B. Schlieflich gilt fiir die Teilmenge £ C A

A B,
P: { -

P(£) = msR(lr — ms) + msrR(L — 71s7).

Beweis. Unmittelbar aufgrund der Definition von 2 existieren fiir ein gegebenes ¢ € 2 Elemen-
te s € msR und st € TsTR wie gewiinscht. Diese Elemente sind aber auch eindeutig,

denn: Fiir je zwei Elemente (g, &t € ms? mit {rrs — {s, (s — §g € msrR gilt
msH 3 §s — &g = (§s — §71s) + (§7s — &) € msrR
und also auch
&s — &5 € TR N msrR = {0},

Hieraus folgt unmittelbar ¢s = ¢ und also die Eindeutigkeit von {s. Die Eindeutigkeit von {st
zeigt man analog. #

Die tiber die so nachgewiesenen Elemente auf 2 definierte Abbildung P ist in dem Sinne wohl-
definiert, dass ihr Bild in B enthalten ist,

denn: Fiir ein beliebiges ¢ € 2 gilt wegen der Idempotenz von 775 und st

P(&)ms = (& —&s — Cst)ms = (§ms — Cs — CsT) s € msTiR,
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P(&)mst = (& —Gs — Cst) st = (G7tst — &s — Gs1)7TsT € TSR
und also P(¢) € ‘B. #

Da fiir ein ¢ € B die Wahl {s = 0 = {7 offensichtlich die Voraussetzung erfiillt, folgt mit der
oben gezeigten Eindeutigkeit in diesem Fall bereits P({) = ¢.

Schliefslich gilt
P(£) = nsR(Ir — 7s) + mtstR(L — 7s7),

denn: Fiir jedes ¢ € 2 liegen die Elemente (s, st in £. Zusammen mit den vorherigen Uberle-
gungen folgt hieraus P(£) C £ N B und — da P eingeschrinkt auf B die Identitét ist — sogar
P(£) = £ N B. Mit der Idempotenz von 7tg und g7 folgt

7'[59%(12 — 7'(5) + 7T5T9%(12 — 7T5T) CLeNB

und also die erste Inklusion der Behauptung. Fiir den Beweis der anderen Inklusion betrachten
wir ein § € £ N B. Zu diesem existieren Elemente ag, a5t € R mit { = 7sag + wgragT mit
st € TR und mgragytsT € R, Nach Proposition 7.42 gﬂt TSR N wgThR = {0}, SO
dass hieraus msagts = 0 = mgrasr st folgt. Wir erhalten

Tlsikg = 7175065([2 — 7175) & ER(IZ — 7'[5),

mtsrast = Tsrast(lr — 7st) € R(L — 7s7).
Nach Linksmultiplikation mit 77g bzw. 7rsT und der Idempotenz folgt

Tlgkg € 7'[59%(12 — 71’5),
ristast € wstR(Ip — 7st).

und somit ¢ € tgR(L — 7s) + msrR(L — 7sr). Das zeigt die zweite Inklusion und somit die
Behauptung. #

O]

Beispiel 7.48. Betrachten wir das Element I, € 2. In der Notation von Proposition 7.47 gilt fiir dieses
offensichtlich (I)s = g sowie (Ip)gt = g und wir erhalten

P(Iz) = I — mg — T €°B.

Korollar 7.49. Fiir jedes n € IN gibt es ein Element T, € R,, das die Eigenschaften (A) und (B) beide
erfiillt.

Beweis. Sei n eine natiirliche Zahl. Dann existiert nach Satz 7.30 ein T}, € R, mit Eigenschaft
(A) und aufgrund von Proposition 7.46 liegt dieses in 2. Nach Proposition 7.47 folgt daher
P(T,) € |, N B, so dass P(T,) Eigenschaft (B) erfiillt. Nach Konstruktion gilt nun aber fiir
ein beliebiges & € 2 die Beziehung P(&) € & + £ und insbesondere P(T,) € T, + £ Da T,
Eigenschaft (A) erfiillt und nach Korollar 7.43 die Inklusion (I, — S)£ C (I, — T)%R gilt, erfiillt
auch P(T,) Eigenschaft (A). Insgesamt haben wir so mit P(T},) ein Element von 9%i,, gefunden,
das sowohl Eigenschaft (A) als auch Eigenschaft (B) erfiillt. O
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Beispiel 7.50. Das Element I, € R erfiillt trivialerweise Eigenschaft (A). Indem wir den Beweis von
Korollar 7.49 in diesem Spezialfall nachvollziehen, erkennen wir, dass das Element

P(L) = I, — mg — mtgT

aus Beispiel 7.48 sowohl Eigenschaft (A) als auch Eigenschaft (B) erfiillt.

Eine sinnstiftende Anwendung der Theorie dieses Abschnitts ist, dass wir nun in der Lage
sind, vermoge des Eichler-Shimura-Isomorphismus 7.25 die Wirkung der Hecke-Operatoren
von den ganzen Modulformen auf Periodenpolynome zu iibertragen. Dabei erkennen wir, dass
sich fiir jedes natiirliche n die Wirkung des n-ten Hecke-Operators T}, auf den Periodenpolyno-
men mithilfe der Elemente T;, € 9%,, mit Eigenschaft (A) beschreiben lasst. Hierfiir gilt zunéchst
die folgende Wohldefiniertheitsaussage:

Lemma 7.51. Seiw € IN gerade und n eine beliebige natiirliche Zahl. Fiir je zwei Elemente Tr(ll), Ay(lz) €
R, mit Eigenschaft (A) gilt dann

P('TV)(P) = P('TP)(P) €W fiiralle P € W,

wobei W den Raum der Periodenpolynome aus (7.8) bezeichne und ' fiir ein ¢ = Y_pycqr amM € Ry
das Element ) ;57 M M bezeichne.

Beweis. Da T\" € %, Eigenschaft (A) erfiillt, gilt
(L=S)(TV =T + (L= S)T? =Ty (L —=S) € (L —T)R,.
Da T,(lz) ebenfalls Eigenschaft (A) erfiillt, folgt
(L —8)(TV = 1) € (I, — T)R,.
Nach Korollar 7.43 gilt also T,El) - A,SZ) € £ und nach Bemerkung 7.41 somit
Pt D) (P) =0 firalleP e W.

Das ist die erste Teilbehauptung. Die zweite Teilbehauptung folgt, da 7Y nach Proposition
7.46 in 2 liegt und nach Bemerkung 7.45 somit Elemente aus W nach W abbildet. O

Satz 7.52. Seiw € IN gerade, k := w+2, n € IN und T, € R, ein beliebiges Element mit der
Eigenschaft (A). Dann besitzt der Eichler-Shimura-Isomorphismus 7.25 die Eigenschaft

N

r(fleT) ™ +7r(glkTh)” = ]P(tTn) (r()* +r(g)”) fiiralle f € My, g € Sg.

Wir nennen daher Elemente T, € R, mit Eigenschaft (A) auch Hecke-Elemente und definieren die
Wirkung des n-ten Hecke-Operators Ty, auf W durch

P|T, := P('T,)(P) fiiralleP € W.

Diese Eigenschaft heifit die Hecke-Aquivarianz des Eichler-Shimura-Isomorphismus.
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Beweis. Sei T, € R, ein Element mit der Eigenschaft (A). Zunichst gilt dann

r(ExliTo) ™ = P('T) (r(Ex)™),

denn: Nach Lemma 7.18 gilt r(E;) ™ = ¢y, (X" — Y") mit einer geeigneten Konstante c,, € C. Wir
erhalten so

P('T) (r(E)") = P('Ta) (cu(X¥ = Y™))
(

cw P(' (I~ 5)) (ywzde)

dn
= 01 (n)ew (XY — YY)

und also die Behauptung. #

Weiter gilt auch

r(glkTy)™ = IP(tTn)(r(g)i) firalle ¢ € Sy,

denn: Zu einer beliebigen Spitzenform g € Sy definieren wir das Eichler-Integral
ico
3(z) == / 2(t)(t—2)"dt firallez € H
zZ

und erweitern die Wirkung des /-ten Petersson’schen Strichoperators fiir gerade ¢ € Z zu einer
Wirkung der Algebra 2.7 Fiir alle z € H gelten nun die folgenden Aussagen:

ico

(81wl = $)) (=) =8() =+ [ (1= ()" a
=82+ [ s(5()(S(t) — S(2) "2 as(t)
=g+ [ (- )" d (7.20)

ico

-/ g(t)(t—z)Wdt+/OZg(t)(t—z)Wdt

77Wir beachten, dass die Wirkung des ¢-ten Strichoperators fiir ungerades ¢ € Z nicht fiir Elemente aus M
wohldefiniert ist.
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=r(z,1,9), |
(#w(k = D)) = 22) ~ [ 5(0) (0~ T(:))" o
—5z)— [ g(TUO)(T{) — T())" dT () (7.21)

@wToe)@ = L n ¥ [ g((t-ME)"d

MeSL,(Z)\ M7

=t Y[ e (M) — M(2))"(M,2)" dme),

MeSLy(Z)\ M **

wobei M = ({ ) ein beliebiges Vertretersystem von SL,(Z)\IM” durchlduft, dessen Elemente
samtlich den Punkt ico fixieren. Fiir solche Matrizen gilt

jM,z) =d =j(M,t),
at+b az+b

M(t) = M(z) = = : g(t—z):

W-(t—z).

Setzen wir dies ein, so erhalten wir
(@wToe) @) =m0 T [T 2 )
MeSL,(Z)\IM" **

-/ im( > nﬁj(M,t>kg<M<t>>) (- 2)" dt

MeSL, (Z)\ "

foa (7.22)
-/ ( D (ng><t>) (t—2)" dt

MeSL,y (Z)\ "

(48)/ n= T (g Tn) (1) (£ — 2)™ dit
=n"% - (glkTn)(2).

Wir tragen dies zusammen und erhalten fiir alle z € H

r(z,1;¢lxTn) 72 ((glan)’—w(IZ - S)> (2)
" 0t (3w (T2~ 9))) (2)
WL 03 (gl ow(( - 9)T) (2)
(720w (r(-, Lg)|-wTn)(z)

=
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Schreiben wir nun T, = ¥, aMM mit geeigneten ay € @, so folgt daraus

r(z, ghkTy) =n272- Y am-j(M,z)" - r(M(z),1;8)

MeM?
= Y am-r(M(2)j(M,z),j(M,z);g)
MeM"
= P('T) (r(z 1;8))
und insbesondere
r(glTn) = P( 1) (r(3))- (7.23)

Um hieraus auf die Behauptung zu schliefien, erinnern wir uns an die Matrix

E:= (_(1) (1)) € GLy(Z)

aus dem Beweis von Satz 7.30. Diese erfiillt die Eigenschaft ES = SE. Da T, Eigenschaft (A)
erfiillt, gilt somit

(I, = S)ET,E — ETyE(L — S) € (I, — T)R,.
Mithilfe Bemerkung 7.29 sehen wir auch
Theo — ETueE € (I — T)R,

ein und erhalten somit, dass auch ET,E Eigenschaft (A) erfiillt. Nun ist definitionsgemaf fiir
eine Spitzenform g € Sy das Polynom r(g)" € W™ gerade und das Polynom r(g¢)~ € W~
ungerade. Unter Verwendung von Lemma 7.51 erhalten wir so

A

P("(T,E))(r(g)*) = +P("(ET. E)) (r(g)*) = £P('T) (r()*).

Es folgt, dass IP( tTn) (r(g)") ein gerades und P( tTn) (r(g)") ein ungerades Polynom ist. Auf-
grund von (7.23) gilt daher

und also die Behauptung. #

Der Satz folgt nun mit My = CEy @ Sk. O
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7.6 Der Satz von Popa-Zagier

Sei in diesem Abschnitt 1 stets eine natiirliche Zahl. Dann impliziert der Satz von Popa-Zagier
7.60 insbesondere, dass jedes Element T, von %,, das den Eigenschaften (A) und (B) ge-
niigt, auch Eigenschaft (C) erfiillt. Dieses Ergebnis spielt eine zentrale Rolle fiir unseren Be-
weis der Eichler-Selberg-Spurformel 7.80. In diesem Abschnitt formulieren wir den Satz von
Popa-Zagier und verallgemeinern die Theorie aus Abschnitt 7.5, um nachzuweisen, dass es fiir
seinen Beweis ausreicht, fiir jedes nattirliche n ein Element T, € R, zu finden, das die Eigen-
schaften (A), (B) und (C) allesamt erfiillt. Der Nachweis der Existenz eines solchen Elements
lasst sich elementar erbringen, ist aber recht aufwandig und wird von uns nicht durchgefiihrt.
Wir folgen den Ausfithrungen von Popa und Zagier aus dem Jahr 2020. Dabei sei stets A C IM"
eine SLy(Z)-links- sowie SL,(Z)-rechtsinvariante Teilmenge, wobei sich letztere nach unse-
ren Uberlegungen in Kapitel 4 als endliche Vereinigung von Doppelnebenklassen der Form
SLy(Z) - (8162) -SLy(Z) mit ey | e und eje; = n schreiben ldsst.

Definition 7.53. In Verallgemeinerung zu Definition 7.26 fiihren wir die Menge R := Q[A] ein und
setzen

Ap = 2A N Ry,
B =B NARA,,
LA = LN ARa,

P(S)A = P(S) N Q{A.
Diese Definition fiihrt zu folgender Abwandlung von Eigenschaft (A):

Definition 7.54. Wir sagen, ein Element Ta € R, erfiillt die Eigenschaft (A,), wenn

(I — S)Ta — Tap(la — S) € (I, — T)Ry (An)
gilt mit
TA,oo = Z M € R,,
MESLy(Z)\A

wobei wir iiber ein Vertretersystem aus Matrizen aufsummieren, die allesamt den Punkt ico stabilisieren.

Bemerkung 7.55. (a) Die Wohldefiniertheit der Eigenschaft (Aa) kann analog zu Bemerkung 7.29
begriindet werden.

(b) Fiir jede mogliche Wahl von A existiert ein Element Ty € 9p mit Eigenschaft (An). Dies ergibt
sich unmittelbar aus Satz 7.30, wenn wir das Element T,, € R, dort auf natiirliche Weise zu einem
Element von R einschriinken.

(c) Jedes Element Ty € Ry, das Eigenschaft (A,) geniigt, liegt bereits in 2. Dies zeigt man analog
zu Proposition 7.46.
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Ist A speziell eine Doppelnebenklasse, so ldsst sich Aussage 7.55 (c) bis auf einen skalaren
Faktor umkehren:

Satz 7.56. Sei A = SLy(Z) - M - SLy(Z) mit M € M" eine Doppelnebenklasse. Dann gibt es eine
surjektive Q-lineare Abbildung oa: Ap — Q und eine exakte Sequenz

{0} = 24 — Ay > Q — {0},

wobei die Abbildung  durch die Zusatzbedingung a(Ty) = 1 fiir alle Elemente Ty € 9 mit Eigen-
schaft (Ap) eindeutig bestimmt ist.

Beweis. Unser erstes Ziel ist die Konstruktion der Abbildung «. Wir gehen Schritt fiir Schritt
vor und definieren zunichst eine Q-wertige Abbildung a auf SL,(Z),\M, um diese zu un-

tersuchen und geeignet anzupassen. Hierfiir wihlen wir fiir jede SL,(Z),,-Bahn K in M einen

festen Vertreter Mx € K. Wegen SL,(Z),, = {T’ | b € Z} und T* — I, € (I, — T) fiir alle
b € Z gilt dann

i— Y (EKMge(L—T)R firalle?eR (7.24)
KESLz(Z)m\M
Hieraus folgt
fe(L—T)® <= (&K)=0firalleK € SL,(2),\M. (7.25)

Ist nun speziell ¢ := (I, — S){ mit einem { € 2, so nimmt die Funktion

L SR\
~ Tk — (&, K),

fiir nur endlich viele K Werte ungleich Null an. Weiter gilt

a(K)+a(KS) =0 fiir alle K € SL,(Z),,\IM
a(K) +a(KST) 4+ a(K(ST)?) =0 fir alle K € SL,(Z),\IM
denn: Wegen ¢ € A gilt {7ts, st € £ und nach Korollar 7.43 somit auch

é{ﬂ's = (12 — S)gﬂ's S (IZ — T)f}{,
st = (12 - S)€7T5T € (12 - T)f)%.

Nach (7.25) bedeutet dies
(E+ES,K) = (E+EST+&ST)%K) =0 fiiralle K € SL,(Z),,\IM.
Mithilfe von S~! = Sund (ST)~! = (ST)? ergibt sich andererseits

(€S,K) = a(KS), (¢ST,K) = a(K(ST)?), (¢(ST)? K) = a(KST).
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Eingesetzt ergibt sich die Behauptung. #

Aus (7.26) lassen sich nun die Gleichungen

a(K) = a(KT') +a(K(TST)™ ) fiir alle K € SL»(Z),\M, 7.27)
a(K) = a(KT) + a(KTST) fiir alle K € SLy(Z),\IM '

herleiten,

denn: Aus der ersten Gleichung in (7.26) erhalten wir
a(KT™') = —a(KT'S) = —a(K(ST) ™) = —a(K(ST)?),
a(K(TST) ™) = —a(KT'ST'S) = —a(K(ST)*) = —a(KST)

und die erste Behauptung folgt unmittelbar mit der zweiten Gleichung in (7.26). Die zweite
Behauptung ergibt sich dhnlich. #

Aufgrund von (7.27) nimmt die Abbildung a nur fiir K C M U MeS Werte ungleich Null an,

denn: Sei K eine SL,(Z)-Bahn in M, die nicht in IMs U Mo S enthalten ist. Offensichtlich wei-
sen je zwei Elemente einer gegebenen SL;(Z).,-Bahn in M modulo Vorzeichen dieselbe zweite
Zeile auf und offensichtlich sind die Eintrdge c und d der zweite Zeile von Elementen der von
uns betrachteten Bahn K beide ungleich Null. Nehmen wir nun an, es gélte a(K) # 0. Dann
unterscheiden wir zwei Fille:

Fall 1: c und d haben dasselbe Vorzeichen. Dann gilt

a b a a+b a b a+b b

<c d) = <c c+d> und (c d> IST = <c+d d>’
so dass wir fiir alle (£ Z) € K durch iterative Rechtsmultiplikation mit beliebigen Wahlen der
Matrizen T bzw. TST eine unendliche Folge von Matrizen erhalten, deren zweite Zeilen paar-
weise verschieden sind und die deshalb in paarweise verschiedenen SL;(Z),,-Bahnen liegen.
Wegen a(K) # 0 und der zweiten Gleichung in (7.27) konnten wir wie im Beweis von Pro-
position 7.42 diese Wahl in jedem Schritt so treffen, dass das a-Bild der jeweils entstehenden
SL,(Z),,-Bahn ungleich Null wire. Das stiinde im Widerspruch dazu, dass a nur fiir endlich
viele K Werte ungleich Null annimmt.

Fall 2: c und d haben verschiedene Vorzeichen. Diesen Fall beweist man analog zu Fall 1,
wobei man die zweite durch die erste Gleichung in (7.27) ersetzt und mit T~! bzw. (TST)!
statt mit T bzw. TST von rechts multipliziert. #

Einerseits folgt hieraus a(KS T‘l) = 0 fiir K € Me und also

a(K) = a(KT) fiiralle K € SL(Z),,\Mc,

andererseits auch
(7.24)

= Y, (&KMg+ ), (G K)Mk
KeSL, (7)., \IM KeSl, (7)., \IM
KCMe KCMoS
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= Y., (& KMk + Y. (& KS)MKS
KeSL,(Z),,\M KeSL,(Z),,\M
KCMe KCM
(7.26)

= Y (&, K)Mk(L - S).

KeSL,(Z),,\Me

Wir identifizieren nun SL(Z)\IM mit SL;(Z),\M, indem wir zu jeder Bahn K € SL,(Z)\M
den Vertreter Mg in My wihlen. Auf diese Weise konnen wir eine Abbildung

_JSL(Zz)\M - Q,
Nk — a(SLy(Z) Mk)

definieren. Nach unseren Voriiberlegungen erfiillt diese

a(K) = a(KT) fiirr alle K € SL,(Z)\M, (7.28)
Z= ). a(K)Mg(L—9). (7.29)
KeSL,(Z)\M

Fiir alle K € SL,(Z)\M gilt aber offensichtlich (¢,K) = ((I, — S)Z,K) = 0 und mit (7.29) folgt
zusatzlich

i(K) = a(KS) fiir alle K € SL,(Z)\DL. (7.30)

Wir konnen nun vermoge i die gesuchte Abbildung a: A, — Q definieren. Sei dafiir ab sofort
¢ € Ax. Dann wird (7.29) zu

f= Y a(K)Mg(L - S).

KeSLy(Z)\A

Nach Voraussetzung ist A eine Doppelnebenklasse, so dass die Gruppe SL;(Z) transitiv von

rechts auf SL,(Z)\ A operiert. Nach Korollar 1.28 wird die Gruppe SL,(Z) von S und T erzeugt.
Nach (7.28) und (7.30) gibt daher ein & € Q mit

i(K) = w fiir alle K € SL»(Z)\A
und also mit

(L=8)=¢=a ), Mg(Lh—-S8)=aTpe(l—9). (7.31)

KeSLy(Z)\A
Hieraus und nach Korollar 7.43 ergibt sich
= aTh mod £ fiir alle Ty € 9, mit Eigenschaft (A,). (7.32)

Die Zahl « € Q ist eindeutig mit der Eigenschaft, dass das Element { € 2, mit dieser (7.31)
erfiillt,
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denn: Zunichst ist offensichtlich, dass kein Element Ty € 91, mit Eigenschaft (A, ) in der Men-
ge £, enthalten ist, denn wére dem so, dann gélte auch ¢ € £ und mit (7.31) und Korollar 7.43
erhielten wir

TA,oo(IZ — S) € (12 — T)%A,

was einen Widerspruch zu (7.25) darstellt, wenn wir letzteres auf A einschranken.

Seien nun «,& € Q zwei Zahlen, fiir die { € A5 mit diesen (7.31) erfiillt. Fiir jedes T mit
Eigenschaft (A,) gilt dann auch

aTy =7 =alTy mod L.

und also (a« — &)Ty € £ Wegen Ty ¢ £, folgt hieraus bereits « = & und somit die behauptete
Eindeutigkeit. #

Insgesamt erhalten wir so iiber die Zuordnung «({) := « eine offensichtlich Q-lineare Abbil-
dung a: 215 — Q, welche nach (7.32) durch die Zusatzbedingung a(T») = 1 fiir alle Elemente
Ta € 9, mit Eigenschaft (A,) eindeutig bestimmt ist.

Es verbleibt die Exaktheit der Sequenz zu verifizieren. Die Exaktheit bei £5 folgt unmittelbar
aus der Injektivitdt der Einbettung £5 — 2. Die Exaktheit bei 2, ergibt sich, da nach (7.32)
und wegen a(Ty) = 1 fiir alle Ty € 9%, mit Eigenschaft (A,) offensichtlich #(Z) genau fiir
¢ € £4 Null wird. Die Exaktheit bei Q gilt schliefdlich, da « als nichttriviale Q-lineare Abbildung
mit Werten in Q surjektiv ist. O

Uber die Einbettung By C 2 lassen sich die Ergebnisse aus Satz 7.56 auf Elemente { € B,
anwenden und die exakte Sequenz dort zu einem kommutativen Diagramm mit exakten Zeilen
erganzen:

Satz 7.57. Sei A = SLy(Z) - M - SLy(Z) mit M € M" eine Doppelnebenklasse. Dann gibt es eine
surjektive Q-lineare Abbildung B: B, — Q mit

B(&) = (¢, K) fiir alle & € B und alle K € A/SLy(Z),
B(&) = —a(g) fiir alle ¢ € B und die Abbildung « aus Satz 7.56

und die exakte Sequenz aus Satz 7.56 lisst sich zu einem kommutativen Diagramm mit exakten Zeilen
erganzen:

{0} £a Ay ——Q {0}

{0} —= P(£)s B Q {0}
Beweis. Wir verwenden in diesem und in weiteren Beweisen die folgende Notation: Fiir je ein
& =Y penm aMM € R, und eine Teilmenge &, C IM” schreiben wir

5671 = Z (ZMM.

MeG,
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Unser erstes Ziel ist nun die Konstruktion der Abbildung B. Tatsdchlich gibt es zujedem § € B
ein (&) € Q mit B(&) = (&, K) fir alle K € A/SLy(Z),

denn: Aufgrund von ¢ € B, gelten {7ts € msrR und (st € s, Unter Berticksichtigung von
(I, — S)ms = 0 = (I — ST)mst folgt hieraus

(12 — 5)67'(5]" =0= (12 — ST)(:HS.

Fiir alle Nebenklassen K € A/SL,(Z) ergibt sich daraus

Ckmtst = SGskmtst  und  Gx7ts = STE(s7y2K7Ts

und insbesondere
(¢,SK) = (&, K) = (&, (ST)*K) = (¢,STK),

wobei wir fiir die letzte Identitit (ST)* = ST ausnutzen. Da die von links transitiv auf

A/SL,(Z) operierende Gruppe SLy(Z) von S und ST aufgespannt wird, gibt es eine rationale
Zahl B(¢) mit B(¢) = (&, K) fiir alle K € A/SLy(Z). #

Auf diese Weise ldsst sich offensichtlich eine Q-lineare Abbildung f: B — Q definieren. Diese
ist surjektiv,

denn: Wir konstruieren explizit ein Element { € B, mit f(¢) = 1. Die Surjektivitdt von p folgt
dann mit der Q-Linearitit von B. Sei also fiir jede Nebenklasse K € A/SL,(Z) ein Vertreter Mg
fest gewdhlt. Dann erfiillen die Elemente

as:i=7gr- Y, Mg € Ry,

KeA/SLy(Z)
gt = T3 * Z Mg € Rj

KeA/SL,(Z)

offenbar die Bedingungen

<0(5,K> =1= <lX5T,K> furalle K € A/SLQ(Z),

(7.33)
ag7Ts € T RA  und  agp7TsT € TTRA.

Hieraus folgt offensichtlich (ast — ag, K) = 0, so dass sich das Element agy — a als eine endli-
che Summe von Termen der Form {(A — A) mit { € %y und A, A € SLy(Z) schreiben lasst. Da
die Matrizen S und ST die Gruppe SL,(Z) erzeugen, gibt es fiir je zwei Matrizen A, A € SLy(Z)
wiederum eine nattirliche Zahl ¢ sowie fiir jedes j € {0,...,¢} Matrizen A; mit Ay = A und
A, = A, so dass sich Ajund A;_ fiiralle j € {1, ..., ¢} nur um einen rechten Faktor S oder ST
unterscheiden. Es folgt die Existenz von Elementen Bs, Bst € 9 mit

ast —as = Ps(l — S) — Bsr (L — ST). (7.34)

Setzen wir nun

52: Dés—l—ﬁs(Iz—S) :DCST—I—ﬁST(Iz—ST), (735)
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so folgt mit (7.33) wie gewtinscht ¢ € B, sowie B(§) = 1. #
Es folgt, dass die Zeilen des Diagramms in der Behauptung des Satzes exakt sind,

denn: Die erste Zeile des Diagramms ist exakt nach Satz 7.56. Zu zeigen verbleibt tatsdchlich
nur die Exaktheit der zweiten Zeile bei B,, da die Exaktheit bei P(£), trivial ist und wir mit
der Surjektivitdt von B soeben die Exaktheit bei Q nachgewiesen haben. Zunichst gilt hierbei
offensichtlich fiir jedes

¢ e P(S)A = (ﬂg%([z — 7'(5) + 7'(5]47%(12 — 7'C5T)) N R,

die Bedingung —B(¢) = 0. Es verbleibt umgekehrt zu zeigen, dass auch jedes { € B, mit
—B(&) = 0 bereits in P(£)a liegt. Wegen —B(&) = 0 erfiillt jedes solche Element (¢, K) = 0 fiir
alle Rechtsnebenklassen K € A/SL,(Z). Wie in der Herleitung von (7.34) und mit (I — S) (I —
1ts) = Ip — S sowie (I — ST)(I, — 7ts7) = I — ST erhalten wir die Existenz von Elementen
®, B € R mit

¢ = 0((12 — 7'[5) —+ ‘3(12 — 7T5T).
Wegen ¢ € B, gelten {7rtst € sh und {7t € rrsrfA. Fir
g = (12 — 7'[5)0((12 — 7'[5)
sowie ni= (Iz — nST)ﬁ(IZ — 7T5T)
folgt
(st = (I — 7ts)a(l — 7s) s = (I — 715)GsT = 0
sowie N = (12 — 7'(5]")‘3(12 — 7'[5]")7'[5 = (12 — 7'[5)67'[5 =0.

Trivialerweise gilt auch {7rs = 0 sowie #s7 = 0 und analog zu unserer Argumentation im
Beweis von Proposition 7.42 somit { = 0 sowie 1 = 0. Hieraus ergibt sich unmittelbar
a(l, — tg) = msa(lp — ms) € 1R sowie B(I — mwst) = 7msrB(lp — 1ts7) € ms7R und nach
Rechtsmultiplikation mit (I, — 7t5) = (I — 7w5)? bzw. (I — ts7) = (I — 7T57)?

a(l — 1s) € msR(Ir — 7s)
sowie B(Ip — 7st) € mstR(Lp — 7Ts7).
Insgesamt erhalten wir
E=a(l — tg) + B(Ir — s7) € msR (L — 7115) + ts7R(L — 7s7) = P(L)
und somit die Behauptung. #
Das Diagramm kommutiert aber auch,

denn: Da der Rest definitionsgemif3 gilt, reicht es zum Beweis der Kommutativitit des Dia-
gramms aus,

a(&) = —B(&) furalle € By
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zu zeigen. Nach moglicher Multiplikation mit einem rationalen Skalar konnen wir dabei ohne
Einschrankung B(Z) = 1 annehmen. Zwei Elemente ¢, ¢ € B, mit f(¢) = B(¢) erfiillen nach
der bereits gezeigten Exaktheit der zweiten Zeile des Diagramms ¢ = & mod P(£),. Es folgt
& = &mod £, und nach der bereits gezeigten Exaktheit der ersten Zeile a(&) = a(¢). Es reicht
daher zum Beweis der Behauptung sogar aus,

a(¢) = —1 fir ein spezielles { € B, mit f({) =1

zu zeigen. Auch die Menge A kénnen wir noch spezieller wihlen: Nach den Uberlegungen aus
Kapitel 4 reicht es namlich aus, Doppelnebenklassen der Form

A = SIa(Z) - (;i) SL,(Z) farallem € N

zu betrachten.

Im Fall m = 1, also im Fall A = SLy(Z) - I - SLy(Z), folgt aus Beispiel 7.48, dass { := ms +
st — I, € Ry in B, enthalten ist. Weiter gilt f({) = 1+ 1 —1 = 1. Da andererseits —¢ nach
Beispiel 7.50 Eigenschaft (A) und somit auch (A,) erfiillt, gilt nach der Normierung in Satz
7.56 zudem a(§) = —a(—¢) = —1.

Im Fall m > 1, also im Fall A = SL,(Z) - (37?1) -SLy(Z) mit m > 1, konstruieren wir mithilfe
des Ansatzes (7.35) ein explizites Element § € B, mit B(&) = 1, fiir welches wir anschlieSend
a(¢) = —1 zeigen. Dazu wihlen wir zundchst Elemente ag, ast € 9Ra, die den Bedingungen
aus (7.33) geniigen. Dazu betrachten wir die Bahn

Ko := <é 2) SL,(Z) € A/SLa(Z).

Aufgrund von m > 1 erhalten wir fiir diese durch Aquivalenzumformung einer offensichtlich
wahren Aussage

(@) esm e (3 9) () e

= (59 s} ) esmm

<— SKj #Ko

und analog
STKy = SKy # Ko, (ST)?Kq # STKy, Ko = (ST)®Ky # (ST)?Ko,

wobei wir die letzten beiden Ungleichheiten aus der ersten durch Linksmultiplikation mit ST

bzw. (ST)? erhalten. Wahlen wir nun fiir jede Bahn K € A/SL,(Z) einen festen Vertreter My,
so erfiillen die Elemente

g 1= (12 + ST + (ST)Z) <(1) 2) + 7Tt - Z Mk,

Ke(A/SLy(Z))
K¢ {Ko,STKo,(ST)?Ko}
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Ke(A/SLy(Z))
K%{KO,SKO}

1 0
ast = (I +§) (0 m) + 75 - ), Mk

tatsdchlich die Bedingungen aus (7.33). Weiter gilt

(as)k, = (asT)Ko = <1 O) ,

0 m
(as)sk, = (as)stk, = ST(as)k, = S - ((1) Z) = S(as)k, T", (7.36)
(asT)sk, = S(&s)k,-
Aufgrund der elementaren Identitat
L-T"=(L+T+...+T" ') (L —S)+S(L,— ST))
ergibt sich hieraus
(wsT) sk — (&5)sk, = S(@s)ky - (L +T+...+T") - (. = S) + S( — ST))
und also die Existenz von Elementen
Bs:=S(as)k, - (L+T+...+T"), 737)

,BST = S(“S)Ko . (12 +T+...+ Tmil) .S
mit (7.34). Setzen wir nun

¢ =g+ ﬁs(lz —S) =as7+ ﬁST(IZ —ST)

wie in (7.35), so folgt wie dort § € B, und (&) = 1. Wir zeigen nun «(¢) = —1. Aufgrund von
B C Ay gilt nach (7.31) aus dem Beweis von Satz 7.56 zunédchst

(I2_S)§_D‘(€)TA,00(12—5) € (IZ—T)SRA.

Schrianken wir dies auf die Bahn Kj ein, so erhalten wir

=St —0ld) X (o ) (2=9) €(b-T)%
(m)

b mod

Aufgrund von

Ky — SGsky = (@s)ky + (Bs)ky (I — S) — S(as)sk, — S(Bs)sk, (2 — )

"2 (as)y + (Bs)io(l — S) — (as)i, T = S(Bs)s, (1 — )

"D (as)ky (b= T" = (L+ T +...+T" V) - (I, - 5))

(7.36) < 1 0

0 m>-((IZ—T”‘)—(12+T+...+T’"‘1)-(IZ—S))
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:(IZ—T)-G) 31>_me ((1) Z)(IZ—S)

od (m)

folgt hieraus
A-a@): L (o p) @5 €T
b mod (m)

Die Matrizen, die in der obigen Summe auftauchen, liegen in paarweise verschiedenen Bahnen

in SL(Z),\A und mit (7.25) erhalten wir die Behauptung «(¢) = —1. #
O
Aus Satz 7.57 leiten wir nun zwei Korollare her, aus denen wir dann den Satz von Popa-Zagier

7.60 folgern konnen. Wir beginnen damit, unter den Elementen von 9%, mit Eigenschaft (B)
diejenigen zu charakterisieren, die auch Eigenschaft (A) erfiillen:

Korollar 7.58. Seien n eine natiirliche Zahl und ¢ € R, ein Element mit Eigenschaft (B). Dann sind
die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(i)  Das Element ¢ erfiillt Eigenschaft (A).

(i) Esgilt (¢,K) = —1 fiiralle K € M"/SLy(Z).

Beweis. Wir setzen in diesem Beweis A := IM”, so dass offenbar ¢ € B, gilt. Wir schreiben A
als eine endliche disjunkte Vereinigung

von Doppelnebenklassen Ay, ..., A, mit einem geeigneten r € IN. Dann gilt offensichtlich
¢= ZCAj mit §p, € By, furallej € {1,...,r}

Durch Aquivalenzumformungen erhalten wir so

¢ € R, besitzt Eigenschaft (A)
<> Ga; € Ry, besitzt Eigenschaft (A,)) fiirallej € {1,...,r}

L8 1=0a(8s) 2 ~B(Er) Z —(En, K) firalle K € Aj/SLy(Z) und allej € {1,...,r}

<= (,K) = —1fiiralle K € A/SL,(Z),

wobei wir fiir die Termumformungen in der dritten Zeile ausnutzen, dass ¢ Eigenschaft (B)
erfillt und somit jedes {a; in der zugehorigen Menge B, liegt. O
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Korollar 7.59. Seien n eine natiirliche Zahl und ¢ € R, ein Element, das die Eigenschaften (A) und
(B) beide erfiillt. Dann hiingt fiir alle Konjugationsklassen [M] C M" der Wert (&, [M]) nur von [M]
und nicht von der Wahl von ¢ ab.

Beweis. Wir setzen wieder

mit Doppelnebenklassen Ay, ..., A, und einem geeigneten » € IN. Fiir je zwei Elemente é’,(’f €
M, mit den Eigenschaften (A) und (B) gilt dann offenbar insbesondere ¢, & € B, und wir
schreiben

r r
&= ZCA],, ¢ = ZCA/ mit {a, G, € By, firallej € {1,...,r}.
j=1 j=1

In dieser Situation gilt bereits

E—CeP(L)a,

denn: Da ¢ und & Eigenschaft (A) besitzen, folgt wie im Beweis von Korollar 7.58 zunachst
—B(Ca; — Ca;) = a(Ca; — (fA],) = 0 und aufgrund der Exaktheit der zweiten Zeile des Dia-

gramms in Satz 7.57 dann auch ¢a, — & a; € P(£)s, furalle j € {1,...,r}. Die Behauptung folgt
nun mit

§—G¢=1) (G —Ea)

=1

und der Definition von P. #

Andererseits gilt aber auch
N
P(L)a C { Y an(My — AuM,yA;Y) | N € Nund a, € Q A, € SLa(Z),
n=1
M, e Afirallel <n < N},

denn: Fiir ein beliebiges Element ¢ € P(£)a gibtes 1,82 € 9ia mit

¢ = nsi(L — 7ms) + sl (L — msT)
= 1sG1 — MsC17Ts + TTsTG2 — TSTCATTST

= % (& +5E) — i (&1 + SIS+ S8+ &S) + % (824 STG2 + (ST)*E2)
_ % (&2 + E2ST + &(ST)? 4 STE + STEST + STE (ST)? + (ST)?E

+ (ST)?EST + (ST)*&(ST)?)
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él—sas*l)ﬁ-(sa 615) + 5 - (62— STG(ST)” )

1
e
+ = (& — (ST) '&ST) + § - (ST& — (ST) & (ST) ') + § - (ST&, — £28T)

(
1
9

5 ((ST) M6~ &a(ST) ™) + 5 - ((ST) & — STEST).

Indem wir die Summanden geeignet umformen — so etwa S& — &S = S& — S(S¢;)S™! -
erkennen wir, dass das Element in der gewtiinschten Form vorliegt. #

Aus den beiden gezeigten Inklusionen folgt (&, [M]) = (¢, [M]) fiir jede zu einer Matrix M € A
gehorige Konjugationsklasse [M] = {AMA~! | A € SL,(Z)}. Das zeigt das Korollar. O

Wir erhalten nun:

Satz 7.60 (Satz von Popa-Zagier). Sei n eine natiirliche Zahl und sei T, € R, ein Element mit den
Eigenschaften (A) und (B). Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Fiir jede Rechtsnebenklasse K € M"/SLy(Z) gilt (T, K) = —1.
(b) Das Element T, besitzt auch die Eigenschaft (C).

Beweis. Behauptung (a) folgt unmittelbar aus Korollar 7.58. Nach Korollar 7.59 folgt zudem
Behauptung (b), wenn wir ein Element angeben koénnen, das zugleich die Eigenschaften (A),
(B) und (C) erfiillt. Das ist zwar elementar, aber recht aufwéindig und wird von uns nicht
durchgefiihrt. O

7.7 Die Kronecker-Hurwitz-Klassenzahlformel

Die Kronecker-Hurwitz-Klassenzahlformel ldsst sich als Folgerung des Satzes von Popa-Zagier
7.60 auffassen, da sie sich mit dessen Hilfe beweisen ldsst. Bevor wir dies tun, fithren wir zu-
néchst die namensgebenden Kronecker-Hurwitz-Klassenzahlen ein, welche spéter auch in der
Formulierung der Eichler-Selberg’schen Spurformel 7.80 auftauchen. Wir beginnen mit einer
Einfithrung in die wichtigsten Grundlagen aus dem Bereich der bindren quadratischen For-
men:

Definition 7.61. Eine (bindre) quadratische Form Q ist ein homogenes quadratisches Polynom in
zwei Variablen und ganzen Koeffizienten, also insbesondere in Z.[X, Y. Allgemein gilt

Q(X,Y) = aX2 + bXY +c¥? = (X,Y) (Z 2) G() (7.38)
2

fiir ganze a, b und c. Wir bezeichnen die Matrix

b

a =

Mg:=(}, 2
Q <g C>

auch als die Darstellungsmarix der quadratischen Form Q und bemerken, dass diese im Allgemeinen
nur halbzahlig ist.
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Mochte man eine beliebige quadratische Form Q hinsichtlich der Losungsmengen {(x,y) €
72 - Q(x,y) = n} fiir n € N studieren, so fallt auf, dass sich bei Variablentransformationen
(X,Y) — (aX + BY,¥X + 0Y) mit ad — By = 1 diese Losungsmengen im Wesentlichen nicht
dndern. Kennt man also die Anzahl der Losungen von Q(X,Y) = n, so auch jene der quadra-
tischen Form”®

R(X,Y) = Q(aX+BY,yX +46Y) =n mitad— By =1.

Es ergibt also Sinn, alle quadratischen Formen, die durch solche Substitution auseinander her-
vorgehen, miteinander zu identifizieren:

Definition 7.62. Wir bezeichnen zwei quadratische Formen Q und R als dquivalent, falls es ein
(“£) € SLa(2) gibt mit

R(X,Y) = Q(aX + BY, X + 8Y).

Proposition 7.63. Die Gruppe SLy(Z) operiert von rechts auf der Menge der quadratischen Formen.
Auf Ebene der Darstellungsmatrizen ist dies gegeben durch

(Mg) U := 'uUMpU fiiralle U € SLy(Z).

Insbesondere definiert die in Definition 7.62 gegebene Relation eine Aquivalenzrelation: Zwei quadrati-
sche Formen Q und R sind genau dann dquivalent, falls ihre Darstellungsmatrizen dhnlich sind in dem
Sinne, dass eine unimodulare Matrix U € SLy(Z) existiert, so dass Mg = 'U MgrU. Wir schreiben
dann auch Q = (R)U.

Beweis. Seien U := (‘fyg) € SLy(Z) und Q(X,Y) := aX?+ bXY + cY? gegeben. Mit (7.38) gilt
dann

R(X,Y) = Q(aX + BY,yX +Y)

b
- a 3\ (aX+BY
e praxean (3 8 (S0)

b
. ¢ a 3 X
o Jufd)
Somit gilt Mg = 'UI MpU. Dies gibt eine Gruppenwirkung von rechts: Zunéchstist ‘I, Mgl =
Mg und fiir beliebige U;, U, € SL,(Z) gilt

((Mg) Up) Uy = ('Uy Mgl) Uy = Uy "U, Mgl Uy
= '(Upl) Mol Uy = (Mg) (Uslly).

Damit ist die Proposition gezeigt. O

78Der Nachweis, dass unter unimodularen Substitutionen quadratische Formen auf quadratische Formen abge-
bildet werden, ist einfach, und wir tiberlassen dies dem Leser.
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Die bisher vorgenommene Einteilung in Aquivalenzklassen stellt uns noch nicht ganz zufrie-
den, da nachweislich immer noch unendlich viele Klassen quadratischer Formen existieren. Es
ergibt also Sinn, uns nach Invarianten umzusehen, die eine weitere Klassifizierung — und damit
Unterscheidbarkeit — quadratischer Formen erlauben. Eine solche Invariante ist die Diskrimi-
nante einer quadratischen Form:

Definition 7.64. Sei Q(X,Y) = aX? + bXY + cY? eine quadratische Form. Dann heifst
Dg =D := —4det(Mq) = b* — 4dac

die Diskriminante von Q. Aufgrund ihres Aufbaus gilt dabei fiir die Diskriminante offensichtlich
Do =0,1mod (4).

Wie man anhand der allgemein bekannten Losungsformel schnell sieht, kodiert die Diskrimi-
nante die Losbarkeit einer quadratischen Gleichung

aX?+bX+c=0

mita # 0 tiber den reellen Zahlen. Sind dabei a, b und ¢ ganze Zahlen, so wird mittels Homoge-
nisierung aus dieser Gleichung die Form aX? + bXY + c¢Y? gewonnen, sodass ein unmittelbarer
Zusammenhang zu quadratischen Formen besteht. Es gilt nun die elementare, aber wichtige:

Proposition 7.65. Seien Q und R quadratische Formen mit Diskriminanten Dg bzw. Dg. Sind dann
Q und R dquivalent, so gilt Dg = Dg.

Beweis. Da Q und R dquivalent sind, existiert eine Matrix U € SLy(Z) mit Mg = U MgU. Mit
der Multiplikativitat der Determinanten folgt

Dg = —4det(Mg) = —4det('U MrU) = —4det(Mg) = Dg

und somit die Proposition. O

Satz 7.66. Sei D € Z keine Quadratzahl. Dann gibt es nur endlich viele Aquivalenzklassen quadrati-
scher Formen mit der Diskriminante D.

Beweis. Es gibt nur endlich viele Tripel (4,b,&) € Z> mit der Eigenschaft |b| < |d| < |¢&|, die
zusitzlich b? — 4a¢ = D erfiillen,
denn: Mit der umgekehrten Dreiecksungleichung folgt
|D| = |b* — 4ac| > |4ac| — |b|* > 4|a|* — |a)* = 342,
womit auch die Beziehungen

N D - N .
il <2, pr<p e=
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offenkundig werden. Damit kommen nur endlich viele Tripel (4,b,¢) € Z? infrage und ihre
genaue Anzahl hangt nur von D ab. #

Der Satz folgt daher, wenn wir zeigen konnen, dass jede quadratische Form
Q(X,Y) = aX?+bXY +cY?

dquivalent zu einer Form
Q(X,Y) = ax*+bXY +¢&Y?

mit |b| < |a| < |é| ist - hier ist @ # 0, da D keine Quadratzahl ist.

Um dies zu zeigen, wahlen wir nun 4 als die betragsmaflig kleinste nattirliche Zahl, die durch
Q dargestellt werden kann. Dann gibt es Zahlen m und n mit

i = am?® + bmn + cn?

und es muss ggT(m, n) = 1 gelten, da wir ansonsten einen trivialen Widerspruch zur Minima-
litat von |i| erhalten. Folglich gibt es ganze u, v mit mu — nv = 1 und die Matrix () € SLy(Z)
transformiert die Form Q in eine Form R(X,Y) = X%+ D1 XY + & Y?, die wohlgemerkt als er-
sten Koeffizienten gerade @ besitzt. Wir wahlen nun eine ganze Zahl , fiir die b = by — 2a¢ im
Absolutbetrag nicht grofer als || ist. Durch die SLy(Z)-Transformation (X, Y) — (X — £Y,Y)
erhalten wir

R(X—0Y,Y) =a(X —£Y)?> + b1 (X — Y)Y + & Y?
= X2+ (by — 2a0)XY + (a0* — byl + ¢1)Y?,
was zeigt, dass Q zu einer Form V(X,Y) = aX? + bXY + éY? mit |b| < |d| dquivalent ist.
Zu guter Letzt beachten wir, dass zwei dquivalente Formen genau die gleichen ganzen Zahlen

darstellen, weshalb mit der Minimalitéit von @ bereits |d| < |V(0,1)| = |¢]| erfiillt sein muss —
da D keine Quadratzahl ist, muss & # 0 gelten. Damit ist der Satz bewiesen. O

Tatsdchlich konnen wir die Menge der quadratischen Formen einer vorgegebenen Diskrimi-
nante genau beschreiben:

Lemma 7.67. Seien n € N und t € Z und schreiben wir M,,; fiir die Menge der Matrizen in 7.**>
mit Determinante n und Spur t. Dann liefert die Abbildung

M= (Z Z) = Qm(X,Y) := cX?+ (d — a)XY — bY?

eine Bijektion zwischen M, ; und der Menge aller quadratischer Formen mit Diskriminante t*> — 4n.
Diese Abbildung ist SL,(Z)-dquivariant in dem Sinne, dass fiir jedes M € M, ; der Zusammenhang

Qu-tmu = (Qm)U  fiiralle U € SLy(Z)

gilt.
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Beweis. Offensichtlich gilt

ab
cd

M

Dq,, = (d —a)*+4cb = (d +a)* —4(ad — bc) = +* — 4n fﬁralleMz( >€Mn,t,

so dass die Zuordnung in der Behauptung des Satzes wohldefiniert ist. Sie ist aber auch bijektiv,

denn: Zum Beweis der Injektivitit betrachten wir zwei Matrizen M = ({ Z), M = (Zg) € M,
mit Qy = Q. Fiir diese gilt unmittelbar ¢ = ¢ und b =b. Aufgrund vona —d = d — d und
a+d=1t=d+dgiltzudema = dund d = d und insgesamt also M = M, so dass wir die
Injektivitat nachgewiesen haben.

Zum Beweis der Surjektivitit betrachten wir eine quadratische Form Q(X,Y) = aX? + bXY +

¢Y? mit Diskriminante > — 4n = Dg = b? — 44¢. Hierbei gilt offensichtlich ¢t = b mod (2), so
dass die Matrix

ganzzahlige Eintrage hat. Offensichtlich folgt aber auch

2 — p?
4

™

+a

det(M) =
tr(M) = t,

:n’

so dass insgesamt die Matrix M in ~Mn,t liegt. Da offensichtlich M unter der Abbildung aus der
Behauptung des Satzes auf 4X? + bXY + ¢Y? abgebildet wird, haben wir ein Urbild gefunden
und somit die Surjektivitit gezeigt. #

Die SL;(Z)-Aquivarianz lasst sich fiir eine konkret gegebene Matrix U € SL,(Z) leicht nach-
rechnen, so dass das Lemma folgt. O

Schlief3lich lassen sich quadratische Formen auch iiber ihr Abbildungsverhalten klassifizieren:

Definition 7.68. Essei Q(X,Y) = aX? + bXY + cY? eine quadratische Form mit Dg < 0. Ista > 0
bzw. a < 0, so nennen wir Q positiv-definit bzw. negativ-definit. Ist Do > 0, so nennen wir Q auch
indefinit.

Die Definition rithrt daher, dass positiv- bzw. negativ-definite Formen stets nur positive bzw.
negative Werte annehmen, wenn man (x,y) = (0,0) ausnimmt,

denn: Sei also b? — 4ac < 0 und zunichst a > 0. Aus
ax® +bxy +cy? = —n <0

folgt mit y € Z durch Auflosen nach x:

—by + \/bzy2 —4a(cy? +n) by =+ /Dgy? — 4an
2a ’

12 = 2a o
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was nicht einmal reellwertig ist. Derselbe Widerspruch ergibt sich im Falle von ax? + bxy +
cy?=n>0unda < 0. #

Im Fall von Dg > 0 keine Quadratzahl werden fiir (x,y) € Z? hingegen sowohl positive als
auch negative Werte angenommen.

Wir konnen nun eine Klassenzahl definieren, die bei der Formulierung der Eichler-
Selberg’schen Spurformel 7.80 eine Rolle spielen wird:

Definition 7.69. Fiir jede ganze Zahl D € 7. definieren wir die Kronecker-Hurwitz-Klassenzahl
H(D) durch

0 fiir D < 0 und —D keine Quadratzahl,
_@ fiir D < 0 und —D Quadratzahl,

% firD=0,

#_p,+ fﬂ?’ D >0,

H(D) :=

wobei #_p . die — nach Satz 7.66 endliche — gewichtete Anzahl der Aquivalenzklassen positiv definiter
quadratischer Formen der Diskriminante — D bezeichne, wobei wir Aquivalenzklassen, die ein Vielfaches
von X2 + Y2 enthalten, mit Vielfachheit 5 zihlen, solche, die ein Vielfaches von X? — XY + Y? enthalten,
mit Vielfachheit % und alle anderen mit Vielfachheit 1.7

Bemerkung 7.70. Die Kronecker-Hurwitz-Klassenzahl H(D) ist von der iiblicherweise studierten
Klassenzahl h(D) quadratischer Formen zu unterscheiden, welche die Anzahl der Aquivalenzklassen
primitiver quadratischer Formen® von Diskriminante D ohne Gewichtung zihlt, wobei im Fall D < 0
nur die positiv-definiten Formen gezihlt werden.

Beispiel 7.71. Wir geben nun beispielhaft einige Werte der Kronecker-Hurwitz-Klassenzahl an:

D 0 [1]2
H(D) -5 10

10|11 (12|13 |14 15|16
0(0j1(1j0,0 |1 0012

W= W

SIS TN
a1
(@)
N
o
O

Q>
NIW

Wir kénnen nun aus dem Satz von Popa-Zagier 7.60 Formel fiir die Kronecker-Hurwitz-
Klassenzahl herleiten, die auf anderem Wege bereits 1860 von Kronecker, 1880 von Gierster
und 1885 von Hurwitz bewiesen wurde:

79 Auf diese Weise wird jede Aquivalenzklasse K mit dem Faktor |Aut(K)|~! gewichtet, wobei wir
Aut(K) := {U €SLy(Z) | 'U-Mg-U = Mg} fiir ein festes Q € K

setzen. Das ist offensichtlich unabhéngig von der Wahl von Q € K und somit wohldefiniert.
80Eine quadratische Form heifit dabei primitiv, wenn ihre Koeffizienten teilerfremd sind.
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Satz 7.72 (Kronecker-Hurwitz-Klassenzahlformel). Fiir eine beliebige natiirliche Zahl n gilt®!

) H(4n —t?) = Y max{a,d}.

teZ a,deIN
2<4n ad=n

Beweis. Nach Korollar 7.49 gibt es fiir jedes n € IN ein Element T, € R,, das die Eigenschaften
(A) und (B) erfiillt. Wir berechnen den Wert (T,,, M") mithilfe des Satzes von Popa-Zagier 7.60
auf verschiedene Weisen. Tatsdchlich gilt

Y, w([M))

[M]CIM" (M

-
(M
).

7.60 (b)

(T, [M])
Z

M

)

(T K) (7.39)

n
CIM"/SL,(Z)

760@ _ )W/SLZ(Z)

7

wobei in der Summe auf der linken Seite iiber alle Konjugationsklassen [M] C IM" summiert
wird und in der Summe rechts iiber alle Rechtsnebenklassen K C IM" /SL,(Z). Wir untersuchen
nun zundchst die linke Seite von (7.39) weiter. Fiir eine beliebige, zundchst fest gewahlte Zahl
t € Z erhalten wir dort

—2H(4n — %) firt #0,
y w([Mn:{ n =17 fart s (7.40)
(M]CBE —H(4n —t*) furt=0,
tr(M)2=t?

wobei mit tr(M) die Spur irgendeines Elements der Konjugationsklasse [M] gemeint sei,
denn: Wir fiihren eine Fallunterscheidung nach den Eigenschaften der Zahl 4n — t? durch.

Fall 1: 4n — #> > 0. Hier gilt nach Definition von Gewichtsfunktion und Kronecker-Hurwitz-
Klassenzahl

Y w(M)ZE Y w([M).

[M]CIM" [M]CIM"
tr(M)2=t? [M] elliptisch

Danach Lemma 7.67 elliptische Matrizen aus ZI, + ZS bzw. Z.I, 4+ ZST unter der Bijektion dort
auf skalare Vielfache von X2 + X2 bzw. X2 — XY + Y? abgebildet werden, folgt die Behauptung
in diesem Fall aus der Berechnung der elliptischen Gewichte in Lemma 7.37 und der Definition
der Klassenzahl in Definition 7.69.

81Fiir die Formulierung der Klassenzahlformel bendtigen wir nur die Kronecker-Hurwitz-Klassenzahlen nicht-
negativer ganzer Zahlen, die tatsachlich tiber die gewichtete Anzahl von Aquivalenzklassen quadratischer Formen
sprechen. In unserem Beweis tauchen jedoch auch Klassenzahlen negativer ganzer Zahlen auf, deren Werte durch
diesen Beweis als ,richtig”erkannt werden konnen.
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Fall 2: 4n — t> = 0. Hier gilt stets t # 0 und nach Definition von Gewichtsfunktion und
Kronecker-Hurwitz-Klassenzahl folgt direkt

Y w(M)ZE Y w(Mh+ Y w(M)

[M]SIM™ [M]CIM™ Wjevg
tr(M)2=#> [M] skalar [M] parabolisch
7.35 1 _ 1

P _2.H(0) = —2-H(4n — £).

Fall 3: 4n — t?> < 0 und t? — 4n ist keine Quadratzahl. Hier gilt stets t # 0 und nach Definition
von Gewichtsfunktion und Kronecker-Hurwitz-Klassenzahl folgt direkt

Y w(M)ZE y w([M])

[M]CIM™ [M]CM™
tr(M)2=t? [M] nicht-zerf. hyperbolisch

Y _2.H(4n — ).

Fall 4: 4n — t> < 0 und t*> — 4n ist eine Quadratzahl. Hier gilt stets f # 0 und nach Definition
von Gewichtsfunktion und Kronecker-Hurwitz-Klassenzahl auch

7.33
Y, w(M]) = )3 w([M]).
(MM [M]CIM™
tr(M)2=#> [M] zerfallend hyperbolisch

Die Behauptung in diesem Fall folgt aus den Definitionen des Gewichts 7.35 und der Klassen-
zahl 7.69, wenn wir zeigen konnen, dass es genau V' ? — 4n zerfallend hyperbolische Konjuga-
tionsklassen [M] C IM"” mit tr(M)? = > gibt. Dafiir setzen wir

=V —4n |+ V2 —4n
-2 -2

Dies sind offensichtlich nattirliche Zahlen, welche den Bedingungend > a > 0,ad =n,a+d =
|t| sowie d —a = /t? — 4n geniigen. Tatsédchlich ist nun

(o))

ein Vertretersystem der zerfallend hyperbolischen Konjugationsklassen [M] C IM” und hat

d — a = /t? — 4n Elemente. #

a: und d:
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Die rechte Seite von (7.39) kann man explizit berechnen, indem man in Analogie zu Lemma 4.3
die disjunkte Zerlegung in Rechtsnebenklassen

W= (G )@

ad=
b mod (a)

herleitet. Zusammen mit (7.40) erhalten wir so

Y H@4n—-t)= Y d (7.41)

teZ 0<d|n

Andererseits gilt aber auch

Y. H4n—-#)= Y (a—d), (7.42)
teZ ad=n
2>4n d>a>0

denn: Aus der Definition der Kronecker-Hurwitz-Klassenzahlen erhalten wir

Y H(4n—t?) = Yy Ve (7.43)
tez teN,2—4n>0
t*>4n t>—4n Quadratzahl

Wir zeigen nun, dass die rechte Seite hiervon mit der rechten Seite der Behauptung tiberein-
stimmt. Seien also zundchst a,d € IN zwei nattirliche Zahlen mitad = nund d > a > 0 gegeben.
Setzen wir dann t := a +d, so ist #* — 4n eine positive Quadratzahl und es giltd —a = /12 — 4n.
Ist umgekehrt ¢ eine nattirliche Zahl, so dass t2 — 4n eine positive Quadratzahl ist, so setzen wir
t— /12 —4n t+ V12 —dn
g=————— und di=———-——.
2 2
Nach Konstruktion sind 4, d natiirliche Zahlen mitd > a > 0,ad = nund a +d = t. Zusammen
mit (7.43) folgt hieraus die Behauptung. #

Die Kronecker-Hurwitz-Klassenzahlformel erhalten wir, indem wir nun (7.42) von (7.41) abzie-
hen. O

Beispiel 7.73. Mithilfe der Tabelle aus Beispiel 7.71 und einiger zusitzlicher Werte berechnen wir

Y H(20—#*) = H(20) +2- (H(19) + H(16) + H(11) + H(4))
teZ
£2<20

=2+2+3+2+1=5+5

= Y max{a,d},

a,deIN
ad=>5

so wie von der Kronecker-Hurwitz-Klassenzahlformel 7.72 beschrieben.
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7.8 Die Spurformel

In diesem Abschnitt zeigen wir die Eichler-Selberg’sche Spurformel 7.80, indem wir ausnut-
zen, dass es fiir jedes natiirliche n ein Element T, € R, gibt, das die Eigenschaften (A), (B)
und (C) allesamt erfiillt. Jede dieser Eigenschaften tragt zum Beweis bei: So haben wir in Satz
7.52 die Hecke-Aquivarianz des Eichler-Shimura-Isomorphismus festgestellt und, dass sich die
Wirkung des n-ten Hecke-Operators T;, auf den Periodenpolynomen durch die Wirkung eines
beliebigen Elements T, € %, mit Eigenschaft (A) beschreiben lasst. Den Nutzen von Eigen-
schaft (B) sehen wir sogleich in Proposition 7.75 ein. Um diese zu beweisen, benotigen wir
zundchst ein Resultat aus der Linearen Algebra:

Lemma 7.74. Seien K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und ¢ € End(V) ein
Endomorphismus von V. Fiir je zwei Untervektorriume U, U C V mit o(U) C U und (U) C U gilt

tr(p, U NU) = tr(p, U+ U),
wobei die Ausdriicke auf beiden Seiten jeweils durch die Spur einer Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich

irgendeiner Basis von U N U bzw. U + U gegeben seien, was wegen der Konjugationsinvarianz der
Spur offensichtlich wohldefiniert ist.

Beweis. Wir setzen n := dim(U), 7i := dim(U) sowie m := dim(U N U) und nehmen n,7 >
m > 1 an, da die ausgelassenen Randfille trivial sind. Nach dem Basisergdnzungssatz lasst
sich jede Basis {by,...,by} von U N U jeweils zu einer Basis von U bzw. von U erginzen. Es
gibt also Vektoren ¢, 41, ...,¢, € Uund &yy1,...,8 € U, so dass

{b1,- ., b, Cs1,---,Cn} eine Basis von U,

{b1,.- ., bm, Cps1,--.,Ci} eine Basis von U
ist. Dann ist bekanntlich
{b1, ..., bw, Cms1,--,Cn,Cust, -+, Ci} eine Basis von U + U

gegeben. Ist nun D, ;; die Darstellungsmatrix von ¢|;;  beziiglich dieser Basis, so erkennen
wir anhand der Voraussetzungen ¢(U) C U und ¢(U) C U, dass diese eine Blockzerleugung

DUOEI * %k
Dyio = 8 0 ;
*

mit quadratischen Blocken auf der Diagonalen besitzt, wobei D; 7 die Darstellungsmatrix
von ¢|; A i beztiglich der Basis {by, ..., by, } bezeichne. Es folgt

tr(Dy, ) = tr(Dy )

und somit das Lemma. O
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Proposition 7.75. Sei w € IN gerade und sei n € W. Erfiillt dann ein Element T, € R, Eigenschaft
(B), so gilt P( tTn)(P) € W fiir alle P € W und
tr(Ty, W) = tr(T,,, Pu(C)),

wobei die Ausdriicke auf beiden Seiten jeweils durch die Spur einer Darstellungsmatrix der linearen Ab-

bildung P — P( tTn) (P) beziiglich irgendeiner Basis des zugehirigen C-Vektorraums W bzw. P, (C)
gegeben seien.

Beweis. Wir setzen

E:={P € Py(C) | (P(L) + P('s))(P) =0},

Fi={P € Py(C) | (P(L) +P('(ST)) +P('(ST)?))(P) = 0},
so dass wir

ENF=W
erhalten. Da T}, Eigenschaft (B) gentigt, gilt

P('T,)(P) € F fiiralle P € E,
P('T,)(P) €E fiiralle P € F;

insbesondere bildet T, Elemente aus dem Durchschnitt E N F = W wieder auf ein Element in
W ab. Nach Lemma 7.74 folgt also die Proposition, wenn wir auch

E+F =P,(C) (7.44)

zeigen konnen. Hierfiir betrachten wir fiir Polynome

P(X,Y) =Y a; XY/, P(X,Y) =Y 4 XY € Py(C)
j=0 j=0

die Zuordnung

B(P,B) = Y (1) (W> i

j=0 J

Durch diese ist wegen der Geradheit von w offensichtlich eine symmetrische Bilinearform B
auf P, (C) gegeben. Letztere ist nicht ausgeartet,

denn: Zum Beweis der Behauptung reicht es aus zu zeigen, dass die Determinante der Darstel-
lungsmatrix von B beziiglich der Standardbasis {X°Y"=0, X1yw=1 . X%Y?} nicht Null ist.
Aufgrund von

T farw =0+,

: (7.45)
furw # 0+ j

B(X Y™, XIYwi) — {(()—1)4(
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ist dies aber offensichtlich der Fall. #

Aufgrund der Bilinearitdt von B und (7.45) lasst sich nun schnell
B((aX +0bY)", (cX+dY)") = (ad — bc)" firallea,b,c,d € C (7.46)
herleiten. Tatsachlich ist dies eine alternative Charakterisierung von B,

denn: Es reicht aus, wenn wir zeigen, dass auch {(X + Y)*, 2X +Y)%,..., (w+1)X+Y)"}
eine Basis von P, (C) ist. Das liegt aber daran, dass nach dem binomischen Lehrsatz

w

UX+Y)" =) <‘;’)€j furalle/ € {1,...,w+1},
j=0

gilt, so dass die behauptete neue Basis aus der Standardbasis durch Multiplikation mit der
VANDERMONDE-Matrix®?

1 1 1 . 1
1 2 22 . PA
1 3 e
1 w+1 (w+1)2 ... (wH+1)W
hervorgeht, deren Determinante bekanntlich nicht verschwindet. #

Aus (7.46) erhalten wir sofort die SL,(Z)-Invarianzeigenschaft

B(P('A)(P),P('A)(P)) = B(P,P) fiiralle P,P € P,(C), A € SLy(Z).
Fiir die Orthokomplemente beziiglich B gilt

El:={PeP,(C)|B(P,P)=0fiiralle P € E}
={P € Pu(C) | (P(2) —P('s))(P) =0},

Ft:={PecP,(C)|B(P,P)=0fiiralle P € F}
= {P e Py(C) | (P(L) —P('(ST)))(P) = 0},

denn: Aufgrund der SL,(Z)-Invarianz von B ist zunéchst offensichtlich jeweils die rechte Seite
in der linken Seite enthalten. Die umgekehrten Inklusionen sehen wir nun jeweils vermoge ei-
nes Dimensionsarguments ein: Nach dem Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen berechnen
sich die Dimensionen der Rdume

{PePu(C) | (P(L) —P('s))(P) =0} = {(P(L) +P('S))(P) | P € Py (C)}
bzw. {P € P,,(C) | (P(L) — P(*(ST)))(P) = 0} = { (P(L) + P('(ST))
+P((ST)?))(P) | P € Pu(C)}

82 Aléxandre-Théphile Vandermonde (1735-1796)
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zu
dim({P € Pw(C) | (P(L) —P('S))(P) = 0}) = dim(Pw(C)) — dim(E)
bzw. dim({P € P,,(C) | (P(L,) — P(*(ST)))(P) = 0}) = dim(Pw(C)) — dim(F).
Da die Bilinearform B nicht ausgeartet ist, gilt zudem
dim(E*) = dim(Pw(C)) — dim(E),
dim(F*) = dim(Pw(C)) — dim(F)
und somit die Behauptung. #
Aufgrund von E + F C P,,(C) und
dim (P, (C)) = dim(E + F) + dim ((E + F)*)
folgt nun (7.44) und somit die Proposition, wenn wir zeigen kénnen, dass
(E4+F)* =E*+F*
= {PePu(C) | (P(L) —P('S))(P) = 0= (P(L) - P("(ST)))(P)}

der Nullvektorraum ist. Sei dafiir P(X,Y) = Y1 a]-Xf Y™~/ ein beliebiges aber fest gewahltes
Polynom aus (E + F)*. Definitionsgemaf gilt fiir dieses

(P(L) —P('9))(P) =0 = (P(L) —B('(ST)))(P),
also
P=P('s)(P) =P('(ST))(P)
und, da SL,(Z) von S und ST erzeugt wird, schlieBlich
P=P('M)(P) furalle M € SLy(Z).

Wir miissen zeigen, dass letztere Eigenschaft bereits P = 0 impliziert. Tatsdchlich gilt in Spe-
zialisierung auf M = T bzw. M = S mit dem Binomischen Lehrsatz

P(X,Y)=P('T)(P)(X,Y) =P(X+Y,Y) i i(})w )XYW,

P(X,Y) = P('S)(P)(X,Y) = P(~Y, X) = ﬁ(—l)faw_]-xfyw—f
=0

und nach Koeffizientenvergleich

) (f,)agzo furallej € {0,...,w},

(=j+1
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apg = Awy.
Iterativ folgt hieraus

aj=0 furallej e {1,...,w},

ap=aw =0,
womit wir P = 0 und insgesamt die Proposition gezeigt haben. O

Vermoge Proposition 7.75 reicht es fiir den Beweis der Spurformel aus, die Spurbildung auf
dem Vektorraum P, (C) zu verstehen. Dies erfolgt tiber die GEGENBAUER—Polynome,83 die wir
dafiir zunéchst einfiihren:

Definition 7.76. Fiir jedes w € Z-~ ist das Gegenbauer-Polynom P,, definiert durch die Potenzrei-
henentwicklung
1

e — Z Py(t,n)X"™ fiirallet,n € R.
1-tX+nX2 =

Lemma 7.77. Fiirw € Nundt,n € R lassen sich die Gegenbauer-Polynome rekursiv berechnen durch

P()(f,i’l) = 1,
Pl(t,l’l) = t,
Py(t,n) = tPy_1(t,n) —nPy_»(t,n) fiirallew > 2.

Beweis. Durch Umstellen der Potenzreihenentwicklung aus Definition 7.76 ergibt sich

1= (io Pw(t,n)XW> (1 —tX +nX?)

i Py(t,n)X" — i tPy_1(t,n) X" + i nPy_o(t,n) X"
w=0 w=1 =

w=2

Py(t,n) + (Pi(t,n) — tPy(t,n)) - X+ Y (Pu(t,n) — tPy_1(t,n) + nPy_2(t,n)) - X"
w=2
und nach Koeffizientenvergleich somit die behauptete Rekursionsformel. O

Bemerkung 7.78. Fiirw € IN und n € R erhilt man durch iteriertes Anwenden der Rekursionsformel
aus Lemma 7.77 die Paritiitseigenschaft

PW(—t,n):{PW(t’n) filr gerades w, oo et € R

—Py(t,n) fiir ungerades w

Wir werden diese Eigenschaft im Beweis der Eichler-Selberg’schen Spurformel 7.80 verwenden.

83Leopold Bernhard Gegenbauer (1849-1903)
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Die fiir uns zentrale Eigenschaft der Gegenbauer-Polynome ist, dass sich tiber diese die Spur
der Aktion einer Matrix M € M auf dem Raum P, (C) beschreiben lasst:3*

Proposition 7.79. Fiir w € IN gerade gilt
tr(M, P, (C)) = Py(tr(M),det(M)) fiir alle M € M,

wobei der Ausdruck auf der linken Seite durch die Spur einer Darstellungsmatrix der linearen Abbildung
P — P('M)(P) beziiglich irgendeiner Basis des C-Vektorraums P,,(C) gegeben sei.

Beweis. Seien fiir diesen Beweis M = (? Z) € M sowie {X%, X"~1Y,..., XY"~1, YV} als Basis

von P, (C) fest gewahlt. Weiter schreiben wir D(W) = (dév]y) )1/ j—o fiir die Darstellungsmatrix der
linearen Abbildung Py (C) > P +— P('M)(P), so dass

(aX +bY)" (X +dY) =} d ) X"~Y" fiirallej € {0,...,w}
=0

gilt. Wir beweisen die Proposition nun durch eine Induktion nach w anhand der Rekursions-
formel 7.77. Als Induktionsanfang iiberpriifen wir dafiir zunéchst die Félle w = 0, w = 1 sowie
w = 2. Fiir diese gilt

Py(tr(M)),det(M)) =1 = tr(M, Po(C)),

Py (tr(M),det(M)) = a+d = tr(M,P1(C)),

Py(tr(M),det(M)) = (a+d)* — (ad — bc) = a* + (ad + bc) + d* = tr(M,P,(C)).

Fiir den Induktionsschritt sei nun w > 3 und die Behauptung fiir w — 1 und w — 2 bereits
gezeigt. Nach Lemma 7.77 gilt nun

Py (tr(M), det(M)) = tr(M)Py_1 (tr(M), det(M)) — det(M)Py_s (tr(M), det(M))
Y e (M) tr(M, P,,_1(C)) — det(M) tr(M, P,, »(C)),
so dass wir

tr(M, Py (C)) = (a +d) tr (M, Py_1(C)) — (ad — bc) tr (M, P,,_»(C))

zeigen miissen. Hierfiir gilt es, die Eintrage der Darstellungsmatrizen D), D=1 und D(W~2)
miteinander in Verbindung zu bringen. Offensichtlich gilt zunéchst fiir die Diagonaleintrage

i) =,
dyy) = adyy ™ +bd\" ) firalle ¢ € {1,...,w—1},
duny = dd\}" 0,

84Tatsachlich lasst sich Proposition 7.79 problemlos auf Matrizen M € GL;(R) und beliebiges w € Ny verall-
gemeinern, wenn man zuvor die Polynomdarstellung IP fiir solche Matrizen definiert. Das ist moglich, auch wenn
dann eine Identifikation modulo Vorzeichen nicht mehr wohldefiniert ist.
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=
de ™ = adly ™+ pal Y firalle £ € {1,...,w -2},
d(()\(f)vﬁ) — g2

und die Nebendiagonaleintrage

Ay = cd™ D v ddl firalle £ € {2,...,w—1},

Hieraus lassen sich zudem die speziellen Identitdten

dﬂv) =da" '+ (w—1)bca" 2,

dﬁv_l) = da" > + (w — 2)bca" 3

gewinnen, die wir im Folgenden verwenden werden. Wir zeigen nun die behauptete Aussage,
indem wir anhand all dieser Identitdten in Aquivalenzschritten aus einer offensichtlich wahren
Aussage herleiten:

0=0
= 0=—(da" '+ (w—1)bca”?) +da"' +a(da" 2+ (w — 2)bca"?)

— ada™~? + bea" 2

= ad ) =l v ad ) ddly T v adly Y — addly ™ + bedy Y
— ZadW1)+b(cd( Dodd ) )y == 1 ad™ N pady T va Zd
o (—1,0-1 (—-2,0—-1 11 w—1w—1
(=2
+d- Z adyy 2 +bd(", )
(ad — bc) Z d
w—1 1 w—2 ’
= Y dy =adl ) rddy T+ (a+d) Ed (ad—be) Y A"
(=1 (=0
— Y d¥ = (a+4d)- Zd (ad — be) - ng;“‘z)
(=0 /=0

e tr(M,Py(C)) = tr (M) tr(M, Po_1(C)) — det(M) tr(M, Py_»(C)).

Satz 7.80 (Eichler-Selberg-Spurformel). Fiir w € IN gerade, k = w + 2 und n € IN gilt

tr(T, My) + tr(T, Sx) = — Y Pu(t,n) - H(4n — ).
teZ
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Beweis. Wir bemerken zunédchst, dass die Summe auf der rechten Seite aufgrund von Definition
7.69 endlich ist. Nach Korollar 7.49 existiert ein Element T, € 9, das die Eigenschaften (A)
und (B) erfiillt. Nach Satz 7.52 und Proposition 7.75 gilt fiir dieses

tr(T,, My) + tr(Ty, Sx) = tr(Ty, W) = tr(T,,, Py (C)).

Nach dem Satz von Popa-Zagier 7.60 besitzt T,, auch Eigenschaft (C). Hiermit und nach Pro-
position 7.79 sowie Bemerkung 7.78 gilt daher

tr(Ty, My) +tr(Ty, Si) = ), tr([M], Py (C)) - w([M])

[M]CM™
= Y Pu(ltr([M])], n) - w([M])).
[M]CIM®
Nach (7.40) folgt schliefllich
tr(Tu, My) +tr(Tu, Sk) = — Y Pu(t,n) - H(4n — )
teZ
und somit die Spurformel. ]

In der Literatur findet sich oft eine andere Formulierung der Eichler-Selberg’schen Spurformel,
die sich aber leicht aus Satz 7.80 herleiten lasst:

Korollar 7.81. Fiirw € N gemde, k=w+2undn c N gilt

tr(Tu, Sk) = — 5 ZP (t,n) 4n—t2)—1- Yo avth

teZ 0<d|n
Beweis. Nach Beispiel 4.28 gilt bekanntlich
Exk Ty = Ows1(n) - Ex.
Mit My = C - E; ® Sk gilt daher
tr(Ty, My) — tr(Ty, Sk) = owi1(n)
und das Korollar folgt unmittelbar mit der Spurformel 7.80. O
7.9 Ubungsaufgaben

Aufgabe 7.1. Seiw € IN gerade. Zeigen Sie, dass dann die Ableitung des Binomialkoeffizienten, wie in
(7.6) interpretiert als Funktion

WY _ ['(w+1) ’
(s) = F(s+1)r(w—s+1) fiiralles € C,

1

an den Stellen s = —1 bzw. s = w + 1 den Wert = bzw. — w1 annimmt.

Hinweis: Nutzen Sie ohne Beweis aus, dass die Gammafunktzon T in C keine Nullstellen hat.
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Aufgabe 7.2. Geben Sie explizit ein Element ), gz amM € Ry an, das die Eigenschaften (A) und
(B) erfiillt.

Aufgabe 7.3. Seien k € N gerade, n eine natiirliche Zahl und f € Sy eine Hecke-Eigenform mit n-tem
Hecke-Eigenwert A, (f). Zeigen Sie vermige Satz 7.52 die Giiltigkeit der Formel

(P (X H) (L),

wobei T, € R, ein beliebiges Element mit Figenschaft (A) ist. Diese erlaubt ein effektives Berechnen
der Hecke-Eigenwerte. Bestimmen Sie mit dieser Methode beispielhaft fiir f = A € Sy die konkreten
Werte T(1),7(2),7(3) der Ramanujan-t-Funktion.

Aufgabe 7.4. Seien w € IN gerade und k = w + 2. Wir geben in dieser Aufgabe vermaige der
Eichler-Selberg-Spurformel 7.81 fiir n = 1 einen neuen Beweis der Dimensionsformel 3.11 fiir die
C-Vektorriaume Sy an. Zeigen Sie hierfiir die folgenden Teilaufgaben:

(a) Es werden nur endlich viele Kronecker-Hurwitz-Klassenzahlen zur Berechnung von dim Sy beno-
tigt, deren Werte in Beispiel 7.71 angegeben sind. Beschreiben Sie dim Sy so als rationale Linear-
kombination von Werten von Gegenbauer-Polynomen.

(b) Das Gegenbauer-Polynom P, (t,n) erfiillt im Fall 4n — t* > 0 die geschlossene Formel

w+1 _ Zw+l t Van — 12
Pw(t,n):a . ; mitu::§+nfi€©

wobei wir dies fiir a € Rals a™ +a“~'a+ ...+ aa" ! +a" interpretieren. Bestimmen Sie so die
konkreten Werte P,,(0,1), P,,(1,1), Py(2,1).

(c) Folgern Sie aus dem Bisherigen die Dimensionsformel.



KAPITEL 8

Hecke-Theorie zu Kongruenzuntergruppen

In Kapitel 4 hat uns die Hecke-Theorie fiir die volle Modulgruppe ein méchtiges Werkzeug
beschert, das auf Modulformen beziiglich Kongruenzuntergruppen zu iibertragen sich gera-
dezu aufdrdngt. Tatsdchlich lassen sich im Wesentlichen analog zum Spezialfall der vollen Mo-
dulgruppe auch in dieser Allgemeinheit Hecke-Operatoren konstruieren. In den Abschnitten
8.1, 8.2 und 8.3 fiithren wir dies fiir eine Klasse von Kongruenzuntergruppen durch, die die
wichtigen Familien I'(N), I'1(N) und I')(N) fiir N € IN umfasst. Es stellt sich dabei allerdings
heraus, dass sich eines der zentralen Resultate der Hecke-Theorie — ndmlich die in Satz 4.32
gezeigte Existenz einer Basis aus gemeinsamen Eigenformen aller Hecke-Operatoren fiir den
Vektorraum Sy der Spitzenformen beliebigen Gewichts k — nicht in den Fall der von uns unter-
suchten Kongruenzuntergruppen iibertragen lasst. Im Jahr 1970 fanden ATKIN und LEHNER®®
fiir die Gruppen I'g(N) eine Losung fiir dieses Problem, indem sie erkannten, dass ein Teilraum
von Sx(T'o(N)) sehr wohl eine Basis aus Hecke-Eigenformen besitzt und dass sich das Ortho-
komplement dieses Teilraums durch Formen aus den Raumen Si(To(d)) mit d | N erkldren
lasst. Auf diese Weise konnen sie schliefSlich doch alle Elemente von Si(To(N)) iiber Hecke-
Eigenformen beschreiben. In den abschliefSfenden Abschnitten dieses Kapitels folgen wir der
gut lesbaren Originalarbeit von Atkin und Lehner, um uns dieses Resultat herzuleiten. In der
Literatur finden sich entsprechende Resultate auch fiir andere Familien von Kongruenzunter-

gruppen.

8.1 Hecke-Paare

Um die Hecke-Algebra zu einer Kongruenzuntergruppe I' C SL,(Z) konstruieren zu konnen,
benotigen wir ein geeignetes Hecke-Paar. Im Gegensatz zum Vorgehen in Beispiel 4.4 weisen
wir hierbei die Endlichkeit der Anzahl der Linksnebenklassen in den jeweiligen Doppelne-
benklassen nicht direkt nach, sondern leiten sie uns aus dem bereits gezeigten Spezialfall der
vollen Modulgruppe her. Dafiir benotigen wir zundchst ein wenig Gruppentheorie:

8 Arthur Oliver Lonsdale Atkin (1925-2008) und Joseph Lehner (1912-2013)
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Definition 8.1. Zwei Untergruppen R, R’ einer Gruppe S heiflen kommensurabel — in Zeichen: R ~
R’ —falls ihr Durchschnitt R N R’ sowohl in R als auch in R’ endlichen Index hat.

Wie man leicht tiberpriift, ist Kommensurabilitit eine Aquivalenzrelation auf der Menge der
Untergruppen von S. Weiter gilt:

Lemma 8.2. Der Kommensurator
Kom(R,S) := {s € S: s 'Rs ~5 R}

von R in S ist eine Untergruppe von S, die R enthiilt.

Beweis. Die Inklusion R C Kom(R, S) ist trivial. Sind weiter allgemein R; und R; zwei kom-
mensurable Untergruppen von S und s € S, so gilt offensichtlich

Ry ~sRy, = sRys ! ~gsRps L. (8.1)

Wir nutzen diesen Zusammenhang, um zu beweisen, dass Kom(R, S) eine Untergruppe von S
ist. Ist namlich s € Kom(R, S), so gilt definitionsgeméf s IRs ~g R. Wenden wir hierauf (8.1)
an, so erhalten wir

(s 'Rs' =sRs ! ~gs!(sRs!)s =R
und also s~! € Kom(R, S). Sind weiter s1,s, € Kom(R, S), so gilt
(s152) 'R(s152) = 55 ' (57" Rs1)s2 ~g s, 'Rsp ~g R

und somit s15; € Kom(R, S). Damit ist alles gezeigt. O

Lemma 8.3. Seien R, R’ kommensurable Untergruppen einer Gruppe S, so dass (R, S) ein Hecke-Paar
ist. Dann ist auch (R’, S) ein Hecke-Paar.

Beweis. Sei R zundchst eine beliebige Untergruppe einer Gruppe S. Fiir ein s € S ist dann die
Anzahl der R-Linksnebenklassen in RsR durch den Index [R :RN sfle] gegeben,

denn: Fiir eine gegebene Zerlegung

R = L] (RNs 'Rs)r
re(R Ms~1Rs)\R

von R in die Linksnebenklassen modulo R N s~ !Rs gilt trivialerweise die Inklusion

RsR O U Rsr.
re(RMs~1Rs)\R

Sei nun umgekehrts’ = r1sr; € RsR. Dann ist r; bereits in einer Linksnebenklasse (R N sfle)r
enthalten, es gilt also r, = ar mita € R und sas~! € R. Somit folgt

s' = rysry = rysar = rysas”'sr € Rsr.
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Es folgt auch die umgekehrte Inklusion und insgesamt also die Identitét
RsR = U Rsr.
re(RM s~ 1Rs)\R

Die Behauptung folgt, wenn wir zeigen konnen, dass die Vereinigung auf der rechten Seite
disjunkt ist. Dem ist aber so, denn fiir zwei R-Linksnebenklassen Rsr und Rsr’ mit nichtleeren
Durchschnitt gibt es 71,72 € R mit 157 = rps7’ und also mit s~'r, 'rys = r'r~1 € (RN s 'Rs),
so dass bereits Rsr = Rst’ gilt. #

Aus dieser Uberlegung folgt

Kom(R,S) 2 {s €S : [R:RNs'Rs|,[s7'Rs: RNs 'Rs] < oo}
={se€S:[R:RnNs'Rs|,[R: RN (s1)'R(s71)] < o0}
= {s € S: RsR sowie Rs~ 'R bestehen jeweils aus nur

endlich vielen R-Linksnebenklassen}.
Sei nun speziell (R, S) ein Hecke-Paar. Dann gilt sogar
Kom(R,S) = S. (8.2)
Sei nun weiter R’ eine zu R kommensurable Untergruppe von S, gelte also R’ ~s R. Dann
ergibt sich aus dem Bisherigen

sTIR's (Exls) s IRs (2525) R ~g R fiiralles €S

und somit
Kom(R/,S) = S.

Nach unseren obigen Uberlegungen ist dies gleichbedeutend dazu, dass jede Doppelneben-
klasse R’sR’ nur aus endlich vielen R’-Linksnebenklassen besteht, dass also (R’,S) ein Hecke-
Paar ist. Insgesamt haben wir das Lemma gezeigt. O

In unserer konkreten Situation erhalten wir nun:
Proposition 8.4. Fiir jede Kongruenzuntergruppe I C SLy(Z) ist (I', GL2(Q) ™) ein Hecke-Paar.

Beweis. Offensichtlich sind I' und SL,(Z) als Untergruppen der Gruppe GL»(Q)* kommensu-
rabel, denn der Durchschnitt I' N SL,(Z) = T hat endlichen Index in SL;(Z) nach Korollar 1.33
und in I selbst trivialerweise. Da (SL,(Z), GLy(Q) ") nach Beispiel 4.4 ein Hecke-Paar ist, folgt
die Proposition unmittelbar mit Lemma 8.3. O

In Abschnitt 4.2 hatten wir fiir die Konstruktion der Hecke-Algebra der vollen Modulgruppe
nicht das Paar (SLy(Z),GL2(Q)") sondern das eingeschréankte Paar (SLy(Z), M) herangezo-
gen, weil wir so keine wichtigen Informationen verloren haben und nur noch mit ganzzahli-
gen Matrizen umgehen mussten. Im Kontext allgemeiner Kongruenzuntergruppen wollen wir
dhnlich vorgehen und definieren:
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Definition 8.5. Seien N eine natiirliche Zahl und T(N) C T C SL,(Z) eine Kongruenzuntergruppe.
Dann setzen wir

M(N) := {M € Z**? | det(M) > 0, ggT(det(M),N) = 1},
M(N,T) := {M € M(N) | iy(T - M) = (M -T)},

wobei 1ty die kanonische Projektion modulo N bezeichne.

Offensichtlich sind die in Definition 8.5 eingefiihrten Mengen multiplikative Monoide und es
gelten die Spezialfille

M(1) = M,
M(N,T(N)) = M(N) firalle N € .

Mit der nun eingefiihrten Notation konnen wir ein leichtes Korollar aus Proposition 8.4 herlei-
ten:

Korollar 8.6. Seien N eine natiirliche Zahl und T(N) C T C SL,(Z) eine Kongruenzuntergruppe.
Dann ist (I, M(N,T)) ein Hecke-Paar.

Beweis. Das Korollar folgt unmittelbar aus Proposition 8.4, da M(N, I') ein Untermonoid von
GL,(Q)™ ist, das T enthlt. O

8.2 Hecke-Algebren

Ausgehend vom in Abschnitt 8.1 nachgewiesenen Hecke-Paar (I, M(N,T)) konstruieren wir
in diesem Abschnitt Hecke-Algebren fiir die Kongruenzuntergruppe I'(N) C T' C SL,(Z) und
setzen diese schrittweise in eine immer engere Beziehung zur Hecke-Algebra der vollen Mo-
dulgruppe, um schliefilich deren Struktur im Wesentlichen tibernehmen zu konnen. Im Laufe
des Abschnitts beschranken wir uns dabei auf das Studium einer Unterklasse von Kongruenz-
untergruppen modulo N, welche die Standardgruppen I'(N), I'1 (N) und I'g(N) umfasst.

Unser erstes Ziel ist es nun, in Proposition 8.9 einen Z-Algebrenhomomorphismus von der zum
Hecke-Paar (I, M(N,T)) gehorigen Hecke-Algebra (I, M(N,I'(N)) in die Hecke-Algebra
€ (SLa(Z), M) der vollen Modulgruppe herzuleiten. Dafiir zeigen wir zunédchst einige vorbe-
reitende Lemmata:

Lemma 8.7. Seien N, N natiirliche Zahlen und M € M. Dann gelten die folgenden beiden Aussagen:
(@) T(ggT(N,N)) =T(N)-T(N).

(b) T'(det(M)N)C M '-T(N)-MNM-T(N)-M".

Beweis. Wir zeigen zunéchst Behauptung (a). Sei dafiir M € I'(ggT(N, N)) gegeben. Nach dem
Chinesischen Restsatz gibt es dann ein C € Z?*? mit

C=ILmod (N) und C= Mmod (N) (8.3)
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und insbesondere mit
det(C) =1 mod (kgV(N,N)).
Nach Proposition 1.30 gibt es daher ein A € SL;(Z) mit
C = Amod (kgV(N,N))
und mit den Kongruenzen (8.3) folgt
A€ET(N) und A'McT(N), also M=AA'MecT(N)-T(N).

Insgesamt haben wir gezeigt, dass die linke Seite von Behauptung (a) in der rechten Seite ent-
halten ist. Die Behauptung folgt, da die andere Inklusion trivial ist.

Zum Beweis von Behauptung (b) betrachten wir die Adjunkte M* = det(M)M~! € IM von M.
Fiir ein beliebiges A € T'(det(M)N) gilt dann

M*AM = M*M = det(M)], mod (det(M)N)
und also
M1AM € 72 und M 'AM = L mod (N).

Mit det(A) = 1 folgt weiter det(M'AM) = 1 und also M~'AM € T(N) beziehungsweise
A € M-T(N)- Ml Ganz analog zeigt man auch A € M~!-T(N) - M und Behauptung (b)
folgt. O

Lemma 8.8. Seien N eine natiirliche Zahl, M € M(N) und T'(N) C T C SL,(Z) eine Kongruenz-

untergruppe. Dann gilt:

(@) SLy(Z)-M-SLy(Z) =SLy(Z)-M-T =T - M -SL,(Z).

Ist sogar M € M(N, T'), so gelten auch die folgenden Aussagen:

(b) T-M-T ={M e SLy(Z)-M-SLy(Z) : in(M) € mn(T - M)}

() T-M-T=T-M -T(N)=T(N)-M-T.

(d) IstT-M-T = ;T - M; eine disjunkte Zerlegung in I'-Linksnebenklassen, so ist SLy(Z) - M -
SLa2(Z) = |;SLa(Z) - M eine disjunkte Zerlegung in SL(Z)-Linksnebenklassen.

Beweis. Wir zeigen zundchst Behauptung (a). Nach Definition von IM(N) und Lemma 8.7 gilt

SLy(Z) = T'(ggT(det(M), N))

70 1 (det(M)) - T(N)

8.7(b)
C M 1.SLy(Z)-M-T(N)
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und also
M 1.SLy(Z) - M-SLy(Z) € M~ -SLy(Z) - M-T(N)
sowie
SLy(Z) - M -SLy(Z) C SLy(Z) - M -T(N) C SLy(Z) - M - T. (8.4)

Da die umgekehrte Inklusion trivial ist, folgt die erste Identitédt in Behauptung (a). Die zweite
Gleichheit zeigt man komplett analog.

Um Behauptung (b) einzusehen, betrachten wir ein M € SLy(Z) - M - SLy(Z) mit iy(M) €
7in(T - M). Zu diesem gibt es ein A € T mit

M = AM mod (N).
Andererseits gilt nach (8.4) auch M € SLy(Z) - M -T(N), so dass es ein B € SL,(Z) und ein
C € T(N) mit
M = BMC
gibt. Im Vergleich ergibt sich A = B mod (N) und wegen A € I sowie I'(N) C T folgt
MeT-M-T(N)CT-M-T.

Das zeigt die eine Inklusion von Behauptung (b). Gilt umgekehrt M € T'- M - T, so auch M €
SLy(Z) - M - SL»(Z) und mit M € IM(N, T) folgt zusitzlich 7ty (M) € 7ty (T - M). Das zeigt die
andere Inklusion und somit insgesamt Behauptung (b).

In der letzten Argumentation haben wir eingesehen, dass fiir ein M € M(N,T') die Inklusion

I'M-T CT-M-T(N) gilt. Da die umgekehrte Inklusion trivial ist, erhalten wir so die erste
Identitat in Behauptung (c). Die zweite Gleichheit zeigt man komplett analog.

Schliefilich zeigen wir Behauptung (d). Sei dafiir M € M(N,T') und
F-M-T:|_|F-Mj (8.5)
i

eine disjunkte Zerlegung in I'-Linksnebenklassen. Dann gilt

Ys1,(z)- M-T = JSLa(Z) - M;

]

SL,(Z) - M - SLy(Z)

und es verbleibt, die Disjunktheit dieser Zerlegung zu zeigen. Gelte also SL»(Z) - M;,
SLy(Z) - M;, ftr geeignete ji, j». Dann gibt es ein B € SL,(Z) mit

M;, = BMj,.

1 =
Wie im Beweis von Behauptung (b) finden wir zudem ein A € I' mit
M; = AM;, mod (N).

Wieder folgt A = B mod (N) und wegen A € I' sowie I'(N) C T erhalten wir B € I' und also
['-M; =T - M;,. Behauptung (d) folgt nun mit der vorausgesetzten Disjunktheit in (8.5). [
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Wir konnen nun zeigen:

Proposition 8.9. Seien N eine natiirliche Zahl, M € M(N) und T(N) C T C SL,(Z) eine Kongru-
enzuntergruppe. Dann definiert die Zuordnung

I-M-TSLy(Z)-M-SLy(Z) fiir M € M(N,T)

iiber lineare Fortsetzung einen Z-Algebrenhomomorphismus von 5 (I, M(N, I')) in die Hecke-Algebra
A (SLy(Z), M) der vollen Modulgruppe.

Beweis. Offensichtlich reicht es zum Beweis der Proposition aus, die Vertraglichkeit der jeweili-
gen multiplikativen Strukturen zu tiberpriifen. Betrachten wir zunéchst die Multiplikation auf
2 (I,M(N,T)) und schreiben wir fiir M, M € M(N,T)

(T M-T)-(I'-M-T)
=Y ar (T-L-T) mit geeigneten L € M(N,T) und ar ;. € Z.
L

Dann gilt

(SLo(Z) - M -SLy(Z)) - (SLa(Z) - M - SLa(Z))
= SL,(Z)-M-SLy(Z) - M -SLy(Z)
Sgr, M-
@01, (7

M-T-M-T
= SL (rM-T)-(T-M-T)
= UL(SLa(Z) - L-T)

UL (SLa(Z) - L - SLy(Z)) mit denselben L € M(N, T).

(2) -
(Z)-M-SLy(Z) -
(Z) -
(2) -

Aufgrund von M, M € M(N,T) gilt zudem

N(T - L) = rin (T - MM) firalleLeT-M-T-M-T
und mit Lemma 8.8(b) folgt

T-L-T={LeSLy(2z) L-SLy(Z) : nn(L) € 7ty (T - M)},

so dass die Zuordnung I' - L - T’ + SL,(Z) - L - SL»(Z) der Doppelnebenklassen fiir alle L €
[-M-T-M:-T bijektiv ist. Schreiben wir nun in J#(SL,(Z), M) das Produkt

(SLo(Z) - M -SLy(Z)) - (SLa(Z) - M - SLo(Z))
= Y a1(SLy(Z) - L-SLy(Z)) mit geeigneten a;, € Z,
L
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so geniigt es zum Beweis der Proposition somit zu zeigen, dass die Koeffizienten ar; und ar
furalle L €e T-M-T - M- T iibereinstimmen. Um diese Koeffizienten nidher zu untersuchen,
betrachten wir disjunkte Zerlegungen

I -M-T=||T-M;
j

I-M-T=||T-M
k

in I'-Linksnebenklassen. Diese iibersetzen sich nach Lemma 8.8 (d) in disjunkte Zerlegungen
SLy(Z) - M -SLy(Z) = | |SL2(Z) - M;,
j

SLy(Z) - M -SLy(Z) = | |SL2(Z) - My
k

in SL,(Z)-Nebenklassen. Wir konnen die Koeffizienten nun auslesen zu

ar,L = ‘{(],k) ZF'M]'Mk =TI. L}’,
ap = |{(],k) 2SL2(Z) . M]Mk = SLz(Z) . L}|

und zum Beweis der Proposition geniigt es zu zeigen, dass fiir alle j, k und L die Aquivalenz
I-MiMy=T-L <= SLy(Z)-MjM=SLy(Z) L
gilt. Dem ist aber so,

denn: Dass die linke Seite die rechte Seite impliziert, ist trivial. Gelte nun umgekehrt SL,(Z) -
MMy = SLy(Z) - L. Dann gibt es ein B € SL,(Z) mit

L = BM;M;.
Wegen 7y (L) € 7y (T - MjMy) gibt es zudem ein A € T mit
L= AM]Mk mod (N)

Wie analog im Beweis von Lemma 8.8 schon mehrfach tiberlegt, folgt hieraus I' - M]'Mk =TI-L
und somit die Behauptung. #

O

Damit die Hecke-Algebra .7 (T, M(N, I') ) ihre Struktur von der Hecke-Algebra der vollen Mo-
dulgruppe erbt, reicht ein blofler Homomorphismus nicht aus — wir benétigen eine Isomorphie.
Hierfiir passen wir das Monoid noch einmal an und beschrédnken uns dabei auf eine Klasse von
Kongruenzuntergruppen wie folgt:
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Definition 8.10. Fiir eine natiirliche Zahl N, einen positiven Teiler t von N sowie eine Untergruppe
U C (Z/NZ)* schreiben wir

T(U,t N):= {(‘z Z) €SLy(Z) |a+NZ € U,t|b,N|c},

M(U,t,N), = {(Z Z) eEM|a+NZelU,t|b N|c ggT(d,N) :1},

1+ NZ 0+ NZ )
M(N), := {Me M | mny(M) = (O—l—NZ x+NZ> mit ggT(x,N) = 1}.

Tatséchlich tragt die in Definition 8.10 eingefiihrte Menge I' (U, t, N) die Struktur einer Kongru-
enzuntergruppe mit

I'(N) CT(U,t,N) CSLy(Z)
und M(U, t, N)., ist ein Monoid mit
r(U,t,N) C M(U,t,N). € M(N,I'(U,t,N)),
denn: Zu zeigen ist lediglich die letzte Inklusion, da sich die anderen unmittelbar aus den je-

weiligen Definitionen ergeben. Hierfiir verifiziert man zundchst durch explizites Nachrechnen
modulo N die Identitdten

M(U,t N), =T(U,t,N)-M(N), = M(N), -T(U,t,N), (8.6)

wobei wir jeweils den gleichen Vertreter in M(N), wéhlen kénnen. Fiir ein beliebiges M €
M(U, t,N) C M gibt es also Matrizen A, B € ['(U,t,N) und M € M(N), mit M = AM = MB.
Es folgt nun zundchst

geT(det(M),N) = ggT(det(M),N) =1
und somit M € M(N) sowie des Weiteren
nin(T(U, t,N) - M) = iy (T(U, £, N) - M)
=nn(M-T(U,t,N)) = ny(M-T(U,t,N))
und somit die Behauptung. #
Bemerkung 8.11. Seien N eine natiirliche Zahl, t ein positiver Teiler von N und U eine Untergrup-

pe von (Z/NZ)*. Dann sind nicht alle Kongruenzuntergruppen I'(N) C I' C SLy(Z) vom Typ
r'(U,tN),

denn: Nach Definition 8.10 gilt stets T(U,t,N) C I'g(N). Nicht jede Kongruenzuntergruppe T(N) C
I' C SLy(Z) etfiillt diese Bedingung. So enthiilt etwa die Thetagruppe T'y zum Einen nach Beispiel
1.34 (b) die Hauptkongruenzuntergruppe T'(2), ist zum Anderen aber wegen S € T'y nicht in T(2)
enthalten. #
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Offensichtlich gilt aber

I'(N)=T({1+NZ},N,N),
I1(N) =T ({1+NZ},1,N),
Io(N) =T ((Z/NZ)*,1,N).

Aus Proposition 8.9 folgt nun:

Korollar 8.12. Seien N eine natiirliche Zahl, t ein positiver Teiler von N und U eine Untergruppe von
(Z/NZ)*. Dann ist (T'(U,t,N),M(U,¢t,N).) ein Hecke-Paar und die Zuordnung

T'(U,t,N)-M-T(U,t,N) > SLy(Z) - M-SLy(Z) fiir M € M(U,t,N),

definiert iiber lineare Fortsetzung einen Z-Algebrenhomomorphismus wvon der Hecke-Algebra
A (T(U,t,N),M(U,t,N),.) in die Hecke-Algebra 7 (SLy(Z), M) der vollen Modulgruppe. Dieser
ist injektiv und hat Bild 7 (SLy(Z), M(N)), so dass wir einen Z-Algebrenisomorphismus

,%”(F(LI, t,N),M(U,t, N)*) = ' (SLy(Z),M(N))
erhalten.

Beweis. Dass die Zuordnung einen Z-Algebrenhomomorphismus
A (T(U,t,N),M(U,t,N),) = #(SLo(Z), M)

definiert, folgt unmittelbar aus Proposition 8.9 und wegen M(U, ¢, N). C IM(N) l4sst sich die-
ser auch als Z-Algebrenhomomorphismus

(T(U,t,N), M(U,t,N),) — #(SLy(Z), M(N))

interpretieren. Zum Beweis des Korollars verbleibt, die Injektivitdt und die Surjektivitit dieses
Homomorphismus nachzuweisen.

Zum Beweis der Surjektivitit betrachten wir ein M € IM(N) und suchen ein Urbild seiner
SL,(Z)-Doppelnebenklasse. Dazu betrachten wir die Matrix

M := <(1) 2) € M(N), fiirein x € Z mit det(M)x =1 mod (N).

Diese erfiillt nach Konstruktion det(MM) = 1 mod (N), so dass es nach Proposition 1.30 ein
A € SLy(Z) mit A = MM mod (N) gibt. Es folgt

= () g )

und also

A7M € M(N). € M(U,t,N)..
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Da somit die SL;(Z)-Doppelnebenklasse von A~!M im Bild des Homomorphismus liegt und
andererseits mit der SL,(Z)-Doppelnebenklasse von M tibereinstimmt, haben wir nun ein Ur-
bild von letzterer gefunden und folglich die Surjektivitit gezeigt.

Es verbleibt die Injektivitit zu zeigen, dass also fiir je zwei Matrizen M, M € M(N) die Impli-
kation

SLy(Z) - M -SLy(Z) = SLy(Z) - M - SLy(Z)
= T'(U,t,N)-M-T(U,t,N) =T(U,t,N)-M-T(U,t,N)

gilt. Aufgrund der soeben gezeigten Surjektivitit konnen wir dabei ohne Einschrankung
M,M € M(U,t,N), annehmen und wegen (8.6) sogar M, M € M(N).. Stimmen aber die
SL,(Z)-Doppelnebenklassen zweier Matrizen M, M € M(N),. iiberein, so haben diese dieselbe
Determinante und erfiillen nach Definition von M(N).

M= ((1) det(()M)> - G) det?M)) = Mmod (N).

Wegen M(U, t,N), € M(N,T(U,t,N)) und nach Lemma 8.8 (b) stimmen dann auch die
['(U,t, N)-Doppelnebenklassen von M und M {iberein und wir haben die Injektivitit ge-
zeigt. O

Mithilfe des Elementarteilersatzes und von Lemma 4.13 (b) konnten wir die Hecke-Algebra
A (SLp(Z), M) in Satz 4.16 in ihre p-primdren Komponenten zerlegen und so genauer stu-
dieren. Die offensichtliche Idee an dieser Stelle wire nun, diesen Ansatz Eins-zu-Eins fiir die
Hecke-Algebra 7 (T(U, t,N),M(U,t, N )*) nachzubauen. Nach Korollar 8.12 erhielten wir so
fir alle zu N teilerfremden Primzahlen p in der Tat dieselben p-primdren Komponenten wie
schon fiir die volle Modulgruppe. Fiir diejenigen Primzahlen p jedoch, die N teilen, wiren die
p-primdren Komponenten trivial. Wir gehen daher durch Auslassen der Teilerfremdheitsbe-
dingung im unteren rechten Eintrag zu einem etwas grofSeren Monoid tiber:

Definition 8.13. Fiir eine natiirliche Zahl N, einen positiven Teiler t von N sowie eine Untergruppe
U C (Z/NZ)* schreiben wir

M(U, t,N) ::{(Z Z) eIM|a+NZ€U,tb,N|c}.

Wegen M(U, t,N). € M(U,¢t N) ist dann (F(U, t,N),M(U,t,N)) ein Hecke-Paar,®® dessen
zugehorige Hecke-Algebra, die Hecke-Algebra (T(LI, t,N),M(U,t,N )) der Kongruenzun-
tergruppe I'(U, t, N), die in Korollar 8.12 untersuchte Hecke-Algebra enthilt.

Um so fortfahren zu kénnen wie im Fall der vollen Modulgruppe, benétigen wir eine Entspre-
chung von Lemma 4.13 fiir die Kongruenzuntergruppen vom Typ I'(U, t, N). Der fiir dessen
Beweis benutzte Elementarteilersatz ldsst sich jedoch nicht auf alle Kongruenzuntergruppen
dieser Form herunterbrechen. Wir leiten nun eine abgeschwichte Version dieser Ergebnisse
her, die fiir alle Gruppen I'(U, t, N) Giiltigkeit hat:

86Dass dies iiberhaupt ein Hecke-Paar ist, folgt analog zum Beweis von Korollar 8.6 aus Proposition 8.4.
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Definition 8.14. Fiir zwei natiirliche Zahlen n, N € IN schreiben wir n | N, falls alle Primfaktoren
von n auch Primfaktoren von N sind.

Lemma 8.15. Seien N eine natiirliche Zahl, t ein positiver Teiler von N und U eine Untergruppe von
(Z/NZ)*. Sei weiter M € M(U, t, N) mit det(M) = mn und n | N® sowie ggT(m, N) = 1. Dann
gelten die folgenden Aussagen:

(@ T(U,t,N)-M-T(U,t,N) = {M € M(U,t,N) | det(M) = mn und fiir alle primen p |
m stimmen die p-Anteile der Elementarteiler von M und M iiberein}.

(b) Es gibt ein M e M(N), mit det(]\7[) = m, so dass die p-Anteile der Elementarteiler von M und
M fiir alle primen p | m iibereinstimmen. Mit diesem M gilt

I'(U,t,N)-M-T(U,t,N)

- (r(u,t,N)-z\?-r(u,t,N)) : (F(u,t,N)- ((1) 2) -F(LI,t,N))
- (F(U,t,N)- <(1) 2) -r(u,t,N)> : (r(u,t,N) -ﬂ-r(u,uv))
als Produkte in der Hecke-Algebra 5 (I'(U,t,N),M(U, t,N)).

Beweis. Wir schreiben kurz X (M) fiir die rechte Seite von Behauptung (a) und betrachten eine

Matrix
~ a b
M = (C d> € X(M).

Definitionsgemds gilt dann ggT(a,nN) = 1 und es existiert ein @ € Z mit ad = 1 mod (nN).
Nach Proposition 1.30 gibt es daher ein A € SL;(Z) mit

A= (g 2) mod (nN)

und aufgrund von M € M(U, t, N) gilt sogar A € I'(U,t, N). Nach Konstruktion erhalten wir

AM = <g 2) : <Z Z) = (1 zZ) mod (nN).

ac
Wieder aufgrund von M € M(U, t, N) gilt

1 0
s (1 9.

I
N
o -

_fb> cT'(U,t,N)

und insgesamt
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(2 ) = (2 2 e

Folglich hat

—1
N BAMC-<1 0)
0 n

ganzzahlige Koeffizienten sowie Determinante m und es gilt

M= <(1) 2) mod (N),

also M € M(N),. Nach Konstruktion stimmen fiir alle primen p | m die p-Anteile der Ele-

mentarteiler von M mit denen von M und somit auch mit denen von M iiberein, so dass wir
die erste Teilbehauptung von (b) gezeigt haben.

Wir zeigen nun Behauptung (a). Da offensichtlich I'(U,t, N) - M -T(U,t,N) C X(M) gilt, reicht
es zu deren Beweis aus, die umgekehrte Inklusion zeigen. Mit der obigen Diskussion haben wir
andererseits bereits gezeigt, dass zu jedem M € X(M) ein — von M abhzngiges — M € M(N).
mit det(]\jl) = mund

MeT(U,t,N)-M- (3 2) .T(U,t,N)

existiert, so dass fiir alle primen p | m die p-Anteile der Elementarteiler von M mit denen von
M tibereinstimmen. Behauptung (a) folgt also, wenn wir zeigen konnen, dass die so konstru-

ierten Doppelnebenklassen fiir alle Wahlen von M € X(M) iibereinstimmen. Sei dafiir M’ ein
weiteres Element von M(N),. mit det(M’) = m, so dass fiir alle primen p | m die p-Anteile der

Elementarteiler von M’ mit denen von M iibereinstimmen. Dann sind die Elementarteiler von
M und M’ identisch und es gilt also

SLy(Z) - M - SLy(Z) = SLy(Z) - M’ - SLy (7).
Da M und M’ als Elemente von IM(N), modulo N den gleichen Rest lassen, folgt hieraus

{L €SLy(Z)-M-SLy(Z) | L= Mmod (N)}
= {L €SLy(Z) M -SLy(Z) | L = M’ mod (N)}

und nach Lemma 8.8 (b) im Spezialfall I' = T(N) insbesondere

bzw.

M = AMB fiir geeignete A, B € T(N).
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Nach dem Chinesischen Restsatz gibt es ein C € Z**? mit

C=1 mod (nN),
-1
/10 L (10
C= <0 n> -B7- <0 n) mod (m),

wobei der Modul in der zweiten Zeile wegen B~! € I'(N) eine Matrix mit ganzzahligen Eins-
tragen ist. Nach Konstruktion gilt det(C) = 1 mod (mnN), so dass wir nach Proposition 1.30
ohne Einschrinkung annehmen kénnen, C liege in SL;(Z) und wegen der Kongruenzbedin-
gung modulo nN insbesondere in I'(N). Setzen wir nun

—1
D=xB- (L O .c.(t O M1
0 n 0 n

so gilt det(D) = 1und D € Z?*2?, wobei man letzteres fiir jede Primzahl einzeln tiberpriift.
Wegen B, C € T'(N) gilt zudem

D=MBM =1, mod (N)

und zusammen also D € I'(N). Direkt aus der Definition von D erhalten wir

-1
:- 1 O . _1_ Y . 1 O . . 1 0 . z_l . 1 0 . _1
pit- (g v)-cl=np- (o 0)ec(y ) A (g oy

gll

und mit A,C~!,D € T(N) C I'(U,t, N) daher auch

1
0

10

I'(U,t,N)-M - ( 2) .T(U,t,N) =T(U,t,N)-MB- <0 n) .T(U,t,N)

=T(U,t,N)-M- <é 2) -T(U,t,N).

Insgesamt haben wir so gezeigt, dass die oben konstruierten Doppelnebenklassen fiir alle
Wahlen von M € X(M) iibereinstimmen, und somit den Beweis von Behauptung (a) abge-
schlossen.

Es verbleibt die zweite Teilbehauptung von (b) zu zeigen. Fiir jedes M € M(N), mit det(M) =

m, so dass fiir alle primen p | m die p-Anteile der Elementarteiler von M mit denen von M
tibereinstimmen, folgt bereits direkt aus der Definition von X(M)

T(U,t,N)- M-T(U,t,N) = T(ULt,N) - M-T(U,t N) - (é 2) T(U,t,N)

0

=T(U,t,N) - (1) n)-r(u,t,N)-z\?-r(u,t,N).
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Zum Beweis der Behauptung verbleibt zu zeigen, dass die Multiplizitdt der Doppelnebenklasse
r'(U,t,N)-M-T(U,t,N) in den Produkten

(T(U,t,N)-M-T(U,t,N)) - (T(U,¢t,N)- (é 2) -T(U,t,N)),

(T(U,t,N)- ((1) 2) -T(U,t,N)) - (T(U,t,N) - M-T(U,tN))

jeweils Eins ist. Da die Argumentation in beiden Fillen gleich verlduft, beschranken wir uns
hier darauf, das erste Produkt zu untersuchen. Fiir alle M, M’ € M(U, t, N) gilt zunéchst

SLy(Z)-M =SLy(Z)-M' = T(U,t,N)-M=T(U,tN)M, (8.7)

denn: Fir My, My € M(U,t,N) mit SLy(Z) - M; = SLy(Z) - M, gibt es ein A € SLy(Z) mit
M, = AM,;. Schreiben wir modulo N

a tb a tb e
N (M) = (0+}\IZ a111>’ TN (M) = <0+§fo a221>’ n(A) = <g D

so erhalten wir

a» thy\ _ [ae tble—i—fal_l
0+NZ x ) \ag *

und insbesondere

e=ma;' €U, fet -Z/NZ, g =0+ NZ.
Es ist also A bereits ein Element von I'(U, t, N) und es gilt T (U, t,N) - M; =T'(U,t,N)M,. #
Seien nun

T(U,t,N)-M-T(U,t,N) = | |T(U,¢N)-M,
j

1 0

T(U,t,N)- <0 n) T(U,1,N) = |T(W,t,N) - N

disjunkte Zerlegungen in I'(U, t, N)-Linksnebenklassen. Nach (8.7) sind nun jeweils auch die
entsprechenden SL;(Z)-Linksnebenklassen SL(Z) - M; bzw. SL»(Z) - N; paarweise disjunkt
und nach Lemma 4.13 (b) sowie Bemerkung 4.14 gilt

(SLa(Z) - M - SLy(Z)) - (SLa(Z) - <(1) 2) -SL,(Z))

= SL,(Z)- M- <(1) 2) -SLy(Z)

= | |SL2(Z) - M;N;.
ij
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Aufgrund der Disjunktheit dieser Zerlegung in SL,(Z)-Nebenklassen gibt es hochtens ein Paar
(i,j) mit SLo(Z) - MjN; = SLa(Z) - M. Aufgrund von T'(U,t,N) C SL»(Z) gibt es aber dann
auch hochstens ein Paar (7, j) mit T'(U, t, N) - M;N; = T'(U, t,N) - M. Es folgt, dass die Multipli-
zitat der Doppelnebenklasse I'(U, t, N) - M - T'(U, t, N) im Produkt

(T(U,t,N) - M-T(U,t,N)) - (T(U,tN) - <(1) 2) -T(U,t,N))

hochstens Eins und also genau Eins ist, und somit Behauptung (b). O

Wir nutzen Lemma 8.15, um die Hecke-Algebra .77 (F(ll, t,N),M(U,t N )) in ihre p-priméren
Komponenten zu zerlegen, und definieren diesen Begriff dafiir zundchst:

Definition 8.16. Seien N eine natiirliche Zahl, t ein positiver Teiler von N und U eine Untergruppe
von (Z/NZ)*. Fiir jedes n € IN und jede Primzahl p setzen wir

M(U, £, N)" := {M € M(U,t,N) | det(M) = n},

M(U,t,N), := | M(U,t,N)".
r=0

Offensichtlich ist dann auch (F(U, t,N),M(U,t,N )p) wieder ein Hecke-Paar. Die zugehorige Hecke-
Algebra

A (T(U,1,N), M(U,1,N),)

heifit die p-primiire Komponente der Hecke-Algebra 7 (I'(U,t,N),M(U,t,N)).

Analog zum Vorgehen im Fall der vollen Modulgruppe fithren wir zudem auch hier wieder
Kurzschreibweisen fiir bestimmte Elemente der Hecke-Algebra .77 (F(U, t,N),M(U,t,N )) ein,
namlich:

©(a,d) fiir das Element von 7 (I' (U, t,N),M(U, t,N).), fiira | d und
das unter dem Isomorphismus aus Korollar 8.12 geT(d,N) =1,
auf D(a,d) abgebildet wird, %’
D(n):=) T'(UtN)-M-T(U,tN) firn € N
M

wobei in letzterer Summe M € I'(U, t, N)\IM(U, t,N)"/T(U,t, N) ein Vertretersystem durch-
lauft. Es gilt nun:

87Nach Konstruktion ist D(a,d) stets eine I'(U, t, N)-Doppelnebenklasse, jedoch kénnen wir nur im Fall (§ g) €
M(U, t,N), auch

D(a,d) =T(U,t,N) - (g 2) T(U,t,N)

schreiben. Letzteres ist fiir allgemeine a,d nur im Fall U = (Z/NZ) * moglich, in dem sich auch eine Version des
Elementarteilersatzes beweisen lasst — siehe auch Ubungsaufgabe 8.1.
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Satz 8.17. Seien N eine natiirliche Zahl, t ein positiver Teiler von N und U eine Untergruppe von
(Z/NZ)*. Dann liisst sich die Hecke-Algebra des Paares (T'(U, t,N),M(U, t, N)) als Tensorprodukt

A (T(U,t,N),M(U,t,N)) = Q) »(T(U,t,N),M(U,tN),)
p prim
ihrer p-primiren Komponenten schreiben. Fiir eine beliebige Primzahl p gilt dabei

Z[9(p,p),D(p)] firptN,

A (C(U,t,N), M(U,t,N)p) = {Z[@(p)] fiir p | N,

Beweis. In Analogie zum Beweis von Satz 4.16 wihlen wir fiir 5 (I'(U,t,N),M(U, t,N)) und
fiir jede seiner p-Komponenten die jeweilig passenden I'(U, t, N )-Doppelnebenklassen als Ba-
sis. Nun ldsst sich jede Doppelnebenklasse I'(U, ¢, N) - M - T(U,t,N) mit M € M(U,¢,N) in
A (T(U,t,N),M(U,t,N)) eindeutig als ein Produkt der Form

D(a,d)D(n) =D(n)D(a,d) mitn | N, a|dund ggT(d,N) =1 (8.8)

schreiben,

denn: Fur det(M) = mn mit ggT(m, N) = 1 und n | N ist die Doppelnebenklasse I'(U, ¢, N) -
M -T(U,t,N) nach Lemma 8.15 das Produkt

(T(U,t,N)-M-T(U,t,N)) - (T(U,¢,N) - <(1) 2) -T(U,t,N))

— (T(U,1,N)- (cl) 2) T(U, 4, N)) - (T(U,£,N) - K- T(U,t,N)),
mit einem M € M(N), € M(U,t, N),, so dass die p-Anteile der Elementarteiler von M und M

fiir alle primen p | m tibereinstimmen, so dass wir in der Notation aus (4.4)

I(U,t,N)- M- T(U,t,N) = D (™, M)

erhalten, was nach Konstruktion nicht von der Wahl von M abhédngt. Da die obige Zerlegung
tir alle M zutrifft, gilt zudem

T(U,t, N) - (é 2) T(U,t,N) = D(n)

und insgesamt somit die Behauptung. #
Da der in Korollar 8.12 nachgewiesene Z-Algebrenisomorphismus
A (L(U,t,N),M(U,t,N).) = #(SL2(Z), M(N))

Determinanten erhilt, 14sst er sich offenbar fiir alle primen p mit p { N zu einem Z-Algebren-
isomorphismus

A (L(U,t,N),M(U,t,N),) = 7 (SLo(Z), M,)
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einschranken. Nach Satz 4.16 zerfillt daher die T'(U, t, N)-Doppelnebenklasse ®(a,d) in (8.8)
eindeutig in ein Produkt von I'(U, ¢, N)-Doppelnebenklassen in 77 (F(U, t,N),M(U,t, N) p) fiir
solche p und die zugehorige p-primare Komponente hat nach Satz 4.20 die behauptete Gestalt.

Wir untersuchen nun den Faktor ® (1) mit n | N* aus der Zerlegung in (8.8) genauer: Fiir ein
beliebiges M € M(U, t, N)" mit n | N® gilt zunéchst:

n—1
T(U,t,N)-M-T(U,t,N)=MU,tN)"= | |T(ULN)- (é :f) (8.9)
r=0

denn: Die erste Identitdt ist ein Spezialfall von Lemma 8.15 (a). Da zudem die I'(U,t, N)-
Linksnebenklassen auf der rechten Seite der zweiten Identitdt offensichtlich in der linken Seite
enthalten sind, miissen wir zum Beweis dieser Identitdt nur noch die umgekehrte Inklusion
zeigen. Sei dafiir M € M(U, t, N)". Wie im Beweis von Lemma 8.15 im Spezialfall m = 1 gibt
es dann Matrizen A,B € I'(U,t,N) und ganze Zahlen 4,b mit ggT(4, N) = 1 sowie t | b, so
dass

BAM = (é ”Z’) mod (nN)

gilt. Es gibt also ganze Zahlen ¢, f, g, h mit

1+enN ab+ fnN
gnN  n+hnN

_(1+enN ab+ fnNY) (1 —%b (1 ab
~ \ gnN  n+hnN o 1 0 n

_ (1+enN  —dbeN+fN \ (1 ab
-\ gnN  —abgN+1+hN 0 n)’

BAM=<

wobei die linke Matrix in der letzten Zeile offensichtlich ganzzahlige Eintrage aufweist, nach
Konstruktion Determinante 1 hat, modulo N kongruent zur Einheitsmatrix ist und insgesamt
also in T(N) C T'(U,t,N) liegt. Zerlegen wir via Division mit Rest zudem % = ng + r mit
0 < r < nund schreiben wir

%)= 1) (o %) eren(o 7).

so erhalten wir schlieflich, dass M in einer der I'(U,t, N )-Linksnebenklassen aus der rechten
Seite der zweiten Identitit liegt. Zum Beweis der Behauptung verbleibt, die paarweise Dis-
junktheit dieser Linksnebenklassen nachzuweisen. Seien dafiir 0 < r < s < n —1 und ein
A= (") €T(U,t,N) mit

1 rt _ 4. 1 st\ (a ast+btn
0 n) 0 n) \c cst4dn)’

Dann konnen wir sofort ¢ = 0, d = 1 und a = 1 ablesen und erhalten

((1) rt) _ <(1) (S+bn)t>'
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Aufgrund der Beschrdnktheit von r,s folgt nun zusitzlich b = 0, also r = s und somit die
Disjunktheit. #

Es folgt unmittelbar, dass ® (n) fiir jedes n | N*® eine Doppelnebenklasse von Grad
deg(D(n)) =n (8.10)

ist, wobei der Grad einer Doppelnebenklasse wie in Bemerkung 4.7 als die Anzahl der dort
auftretenden Linksnebenklassen definiert sei. Dartiber hinaus gilt die starke Multiplikativitats-
beziehung

D(n)D (i) = D(nfi) firallen,i | N, (8.11)

denn: Die Faktoren ©(n) und D () sind in (8.9) explizit durch ihre Zerlegungen in T'(U, t, N)-
Linksnebenklassen gegeben, so dass ihr Produkt als Menge in ©(nfi) enthalten ist. Da das
Produkt nach Konstruktion zudem TI'(U, ¢, N)-rechtsinvariant ist, gilt in der Hecke-Algebra
A (T(U,t,N),M(U,t N)) somit

D(n)D(t) = c-D(nft) fiireinc € Z.

Es verbleibt zu zeigen, dass der Faktor c trivial ist. Um dies nachzuweisen, setzen wir zunachst
den Begriff des Grades einer Doppelnebenklasse fiir ein allgemeines Hecke-Paar (R, S) via

deg () asRsR) Zas deg(RsR)
sES

Z-linear auf beliebige Elemente der Hecke-Algebra fort, was offensichtlich wohldefiniert ist.
Aufgrund von (8.10) folgt die Behauptung, wenn wir zeigen konnen, dass der so erweiterte
Grad auf der allgemeinen Hecke-Algebra (R, S) multiplikativ ist. Aufgrund der Definition
tiber Z-lineare Fortsetzung reicht es weiter aus, die Multiplikativitat fiir das Produkt zweier

R-Doppelnebenklassen in S nachzuweisen. Sind RsR = |_|deg Rsk) Rsjund RtR = |_|°leg RiR) Rty

zwei solche Doppelnebenklassen mit Produkt (RsR) (RtR) Y., a,RuR, so gilt nach Bemer-
kung 4.7

deg((RsR)(RtR)) = deg()_ a,RuR)
=Y a, geg(RuR)
= i 1{(j,k) : RuR = Rs;t;R}|
= ;eg(RsR) - deg(RtR).

Es folgt die Multiplikativitdt des Grades und insgesamt die Behauptung. #
Nach (8.11) zerfallt der zweite Faktor © (1) aus (8.8) eindeutig in das Produkt

=TT 2(p>™) = T D(p)

p prim p prim
pIN pIN

von I'(U, t, N)-Doppelnebenklassen aus den p-primiren Komponenten mit p | N und letztere
sind offensichtlich als Z-Moduln durch Z[®(p)] beschrieben. Insgesamt folgt so der Satz. [
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Im folgenden Korollar aus Satz 8.17 heben wir den dort gezeigten Zusammenhang zwischen
der Hecke-Algebra ¢ (F(U, t,N),M(U,t, N )) der Kongruenzuntergruppe I'(U, t, N) und der
Hecke-Algebra .77 (SLy(Z), M) der vollen Modulgruppe noch einmal ausdriicklich hervor:

Korollar 8.18. Seien N eine natiirliche Zahl, t ein positiver Teiler von N und U eine Untergruppe
von (Z./NZ)*. Dann ist die Hecke-Algebra 5 (T (U, t,N),M(U, t,N)) der Kongruenzuntergruppe
I'(U,t,N) das Bild der Hecke-Algebra 7 (SLy(Z), M) der vollen Modulgruppe unter dem durch

D(n) — D(n) firallen € N,
@(p,pw{f(p"’) Z;m

gegebenen Z-Algebrenhomomorphismus.
Beweis. Nach Satz 8.17 reicht es zum Beweis des Korollars aus, die entsprechende Aussage fiir

alle p-primaren Komponenten nachzuweisen. Im Fall p { N erfiillen die Elemente ®(p”) und
D (p, p) nach Korollar 8.12 dieselben Rechenregeln wie in Lemma 4.18. Im Fall p | N gilt

min{r,s} o '
(PO =20 ")+ ), pioD(p firaller,s € Z>o,
i=1
was gerade das homomorphe Bild der Rechenregel aus Lemma 4.18 (e) ist. O

In Analogie zu Korollar 4.19 und Korollar 4.21 erhalten wir zwei weitere Folgerungen:

Korollar 8.19. Seien N eine natiirliche Zahl, t ein positiver Teiler von N und U eine Untergruppe von
(Z/NZ)*. Dann gilt

D(mDdm) = ) d@(d,d)@(%) fiir alle m,n € IN.
0<d|ggT(m,n)
gsT(dN)=1

Beweis. Dies folgt nach Zerlegen von m und # in Primzahlpotenzen unmittelbar aus den Ko-
rollaren 8.18 und 4.19. O

Korollar 8.20. Seien N eine natiirliche Zahl, t ein positiver Teiler von N und U eine Untergruppe von
(Z/NZ)*. Dann lisst sich die rationale Hecke-Algebra

Ao (T(U,t,N),M(U,t,N)) := #(T(U,t,N), MUt N)) ®Q
erzeugen als

Hp(T(U, £, N), M(U,t,N)) = Q[D(n) | n € N].
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Beweis. Das folgt unmittelbar aus Korollar 8.18, wobei wir beachten, dass sich die im Beweis
von Korollar 4.19 benutzte Beziehung

pD(p,p) = (D(p)* —D(p*))

fir alle p 1 N in unsere Situtation tibertrdagt und dort dieselben Auswirkungen hat. O

Wie wir nun eingesehen haben, ldsst sich die Hecke-Algebra einer Kongruenzuntergruppe vom
Typ I'(U,t, N) genauso konstruieren wie diejenige der vollen Modulgruppe SL»(Z) und hat
bis auf Beitrdge in den p-primédren Komponenten fiir p | N dieselbe Struktur wie diese. In Ab-
schnitt 8.3 werden wir einsehen, dass diese Unterschiede in endlich vielen Faktoren erhebliche
Konsequenzen fiir ihr Wirken als Hecke-Operatoren nach sich ziehen.

8.3 Hecke-Operatoren

Wie in der Hecke-Theorie zur vollen Modulgruppe lassen sich auch den Elementen der in Ab-
schnitt 8.2 studierten Hecke-Algebra .G (F(U, t,N),M(U,t,N )) Operatoren auf einem Raum
von Modulformen zuordnen:

Seien N eine natiirliche Zahl, t ein positiver Teiler von N und U eine Untergruppe von
(Z/NZ)*. Sei weiter M € M(U, t, N) beliebig und sei

ry,t,N)-M-T(U,t,N) = |_|T(U,t,N) - M;
j

eine disjunkte Zerlegung von I'(U,t,N)- M -T'(U,t,N) in T'(U,t, N)-Linksnebenklassen. In
kompletter Analogie zum Vorgehen in Abschnitt 4.3 ist dann fiir jedes k € Z durch
7 Mk(F(U,t,N)) —>Mk(F(U,t,N)),
M- ~

f = fleTm == L flxM;
eine lineare Abbildung vom Vektorraum M; (F(U, t,N )) der holomorphen Modulformen von
Gewicht k beziiglich der Kongruenzuntergruppe I'(U, ¢, N) in sich selbst definiert. Wir nen-
nen Ty auch den Hecke-Operator zur Doppelnebenklasse T'(U,t,N) - M - T(U,t, N). Durch

Q-lineares Fortsetzen erhalten wir fiir jedes k € Z und jedes ® € . (T(U,t,N),M(U,t,N))
eine C-lineare Abbildung, den Hecke-Operator

Ts: M(T(U,t,N)) — Mc(T(U,t, N))

zu ®. In Hinsicht auf Korollar 8.19 interessieren wir uns besonders zu jedem n € N fiir den
(normierten) n-ten Hecke-Operator

7 {Mk(F(LI,t,N)) — My (T(U,t,N)),
TS = (T (2) =m0 (fliTa ) (2).

Genau wie Satz 4.23 zeigt man nun:
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Satz 8.21. Seien N eine natiirliche Zahl, t ein positiver Teiler von N und U eine Untergruppe von
(Z/NZ)*. Fiir jedes k € Z ist dann die Abbildung

Ao (T(U,t,N),M(U,t,N)) — End(M(U,t,N)),

D = (f = fliTs)
ein Q-Algebrenhomomorphismus, so dass sich die in Korollar 8.19 gezeigten Rechenregeln fiir Elemente

der Hecke-Algebra auf die Hecke-Operatoren iibertragen. Dabei bildet jeder Hecke-Operator Spitzenfor-
men auf Spitzenformen ab.

Beweis. Die Homomorphie zeigt man genauso wie im Beweis von Satz 4.23. Dass Spitzenfor-
men auf Spitzenformen geschickt werden, zeigt man fiir die einzelnen Doppelnebenklassen —
das hitten wir in Kapitel 4 auch schon so machen kénnen. O

In der Hecke-Theorie zur vollen Modulgruppe war an dieser Stelle die in Satz 4.24 nachge-
wiesene Selbstadjungiertheit der Hecke-Operatoren beziiglich des Petersson-Skalarprodukts
zentral, da wir aus diesem Resultat in Satz 4.32 die Existenz einer Basis von S; aus Hecke-
Eigenformen herleiten konnten. Im Kontext der von uns untersuchten Kongruenzuntergrup-
pen gilt das folgende, schwichere Resultat:

Satz 8.22. Seien k, N natiirliche Zahlen, t ein positiver Teiler von N und U eine Untergruppe von
(Z/NZ)*. Fiir alle M € M(U, t, N) gilt dann

(FleTm | ren) = (f | 8kTwsd ey fitralle f,g € Sp(T(U, t, N)),

wobei M* die Adjunkte von M bezeichnet.

Nach Korollar 8.12 ist die Hecke-Algebra ¢ (F(U, t,N),M(U,t, N )*) isomorph zur nach Bei-
spiel 4.12 kommutativen Hecke-Algebra .77 (SL,(Z), M(N)). Diese Kommutativitit iibertragt
sich dann auf die rationale Hecke-Algebra

Ho(T(U,t,N),M(U,t,N),) := 2 (T(U,t,N),MU¢N),) ®Q
= Q[®(n) : n € Nmit ggT(n,N) =1].

Zusammen mit Satz 8.22 erhalten wir nun eine Abschwéchung des Ergebnisses aus Abschnitt
4.4 in unserer Situation:

Korollar 8.23. Seien k, N natiirliche Zahlen, t ein positiver Teiler von N und U eine Untergruppe von
(Z/NZ)*. Fiir alle M € M(N), sind dann die Hecke-Operatoren Ty paarweise kommutativ und
normal beziiglich des Petersson-Skalarprodukts auf S (T (U, t,N)).

8.4 Ubungsaufgaben

Aufgabe 8.1. Seien N eine natiirliche Zahl und t ein positiver Teiler von N. Zeigen Sie, dass dann die
folgenden Aussagen gelten:
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(b)

()

Fiir alle (%) € 72 mit ggT(a, N) = 1 und N | ¢ gibt es eine Matrix A € T ((Z/NZ)*,t,N) mit

(- ().

Fiir jedes M € M((Z/NZ)*,t,N) enthiilt die Linksnebenklasse I ((Z/NZ)*,t,N) - M einen
Vertreter der Form

<g Z)em((Z/NZ)X,f,N) mit a,d, € Nund 0 < b < td.

Die Doppelnebenklasse T'((Z/NZ)*,t,N) - M -T'((Z/NZ)*,t,N) fiir ein beliebiges M &
M ((Z/NZ)*,t,N) enthiilt einen Vertreter der Form

<(i)1 (?) € M((Z/NZ)*,t,N) mitey,es € Nundey | e
2

Hierbei sind die Zahlen eq bzw. ey eindeutig und durch die Elementarteiler von M gegeben.

Bemerkung: In diesem Spezialfall lisst sich der Beweis von Satz 8.17 genauso wie fiir die volle Modul-
gruppe und also erheblich weniger aufwindig als im allgemeinen Fall fiihren.
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