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KAPITEL 1

Die Grundbegriffe der Topologie

1.1 Topologische Raume

Definition 1.1. Ein topologischer Raum ist ein Paar T = (X, O) aus einer Menge X und einer
Teilmenge O der Potenzmenge P (X) von X mit den Eigenschaften

(19 @,x € 0.
(TZ(O)) Die Vereinigung beliebig vieler Mengen aus O ist in O:
(Op)icr Familie von Mengen aus O (mit geeigneter Indexmenge I) = | JO; € O.
iel

(Téo)) Der Durchschnitt endlich vieler Mengen aus O ist in O:!

n
01,0,,...,0, € O (mit geeignetemn € N) = () 0O; € O.
i—1

Ist T = (X, O) ein topologischer Raum, so nennen wir O eine Topologie auf X und die Elemente von
O die offenen Mengen von T .
Im Weiteren verwenden wir auch die folgenden Sprechweisen und Notationen:

e Statt vom topologischen Raum 7 = (X, O) sprechen wir auch einfacher vom topologi-
schen Raum X.

¢ Elemente x € X nennen wir Punkte des topologischen Raums 7 bzw. X.

1Offensichtlich geniigt es zum Nachweis von (Téo)) zu zeigen, dass der Durchschnitt zweier Mengen aus O
wieder in O liegt. Letzteres ist oftmals weniger aufwéndig.
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3 Kapitel 1. Die Grundbegriffe der Topologie

e Ist U C X eine offene Menge von 7 bzw. X, so schreiben wir ,U C X offen (beztiglich
T)“oder ,, U C X“.
o

Beispiel 1.2. (a) Eine beliebige Menge X lisst sich mit der diskreten Topologie versehen, beziiglich
welcher alle Teilmengen von X offen sind. Wir sprechen dann vom diskreten Raum Xgisx =

(X, P(X)).

(b) Eine beliebige Menge X lisst sich mit der indiskreten Topologie versehen, beziiglich welcher @
und X die einzigen offenen Teilmengen von X sind. Wir sprechen dann vom indiskreten Raum

Xindisk ‘= (Xr {@/ X})

Definition 1.3. Sei 7 = (X, O) ein topologischer Raum. Genau dann heifdt eine Teilmenge U C X
eine abgeschlossene Menge von T bzw. X, wenn ihr Komplement X ~. U offen ist. Wir schreiben
U C X abgeschlossen (beziiglich O)”oder ,U C X*.

a

Eine Teilmenge U C X, die gleichermafien offen und abgeschlossen ist, nennen wir eine abgeschloffene
Menge von T bzw. X.

Proposition 1.4. Eine Topologie lisst sich auch durch die Angabe ihrer abgeschlossenen Mengen de-
finieren: Sei X eine Menge und A C P(X) eine Teilmenge der Potenzmenge P(X) von X mit den
Eigenschaften

(T @,X € A
(TZ(A)) Der Durchschnitt beliebig vieler Mengen aus A ist in A:

(A;)ier Familie von Mengen aus A (mit geeigneter Indexmenge I) = (] A; € A.
i€l

(TéA)) Die Vereinigung endlich vieler Mengen aus A ist in A:

n
A1, A, ..., Ay € A(mit geeignetemn € N) — U A e A
i=1

Dann ist O := {X \ A | A € A} die eindeutig bestimmte Topologie auf X, so dass A die Menge der
abgeschlossenen Mengen des topologischen Raums (X, O) ist.

Beweis. Die Menge O aus der Proposition ist tatsdchlich eine Topologie auf X,
denn: Axiom (Tl(o)) folgt sofort aus (Tl(A) ) und der Definition von O.

Zum Beweis von (Tz(o) ) betrachten wir eine Familie (O;);c; von Mengen aus O.? Dann gibt es
zujedemi € [ ein A; € Amit O; = X \ A; und es gilt wie verlangt

UOi:X\(X\UOi)ZX\ﬂ(X\Oi):X\ ﬂA,- e 0.
i€l i€l i€l i€l
——

€Anach (TZ(A>)

2Wir werden ab sofort nicht mehr eigens erwahnen, dass wir mit I eine geeignete Indexmenge bezeichnen.
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Schliefllich weisen wir Axiom (Téo)) nach und betrachten dafiir O1,0,,...,0, € O mit einem
n € IN. Wieder gibt es zu jedem i € {1,...,n} ein A; € A mit O; = X \ A; und es gilt wie
behauptet

n n n
ﬂOi:X\(X\ﬂOi):X\U(X\Oi):X\ UAZ' e 0.
i=1 icl i=1 i=1

€Anach (TS(A))

#

Da nach Konstruktion von O eine Teilmenge U C X genau dann Element von O ist, wenn
ihr Komplement X ~. U Element von A ist, ist A die Menge der abgeschlossenen Mengen des
topologischen Raums (X, O).

Es verbleibt zu zeigen, dass O mit der nachgewiesenen Eigenschaft eindeutig ist. Sei daftir O’
eine weitere Topologie auf X, die der Behauptung gentigt. Dann gilt

Ue®O =X~UcA = UcO und also O C O/,
UeO = XUcA = Uec0O und also O’ C O.

O]

Definition 1.5. Sei T = (X, O) ein topologischer Raum. Genau dann heifSt eine Teilmenge U C X
eine Umgebung eines Punktes x € X (beziiglich der Topologie O), wenn ein O € O mit x € O C U
existiert.

Der Begriff der Umgebung ermoglicht eine neue Beschreibung offener Mengen:

Proposition 1.6. Sei T = (X, O) ein topologischer Raum und sei U C X. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

i UuUeoO.

(ii)  Fiir alle x € U ist U eine Umgebung von x.

Beweis. Gelte zundchst U € O und sei x € U. Dann ist offensichtlich U bereits eine Umgebung

von x; als offene Teilmenge von U, die x enthélt, konnen wir in diesem Fall U selbst heranzie-
hen.

Gibt es umgekehrt fiir jedes x € U ein O,y € O mitx € O, C U, so gilt
u=J{xrclyocu
xel xel

und also

u=\Jo. €0

xel

nach (Tz(o)). O
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Unser Ziel wird im Folgenden sein, eine Definition von Topologie anzugeben, die iiber die
Angabe einer Familie von Umgebungen fiir jeden Punkt funktioniert. Dafiir ist der Begriff eines
Filters niitzlich.

Definition 1.7. Sei X eine Menge und F C P(X) eine Teilmenge der Potenzmenge P (X) von X mit
den Eigenschaften

(F) ¢ Fund X € F.

(F2) Jedes V € P(X), dasein U € F als Teilmenge enthiilt, ist selbst schon ein Element von F.

(F3) FiirU,V € Fistauch U NV wieder Element von F.

Dann heifit F ein Filter auf X.

Beispiel 1.8. Sei (X, d) ein metrischer Raum und x € X. Fiir ¢ > 0 setzen wir
Ue(x) :={y € X|d(x,y) <e}.

Dann ist durch
U'(x) := {U C X | Es existiert ein ¢ > 0 mit U(x) C U}

ein Filter auf X gegeben (man mache sich dies klar!).
Beispiel 1.9. Sei T = (X, O) ein topologischer Raum und x € X. Dann ist die Menge
U(x) :={U C X | U ist Umgebung von x}

ein Filter, der Umgebungsfilter von x (beziiglich der Topologie O),

denn: Offensichtlich gelten @ ¢ U(x) und X € U(x) und somit Axiom (Fy). Da jede Teilmenge
U C X, die eine Umgebung von x enthilt, nach Definition 1.5 auch selbst eine Umgebung von x in X
ist, gilt auch Axiom (F,). Zum Beweis von Axiom (Fz) seien U,V € U(x) gegeben. Nach Definition
1.5 gibt es dann Oy, Oy € O mit

xeOyCU und xe€Oy CV.

Einerseits gilt dann Oy N Oy € O nach (TB(O)), andererseits aber auch x € Oy N Oy C U N V. Es
folgt U NV € U(x) und somit (F3).
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Proposition 1.10. Eine Topologie lisst sich auch durch die Angabe von Umgebungen fiir jeden einzel-
nen Punkt definieren: Sei X eine Menge und sei U’ (x) fiir jedes x € X eine Teilmenge der Potenzmenge
P(X) von X, derart dass gilt:

(Tl(u)) Fiir alle x € X ist U'(x) ein Filter.
(Tz(u)) Fiiralle U € U'(x) ist x € U.
(Téu)) Fiiralle U € U'(x) gibtesein V € U (x) mit V C Uund V € U'(y) fiiralley € V.

Dannist O := {U C X | fiirallex € U ist U € U'(x)} die eindeutig bestimmte Topologie auf X, so
dass U' (x) fiir alle x € X mit dem Umgebungsfilter U (x) von x beziiglich O iibereinstimmt.

Beweis. Die Menge O aus der Proposition ist tatsdachlich eine Topologie auf X,

denn: Nach Konstruktion gilt @ € O. Weiter ist nach (Tl(u)) fiir alle x € X die Familie U’(x) ein
Filter und nach (F) gilt X € U’ (x) fiir alle x € X. Es folgt X € O und somit Axiom (Tl(o)).

Zum Beweis von (TZ(O)) betrachten wir eine Familie (O;);e; von Mengen aus O. Nach Kon-
struktion von O gibt es fiir jedes x € J;c; O; ein j € I mit

xe0; el (x).

Nach (Tl(u)) ist U’ (x) ein Filter. Mit (F,) folgt daher
U O, € Z/{/(X)
iel

und somit insgesamt (J;c; O; € O.

Schliefllich weisen wir Axiom (Téo)) nach und betrachten dafiir O, 0" € O. Ist der Durchschnitt
O N O leer, so liegt er trivialerweise in O. Andernfalls gibt es ein x € O N O’ und nach
Konstruktion von O gilt 0,0’ € U'(x). Da U’ (x) nach (Tl(u)) ein Filter ist, folgt mit (F3) auch

in diesem FallO N O’ € O. #

Weiter gilt fiir jedes x € X die Identitat

U (x) =U(x) (: {U C X | U ist Umgebung von x beziiglich O}),

denn: Fiir gegebenes x € X sei zundchst U € U(x). Nach Definition 1.5 enthilt U eine bzgl. O
offene Umgebung O von x als Teilmenge. Nach Konstruktion von O gilt dann O € U’(x) und

mit (Tl(u)) und (F,) auch U € U'(x).

Sei umgekehrt U € U'(x). Wir betrachten die Menge W := {y € X | U € U'(y) }. Trivialerweise

ist x € W. Nach Konstruktion von W und (Tz(u)) gilt zudem fiir jedes y € W auch y € U.

Zusammengefasst erhalten wir also
xeWCU.
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Die Behauptung U € U(x) folgt nach Definition 1.5, wenn wir W € O nachweisen konnen.
Nach Konstruktion von O zeigt man dazu

WelU'(y) firalley € W.

Nach Konstruktion von W erfiillt ein beliebiges y € W die Beziehung U € U'(y) und nach
(Téu)) gibtesein V € U'(y) mit V C Uund V € U'(z) fir alle z € V. Nach (Tl(u)) ist jedes

solche U'(z) ein Filter. Mit (F,) folgt daher U € U’(z) und also z € W fiir alle z € V. Da

nach (Tl(u)) auch U'(y) ein Filter ist, folgt mit V- C W und (F,) in gleicher Manier wie verlangt
WeU'(y). #

Es verbleibt zu zeigen, dass O mit der nachgewiesenen Eigenschaft eindeutig ist. Aber fiir eine
beliebige Topologie O’ auf X, deren Umgebungsfilter fiir jedes x € X durch U’ (x) gegeben
sind, gilt

UeO <% Uelu(x)firallex €U,

so dass O’ durch das System der U’ (x) fiir x € X bereits eindeutig festgelegt ist und somit mit
O tibereinstimmt. O

Beispiel 1.11. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Die Filter U'(x), x € X aus Beispiel 1.8 erfiillen die
Voraussetzungen aus 1.10 (man mache sich dies klar!), insbesondere wird nach 1.10 durch die Angabe
derselbigen eine Topologie auf X definiert, die metrische Topologie

O = {U C X | Fiiralle x € U existiert ein ¢ > 0 mit Ug(x) C U}

In dieser Topologie sind fiir jeden Punkt x € X die Mengen U, (x) fiir e > 0 offene Umgebungen von x.
Als Spezialfall ergibt sich die Standardtopologie auf dem R" als die metrische Topologie beziiglich der
Euklidischen Metrik.

Definition 1.12. Sei T = (X, O) ein topologischer Raum und sei A die Menge aller abgeschlossenen
Teilmengen von T . Fiir eine beliebige Teilmenge U C X heif$t dann

u:= U O das Innere von U (= grifite off. Teilmenge von X, die in U enthalten ist),
0€O mit OCU
u:= ﬂ A der Abschluss von U (= kleinste abg. Teilmenge von X, die U enthiilt),
AcAmit UCA
oU:=U~U der Rand von U.

Ein Punkt x € X heifSt

innerer Punkt von U < x € LOI,
Beriihrpunkt von U —xel,
Randpunkt von U <— x e€dl,

dufSerer Punkt von U — xe X\ U
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Bemerkung 1.13. Sei die Notation wie in Definition 1.12. Fiir beliebige Teilmengen U,V C X gelten
dann offensichtlich die folgenden Aussagen:

elUcO — U=U und UcA +— U=1,

eVCU = VCU und VCU = VCU,

e X~ U=X~ U 0= (Nl (X\0)= N A=(X\U),
00 mit OCU OO0 mit OCU AeAmit XNUCA

e X~ U=X~ (] A= (X\A) = U 0= (XU,
AeAmit UCA AeAmit UCA OO mit OCX~\U

o X = (X~UUU = (X~WuduU~ 1) = (X~ U)ulual.

Bemerkung 1.14. Die in Definition 1.12 eingefiihrten Begriffe hingen vom topologischen Raum X ab,
in dem die betrachtete Menge U eingebettet ist. Dies sehen wir anhand des Beispiels U = [0,1) des
halboffenen Einheitsintervalls ein:

(@) X =R.Danngilt U= (0,1), U = [0,1],9U = [0,1] ~ (0,1) = {0,1}.
(b) X = C.Danngilt U =@, U = [0,1],9U = [0,1] ~ @ = [0,1].
Hier kommt die in Beispiel 1.11 betrachtete Standardtopologie von R = R} bzw. C = R? zum Einsatz.

Proposition 1.15. Sei T = (X, O) ein topologischer Raum und U C X eine beliebige Teilmenge.
Dann gelten die folgenden Aussagen:

(@) x innerer Punktvon U <= x € U — Uel(x),

(b) x Beriihrpunktvon U <= x €U — YWellx):VnNnU#Q,

(¢) xRandpunktvonU <= x €U = YWeldx):VNU#D#VN(X\U),
(d) xduferer Punktvon U <= x € X~ U <= X~ U€U(x).

Beweis. Zu zeigen ist jeweils nur die hintere Aquivalenz.

Zum Beweis von Behauptung (a) sei zunéchst x € U C X. Wegen U C U folgt U € U(x) nach
0

Definition 1.5. Ist umgekehrt U € U (x), so gibt es nach Konstruktion ein O € O mitx € O C U.
Nach Definition 1.12 gilt dann auch x € U.

Zum Nachweis von Behauptung (b) sei zunéchst x € U. Fiir ein beliebiges V € U(x) gilt dann
Vnu #Q,

denn: Ohne Einschrankung sei V. € O. Wegen x € Vund x € Uist V N U # @. Gilte nun
VNU=®soauchU C X\ V C X.Mit Bemerkung 1.13 folgte U C XV = X\ V, was
a

nicht sein kann. #

Ist nun umgekehrt x € X \ U, so gilt einerseits insbesondere X ueu (x), andererseits
(X~U)NnUC(X~U)NU=a.

Somit gibt es ein V € U(x) mit V N U = @, ndmlich V = X \ U.
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Wir beweisen nun Behauptung (c): Der Punkt x liegt genau dann in oU = U ~ U, wenn x in
Uund in X ~ U = X\ U liegt. Nach Aussage (b) ist das aber dquivalent dazu, dass fiir alle
V € U(x) die behauptete Bedingung VN U # @ # V N (X \ U) gilt.

Es verbleibt Behauptung (d) zu zeigen. Aber nach Aussage (a) liegt der Punkt x genau dann in
X~\U=(X\U),wenn X\ U € U(x) gilt. O

Beispiel 1.16. Im topologischen Raum X = R" mit der Standardtopologie bezeichnen

B":={x e R"|||x| <1} die offene Einheitskugel,
D" :={x e R" | [|x|| <1} die abgeschlossene Einheitskugel.
Es gelten dann

B"=D"=D", B"=D"=DB"
OB" =oD" = D"\ B" = {x € R" | ||x|| = 1} =: "', die (n — 1)-dimensionale Einheitssphiire.

Definition 1.17. Sei T = (X, O) ein topologischer Raum. Eine beliebige Teilmenge U C X heifst
dicht in X, wenn die nach Proposition 1.15 dquivalenten Aussagen

U =X <= allex € X sind Beriihrpunkte von U
< fiirallex € Xundalle Ve lU(x)gitUNV #0

gelten.

Beispiel 1.18. Q ist eine dichte Teilmenge in R.

1.2 Stetige Abbildungen

Definition 1.19. Seien 7 = (X, O) und T' = (X', O') zwei topologische Riume und f : X — X'
eine Abbildung. Dann sagen wir:

fist stetig <= Fiiralle U € O'gilt f1(U') € O.

Beispiel 1.20. Sei X eine beliebige Menge und sei X' ein beliebiger topologischer Raum. Dann gelten
fiir die wie in Beispiel 1.2 definierten topologischen Riaume Xgisk und Xinqisk offensichtlich die folgen-
denden Aussagen:

(@) Jede Abbildung Xgisx — X' ist stetig.
(b) Jede Abbildung X' — Xingisk ist stetig.

Als Spezialfall sind die Abbildungen id : Xgisk — Xaisk, 1d @ Xqisk = Xindisk #nd id : Xingisk —
Xindisk stetig, die allesamt X punktweise unverindert lassen. Nicht stetig ist dagegen fiir | X| > 1 die
Abbzldung id : Xindisk — Xdisks

denn: Fiir ein beliebiges x € X ist die Menge {x} offen in Xgisx aber wegen |X| > 1 nicht offen in
Xindisk- #
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Proposition 1.21. Seien X, X', X" topologische Riaume und f : X — X', ¢ + X' — X' stetige
Abbildungen. Dann ist auch die Verkettung g o f : X — X" stetig.

Beweis. Fiir U" C X" gilt g~1(U") C X’ wegen der Stetigkeit von g und
(g0 )W) = £ (g7 (U") C X

wegen der Stetigkeit von f. O

Definition 1.22. Seien X, X' topologische Riume und f : X — X' eine Abbildung. Dann sagen wir:
f ist ein Homdomorphismus <=  f ist stetig, f ist bijektiv und f~' ist stetig.

Die topologischen Riume X, X' heiffen homdomorph, in Zeichen: X = X', falls es einen Homdomor-
phismus zwischen ihnen gibt. Eine Eigenschaft des topologischen Raums X heifst topologisch, falls sie
unter Homoomorphismen erhalten bleibt.

Bemerkung 1.23. Man kann leicht sehen, dass f: X — X' genau dann ein Homdéomorphismus ist,
wenn f stetig ist und es eine stetige Abbildung ¢: X' — X mit go f = idx und fog = idy
gibt. Ebenso liisst sich leicht iiberpriifen, dass Homdomorphie eine Aquivalenzrelation auf der Klasse der
topologischen Riume ist.

Beispiel 1.24. Diskretheit ist eine topologische Eigenschaft,

denn: Seien X eine Menge, X' ein topologischer Raum und f : Xgisx — X' ein Homoomorphismus. Fiir
ein beliebiges U’ C X' gilt dann f~1(U') C Xgisk wegen der Diskretheit von Xgiq, und
0

U= F(F) = (Y U)X
wegen der Homoomorphie von f. #

Definition 1.25. Seien T = (X, O) und T' = (X', O') zwei topologische Riume, f : X — X' eine
Abbildung und x € X ein Punkt. Dann sagen wir:

fist stetigin x <= Fiiralle U’ € U(f(x)) gilt f~H(U') € U(x).

Proposition 1.26. Seien T = (X, O) und T' = (X', O') zwei topologische Riume und f : X — X'
eine Abbildung. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i)  f ist stetig.

(i)  f ist stetigin allen x € X.

(iii) Fiiralle U C X ist f(U) C f(U).
(iv) Firalle U’ C X' gilt f~1(U') C X.
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Beweis. Zunéchst gelte Aussage (i). Zu jedem x € X und jedem U’ € U(f(x)) existiert nach
Definition 1.5 ein V' C X’ mit f(x) € V' C U’. Dann folgt sofort x € f~1(V') C f~1(U’) und
0

wegen der Stetigkeit von f gilt f~1(V’) C X. Insgesamt erhalten wir f~}(U’) € U(x) und nach
0

Definition 1.25 somit Aussage (ii).

Gelte nun Aussage (i), sei U C X eine beliebige Teilmenge und sei x € U. Da f stetig in x
ist, gilt fiir jedes V' € U(f(x)) automatisch f~1(V’) € U(x). Wir konnen daher Teil (b) von
Proposition 1.15 anwenden und erhalten f~1(V’) N U # @. Nach Abbilden mit f folgt

QFF((V)nU) CFFHV)) N fU) S VN f(U).

Wieder mit Teil (b) von Proposition 1.15 folgt f(x) € f(U) und somit insgesamt Aussage (iii).

Nun gelte Aussage (iii) und sei U’ C X’. Dann gilt
a

S 1)
fFUHW)) S fF(FHU) cu =U'
Betrachten wir auf beiden Seiten die Urbilder unter f, so erhalten wir
) e i,

also f~1(U’) C X und insgesamt Aussage (iv).
a

Gelte schlieSlich Aussage (iv). Fiir jedes U’ C X' gilt sofort
o

AU = XN (X NU)) =X~ X \U).
Wegen X'\ U’ C X’ und (iv) wissen wir aber auch f~1 (X’ \ U’) C X, nach dem Obigen also
a a
fHU') C X und insgesamt Aussage (i). O
[

Bemerkung 1.27. Es ist a priori unklar, wie die Stetigkeitsbegriffe aus den Definitionen 1.19 und 1.25
mit dem in der Analysis eingefiihrten Stetigkeitsbegriff fiir reelle Funktionen zusammenhingen. Wir
wollen diese Frage nun untersuchen und geben zunichst eine Definition letzteren Begriffs im etwas
allgemeineren Setting metrischer Riume wider:

Seien (X,d), (X', d") metrische Riume, f : X — X' eine Abbildung und x € X ein Punkt. Dann sagen
wir:

fist e-6-stetigin x <= Ve > 030 >0Vy € X:d(x,y) <6 = d'(f(x), f(y)) < e
Mithilfe der in Beispiel 1.11 eingefiihrten e-Umgebungen lisst sich dies umformulieren zu:

f ist e-0-stetigin x <= Ve > 030 >0Vy € X:y € Us(x) = f(y) € Us(f(x))
<= Ve>030>0: f(Us(x)) C Ue(f(x))
< Ve>036>0:Us(x) C fHU(f(x))).


https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/8101/display?page=1
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/8101/display?page=1
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Die letzte Formulierung ithnelt bereits der Definition des Begriffs der Stetigkeit in einem Punkt x € X.
Tatsichlich gilt

f ist e-b-stetigin x <= f ist stetig in x im Sinne von Definition 1.25,

denn: Gelte zuniichst die e-6-Stetigkeit von f in einem x € X. Da nach Beispiel 1.11 die 6-Umgebung
Us(x) fiir alle 6 > 0 eine offene Umgebung von x ist, folgt

Fiirallee > 0 gilt f ' (Us(f(x))) € U(x).

Seinun U’ € U(f(x)) beliebig. Nach Definition der metrischen Topologie auf X' gibt es dann ein e > 0
mit f(x) € U(f(x)) C U undalso x € f~1(Ue(f(x))) € f~1(U'). Nach (F,) ist daher f~1(U’)
im Filter U(x) enthalten und somit insgesamt f stetig in x.

Sei nun umgekehrt f stetig in einem Punkt x € X. Da nach Beispiel 1.11 die e-Umgebung U, (f(x))
fiir alle e > 0 in U(f(x)) liegt, folgt mit Definition 1.25

Fiirallee > 0gilt f 7 (Us(f(x))) € U(x).
Nach Definition der metrischen Topologie in X folgt
Fiir alle e > 0 gibt es ein & > 0 mit Us(x) C 1 (U:(f(x)))

und insgesamt somit die e-0-Stetigkeit von f in x. #
Nach Proposition 1.26 ist also die Abbildung f genau dann stetig, wenn sie e-6-stetig in allen x € X

1st.

Im Spezialfall metrischer Raume lasst es sich mit dem Begriff der e-6-Stetigkeit oft angenehmer
arbeiten als mit den Stetigkeitsbegriffen aus den Definitionen 1.19 und 1.25. Wir betrachten
noch ein weiteres Beispiel fiir einen Homdomorphismus in diesem Kontext.

Beispiel 1.28. Fiir beliebige a,b € R mit a < b gilt (a,b) = R,

denn: Mit dem Begriff der e-0-Stetigkeit aus Bemerkung 1.27 lisst sich leicht einsehen, dass Homothetien
x = A-x mit A € Rsg und Translationen x — x + xo mit xo € R Homdomorphismen von R auf sich
selbst sind. Es geniigt daher zum Beweis der Behauptung (—7%, %) = R zu zeigen.

Aus der reellen Analysis ist bekannt, dass der Tangens tan : (=7, %) — R stetig und bijektiv ist und

die stetige Umkehrfunktion arctan : R — (=75, T) hat. #

Definition 1.29. Seien T = (X, O) und T' = (X', 0') zwei topologische Riume und f : X — X'
eine Abbildung. Dann sagen wir:

f ist offen <= firalleU C X gilt f(U) C X/,
o 0

f ist abgeschlossen = fiiralle U C X gilt f(U) C X'



13 Kapitel 1. Die Grundbegriffe der Topologie

Proposition 1.30. Seien T = (X, O) und T' = (X', O') zwei topologische Riume und f : X — X’
eine stetige, bijektive Abbildung. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i)  f ist ein Homoomorphismus.
(i)  f ist offen.

(iii)  f ist abgeschlossen.

Beweis. Nach Definition 1.22 ist f genau dann ein Homéomorphismus, wenn f~! stetig ist.
Weiter gilt nach Definition 1.25 und Proposition 1.26

fliststetig <= fiiralle U C X gilt f(U) C X’
o0 0

< fiiralle U C X gilt f(U) C X".
a a

Die Proposition folgt sofort mit Definition 1.29. O

1.3 Erzeugung von Topologien

Ahnlich wie man in der Linearen Algebra Vektorrdume lieber als Erzeugnis einer geeigneten
Basis darstellt als alle Elemente einzeln anzugeben, mochten wir in diesem Abschnitt geeignete
Wege zur Erzeugung von Topologien auf gegebenen Mengen finden. Bevor wir dies tun, fithren
wir aber noch eine Methode ein, Topologien auf derselben Menge miteinander zu vergleichen.

Definition 1.31. Sei (X, <) eine halbgeordnete Menge. Dann sagen wir:

(X, <) ist ein Verband <= fiiralle x,y € X existieren inf{x,y},sup{x,y} in X
(X, <) ist ein vollstindiger Verband :<=> fiir alle @ # U C X existieren inf U, sup U in X.

Beispiel 1.32. (a) Eine totalgeordnete Menge (X, <) ist stets ein Verband, denn dann gilt
inf{x,y} = min{x,y} und sup{x,y} =max{x,y}  firallex,y € X.
Ein Beispiel hierfiir ist (R, <) mit der bekannten Totalordnung < auf R.

(b) (R, <) aus (a) ist kein vollstindiger Verband, da etwa sup R nicht existiert. Erweitern wir jedoch
R um zwei Symbole o0 mit —oo < x < +oo fiir alle x € R und setzen fiir eine beliebige
Teilmenge U C R

infU = —oo, falls es fiir alle xg € R ein x € U gibt mit x < xo,
sup U = o0, falls es fiir alle xo € R ein x € U gibt mit x > x,

so wird (R U {zoo}, <) zu einem vollstindigen Verband.
(c) Fiir eine beliebige Menge X ist (P (X), C) ein vollstindiger Verband, denn fiir alle U C P (X) gilt

infUd = ﬂ U und supld = J U.
ueu uei
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Definition 1.33. Sei X eine Menge und sei
Top(X) :={O C P(X) | O Topologie auf X}
die Menge der Topologien auf X. Fiir zwei Topologien O, Q' € Top(X) sagen wir:

O ist feiner als O’ (bzw. O' ist groberals ©) <= O’ CO.

Satz 1.34. Fiir eine beliebige Menge X ist (Top(X), C) ein vollstindiger Verband.

Beweis. Sei {O; | i € 1} C Top(X) nichtleer. Dann ist auch ;c; O; € Top(X), da sich die

Giltigkeit der Axiome (Tl(o)), (TZ(O)) und (Téo)) von den einzelnen O; vererbt. Genau wie in
Teil (c) von Beispiel 1.32 gilt daher

infO; = (N O; e Top(X).  (1.1)

icl .
1€ iel

Wir kénnen nicht die analoge Argumentation benutzen, um zu zeigen, dass auch sup,_; O; in
Top(X) enthalten ist, denn im Allgemeinen ist |J;c; O; keine Topologie auf X. Andererseits ist
offensichtlich die diskrete Topologie P(X) eine obere Schranke von {O; | i € I} in Top(X), so
dass die Menge der Topologien von X, die eine obere Schranke von {O; | i € I} sind, nichtleer
ist. Nach (1.1) liegt daher ihr Infimum in 7op(X); es gilt also

sup O; = inf{O € Top(X) | O ist obere Schranke von {O; | i € I}} € Top(X). (1.2)

iel

O
Aus Satz 1.34 folgt sofort:

Korollar 1.35. Ist E eine Eigenschaft von Topologien auf X, die sich auf alle feineren bzw. groberen
Topologien auf X vererbt, so ist inf{ O € Top(X) | O erfiillt E} bzw. sup{O € Top(X) | O erfiillt E}
die grobste bzw. feinste Topologie auf X, die E erfiillt.

Ein Spezialfall von Korollar 1.35 hilft uns bei der Prazisierung der folgenden

Frage: Sei namlich X eine Menge und S C P(X) beliebig. Wie sieht dann die grobste Topologie
auf X aus, die S enthalt?

Definition 1.36. Sei X eine Menge und S C P(X) beliebig. Dann heif3t
Os :=inf{O € Top(X) | S C O},

die nach Korollar 1.35 grobste Topologie, die S enthiilt, die von S erzeugte Topologie. Umgekehrt heifst
S eine Subbasis der Topologie Og.
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Bemerkung 1.37. Sei {O; | i € I} C Top(X) nichtleer. Dann gilt

sup O; 2 inf{O € Top(X) | O ist obere Schranke von {O; | i € I}}

iel
= inf{O € Top(X) | JO; € O}
iel
e OUieloi’

die Vereinigung | J;c; O; ist also eine Subbasis der Topologie sup;_; O;.

Definition 1.38. Sei T = (X, O) ein topologischer Raum und sei B C O. Wir sagen dann:

B ist eine Basis der Topologie O :<=  jedes O € O ist Vereinigung von Mengen aus B.

Beispiel 1.39. Die Menge der offenen Kugeln ist eine Basis der Standardtopologie von R™.

Proposition 1.40 (Basiskriterium). Sei X eine Menge. Eine Teilmenge B C P (X) ist genau dann
eine Basis einer Topologie O von X, wenn die folgenden Axiome gelten:

(B1) UpesB=X.
(By) Fiiralle B,C € Bist BN C eine Vereinigung von Mengen aus B.

In diesem Fall ist O eindeutig bestimmt und es gilt

O = {U C X | U ist Vereinigung von Mengen aus B}.

Beweis. Sei zunéchst B die Basis einer beliebigen Topologie O auf X. Wegen X € O folgt dann

(By) sofort aus Definition 1.38. Weiter gilt fiir B,C € B C O mit (Téo)), dass auch BN Cin O
liegt. Auch (B,) folgt nun mit Definition 1.38.

Sei umgekehrt B C P(X) eine Teilmenge, die (B;) und (B;) erfiillt, und sei
O = {U C X | U ist Vereinigung von Mengen aus 5}

wie in der Proposition angegeben. Dann ist B C O nach Konstruktion und O ist eine Topologie,

denn: Die leere Vereinigung @ ist trivialerweise in O enthalten und X nach (Bs). Es folgt, dass
O Axiom (Tl(o)) erfiillt.

Dass O auch Axiom (TZ(O)) gentigt, ist klar.

Zum Nachweis von (TS(O)) betrachten wir

UVeO mitd=|JBundV =] firr B, C; € B.
icl j€]
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Nach (Bz) sind dann alle Mengen der Form B; N C; in B enthalten. Es folgt

unv= |J (BN¢g) €O.
(i,j)eIx]

Nach Konstruktion ist B3 eine Basis der Topologie O.

Es verbleibt zu zeigen, dass O mit der nachgewiesenen Eigenschaft eindeutig ist. Sei also O’
eine weitere Topologie, fiir die BB eine Basis ist. Ein beliebiges O € O lésst sich nach Definition

1.38 als Vereinigung von Mengen aus B C O’ schreiben. Da O’ Axiom (TZ(O)) erfiillt, folgt
O € O und somit O C O'. Die Eindeutigkeit von O folgt, da sich O" C O komplett analog
zeigen ldsst. O

Wir kénnen nun noch einen Zusammenhang zwischen Basen und Subbasen einer Topologie
herstellen:

Korollar 1.41. Sei X eine Menge, S C P(X) beliebig und
B := {U C X | U ist endlicher Durchschnitt von Mengen in S'}.

Dann ist B eine Basis der von S erzeugten Topologie Os.

Beweis. Nach Proposition 1.40 ist B Basis einer Topologie O auf X,

denn: Nach Konstruktion ist der leere Durchschnitt X € B, so dass (By) erfiillt ist. Offensichtlich
gilt auch (By). #

Es ist hierbei O = Og,

denn: Sei 0" € Top(X) mit S C O'. Da O’ Axiom (Téo)) erfiillt, folgt dann B C O, und da O’

Axiom (Tz(o)) erfiillt und nach Definition 1.38 auch O C O'. Es ist also O die grobste Topologie
auf X, die S enthilt, also O = Og. #

O]

Bemerkung 1.42. Ist S eine Subbasis eines topologischen Raums T = (X, O), so sind die Mengen
aus O gerade die Vereinigungen endlicher Durchschnitte von Mengen von S.

Proposition 1.43. Seien T = (X, O) und T' = (X', O") zwei topologische Riume, BB eine Basis von
O, B’ eine Basis von O', S’ eine Subbasis von O" und f : X — X' eine Abbildung. Dann gelten die
folgenden Aussagen:

(a) fstetig <= fiiralleB € B'ist f1(B') € O <= fiiralleS' € §'ist f~1(5') € O.
(b) foffn <= fiiralleB € Bist f(B) € O’
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Beweis. Behauptung (a) folgt mit
YU =Y whund fH O U = N W) fiir beliebige U/ C X’
i€l i€l i€l i€l
und Behauptung (b) folgt mit
fUW) =) fiir beliebige U; C X.

iel iel

Definition 1.44. Sei X eine Menge, F ein Filter auf X und B C F. Dann sagen wir:
B ist eine Basis des Filters F  :<= fiiralle F € F gibtesein B € Bmit B C F.

Ist / X, O) ein topologischer Raum, dann nennen wir eine Basis des Umgebungsfilters U (x) eines Punk-
tes x € X auch kurz eine Umgebungsbasis von x.

Man beachte, dass die Mengen aus einer Umgebungsbasis ebenso wie Umgebungen nicht not-
wendig offen sein miissen.

Beispiel 1.45. Sei T = (X, O) ein topologischer Raum und x € X ein Punkt. Dann gilt:

(a) Stetsist {O € O | x € O} eine Umgebungsbasis von x.

(b) Im Spezialfall T = Xgisk ist {{x}} eine Umgebungsbasis von x.

(c) Im Spezialfall T = R (mit der Standardtopologie) ist {U% (x) | n € N,n > N} fiir ein beliebiges

N € N eine Umgebungsbasis von x. Eine weitere Umgebungsbasis von x ist durch {U. (x) | n €

IN,n > N} gegeben. Hierbeiist U (x) = {y e R | [x —y| < 1}.

Proposition 1.46. Sei T = (X, O) ein topologischer Raum. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Ist B eine Basis von O, so ist fiir jedes x € X die Menge B(x) := {B € B | x € B} eine
Umgebungsbasis von x.

(b) Ist B(x) eine Umgebungsbasis von x aus offenen Mengen fiir jedes x € X, so ist B := U ex B(x)
eine Basis von O.

Beweis. Zum Beweis von Behauptung (a) betrachten wir eine Basis B von O.Sei x € Xund U €
U(x). Dann existiert ein O € O mit x € O C U. Es ist O eine Vereinigung von Mengen aus B,
insbesondere existiert ein B € B(x) mitx € B C O C U, weswegen B(x) eine Umgebungsbasis
von X ist. Wir wollen nun Behauptung (b) nachweisen. Sei dafiir O € O beliebig. Dann gilt O €
U(x) fir alle x € O und nach Definition 1.44 gibt es jeweils ein B(x) € B(x) mitx € B(x) C O.
Folglich ist O = U,cp B(x) eine Vereinigung von Mengen aus B := [J,cx B(x) € O. Mit
Definition 1.38 folgt Behauptung (b). O
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Proposition 1.47. Seien T = (X, O) und T' = (X', O’) topologische Riiume, x € X ein Punkt und
f : X — X' eine Abbildung. Seien weiter B(x) eine Umgebungsbasis von x in X und B'(f(x)) eine
Umgebungsbasis von f(x) in X'. Dann sind die folgenden Aussagen idquivalent:

(i)  fiststetigin x.

(ii) Fiiralle B € B'(f(x)) gilt f1(B") € U(x).

(iii) Fiiralle B' € B'(f(x)) gibt es ein B € B(x) mit f(B) C B'.

Beweis. Gelte zunichst (i), sei also f stetig in X. Mit B'(f(x)) € U(f(x)) und Definition 1.25

folgt dann bereits
fHB) € U(x)

fiir alle B’ € B'(f(x)), also Aussage (ii).

Gelte nun (ii), fiir alle B' € B'(f(x)) gelte also f ~!(B’) € U(x). Nach Definition 1.44 gibt es in
dieser Situation stets ein B € B(x) mit B C f~1(B’), also mit f(B) C B/, und es gilt Aussage
(iii).

SchlieBlich gelte (iii). Sei U' € U(f(x)). Nach Definition 1.44 gibt es dann ein B’ € B'(f(x))
mit B’ C U’. Nach (iii) gibt es weiter ein B € B(x) mit f(B) C B’ C U’, alsomit B C f~1(U’).
Mit B € B(x) C U(x) und Axiom (F,) folgt f~1(U’) € U(x) und nach Definition 1.25 somit die
Stetigkeit von f in x, also Aussage (i). ]

Proposition 1.48 (Filterbasiskriterium). Sei X eine Menge. Eine Teilmenge B C P(X) ist genau
dann eine Basis eines Filters F auf X, wenn die folgenden Axiome gelten:

(FBy) B#Qund @ ¢ B.

(FBy) Fiiralle B,C € B gibtesein D € Bmit D C BN C.

In diesem Fall ist F eindeutig bestimmt und es gilt

F={UCX| esgibtein Be Bmit B C U}.
Beweis. Sei zundchst B Basis eines Filters F auf X. Wir miissen zeigen, dass B den Axiomen
(FBq) und (FB;) gentigt.

Nach (F;) gilt X € F, und nach Definition 1.44 gibt es ein B € B mit B C X. Insbesondere gilt
B # @. Wieder nach (F;) gilt @ ¢ F. Da nach Definition 1.44 aber auch B C F gilt, folgt @ ¢ B
und insgesamt (FBj).

Seien B,C € B C F. Nach (F;) folgt dann B N C € F und nach Definition 1.44 gibt es somit
ein D € Bmit D C B N C. Hiermit ist auch die Giiltigkeit von (FB;) nachgewiesen.

Sei umgekehrt B C P(X) eine Teilmenge, die (FB;) und (FBy) erfiillt, und sei

F={UCX| esgibteinB € BmitB C U}
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wie in der Proposition angegeben. Dann ist B C F nach Konstruktion und F ist ein Filter auf
X,

denn: Nach (FBy) gilt @ ¢ B und B # @. Nach Definition von F folgt daher sofort auch @ ¢ F
und X € F, also (F).

Seien U € F und V C X mit U C V. Nach Definition von F gibt es dann ein B € B mit
B C U C V, sodass V nach Konstruktion in F liegt. Insgesamt folgt (F,).

Seien U,V € F. Nach Definition von F gibt es dann B,C € B mit B C U und C C V. Zwangs-
ldufig gilt dann BN C C U N V und wegen (FB;) gibteseinD € BmitD CBNCCUNV.
Nach Konstruktion von F gilt somit U N V € F. Insgesamt haben wir (F3) gezeigt. #

Nach Konstruktion ist 5 eine Basis des Filters F.

Es verbleibt zu zeigen, dass F mit der nachgewiesenen Eigenschaft eindeutig ist. Sei also F” ein
weiterer Filter auf X, fiir den B eine Basis ist. Nach Definition 1.44 gilt dann einerseits B C F’,
andererseits gibt es fiir jedes beliebige F € F ein B € B C F' mit B C F. Mit (F,) folgt F € F
und somit insgesamt F C F’. Die Eindeutigkeit von F folgt, da sich 7/ C F komplett analog
zeigen ldsst. O

1.4 Initial- und Finaltopologie

Definition 1.49. Sei X eine Menge und sei ((X;, Oi))z‘ o ¢ine Familie topologischer Riume mit zuge-
horigen Abbildungen f; : X — X;. Dann heifit die grobste Topologie, beziiglich derer alle f; stetig sind,
die Initialtopologie auf X beziiglich (f;)ic;.

Offensichtlich gilt in der Situation von Definition 1.49
f7H0) = {f1(0) | 0i € Oi} € Top(X).

Nach Korollar 1.35 ist dann die Initialtopologie auf X beziiglich (f;);c; durch

Oy, 110y = inf{O € Top(X) | | £71(0:) € O} = sup £7(0) (13)

iel iel

gegeben.

Proposition 1.50 (Stetigkeitskriterium fiir die Initialtopologie). Sei X eine Menge und sei
((Xi, 0y)), o eine Familie topologischer Riume mit zugehorigen Abbildungen f; : X — X;. X trage
die Initialtopologie O beziiglich (f;)ic;. Seien weiter (X', O') ein topologischer Raum und g : X' — X
eine Abbildung. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

8

X ——

X

X
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(i)  giststetig.

(ii)  Fiirallei € I ist die Verkniipfung f; o g stetig.

Beweis. Die Abbildungen f; sind nach Konstruktion stetig. Gilt nun (i), ist also g stetig, so sind
offensichtlich auch alle Verkniipfungen f; o ¢ stetig, es gilt also (ii).

Gelte nun umgekehrt (ii). Nach der der Proposition vorangehenden Uberlegung ist durch S :=
Uier f; 1 (O;) eine Subbasis von O gegeben. Fiir ein beliebiges S € S gibt es ein i € I und ein
O; € O;mit$§ = fi‘l(Oi). Es fOlgt

§(5) =g (f71(0) = (firog)(0) € O

und mit Teil (a) von Proposition 1.43 die Stetigkeit von g, also (i). O

Definition 1.51. Seien T = (X, O) ein topologischer Raum, X' C X eine Teilmenge und

X =X,
l::li((/:{

x' =X

die Inklusionsabbildung. Die Initialtopologie auf X' beziiglich 1%, heifit die induzierte Topologie oder
Unterraumtopologie auf X' und wird mit O|x: bezeichnet. Nach (1.3) gilt

Olx = (1x)71(0) ={(1%)7'(0) |0 O} ={ONX'| 0 € O}.

Wir nennen (X', O|x:) einen (topologischen) Unterraum von T . Falls nicht ausdriicklich anders
gesagt, werden wir kiinftig Teilmengen X' C X eines topologischen Raumes T = (X, O) stets als
Unterrdume mit der induzierten Topologie betrachten.

Jede Teilmenge U’ C X' heifit

(relativ) offen in X’ = U €O0|y,
(relativ) abgeschlossen in X' = U eAlxy:={X'~0|0e0|x},
(relativ) abgeschloffen in X' <= U €0y nAx.

Beispiel 1.52. Wir benutzen die Notation von Definition 1.51. Im Kontext der induzierten Topologie
gibt es die folgenden wichtigen Spezialfille:

(@) X' C X. Dann gilt
0

Oly ={0nX'|0c0}={0c0O|0CX},

fiir Teilmengen U' C X' ist in diesem Fall also ,,offen in X" und ,,offen in X'* dasselbe.



21 Kapitel 1. Die Grundbegriffe der Topologie

(b) X' C X. Dann gilt

Ay = {X'~ (0N X)|0e O}
—{(X~0)nX |0€e 0}
—{ANX |Ac A
—{Ac A|ACX},

fiir Teilmengen U' C X' ist in diesem Fall also ,,abgeschlossen in X und ,abgeschlossen in X'
dasselbe.

Beispiel 1.53. Wir betrachten die ganzen Zahlen 7. als Teilraum in den reellen Zahlen R mit der
Standardtopologie. Dann ist offensichtlich fiir jedes x € Z

{x}=7Zn U%(x)

relativ offen in 7. und man sieht leicht ein, dass die von R induzierte Topologie auf 7, mit der diskreten
Topologie auf 7. iibereinstimmt. Wir sagen daher auch, 7. ist ein diskreter Unterraum von R.

Proposition 1.54. Seien T = (X, O) und T' = (X', O') zwei topologische Riume und f : X — X'
eine Abbildung. Seien weiter U C X und U' C X' Teilmengen mit f(U) C U'. Dann bezeichnet

lu = u,
f’ui{x - f(x)

die Einschriinkung von f auf U mit zu U’ verkleinerter Zielmenge.® Ist nun f stetig, so auch f |ﬂ/

Beweis. Zujedem O’ € O'|y existiert ein O’ € O’ mit O’ = O’ N U’. Wegen der Stetigkeit von
f gilt fiir dieses f~1(0’) € O. Es folgt

(FIE) 710" = (FIE)~ (O/ nu’)
=f(@nu)nu
=f7(0 ')ﬂf Hunn
:f 1( /) NnNU € O‘u
und somit die Stetigkeit von f|Y'. O

Bemerkung 1.55. Seien T = (X, O) und T' = (X', O') zwei topologische Riume, f : X — X' eine
Abbildung und gelte X = J;c; U; fiir geeignete Teilmengen U; C X. Ist f stetig, so offensichtlich auch
alle Einschrinkungen f|y, mit i € I. Sind umgekehrt alle Einschrinkungen f|y, mit i € I stetig, so
muss f selbst deshalb nicht stetig sein,

3Insbesondere stimmt f \5/ mit der tblichen Einschrankung f|; tiberein.
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denn: Wir geben ein Gegenbeispiel an. Seien X = R mit der Standardtopologie, X' = {0,1} mit der
diskreten Topologie und f : X — X' mit

)0 firxeQ,
f<x)_{1 fiirx € R~ Q.

Seien schliefilich Uy = Q und U, = R\ Q, jeweils mit der von R induzierten Topologie. Dann sind
die Einschrinkungen

f|u.{U1:Q - {1, f|u_{LI2:]R\Q — {0,1},
1° 2 ° x

— 0 — 1

als konstante Funktionen trivialerweise stetig. Die Funktion f selbst ist aber nicht stetig, weil

F~1({0}) = Q in R nicht offen ist. #
Proposition 1.56. Seien T = (X, O) und T' = (X', O') zwei topologische Riume, f : X — X' eine
Abbildung und gelte X = |J;c; U; mit einer der folgenden beiden Zusatzbedingungen:

(A) U; C Xfiirallei € 1,

(B) U; C X fiirallei € I und I endlich.
a

Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:
(i)  f ist stetig.
(ii)  Alle Einschrinkungen f|y, mit i € I sind stetig.

Beweis. Dass (i) auch ohne die Voraussetzungen (A) bzw. (B) sofort (ii) impliziert, ist klar — das
hatten wir schon in Bemerkung 1.55 festgestellt.

Gelten nun (ii) und (A) bzw. (B) und sei U’ C X' offen bzw. abgeschlossen. Wir haben
AU =y nw) =Uflg W)
icl icl

Nach (ii) und Definition 1.19 bzw. Proposition 1.26 ist f|; 1(LI’ ) fiir jedes i € I offen bzw. abge-
schlossen in U; und nach (A) bzw. (B) und Beispiel 1.52 sogar offen bzw. abgeschlossen in X.
Es folgt, dass f~1(U’) offen bzw. abgeschlossen in X ist und somit nach Definition 1.19 bzw.
Proposition 1.26 die Stetigkeit von f, also (i). O

Definition 1.57. Sei X eine Menge und sei ((X;, O; )) eine Familie topologischer Riaume mit zuge-
horigen Abbildungen f; : X; — X. Dann heifst die femste Topologie, beziiglich derer alle f; stetig sind,
die Finaltopologie auf X beziiglich (f;)ic].

Offensichtlich gilt in der Situation von Definition 1.57

(f):(On) :={U S X | fTH(U) € O} € Top(X).
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Nach Korollar 1.35 ist dann die Finaltopologie auf X beziiglich ( f;)ic; durch

sup{0 € Top(X) | O € (N(£)(0)} = inf(£).(0) "=’ (). (0) (14

i€l i€l
gegeben. Insbesondere ist eine Teilmenge U C X genau dann offen beziiglich der Finaltopolo-

gie, wenn f; 1(U) € O; fiirallei € I.

Proposition 1.58 (Stetigkeitskriterium fiir die Finaltopologie). Sei X eine beliebige Menge und sei
((Xi, 0y)), o1 eine Familie topologischer Riume mit zugehtrigen Abbildungen f; : X; — X. X trage die
Finaltopologie O beziiglich (f;)ie1. Seien weiter (X', O') ein topologischer Raum und g : X — X' eine
Abbildung. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

X-—3.x

X;
(i) g ist stetig.

(ii) Fiirallei € I ist die Verkniipfung g o f; stetig.

Beweis. Die Abbildungen f; sind nach Konstruktion stetig. Gilt nun (i), ist also g stetig, so sind
offensichtlich auch alle Verkniipfungen g o f; stetig, es gilt also (ii).

Gelte nun umgekehrt (ii). Fiir ein beliebiges O’ € O’ gilt dann
g 1(0") = (g0 f;) 1O € O; firallei €1,

so dass g~ (O') nach Konstruktion fiir alle i € I in (f;).(0O;) liegt. Nach (1.4) folgt g~ 1(0’) € O
und somit die Stetigkeit von g, also (i). O

Definition 1.59. Seien T = (X, O) ein topologischer Raum, ~ eine Aquivalenzrelation auf X und

{X - X/~
| e e={yeX|y~x}

die Projektionsabbildung. Die Finaltopologie O beziiglich p heifit die Quotiententopologie oder Iden-
tifizierungstopologie auf X /. Nach (1.4) gilt

O={ucx/.|p}u)eco0j}.

Wir nennen (X/~, Q) einen Quotientenraum von T.
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Korollar 1.60 (Stetigkeitskriterium fiir die Quotiententopologie). Seien 7 = (X, O) und T' =
(X!, 0" zwei topologische Riume, ~ eine Aquivalenzrelation auf X und p : X — X/~ die Projekti-
onsabbildung wie in Definition 1.59. Dann gilt: Genau dann ist eine Abbildung f : X/ — X' stetig,
wenn auch f o p stetig ist.

X—'-X/.
N
XI
Beweis. Das ist ein Spezialfall von Proposition 1.58. O

Beispiel 1.61. Sei X := R"™! \ {0} und sei
x~y = ye(x)r firalex,ye X

Dann ist ~ offensichtlich eine Aquivalenzrelation auf X und P"(R) := X/ ., versehen mit der Quoti-
ententopologie, heifit der n-dimensionale projektive Raum. Fiir (xo, ..., x,) € R"™ < {0} schrei-
ben wir

(x0:...:x,):= [(xq,...,%)] € P"(R).
Man kann zeigen, dass fiir jedes i € {0, ...,n} die Abbildung
LR — P"(R),
v t(xl,...,xn) (s erxg s lixgg i)

injektiv, stetig und offen ist, so dass wir einen Homdomorphismus zwischen R" und einem offenen
Unterraum h;(R™) von P"(R) erhalten. Wegen

PH(R) = | h(R")
i—0

besitzt P"(R) eine offene Uberdeckung durch n + 1 solcher offenen Unterriiume. Jeder der Unterriume
hi(R") C P"(R) ist das Komplement einer Hyperebene
0

H; := {(X() PR xn) S IP”(R) | X; :0}
und es gilt hj(R") = P"(R), so dass h;(R") nach Definition 1.17 dicht in P"(R) ist.
Satz 1.62 (Homomorphiesatz fiir topologische Raume). Seien T = (X, O) und T' = (X', 0’)

zwei topologische Riume und f : X — X' eine stetige Abbildung. Fiir x,y € X setzen wir
xevpy = f) = f).

Offensichtlich ist dann ~ ¢ eine Aquivalenzrelation auf X und das Diagramm

X 4 X'

Pi /17 Jz
X/N — X
— F1X)
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kommutiert, wobei p die Quotientenabbildung ist, i die offensichtliche Inklusion und die Bijektion f
durch [x]~, — f(x) definiert. Weiter gelten die folgenden Aussagen:

(a) Die Abbildungen p, f und i sind alle stetig.

(b) Genau dann ist f ein Homomorphismus, wenn
f(U) % f(X) fiiralleU % X mitp~t(p(U)) = U*
gilt.
Beweis. Die Projektion p ist nach Konstruktion der Quotiententopologie stetig und die Inklusi-

on i nach Konstruktion der Unterraumtopologie. Es ist aber auch f stetig,

denn: Wegen der Kommutativitdt des Diagrammsist f = io f o p stetig, nach Korollar 1.60 auch
i o f und nach Proposition 1.54 auch f. #

Insgesamt folgt Behauptung (a).

Zum Beweis von Behauptung (b) nehmen wir zunichst an, f sei ein Homoomorphismus und
nach Proposition 1.30 also offen. Fiir jedes U C X mit p~!(p(U)) = U ist das Bild p(U)
0

nach Konstruktion der Quotiententopologie offen in X/ ,. Wegen der Kommutativitdt des
Diagramms folgt

F(U) = (o fop)() = F(p(W) € F(X).

Umgekehrt ist fiir jedes V C X/, wegen der Stetigkeit von p das Urbild U := p~1(V) offen in
o

X und eine Vereinigung von Aquivalenzklassen bzgl. ~, so dass nach Voraussetzung f(U) C

o

f(X) gilt. Mit der Surjektivitdt von p und der Kommutativitit des Diagramms folgt

FV)y=F(p(p™ (V) = (Fop)(p'(V)) = (Fop)(U) = (io fop)(U) = f(U),
also f(V) C f(X). Es folgt, dass f eine offene Abbildung und nach Proposition 1.30 somit auch

ein Homoomorphismus ist. O

Bemerkung 1.63. In der Situation des Homomorphiesatzes 1.62 ist die Abbildung f ohne die Zusatz-
voraussetzung im Allgemeinen kein Homoomorphismus,

denn: Ist etwa
X:=10,1,2}gisks, X :=10,1,2}ingisk, f:=id: X = X/,
so gilt offensichtlich x ~¢ y <= x =y fiir alle x,y € X und wir erhalten den Quotientenraum

X/ = {0}, {1}, {2} b

“Das heifit, U ist Vereinigung von Aquivalenzklassen bzgl. ~ ,also von Fasern f “1({«x'}) mitx’ € X".
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Betrachten wir nun die Abbildung

)X/ = X',
{x}  ux,

soist {{1}} wegen p~({{1}}) = {1} C X offen in X/, aber f({{1}}) = {1} nicht offen in X'.
o
Die Abbildung f ist somit nicht offen und nach Proposition 1.30 also auch kein Homoomorphismus. #

Beispiel 1.64. Ist

— R?,
X:=R, X :=R?) f: R tR '
x > (cos2rx,sin27x),
so gilt fiir alle x,y € R
X~py <= (cos2mx = cos2my und sin2mx = sin2my) <= x—y€EZ.

Nach Teil (a) des Homomorphiesatzes 1.62 gibt es dann eine stetige, bijektive Abbildung

- {X/Nf =R/Z = f(X)=§,

(x|, =xmod Z ‘(cos 27rx, sin 27tx).

Nach Teil (b) des Homomorphiesatzes 1.62 ist f ein Homdomorphismus,

denn: Das Bild eines offenen Intervalls in R unter f ist ein ,offener Kreisbogen” in S, also der Durch-

schnitt einer offenen Kreisscheibe in R? mit S, und insbesondere (beziiglich der Unterraumtopologie)

offen in $'. Da die offenen Intervalle nach Beispiel 1.39 eine Basis der Topologie in R bilden, lisst sich

nach Definition 1.38 jedes beliebige U C R als Vereinigung offener Intervalle schreiben. Das Bild f(U)
o

einer solchen Menge ist daher eine Vereinigung offener Mengen in S*, es gilt also f(U) C f(X). #
[

Quotientenrdume kann man dazu benutzen, um in einem gegebenen topologischen Raum
Punkte miteinander zu identifizieren, also anschaulich miteinander zu verkleben. Um hier ein
wenig freier agieren zu konnen, werfen wir einen genaueren Blick auf Aquivalenzrelationen:

Definition 1.65. Sei X eine Menge und R C X x X eine Relation auf X. Die beziiglich Inklusion
kleinste Aquivalenzrelation auf X, die R als Teilrelation enthilt, nennen wir die Aquivalenzhiille

R := ({~ C X x X |~ ist Aquivalenzrelation auf X mit R C ~}

von R oder auch die von R erzeugte Aquivalenzrelation.

Definition 1.66. Seien 7 = (X, O) ein topologischer Raum, R,R" C X und h : R — R’ bijektiv.
Sei weiter ~ die durch x ~ h(x) fiir alle x € R erzeugte Aquivalenzrelation. Dann nennen wir X/ .
zusammen mit der Quotiententopologie den Raum, der aus X durch Selbstverklebung liings h entsteht.
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Bemerkung 1.67. Sei die Situation so wie in Definition 1.66.
(a) Sind R und R’ disjunkt, so gilt fiir x € X
{x} fiirx € X~ (RUR/),

{x,h(x)}  fiirx € R,
{h=Y(x),x} fiirxeR.

[x]~ =

(b) Ist (RUR') C X, soist fiir U := X~ (RUR’) die Einschrinkung p[ﬁ(u) der Quotientenabbil-
a

dung p : X — X/~ ein Homdomorphismus,

denn: Die Einschrinkung p|fl(u) ist bijektiv nach Konstruktion und stetig nach Proposition 1.54

und wegen der Stetigkeit von p. Nach Proposition 1.30 verbleibt die Offenheit von p| pu(ll) zu zeigen:
Fiir ein beliebiges V- C U gilt wegen U C X und Beispiel 1.52 auch V. C X. Wegen V. C U und
o 0 o

der Bijektivitit von p|ﬂ(u) folgt p~1(p(V)) = V C X und nach Konstruktion der Quotientento-
pologie somit p(V) C X/ .. Nach Konstruktion der Unterraumtopologie folgt p(V) C p(U) und

somit die Offenheit von p\f,(u). #

Hieraus folgt, dass X/ . lokal bei den Punkten aus p(U) so aussieht wie X.

Beispiel 1.68. Sei I := [0,1] C R das abgeschlossene Einheitsintervall. Dann gilt:

X R R’ h:R— R X/~
I | {0} (1} 01 >~ gl
— —
X X/
IxI| {0} xI {1} x1I (8) —> (;) Yy € I | Zylindermantelfliiche
R R —
X X/-
Ix1| ((0yxD)u (Ix{0}) | ((xnuxqy | @70 el
G () wyel
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-
XJ-

IxI| {0} xI {1} x1I ) — (1) Vy eI | Mibiusband

X XJ-

IXI| ({0} xI)U(Ix{0}) | ({1} xI)U (Ix{1}) Klein’sche Flasche

R R'%@H

X X/

Von diesen Beispielen ist sicher die Klein’sche Flasche das spektakuldrste. Im verlinkten ex-
ternen Zusatzmaterial bekommen Sie amiisant veranschaulicht, wie die Verklebung in diesem
Fall funktioniert und dass eine Klein’sche Flasche nicht in den R? eingebettet werden kann.

1.5 Produkte und Summen

Definition 1.69. Sei ((X;, Oi))z‘ ¢ eine Familie topologischer Riume und sei X := [];c; X;. Dann
ist die Produkttopologie auf X als die Initialtopologie beziiglich der Familie (7t;)ic; der kanonischen
Projektionen rt; : X — X; definiert, also als die grobste Topologie auf X, beziiglich derer alle t; stetig
sind. Wenn nicht anders vermerkt, werden wir X kiinftig stets mit der Produkttopologie versehen und
den Produktraum der topologischen Riaume X; nennen.

Da die Situation von Definition 1.69 diejenige von Definition 1.49 spezialisiert, erhalten wir an
dieser Stelle das folgende Korollar von Proposition 1.50:

Korollar 1.70 (Stetigkeitskriterium fiir die Produkttopologie). Sei ((X;, Oi>)z‘ ¢ eine Familie to-
pologischer Riume und sei X := [];c; X; der Produktraum beziiglich der kanonischen Projektionen
i« X — X;. Seien weiter (X', O') ein topologischer Raum und g : X' — X eine Abbildung. Dann



https://www.youtube.com/watch?v=AAsICMPwGPY
https://www.youtube.com/watch?v=AAsICMPwGPY
https://www.youtube.com/watch?v=AAsICMPwGPY
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sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(i) g ist stetig.
(ii)  Fiirallei € I ist die Verkniipfung 7t; o g stetig.
Definition 1.71. Sei ((X;, Oi))i . eine Familie topologischer Riume und sei X := [];c; X; der Pro-

duktraum beziiglich der kanonischen Projektionen m; : X — X;. Genau dann heifst eine Teilmenge
E C X eine Elementarmenge, wenn E = [];c; U; gilt mit

(Ey) Fiirallei € IgiltU; C X;.
0
(Ey) Fiirfastallei € Iist U; = X;.

Ist in der Situation von Definition 1.71 einer der topologischen Riume X; leer, so auch der
Produktraum X und wir sehen @ C @ als Elementarmenge an.

Proposition 1.72. Sei ((X;, Oi))i o1 eine Familie topologischer Riume und sei X := [];c; X; der Pro-
duktraum beziiglich der kanonischen Projektionen 7t; : X — X;. Dann ist die Menge & der Elementar-
mengen von X eine Basis der Produkttopologie.

Beweis. Nach Definition 1.69 und (1.3) ist U;c; 77; 1(0;) eine Subbasis der Produkttopologie.
Weiter gilt fiir ein beliebiges U; € O;
 firi— i
() =TTV mit V= {”f e
jel X; furj#i.

Die Mengen in £ sind genau die endlichen Durchschnitte solcher Mengen und die Proposition
folgt aus Korollar 1.41. O

Korollar 1.73. Sei ((X;, Oi))i .| ¢ine Familie topologischer Riume und sei X := [];c; X; der Produk-
traum beziiglich der kanonischen Projektionen rt; : X — X;. Dann ist fiir jedes x € X die Menge

Ex)={Uef|xelU}
eine Umgebungsbasis von x.

Beweis. Folgt sofort aus Proposition 1.46 und Proposition 1.72. O

Proposition 1.74. Sei ((X;, Oi))i . eine Familie topologischer Riume und sei X := [];c; X; der Pro-
duktraum beziiglich der kanonischen Projektionen mt; : X — X;. Dann gelten die folgenden Aussagen:
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(a) Fiirallei € I sind die kanonischen Projektionen 7; offen.

(b) Sind U; C X; fiirallei € 1, so gilt

ITu =1t

i€l i€l
Beweis. Ohne Einschrankung gelte X; # @ fiir alle i € I; sonst ist nichts zu zeigen.

Wir zeigen nun zunéchst Behauptung (a). Nach Proposition 1.72 ist die Menge & der Element-
armengen von X eine Basis der Produkttopologie und nach Proposition 1.43 ist die Projektion
7; genau dann offen, wenn fiir eine beliebige Elementarmenge E € £ das Bild 7;(E) offen in X;
ist. Sei also E € &£ gegeben. Nach Definition 1.71 gibt es dann eine endliche Teilmenge Is, C I
und Teilmengen U; C X; fiir alle i € I, mit

0

U fiirj € I,
E=TV;, mitv;:={J /€ n
jEI X] fur] % Iﬁn.

Fiir ein beliebiges i € I folgt
mi(E) = U fir l € lhin, C X,
X; furi ¢ Ig, 0
und somit die Offenheit von 7;, also Behauptung (a).

Zum Beweis von Behauptung (b) setzen wir U := [ ];c; U;. Nach Korollar 1.73 und Teil (b) von
Proposition 1.15 gilt

xelU <= firalleE€&(x)gitENU#Q (1.5)
fiir ein beliebiges x € X. Es folgt die Behauptung

u=T1a,

denn: Sei dafiir zunachst x = (x;);c; € U. Fiir ein beliebiges i € I und eine beliebige offene
Umgebung V; C X; von x; setzen wir V; := X; fiir alle j # i. Dann ist offensichtlich [jer Vjeine

0
offene Umgebung von x und in £(x) enthalten. Mit (1.5) folgt
o ([T%) nu=-TIVn )
jel jel
und insbesondere V; N U; # @. Da V; C X; als offene Umgebung von x; beliebig gewahlt war,
0

konnen wir wieder Teil (b) von Proposition 1.15 anwenden und erhalten x; € U;. Insgesamt
folgt x € [T;c; U; und somit die erste Inklusion.

Sei nun umgekehrt x € [T;c; U; und sei E = [[;c; V; € £(x) beliebig. Nach Konstruktion ist V;
fiir jedes i € I eine offene Umgebung von x; € U; nach Teil (b) von Proposition 1.15 gilt also
Vi N U; # @. Es folgt

EnU=]J(Vinl;) #

i€l
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und wegen (1.5) und der Beliebigkeit von E auch x € U, also die zweite Inklusion. #

O]

Definition 1.75 (universelle Eigenschaft des Produktraums). Sei ((X;, O;)), .1 eine Familie topo-
logischer Riume. Wir sagen, ein topologischer Raum (X', O') zusammen mit einer Familie (7])ic;
stetiger Abbildungen 7} : X' — X; erfiillt die universelle Eigenschaft des Produktraums zu
((Xi, 01)) o, wenn zu jedem topologischen Raum (X", 0") und jeder Familie (f;)ic; stetiger Ab-
bildungen f; : X" — X; genau eine stetige Abbildung f : X" — X' mit tio f = f; fiirallei € I
existiert.

Proposition 1.76. Sei ((X;, O;)). o eine Familie topologischer Riume. Dann gelten die folgenden Aus-
sagen:

(@) Der Produktraum X := [];c; X; zusammen mit den kanonischen Projektionen 7t; : X — X; erfiillt

die universelle Eigenschaft des Produktraums zu ((X;, (91'))1. cr

(b) Erfiillt ein topologischer Raum (X', O') zusammen mit einer Familie (71});c; stetiger Abbildungen
i+ X' — X; die universelle Eigenschaft des Produktraums zu ((X;, 0;))._,, so gibt es einen
eindeutig bestimmten Homdoomorphismus g : X' — X = [1;c; X; mit 1, = mjo g fiirallei € I.

X/ §oixX
/1]
) TTi
X

Beweis. Wir zeigen zundchst Behauptung (a). Sei (X”, ©") ein beliebiger topologischer Raum
und (f;)ic eine Familie stetiger Abbildungen f; : X — X;. Die Abbildung

f‘ {XH — X = HieIXi/

X (filx"))ier

erfiillt nach Konstruktion die Bedingung 77; o f = f; und ist stetig nach dem Stetigkeitskri-
terium fiir die Produkttopologie 1.70. Da andererseits aus 7r; o f = f; fiir alle i € I sofort
f(x") = (fi(x"))ier folgt, ist f die einzige derartige Abbildung, so dass wir nachgewiesen ha-
ben, dass X zusammen mit den Projektionen 7t; die universelle Eigenschaft des Produktraums
zu ((X;, Oi))iel erfullt.

Zum Beweis von Behauptung (b) betrachten wir nun einen topologischer Raum (X', O’), der
zusammen mit einer Familie (77});c; stetiger Abbildungen 77} : X’ — X; die universelle Eigen-
schaft des Produktraums zu ((X;, Oi))i . erfllt. Setzen wir X" = X, f; = m;in der universellen
Eigenschaft, so erhalten wir daher eine eindeutig bestimmte stetige Abbildung

h:X— X' mitnjoh=m;firallei € I.
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Umgekehrt erfiillt aber nach Teil (a) auch der Produktraum X die universelle Eigenschaft. Set-
zen wir X" = X/, f; = m} in der universellen Eigenschaft, so erhalten wir eine eindeutig be-
stimmte stetige Abbildung

¢:X' - X mitmog=n firallei € I.
Insgesamt ist die Verkettung g o h : X — X eine stetige Abbildung und gentigt der Bedingung
mio(goh) = (mjog)oh=rloh=m,.

Nach der nach Teil (a) giiltigen universellen Eigenschaft des Produktraums X fir X" = X,
fi = m; ist g o h mit diesen Eigenschaften eindeutig; andererseits werden diese offensichtlich
auch von der Identitdt idx erfiillt. Es folgt g o h = idx, analog auch /1 o ¢ = idx’ und zusammen
die Hom6omorphie von g. O

Bemerkung 1.77. Nach Proposition 1.76 ist der Produktraum bis auf eindeutige Homdomorphie ein-
deutig bestimmt. Die Philosophie dahinter ist, dass die universelle Eigenschaft selbst bereits alle topolo-
gischen Informationen enthilt. Es ist daher moglich, Sitze iiber Produktriume unter Verwendung der
universellen Eigenschaft und ohne Verwendung der expliziten Konstruktion der Produkttopologie zu
beweisen, so etwa die Homdomorphie

Xi x Xp x X322 (X1 x Xp) x X322 Xp % (X2 x X3).

Nachdem wir nun das Konzept des Produktraums studiert haben, wollen wir als nachstes den
Summenraum einfithren und untersuchen dafiir die disjunkte Vereinigung gegebener topolo-
gischer Rdume naher.

Bemerkung 1.78. Fiir eine Familie (X;);c; von Mengen bezeichnet
HXZ' = U(Xl X {Z})
i€l iel

die disjunkte Vereinigung der X;. Es gibt kanonische Inklusionen

x = (%))

fiir jedes j € 1. Insbesondere gilt
HXZ' = Uielli(Xi>'
iel

Hiiufig identifiziert man X; mit 1;(X;) und schreibt x € [1;c; X; statt 1;(x) € [ i1 Xi-

Definition 1.79. Sei ((X;, Oi))iel eine Familie topologischer Riaume und sei X := [[;c; X;. Dann
ist die Summentopologie auf X als die Finaltopologie beziiglich der Familie (1;);c; der kanonischen
Inklusionen 1; : X; — X definiert, also als die feinste Topologie auf X, beziiglich derer alle 1; stetig sind.
Wenn nicht anders vermerkt, werden wir X kiinftig stets mit der Summentopologie versehen und den
Summenraum (bzw. Koproduktraum) der topologischen Riume X; nennen.
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Da die Situation von Definition 1.79 diejenige von Definition 1.57 spezialisiert, erhalten wir an
dieser Stelle das folgende Korollar von Proposition 1.58:

Korollar 1.80 (Stetigkeitskriterium fiir die Summentopologie). Sei ((X;, O;)), ¢ ¢ine Familie to-
pologischer Riume und sei X = [[;c; X; der Summenraum beziiglich der kanonischen Inklusionen
ti » X; — X. Seien weiter (X', O") ein topologischer Raum und g : X — X' eine Abbildung. Dann sind
die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(i)  giststetig.
(ii)  Fiirallei € I ist die Verkniipfung g o 1; stetig.

Bemerkung 1.81. Sei ((X;, 0;)). ¢ eine Familie topologischer Riume und sei X := [ [;e; X; der Sum-
menraum beziiglich der kanonischen Inklusionen 1; : X; — X. Fiir eine beliebige Teilmenge U C X gilt
dann nach Konstruktion

UCX <= 1 U)€O,firaleicl. (1.6)
0

1

Die Inklusionen 1; : X; — X sind alle offen,

denn: Fiir ein fest gewihltes i € 1 sei U; C X; gegeben. Dann gilt
0

U, fiirj =i,
@ fiirj#i

und somit 1;(U;) C X nach (1.6). #
0

€ Ojfiirallej €1

t]-_l(li(uz‘)) = {

Insbesondere gilt 1;(X;) C X fiirallei € I, und es ist X; = 1;(X;) wegen 1.30.
[

Definition 1.82 (universelle Eigenschaft des Summenraums). Sei ((X;, (91'))1. ¢ eine Familie to-
pologischer Riume. Wir sagen, ein topologischer Raum (X', O") zusammen mit einer Familie (1})ic;
stetiger Abbildungen 1, : X; — X' erfiillt die universelle Eigenschaft des Summenraums zu
((Xi, 04)) o, wenn zu jedem topologischen Raum (X", O") und jeder Familie (f;)ic; stetiger Ab-
bildungen f; : X; — X" genau eine stetige Abbildung f : X' — X" mit f oil = f; fiirallei € I
existiert.
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Proposition 1.83. Sei ((X;, 0;)) i) eine Familie topologischer Riume. Dann gelten die folgenden Aus-

sagen:

(@) Der Summenraum X := [[;c; X; zusammen mit den kanonischen Inklusionen 1; : X; — X erfiillt
die universelle Eigenschaft des Summenraums zu ((X;, Oi))i cr

(b) Etfiillt ein topologischer Raum (X', O") zusammen mit einer Familie (1});cy stetiger Abbildungen
i X; — X' die universelle Eigenschaft des Summenraums zu ((X;, O;)),_,, so gibt es einen
eindeutig bestimmten Homoomorphismus g : X = [[;e; Xi — X' mit 1; = g oy fiirallei € I.

X §in X!
/1]
L l;
X

Beweis. Wir zeigen zunichst Behauptung (a). Sei (X”, ©") ein beliebiger topologischer Raum
und (f;);e; eine Familie stetiger Abbildungen f; : X; — X”. Wegen X = U;c;4:(X;) und der In-
jektivitdt der Inklusionen ¢; ist eine wohldefinierte Abbildung f : X = [T;c; X; — X" gegeben,
wenn wir fiir allei € [

f(ll'(xi>) = ﬂ(xi) fur x; € X;

setzen. Diese erfiillt die Bedingung f o 1; = f; nach Konstruktion und ist stetig nach Proposition
1.58. Da andererseits aus f o = f; fiir alle i € I sofort f(i;(x;)) = fi(x;) fir alle x; € X;
und alle i € I folgt, ist f die einzige derartige Abbildung, so dass wir nachgewiesen haben,
dass X zusammen mit den Inklusionen /; die universelle Eigenschaft des Summenraums zu
((Xi, 01)),, erfillt.

Behauptung (b) zeigt man analog zum Beweis von Proposition 1.76. O

Proposition 1.84. Sei ((X;, (91-))1. o eine Familie topologischer Riume, sei X := [ ;1 X; als Menge
und sei O eine Topologie auf X. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) O ist die Summentopologie auf X.
(i) Firallei € List 1;(X;) C X offen und es gilt O; = 1;1(0).
(ili) Fiirallei € Iist ;;(X;) C X abgeschloffen und es gilt O; = 1;7*(O).

(iv) Fiirallei € I ist 1; offen und es gilt O; = 17 1(O).

Beweis. Gelte zunédchst (i). Nach Bemerkung 1.81 gilt dann einerseits direkt
4(Xi) € X

und andererseits

O={UcCX|;HU) € O;firallei € I}. (1.7)
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Aus letzterem erhalten wir durch Urbildnehmen unter den jeweiligen Inklusionen ¢;
GHO) = {7 (U) | U € X mit ' (U) € O fiirallei € 1} C 0.

Umgekehrt gilt U := 1(U;) € X mit l]»_l(U) = U; € O, fir ein beliebiges U; € O;. Wegen
7N U) = @ € O fiir alle i # j folgt

lj_l(O) = 0]
und somit (ii).

Gelte nun (ii). Fiir ein beliebiges j € I gilt
l](X]) =X~ UiGI\{j}li(Xi) % X
X

und zusammen mit (ii) somit (iii).

Nun gelte (iii). Fiir beliebige i € I und U; € O, gibt es dann ein U € O mit U; = 11.‘1(1,[), Es
folgt
(U) = 4 (7N (U)) = U N u(X) X

und somit die Offenheit von ¢;, zusammen mit (iii) also (iv).

Gelte schliefilich (iv). Zu zeigen gilt es (1.7). Sei dafiir zundchst U € O. Dann gilt nach (iv)
sofort L;l(U) € O; fir alle i € I und somit die erste Inklusion. Ist umgekehrt U C X mit
;H(U) € O firallei € I, so gilt

u=._,(unax)) =, u6 W)

Letzteres ist in O enthalten, da Llfl(lj) in O; liegt und ¢; nach (iv) offen ist. Es folgt die zweite
Inklusion und insgesamt (1.7), also (i). O

Definition 1.85. Seien (X, O) und (X', 0') topologische Riume, R C X ein Unterraum und h :
R — X' eine stetige Abbildung, die wir in diesem Kontext die Anheftungsabbildung nennen wollen.
Sei weiter X 11 X' der Summenraum beziiglich der kanonischen Inklusionen 1 : X — (X II X') und
/X — (X X') und sei ~ die auf X 11 X' von 1(r) ~ i'(h(r)) erzeugte Aquivalenzrelation. Dann
heifst

X Uy X = (XIIX') /-
der Raum, der aus X' durch Anheften von X via h entsteht.

Bemerkung 1.86. (a) Da in der Situation von Definition 1.85 keine zwei Punkte von X' miteinander
identifiziert werden, ist die kanonische Abbildung

X & XX = X U, X

injektiv, so dass wir X' als Teilmenge von X' Uy, X auffassen kinnen. Vermage der Stetigkeit von
h kann man nun zeigen, dass die Unterraumtopologie von X' C X' Uy, X mit der urspriinglichen
Topologie auf X' iibereinstimmt, so dass X' auf kanonische Weise ein Unterraum von X' Uy, X ist.
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(b) Der angeheftete Raum X iiberlebt die Anheftung im Allgemeinen nicht unbeschadet: Zwar ist

()

X \ Rals Teilmenge von X' Uy, X noch vorhanden — und wenn R etwa offen oder abgeschlossen ist,
auch mit der richtigen Topologie — der topologische Raum X selbst kann aber unter der kanonischen
stetigen Abbildung

XS XOX — X Uy X

sehr verindert werden: Ist etwa X' = {x'} ein einzelner Punkt, so gilt 1(r) ~ /' (x') fiiraller € R,
so dass in X' Uy, X ganz R zu einem Punkt zusammengezogen wird.

XEO T <O

X XUpX

Ist allerdings h ein Homoomorphismus von R auf einen Teilraum R' C X', so ist natiirlich
X Up X = XUy X'

Nach der obigen Uberlequng sind in diesem Fall beide Riume X, X' als kanonische Teilriume in
X" Uy, X enthalten. Das Anheften ist in diesem Fall die Selbstverklebung des Summenraums X 11X’
lings h gemif$ Definition 1.66.

Abschlieflend zu diesem Thema betrachten wir noch ein Beispiel, das die Idee des Anheftens
schon veranschaulicht:

Beispiel 1.87 (Anheften eines Henkels an eine 2-Sphére). Seien einerseits X eine Kreiszylinder-
mantelfliche und R C X die Vereinigung der berandenden Kreise von X und andererseits X' eine
2-Sphiire, aus der zwei disjunkte Durchschnitte mit offenen 3-Biillen entfernt wurden, und R C X' die
Vereinigung der Rinder dieser Durchschnitte. Fiir einen beliebigen Homoomorphismus h : R — R’ ist
der Raum, der durch Anheften von X an X' via h entsteht, homdomorph zu einem Torus.

XupX




KAPITEL 2

Eigenschaften topologischer Raume

2.1 Zusammenhang

Definition 2.1. Ein topologischer Raum X heifit zusammenhdngend, wenn er nicht der Summen-
raum zweier disjunkter nichtleerer Teilrdume ist.

Proposition 2.2. Fiir einen topologischen Raum X sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) X ist nicht zusammenhingend.

(ii)  Es gibt nichtleere offene Teilmengen @ # O1,0, C X mit X = 01UO;.
0
(iii) Es gibt nichtleere abgeschlossene Teilmengen @ # A1, Ap C X mit X = A1UA,.
a
(iv) Es gibt eine abgeschloffene Teilmenge © # U C X.

(v)  Es gibt eine nichtkonstante stetige Abbildung f : X — {0,1}gjsk.

Beweis. Gilt (i), so gibt es nach Definition 2.1 zwei Teilrdume
D # U, U CX mitlU; NUy; =@ und X = U; I Up = U;UUL.
Nach Proposition 1.84 gilt Uy, U, € X und somit (ii).
[

Gelte nun (ii), gebe es also @ # 01,0, C X mit X = O1UO,. Setzen wir dann A; := X \ O; fur
0
i€{l,2},s0gilt® # A, Ay C Xund X = A1UAy, also (iii).
a

Gilt (iii), so gibtes @ # A1, Ay C X mit X = A1UA;. Setzen wir U := A;, so ist U abgeschlossen
a

und nichtleer, wegen X \. U = Aj aber auch offen und ungleich ganz X. Es folgt (iv).

37
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Nun gelte (iv). Dann gibt es ein abgeschloffenes @ # U C X. Wir definieren eine Abbildung

X = {0,1}gisks

f: 1 firxe U,
X
0 flirx ¢ U.

Da nach Konstruktion U und X \ U beide offen und nichtleer sind, ist diese Abbildung stetig
und nichtkonstant, so dass (v) folgt.

Gelte schliefilich (v), so dass es eine nichtkonstante stetige Abbildung f : X — {0, 1} 4k gibt.
Dann gilt

X = {0y uf({1}),
wobei beide Urbilder nach Konstruktion offen und nichtleer sind. Nach Proposition 1.84 gilt

daher
X=f1({o}) mft({1})
und also (i). d

Beispiel 2.3. (a) In einem diskreten topologischen Raum sind die zusammenhingenden Teilrdume die
leere Menge O sowie die einelementigen Teilrdume.

(b) In einem indiskreten topologischen Raum sind alle Teilrdume (inklusive des gesamten Raumes)
zusammenhingend.

Proposition 2.4. Das Einheitsintervall [0,1] C R ist zusammenhingend.

Beweis. Seien O1,0, C [0,1] mit [0,1] = O1UO,. Nach Konstruktion gilt dann O;,0, C [0,1] C
0 a a

R und mit Teil (b) von Beispiel 1.52 folgt O1, 0, C R. Zudem gilt
a

OL£Q = 1€0;,

denn: Nach dem Vollstandigkeitsaxiom der reellen Zahlen existiert fiir die nichtleere und be-
schrinkte Teilmenge @ # O; C [0, 1] ein Supremum x := sup O;.

Gébe es nun eine Umgebung U von x in R mit U N O = @, so gédbe es nach Definition der
metrischen Topologie auf R ein € > 0 mit U,(x) = (x —¢,x +¢) C U und insbesondere gilte

(x—egx+¢e)N0O =0

Wire nun x — e < y fiir ein y € Oy, so gélte nach Konstruktion von x die Abschitzung x — & <
y < x < x+eundalsoy € Ug(x). Das haben wir soeben ausgeschlossen, so dass x —&¢ > y
tir alle y € Oy gilt, was wegen x — e < x und x = sup O; aber ebenfalls nicht sein kann. Eine
Umgebung U wie angenommen kann es daher nicht geben und jede Umgebung von x in R
trifft die Menge O;. Nach Teil (b) von Proposition 1.15 gilt daher

xeﬁlzoli
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wobei wir O; C R ausgenutzt haben.
a

Wegen O; C [0,1] gibt es ein O; € R mit O; = O1 N [0,1]. Wegen x € O; und der Definition
0 0

der metrischen Topologie gibt es dann ein ¢ > 0 mit U(x) C O;. Wére x # 1, so gilte x < 1
und ohne Einschrankung konnten wir auch x + ¢ < 1, also x + ¢ € [0, 1], erreichen. Es folgte

xX+ee Ol N [0,1] =0
im Widerspruch zu x = sup O;. Es folgt x = 1und also 1 € O;. #

Analog zeigt man
O, 7é © = 1€0,.

Da O und O; nach Annahme disjunkt sind, kann die Zahl 1 nicht in beiden Mengen enthalten
sein. Es folgt O; = @ oder O, = @; es gibt also keine Zerlegung von [0, 1] wie in Aussage (ii)
von Proposition 2.2 und wir haben gezeigt, dass [0, 1] zusammenhéingend ist. ]

In Satz 2.18 werden wir allgemeiner sehen, dass die zusammenhédngenden Teilmengen von R
gerade die (offenen, halboffenen oder abgeschlossenen) Intervalle sind, wobei +oo als Inter-
vallgrenzen zuléssig sind.

Proposition 2.5. Sei X ein zusammenhingender topologischer Raum. Dann gelten die folgenden Aus-
sagen:

(@) Seien X' ein weiterer topologischer Raum und f : X — X' eine stetige Abbildung. Dann ist auch
f(X) zusammenhiingend. Insbesondere ist Zusammenhang eine topologische Eigenschaft.

(b) Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf X. Dann ist auch X / . zusammenhingend.

Beweis. Wir zeigen zundchst Behauptung (a). Da sonst nichts zu zeigen ist, konnen wir ohne
Einschrankung X # @ annehmen. Da das Bild konstanter Funktionen einelementig und somit
trivialerweise zusammenhéngend ist, konnen wir zudem ohne Einschrankung annehmen, f
sei nicht konstant.

Nehmen wir nun an, f(X) wére nicht zusammenhingend. Nach Proposition 2.2 gidbe es dann
eine nichtkonstante stetige Abbildung g : f(X) — {0, 1}4isk. Folglich wére auch die Verkettung
go f: X — {0,1}4sk nichtkonstant und stetig. Wieder mit Proposition 2.2 erhielten wir, dass
auch X nicht zusammenhingend wére, was unserer Voraussetzung widerspricht. Es folgt, dass
f(X) zusammenhingt, also Behauptung (a).

Behauptung (b) folgt unmittelbar aus Aussage (a), da die Projektion p : X — X/ . stetig und
surjektiv ist. O

Beispiel 2.6. In Satz 2.18 werden wir zeigen, dass die reellen Zahlen R (ausgestattet mit der Standard-
topologie) ein zusammenhingender topologischer Raum sind. Die Abbildung

R — R?,
e

x = ()
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ist stetig,

denn: Nach dem Stetigkeitskriterium fiir die Produkttopologie 1.70 ist f genau dann stetig, wenn die
Verkettungen 7ty o f = idg und 7 o f : x +— x? stetig sind. Ersteres ist trivial und letzteres lisst sich
mit dem Begriff der e-6-Stetigkeit aus Bemerkung 1.27 leicht einsehen. #

Nach Proposition 2.5 ist daher die Standardparabel f(R) in R? ebenfalls zusammenhingend.

Proposition 2.7. Fiir einen topologischen Raum X sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) X ist zusammenhingend.

(ii)  Fiir jeden diskreten Raum D sind alle stetigen Abbildungen f : X — D konstant.

Beweis. Sei zunédchst X zusammenhingend. Fiir einen beliebigen diskreten Raum D und eine
beliebige stetige Abbildung f : X — D ist dann f(X) zusammenhingend nach Proposition

2.5. Nach Teil (a) von Beispiel 2.3 ist dann f(X) entweder leer — dann ist auch X leer — oder
einelementig. In beiden Fillen ist f konstant.

Ist umgekehrt X nicht zusammenhingend, so existiert nach Proposition 2.2 eine nichtkonstante
stetige Abbildung f : X — {0, 1}gjsk- O
Proposition 2.8. Sei X ein topologischer Raum, X' ein zusammenhingender Unterraum und U C X
ein weiterer Unterraum mit X' C U C X'. Dann ist auch U zusammenhingend.

Ein Spezialfall dieser Aussage ist, dass der Abschluss eines zusammenhingenden Unterraums wieder

zusammenhingend ist.

Beweis. Der Abschluss von X’ in U ist gegeben durch

N 4= N Anu)*=" N (Amu):( N A)mu:xmu”i u.
A%u Acx ACX
mit X'CA mnx@iArWu) mit X'C A mit X'CA

Wir konnen daher ohne Einschrankung den Spezialfall X = U betrachten. Dann ist
Xcu=X=X

und es gilt nachzuweisen, dass X’ zusammenhéngend ist. Da sonst nichts zu zeigen ist, kénnen
wir dabei ohne Einschrankung X’ # @ annehmen. Wir wahlen nun einen beliebigen diskreten
Raum D und eine beliebige stetige Abbildung f : X’ — D. Dann gilt

126  f(X')CD
C

f(X) C f(x) =" f(X) 22 {d} fiireind € D,

so dass f konstant ist. Nach Proposition 2.7 ist daher X’ zusammenhéngend und die Proposi-
tion bewiesen. O
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Bemerkung 2.9. Durchschnitte und Vereinigungen zusammenhingender Teilmengen sind im Allge-
meinen nicht zusammenhiingend, siehe etwa im folgenden Anschauungsbeispiel in R?:

Die beiden abgeschlossenen Halbkreisbogen (links) bzw. Punkte (rechts) sind jeweils zusammenhingend,
ihr Durchschnitt (links) bzw. ihre Vereinigung (rechts) aber nicht.

Proposition 2.10. In einem beliebigen topologischen Raum X gelten die folgenden Aussagen:

(@) Ist (X;)ies eine Familie zusammenhiingender Teilraume von X mit (;e; Xi # @, so ist Ui Xi
zusammenhingend.

(b) Ist (X;)iew eine abzihlbare Familie zusammenhiingender Teilrdume von X mit X; N Xjpq1 # @
fiirallei € IN, so ist ;e Xi zusammenhingend.

(c) Ist (X;)!, eine endliche Familie zusammenhingender Teilriume von X mit X; N Xjyq1 # @ fiir
allei € {1,...,n— 1}, s0ist Ui X; zusammenhingend.

Beweis. Zum Beweis von Behauptung (a) betrachten wir einen beliebigen diskreten Raum D
und eine beliebige stetige Abbildung f : U;c; Xi — D. Nach Voraussetzung existiert ein
u € ey Xi- Sei zudem x € Ui X, etwa x € X; fiirein j € I. Dann gilt x, u € X;. Nach Voraus-
setzung ist X; zusammenhéngend. Da die Einschrédnkung f|x, nach Proposition 1.54 stetig ist,
ist sie daher nach Proposition 2.7 auch konstant; insbesondere gilt f(x) = f(u). Da x € U;c; Xi
beliebig gewdhlt war, ist die Abbildung f selbst auch konstant. Da diese Argumentation nicht
von der Wahl des diskreten Raums D abhéngt, folgt wieder mit Proposition 2.7, dass ;< X
zusammenhédngt, also Behauptung (a).

Wir tiberpriifen nun Behauptung (b) und zeigen dafiir, dass die Teilrdume
n
Y,:=JX; firneN
i=1
zusammenhdngend sind. Dem ist tatsdchlich so,

denn: Fiir n = 1 stimmt dies nach Voraussetzung. Fiir ein beliebiges n € IN gilt aber
Y1 = YnUXypr und Yy N Xyp1 2 X N Xy # .

Da X1 nach Voraussetzung zusammenhédngt, folgt daher aus dem Zusammenhang von Y
mit Aussage (a) derjenige von Y;, 1. #
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Nach Konstruktion gilt weiter

UXi=UJYs und N YW2Xi2XiNXy #Q.
ieN nelN nelN

Wieder konnen wir Aussage (a) anwenden und erhalten Behauptung (b).

Schliefilich folgt Behauptung (c) sofort aus Aussage (b), wenn wir X; := X, fur allei > n
setzen. ]

Satz 2.11. Sei (X;)ic; eine Familie nichtleerer topologischer Riaume. Dann sind die folgenden beiden
Aussagen idquivalent:

(i) X :=Tlie Xi ist zusammenhingend.

(ii)  Fiirallei € I ist X; zusammenhingend.

Beweis. Gelte zundchst (i), sei also X zusammenhdngend (und nichtleer). Da nach Definition

1.69 die kanonischen Projektionen 71; : X — X; fiir alle i € I stetig sind, ist somit nach Proposi-
tion 2.5 auch 7;(X) = X; zusammenhéngend und es gilt also (ii).

Nun gelte umgekehrt (ii). Seien a = (a;);c; € X ein beliebiger Punkt, (Y});c; die Familie der
zusammenhdngenden Teilrdume von X, die a enthalten, und Y := Uje 1Y Nach Konstruktion
gilt Nje; Yj 2 {a} # @. Nach Teil (a) von Proposition 2.10 ist somit Y zusammenhéngend und

nach Proposition 2.8 dann auch Y. Weiter gilt
X=Y,
denn: Da £ nach 1.72 eine Basis der Topologie von X ist, gentigt es zu zeigen, dass jede Ele-

mentarmenge E € £ nichtleeren Durchschnitt mit Y hat. Eine beliebige Elementarmenge E € £
lasst sich schreiben als E = [];c; U; mit U; C X; und U; C X; fiir i aus einer endlichen Menge
0

{i1,...,in}. Fir jedes i aus dieser endlichen Menge wihlen wir ein b; € U; und wir setzen
Z1(E) := {x = (xi)ie; € X | x; = b; fiir i € @, x;, € X;, beliebig, x; = a; sonst},
Zz(E) = {x = (xi)z-el e X | x;=b;furi € {i1}, Xi, € Xiz beliebig, X =4a; SOHS’E},

Zn(E) = {x = (xi>l'€[ e X ‘ x; =b;furi € {il,. . -/in—l}r Xi, € Xin beliebig, X; = a; SOI‘lSt}.

Offensichtlich gilt Z;(E) = X;,, so dass Z(E) fir k € {1,...,n} zusammenhangend ist. Weiter
gilt Zy(E) N Zy1(E) # @ furk € {1,...,n — 1} und mit Teil (c) von Proposition 2.10 erhalten
wir, dass auch Z(E) := Uy_; Zx(E) zusammenhéngend ist. Wegen a € Z;(E) C Z(E) ist daher
Z(E) in der Familie (Y;);cj enthalten und es gilt Z(E) C Y. Wir erhalten

YNEDZE)NEDZ E)NE#®
und insgesamt die Behauptung. #

Zusammengenommen folgt, dass X zusammenhéngt, also (i) und somit der Satz. O
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Bemerkung 2.12. Sei (X;);e; eine Familie nichtleerer topologischer Riume und U C [];c; X, so dass
i (U) fiir alle i € I zusammenhingend ist. Da im Allgemeinen U # [1;c; mi(U) gilt, ist U in dieser
Situation nicht zwangslaufig auch zusammenhingend. Wir geben hierfiir ein Anschauungsbeispiel:

Sei X = [0,1] x [0, 1] mit dem Einheitsintervall [0,1] C R und sei

A::{Gl) €eX|x1=x}

die Diagonale.

[0,1] X [0,1]

Die Bilder des Unterraums U := X \. A unter den kanonischen Projektionen erfiillen rr; (U) = [0, 1] =
2 (U) und sind nach Proposition 2.4 insbesondere zusammenhingend. Andererseits gilt

U#X=101] x[0,1] = my(U) x m(U)

und U selbst ist nicht zusammenhingend."

Beispiel 2.13. Torus, Mobiusband und Klein'sche Flasche wie in Beispiel 1.68 sind zusammenhiingend,

denn: Nach Proposition 2.4 ist das Einheitsintervall [0, 1] zusammenhingend, nach Satz 2.11 dann auch
[0,1] x [0,1] und nach Teil (b) von Proposition 2.5 auch die Quotientenriume ([0, 1] x [0,1])/~ nach
den jeweiligen Aquivalenzrelationen. #

Definition 2.14. Ein Weg in einem topologischen Raum X ist eine stetige Abbildung w : [0,1] — X.
Hierbei heifst w(0) der Anfangspunkt und w(1) der Endpunkt von w und man sagt, w fiihre von w(0)
nach w(1). Der topologische Raum X heifit wegzusammenhdngend, wenn es fiir alle x,y € X einen
Weg in X gibt, der von x nach y fiihrt.

Beispiel 2.15. Sei V ein topologischer R-Vektorraum, d.h. V ist ein R-Vektorraum, der gleichzeitig
ein topologischer Raum ist und fiir den Addition und skalare Multiplikation stetig sind. Jeder normierte
RR-Vektorraum ist etwa ein topologischer R-Vektorraum.

(a) Eine Teilmenge X C V heifit konvex, wenn zu je zwei Punkten x,y € X auch die Verbindungs-
strecke {(1 — A)x+ Ay | A € [0, 1]} komplett in X enthalten ist. Ist dies der Fall, so ist fiir je zwei
Punkte x,y € X durch

- 0,1 —X,
A = (1—A)x+ Ay

ein Weg in X gegeben, der von x nach y fiihrt, und X ist wegzusammenhingend.

Man kann leicht zeigen, dass die nichtleeren, disjunkten Teilmengen {(x1,x2) € X | x; < xp} C X offen sind
und sich zu U vereinigen. Dass U nicht zusammenhéngt, folgt dann mit Proposition 2.2.
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(b) Eine Teilmenge X C 'V heifst sternférmig, wenn es einen Punkt x* € X gibt, so dass zu jedem
Punkt x € X auch die Verbindungsstrecke {(1 — A)x + Ax* | A € [0, 1]} komplett in X enthalten
ist. Ist dies der Fall, so ist fiir je zwei Punkte x,y € X durch

03] =X, 31 =X,
w: und w:
A = (1 —2A)x +2Ax* A = (1—(2A=1))x*+(2A - 1)y

ein Weg in X gegeben, der von x nach y fiihrt, und X ist wegzusammenhingend.

Satz 2.16. Jeder wegzusammenhingende topologische Raum ist zusammenhingend.

Beweis. Ohne Einschrankung kénnen wir X # @ annehmen. Ist y € X, so gibt es nach Defini-
tion 2.14 zu jedem x € X einen Weg w, von y nach x. Es gilt dann

X=J{xtc Uuw(l01)cX

xeX xeX

und also auch

X = |J w«([0,1]).

xeX

Zudem ist nach Konstruktion N,cx wx([0,1]) 2 {y} # @. Da [0,1] nach Proposition 2.4 zu-
sammenhdngend ist, gilt dies fiir alle x € X wegen der Stetigkeit von w, und Proposition 2.5
auch fiir wy ([0, 1]) und nach Teil (a) von Proposition 2.10 auch fiir X. O

Beispiel 2.17. Nicht jeder zusammenhiingende topologische Raum ist wegzusammenhingend. Ein Bei-
spiel ist etwa durch den gelochten Kamm gegeben (fiir mehr Details vgl. die entsprechende Ubungsauf-
gabe). Wir setzen

Z::{%\ne]N}g]R,
H:= (Ix{0})u(ZxI) CR?
K:=H=(Ix{0})U(ZxI)u ({0} xI) C R?,

X::K\{<8>} C R>

K heifst der Kamm und X der gelochte Kamm.

I X
o) W
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H ist zusammenhiingend, da H wegzusammenhiingend ist. Wegen H C X C H = K sind nach 2.8
sowohl der Kamm K als auch der gelochte Kamm X zusammenhingend. Man kann jedoch zeigen, dass

es in X keinen Weg von (0) nach (y) gibt, insbesondere ist X nicht wegzusammenhingend.

Satz 2.18. Sei X C R nichtleer. Dann sind die folgenden Aussagen iquivalent:
(i) X ist zusammenhingend.
(i) X ist wegzusammenhingend.

(iii) X ist ein (offenes, halboffenes oder abgeschlossenes) Intervall, wobei £oo als Intervallgrenzen
zuldssig sind.

Beweis. Dass Intervalle als konvexe Mengen wegzusammenhédngend sind, haben wir in Bei-
spiel 2.15 eingesehen, und dass wegzusammenhingende Rdume zusammenhéngend sind, ha-
ben wir in Satz 2.16 bewiesen.

Fiir den Beweis des Satzes gentigt es daher zu zeigen, dass jede nichtleere zusammenhéangende
Teilmenge X C R ein Intervall im Sinne von (iii) ist. Da sich fiir jedes x € R die Menge {x} als
Intervall [x, x] schreiben ldsst, konnen wir dabei ohne Einschrankung |X| > 2 annehmen. Sei
also X C R eine zusammenhéangende Teilmenge mit | X| > 2. Dann gilt

vwyeXmityx<y = [xy] CX, (2.1)

denn: Gélte [x,y] € X, so gdbe eseinz € R~ X mit x < z < y und wir kénnten X disjunkt
zerlegen in
X = (XN (—00,2))U(X N (z,00)).

Beide Mengen wiren nach Konstruktion offen und nichtleer, da x in der ersten Menge und y in
der zweiten Menge enthalten wére. Mit Proposition 2.2 folgte entgegen unserer Annahme, das
X nicht zusammenhinge. Es folgt [x, y] C X und somit die Behauptung. #

Sei nun z € (inf X, sup X), wobei wir —co als Infimum und +oco als Supremum zulassen. Nach
Definition von Infimum und Supremum gibt es dann x,y € X mitinfX < x <z <y <sup X.
Insbesondere gilt

@.1)
z€[x,y] € X firallez € (inf X, sup X)

und also
(inf X, sup X) C X.

Es folgt, dass X ein Intervall im Sinne von (iii) ist; ob X offen, halboffen oder abgeschlossen ist,
héngt dabei davon ab, ob das Infimum bzw. das Supremum von X in X enthalten sind. O

Korollar 2.19 (allgemeiner Zwischenwertsatz). Seien X ein zusammenhingender topologischer
Raum, f : X — Reine stetige Abbildung, x,y € X mit f(x) < f(y) undc € Rmit f(x) < c < f(y).
Dann existiert ein z € X mit f(z) = c.
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Beweis. Da X zusammenhéngend ist, gilt dies wegen der Stetigkeit von f und Teil (a) von Pro-
position 2.5 auch fiir f(X) C R. Nach Satz 2.18 ist daher f(X) ein Intervall; insbesondere gilt

ce[f(x), f)] € f(X). ]

In Satz 2.16 haben wir gesehen, dass jeder wegzusammenhéngende topologische Raum auch
zusammenhdngend ist, und in Beispiel 2.17, dass umgekehrt nicht jeder zusammenhéangende
topologische Raum auch wegzusammenhingend ist. In Satz 2.18 haben wir allerdings eingese-
hen, dass im speziellen Fall nichtleerer Teilraume der reellen Zahlen eine Aquivalenz zwischen
den beiden Begriffen besteht. In Satz 2.23 werden wir zeigen, dass dies an einer besonderen
Eigenschaft von R liegt. Zuvor wollen wir diese aber erst einfiihren.

Definition 2.20. Ein topologischer Raum X heifit lokal (weg-)zusammenhdngend, wenn es zu jedem
x € X eine Umgebungsbasis aus offenen, (weg-)zusammenhingenden Umgebungen von x gibt.

Bemerkung 2.21. Nach Definition 2.20 und Satz 2.16 ist offenbar jeder lokal wegzusammenhingende
topologische Raum lokal zusammenhingend.

Beispiel 2.22. Nicht jeder wegzusammenhiingende topologische Raum ist lokal wegzusammenhiingend
und nicht jeder zusammenhingende topologische Raum ist lokal zusammenhiingend,

denn: Der Kamm aus 2.17 ist zusammenhingend, aber nicht lokal zusammenhiingend (Details siehe
Ubungen). #

Andererseits ist auch nicht jeder lokal wegzusammenhingende topologische Raum wegzusammenhin-
gend und nicht jeder lokal zusammenhiingende topologische Raum zusammenhingend,

denn: Nach Konstruktion der metrischen Topologie 1.11 ist jede offene Teilmenge von R" mit n € IN
beliebig lokal wegzusammenhingend und nach Bemerkung 2.21 also auch lokal zusammenhingend. Die
Behauptung folgt, da es offene Teilmengen in R" gibt, die nicht zusammenhingend und somit nach Satz
2.16 auch nicht wegzusammenhingend sind, so etwa geeignete disjunkte Vereinigungen zweier offener
n-Biille. #

Satz 2.23. Sei X ein lokal wegzusammenhingender topologischer Raum. Dann sind die folgenden Aus-
sagen dquivalent:
(i) X ist zusammenhingend.

(i) X ist wegzusammenhingend.

Beweis. Da wir in Satz 2.16 bereits gezeigt haben, dass wegzusammenhingende topologische
Rdume stets zusammenhingend sind, geniigt es zum Beweis des Satzes zu zeigen, dass zu-
sammenhdngende und lokal wegzusammenhidngende topologische Rdume wegzusammen-
hédngend sind.

Sei also X ein zusammenhdngender und lokal wegzusammenhéngender topologischer Raum.
Ohne Einschrankung gelte X # @. Dann gibt es ein u € X und wir setzen

U:={x € X | es gibt einen Weg von 1 nach x} # @.
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Dann ist U offen,

denn: Da X nach Voraussetzung lokal wegzusammenhangend ist, existiert zu jedem x € U eine
offene, wegzusammenhidngende Umgebung V, von x in X. Fiir ein beliebiges y € V, gibt es
daher einen Weg von x nach y in X. Da es nach Konstruktion von U aber auch einen Weg von u
nach x in U C X gibt, existiert in Verkettung dieser Wege einen Weg von u nach y in X. Wieder
nach Konstruktion von U folgt y € U und somit V, C U. Es folgt U € U(x). Da x € U beliebig
gewdhlt war, erhalten wir die Offenheit von U nach Bemerkung 1.6. #

U ist aber auch abgeschlossen,

denn: Da X nach Voraussetzung lokal wegzusammenhéangend ist, existiert zu jedem x € X \ U
eine offene, wegzusammenhidngende Umgebung V, von x in X. Lage ein beliebiges y € V, in
U, so fiihrte nach Konstruktion von U ein Weg von u nach y in X und in Verkettung auch ein
Weg von u nach x in X, was im Widerspruch zu unserer Annahme x € U implizierte. Es folgt
y € W~ Ufiralley € Vi, also Vy € X\ U. Mit der analogen Argumentation wie im Beweis
der Offenheit von U folgt die Offenheit von X ~\ U und somit die Abgeschlossenheit von U. #

Insgesamt ist U eine nichtleere, abgeschloffene Teilmenge des zusammenhéngenden topologi-
schen Raums X. Nach Proposition 2.2 gilt daher U = X und X ist wegzusammenhé&ngend nach
Konstruktion von U. O

Definition 2.24. In einem topologischen Raum X heif$t zu einem beliebigen Punkt x € X die Menge

Kx):= |J U
xeldCX
zusammenhingend

die Zusammenhangskomponente von x.

Proposition 2.25. Sei X ein nichtleerer topologischer Raum. Dann gelten die folgenden Aussagen:
(a) Fiiralle x € X ist K(x) zusammenhiingend und abgeschlossen.

(b) X ist die disjunkte Vereinigung seiner Zusammenhangskomponenten, es gilt also

X = |JK(x) und fiirallex,y € X gilt entweder K(x) = K(y) oder K(x) N K(y) = @.

xeX

(c) Hat X nur endlich viele Zusammenhangskomponenten, so ist X der Summenraum derselben.

(d) Ist U C X abgeschloffen mit x € U, so gilt K(x) C U. Ist U zusitzlich zusammenhingend, so
Qilt K(x) = U.

Beweis. Wegen
K2 |J U und N U2{x}#0

xelUCX xelUCX
zusammenhdngend zusammenhangend
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folgt mit Teil (a) von Proposition 2.10 der Zusammenhang von K(x). Nach Proposition 2.8 ist
dann auch K(x) zusammenhéngend und wegen x € K(x) folgt mit Definition 2.24 sofort

K(x) € K(x) € K(x)
und somit die Abgeschlossenheit von K(x). Insgesamt haben wir so Behauptung (a) gezeigt.

Zum Nachweis von Behauptung (b) stellen wir zunachst fest, dass X trivialerweise die Ver-
einigung seiner Zusammenhangskomponenten ist und wir nur noch die Disjunktheit zeigen
miissen. Dafiir betrachten wir x,y € X mit K(x) N K(y) # @. Da K(x) und K(y) nach Aussage
(a) zusammenhingen, ist dann nach Teil (a) von Proposition 2.10 auch K(x) U K(y) zusammen-
hiangend. Mit x € K(x) U K(y) und Definition 2.24 folgt K(x) U K(y) C K(x) und insbesondere
K(y) € K(x). Analog zeigt man K(x) € K(y) und also K(x) = K(y) und erhilt insgesamt
Behauptung (b).

Hat X nur endlich viele Zusammenhangskomponenten Kj, . . ., K, mit einem n € IN, so ist nach
Aussage (a) fiir ein beliebiges i € {1,...,n} die endliche Vereinigung

n
g& < X
1

i

——

abgeschlossen und also

n
K2x Uk cx

=1 ’
j#i
offen. Behauptung (c) folgt nun mit Proposition 1.84.

Abschlieflend zeigen wir nun Behauptung (d) und betrachten dafiir eine abgeschloffene Teil-
menge U C X mit x € U. Gilte K(x) € U, so wére

K(x) = (K(x) nU)U(K(x) N (X \U))

eine disjunkte Zerlegung von K(x) in nichtleere, offene Teilraume von K(x), was im Wider-
spruch zum in Aussage (a) gezeigten Zusammenhang von K(x) stiinde und also nicht sein
kann. Folglich gilt K(x) C U. Ist U zusatzlich zusammenhéngend, so gilt K(x) C U C K(x)
und also K(x) = U nach Definition 2.24. Insgesamt haben wir Behauptung (d) gezeigt. O

Beispiel 2.26. Im Teilraum
1
X::{E|n€]N}U{O} CR

ist fiir jedes n € IN die Menge {%} offensichtlich zusammenhiingend und abgeschloffen und somit
nach Teil (d) von Proposition 2.25 eine Zusammenhangskomponente von X. Da X nach Teil (b) von
Proposition 2.25 die disjunkte Vereinigung seiner Zusammenhangskomponenten ist, folgt, dass auch
{0} eine Zusammenhangskomponente von X ist. Die Zusammenhangskomponente {0} ist nicht offen
in X,
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denn: Sonst giibe es eine offene Umgebung U von 0 in R mit U N X = {0}, was nicht sein kann, da
(1) new eine Nullfolge ist und es also fiir jedes € > 0 ein Element 0 # + € U(0) N X gibt. #

Insgesamt haben wir eingesehen, dass X abzihlbar unendlich viele Zusammenhangskomponenten be-
sitzt, von denen genau eine nicht offen ist.

In der folgenden Proposition 2.27 zeigen wir, dass in lokal zusammenh&dngenden topologischen
Rdumen stets alle Zusammenhangskomponenten offen sind:

Proposition 2.27. Sei X ein topologischer Raum. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) X st lokal zusammenhingend.

(i) Fiiralle® # U C X sind die Zusammenhangskomponenten offen.
0

Ist dies der Fall, so sind insbesondere die Zusammenhangskomponenten von X offen und X ist der
Summenraum seiner Zusammenhangskomponenten.

Beweis. Ohne Einschrankung sei X # @.

Nun gelte zunéchst (i), sei also X lokal zusammenhdngend. Weiter sei K eine Zusammenhangs-
komponente einer Menge @ # U C X und sei x € K. Nach (i) existiert dann eine offene, zu-

0
sammenhdngende Umgebung V C U von x, insbesondere gilt x € V C K C U. Wegen U C X
0

ist V auch in U offen, so dass K eine Umgebung von x in U ist und somit x € K nach nach Teil
(a) von Proposition 1.15. Da x € K beliebig gewéhlt war, erhalten wir K = K und somit die
Offenheit von K in U nach Bemerkung 1.13. Hiermit ist (ii) gezeigt.

Nun gelte umgekehrt (ii), sei x € X beliebig und U eine offene Umgebung von x. Nach (ii) ist
die Zusammenhangskomponente von x in U offen in U und wegen U C X auch offen in X.

[
Es folgt, dass x eine Umgebungsbasis aus offenen, zusammenhéngenden Umgebungen besitzt.
Da x € X beliebig gewahlt war, folgt (i). O

Abschliefiend fiir diesen Abschnitt wollen wir uns nun noch ein Werkzeug beschaffen, mit dem
wir zeigen konnen, dass bestimmte topologische Rdume nicht zueinander homéomorph sind.

Proposition 2.28. Seien X, X' topologische Riume mit X # @ und f : X — X' ein Homdomorphis-
mus. Dann induziert f eine Bijektion
7 {Zusammenhangskomponenten von X} — {Zusammenhangskomponenten von X'},
K — f(K).
Beweis. Nach Teil (a) von Proposition 2.25 ist jede beliebige Zusammenhangskomponente K

von X zusammenhingend. Nach Teil (a) von Proposition 2.5 ist daher auch das Bild f(K) von
K unter der stetigen Abbildung f zusammenhéngend. Fiir ein beliebiges x’ € f(K) ist folglich
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ganz f(K) in der Zusammenhangskomponente K'(x") von x” in X’ enthalten. Da f bijektiv ist,
erhalten wir daraus

K= fH(f(K)) € fH(K'(x))
und da f~! stetig ist, ist f ~!(K'(x")) nach Teil (a) von Proposition 2.5 wieder zusammenhan-
gend. Da K als Zusammenhangskomponente von X gewdhlt war, folgt K = f~!(K'(x’)) und
also f(K) = K’(x’). Da X und X’ nach Teil (b) von Proposition 2.25 jeweils die disjunkte Verei-

nigung ihrer Zusammenhangskomponenten sind und f bijektiv ist, folgt die Bijektivitdt auch
von f. O

Bemerkung 2.29. Nach Proposition 2.28 ist die Anzahl der Zusammenhangskomponenten eine topo-
logische Invariante. Offensichtlich eignet sie sich jedoch nicht zur Unterscheidung zusammenhingender
Riume. Ein hierbei hilfreicher Trick ist, geeignete Teilmengen zu entfernen, denn ist f : X — X' ein
Homdomorphismus, so fiir jede Teilmenge U C X auch

FINNIW . x U X F(U).

Beispiel 2.30. (a) Fiir n > 2 beliebig gilt R" 2 R,

denn: Einerseits ist R . {0} als disjunkte Vereinigung zweier nichtleerer offener Teilmengen nach
Proposition 2.2 nicht zusammenhingend, hat also mehr als eine Zusammenhangskomponente. An-
dererseits ist R" ~. {x'} fiir ein beliebiges x" € R" als offensichtlich wegzusammenhiingende Men-
ge nach Satz 2.16 auch zusammenhiingend und hat also genau eine Zusammenhangskomponente.
Gibe es einen Homoomorphismus f von R nach R", so nach Bemerkung 2.29 auch einen von
R~ {0} nach R" . {f(0) }, was wegen der unterschiedlichen Anzahl von Zusammenhangskom-
ponenten nach Proposition 2.28 aber nicht sein kann. #

(b) [0,1) 2 (0,1),

denn: Einerseits ist [0,1) ~ {0} = (0,1) nach Satz 2.18 zusammenhiingend, hat also genau eine
Zusammenhangskomponente. Andererseits ist (0,1) . {x"} fiir ein beliebiges x' € (0,1) als dis-
junkte Vereinigung zweier nichtleerer offener Teilmengen nach Proposition 2.2 nicht zusammen-
hingend, hat also mehr als eine Zusammenhangskomponente. Giibe es einen Homdomorphismus f
von [0,1) nach (0,1), so nach Bemerkung 2.29 auch einen von [0,1) ~. {0} nach (0,1) ~ {f(0)},
was wegen der unterschiedlichen Anzahl von Zusammenhangskomponenten nach Proposition 2.28
aber nicht sein kann. #

(c) Sei fiir alle n > 2 mit St,, C R? die Vereinigung von n paarweise verschiedenen Geraden durch
einen gemeinsamen Punkt x € R? bezeichnet. Dann gilt St, % Sty fiir je zwei n,m > 2 mit

n#m,

denn: Einerseits hat St, \ {x} offensichtlich genau 2n Zusammenhangskomponenten. Anderer-
seits hat St,, . {x'} fiir ein beliebiges x" € St,, entweder genau 2m # 2n Zusammenhangskompo-
nenten — niimlich dann, wenn x' der Punkt ist, in dem sich die m paarweise verschiedenen Geraden
von Sty treffen — oder genau 2 # 2n Zusammenhangskomponenten — nimlich immer sonst. Gibe
es einen Homdomorphismus f von St, nach Sty,, so nach Bemerkung 2.29 auch einen von St, \. {x}
nach Sty ~ { f(x)}, was wegen der unterschiedlichen Anzahl von Zusammenhangskomponenten
nach Proposition 2.28 aber nicht sein kann. #
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2.2 Konvergenz

Ein wichtiger Begriff in der Analysis ist die Konvergenz von Folgen. Fiir eine Folge (x,)nen
von Punkten in einem metrischen Raum (X, 4) gilt bekanntlich:

(xn)nen konvergiert gegen x € X, in Zeichen: lim x, = x
n—oo

< fiirallee¢ > 0 gibtesein N = N(¢) € Nmitd(x,, x) < efiirallen > N 22)
<= fiirallee > 0 gibtesein N = N(¢) € INmit x, € U,(x) fiir allen > N.

In der letzten Formulierung lasst sich dies auf beliebige topologische Raume tibertragen.

Definition 2.31. Fiir eine Folge (x,)nc von Punkten in einem topologischen Raum X sagen wir:
(xn)new konvergiert gegen x € X, in Zeichen: lgn X, =X
n—o0
<= fiiralle U € U(x) gibtesein N = N(U) € N mit x, € U fiirallen > N.

Bemerkung 2.32. In allgemeinen topologischen Riumen ist der Konvergenzbegriff weniger aussage-
kriftig als in metrischen Riumen. So kann eine Folge auch gegen mehrere Punkte konvergieren,

denn: Fiir jeden Punkt x in einem nichtleeren indiskreten Raum Xinqisk it U (x) = { Xindisk }, S0 dass
in Xindisk jede Folge gegen jeden Punkt konvergiert. #

Analog zum Vorgehen in der Analysis definieren wir:

Definition 2.33. Seien X, X' topologische Riume, f : X — X' eine Abbildung und x € X ein Punkt.
Dann sagen wir:

f ist folgenstetigin x <= fiir jede gegen x konvergente Folge (x)nenw C X
konvergiert (f(xn))nen C X' gegen f(x).

In der Analysis zeigt man an dieser Stelle das Folgenkriterium fiir die Stetigkeit einer Abbil-
dung zwischen metrischen Rdumen in einem Punkt. In der Sprache von Bemerkung 1.27 lautet
dieses: Fiir metrische Rdume (X, d), (X', d’), eine Abbildung f : X — X’ und einen Punkt x € X
gilt:

fiste-o-stetiginx <= f ist folgenstetig in x.
In allgemeinen topologischen Raumen gilt das Folgenkriterium nicht:
Proposition 2.34. Seien X, X' topologische Riume, f : X — X' eine Abbildung und x € X ein Punkt.
Wir betrachten die beiden Aussagen:
(i)  fiststetigin x.
(i)  f ist folgenstetig in x.
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Dann gilt: Aussage (i) impliziert Aussage (ii), aber nicht umgekehrt.

Beweis. Gelte zundchst Aussage (i), sei also f stetig in x, so dass nach Definition 1.25 fiir je-
des U’ € U(f(x)) zwangslaufig f~1(U’) € U(x) gilt. Nun betrachten wir eine Folge (x;)nen
in X mit lim, X, = x. Nach Definition 2.31 gibt es dann fiir alle U’ € U(f(x)) ein
N = N(f~Y(U')) € Nmitx, € f1(U) und also f(x,) € U’ fiir alle n > N. Wieder nach
Definition 2.31 folgt somit lim, .« f(x,) = f(x), also Aussage (ii).

Um zu zeigen, dass Aussage (i) nicht aus Aussage (ii) folgt, gentigt es offenbar, topologische
Rdume X, X', einen Punkt x € X und eine in x folgenstetige aber nicht stetige Abbildung
f : X — X’ anzugeben. Die Menge der Funktionen [0,1] — [—1,1] ldsst sich als Produktraum
[Ticpo,11[—1, 1] auffassen. Wir wihlen als topologischen Raum X den Unterraum der stetigen
Funktionen darin.? Wir wollen die Konvergenz von Folgen in X verstehen. Sei dafiir allgemein
((xni)ier) e €ine Folge in einem Produktraum [;c; X; und (xi)ie1 € ITier Xi ein Punkt. Dann
ilt:
i ,}g{}o(x”'i)i@ = (xi)iel <~ nlgl;lo Xni— Xi firallei € I,

denn: Es gilt:

Bm (xi)ier = (xi)iel

2L firalleU € U((xi)ies) gibtesein N = N(U) € N mit (xy;)ie; € U fiirallen > N
L2 figralle E € E((xi)ier) gibtesein N = N(E) € Nmit (xy;)ie; € E fiirallen > N
L viel xeU; C X; 3N = N(Uj) € N: (xy)ies € 71; (Uj) fiar allen > N

<~ Vjel, U cU(xj))IN=N(U;) e N:x,; € Ufarallen > N

2L lim xn,j — xj firallej € I.

n—oo

#

Die Konvergenz von Folgen in unserem Raum von Funktionen X ist also nichts anderes als
die gewohnliche punktweise Konvergenz; genauer gilt fiir eine Folge (¢ )nenw € X und einen
Punkt ¢ € X:
lim ¢, = ¢ <= lim ¢n(i) = @(i) furalle i € [0, 1].

Als topologischen Raum X’ wahlen wir nun den Raum L?([0,1]) der quadratintegrierbaren
Funktionen auf [0,1]. Die Topologie auf X’ ist dann die durch die L>-Norm ||-||,2 induzierte
metrische Topologie und die Konvergenz von Folgen in X’ wie in (2.2) definiert. Da stetige
Funktionen auf Kompakta stets quadratintegrierbar sind, ldsst sich X kanonisch in X’ einbet-
ten. Die zugehorige Einbettungsabbildung ¢ : X — X' ist folgenstetig in jedem ¢ € X,

denn: Sei (¢, )new eine punktweise gegen ¢ € X konvergente Folge von Funktionen in X. Das (-
Bild der Folge in X’ stimmt identisch mit der urspriinglichen Folge tiberein. Da die Funktionen

2Als Menge stimmt X dann mit der Einheitskugel im Banachraum C([0,1]) iiberein — die Topologie ist jedoch
eine vollig andere.
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@y fiir alle n betragsmiflig durch die konstante Funktion ¢; = 1 beschrédnkt sind, konnen wir
den Satz von der majorisierten Konvergenz anwenden und erhalten

lim [|g — @[ =0

und insbesondere die Konvergenz gegen ¢ der Bildfolge in X'. Die Behauptung folgt nun mit
Definition 2.33. #

Andererseits ist ; in der in X enthaltenen konstanten Funktion ¢y = 0 nicht stetig,

denn: Eine Umgebungsbasis von ¢ in X ist nach Korollar 1.73 durch die Elementarmengen
in £(¢o) gegeben, eine Umgebungsbasis von ¢y im metrischen Raum X’ offensichtlich durch
{Ue(¢o) | € € Rso}. Wire ¢ stetig in ¢, so gidbe es daher nach Proposition 1.47 fiir jedes
e > 0ein E € E(¢pp) mit E C U:(¢po). Andererseits gibt es nach Definition 1.71 fiir jedes fest
gewihlte E € £(¢o) eine endliche Teilmenge [0, 1)g, = {i1,...,in} C [0,1], auBerhalb derer die
Funktionswerte von ¢ € E frei — und insbesondere beliebig nahe an der Eins — wéhlbar sind.

(i)

ol i 12 13 4 is 171

Fiir jedes noch so kleine § > 0 gibt es daher in E Funktionen ¢ mit

1
/ o(i)2di > 1.
0

Somit ist fiir hinreichend kleine ¢ > 0 kein E € &(¢o) in U¢(¢o) enthalten, was im Widerspruch
zu unserer zuvor gezeigten Aussage steht. Es folgt, dass ¢ in ¢g nicht stetig sein kann. #

Insgesamt haben wir ein giiltiges Gegenbeispiel konstruiert und somit gezeigt, dass Aussage
(i) nicht aus Aussage (ii) folgt. O

In Satz 2.79 werden wir nach dem Studium geeigneter Abzahlbarkeitseigenschaften Bedingun-
gen angeben, unter welchen das Folgenkriterium gilt. Indem wir genauso vorgehen wie im
Kontext der e-0-Stetigkeit und den Begriff der Folgenstetigkeit in die Sprache der Filter tiber-
setzen, wird es uns aber zunédchst in Proposition 2.39 gelingen, in allgemeinen topologischen
Rdumen ein Analogon des Folgenkriteriums anzugeben. In Anlehnung an Definition 1.33 defi-
nieren wir dafiir zunéchst:

Definition 2.35. Sei X ein topologischer Raum. Fiir zwei Filter F, F' auf X sagen wir:
F ist feiner als F' (bzw. F' ist groberals F) :<— F' C F.
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Nun kénnen wir einen Konvergenzbegriff einfiihren.
Definition 2.36. Seien X ein topologischer Raum, F ein Filter auf X und x € X ein Punkt. Dann
sagen wir:
F konvergiert gegen x (in Zeichen: F — x) <= F ist feiner als der Umgebungsfilter U (x)
<~ Ux)CF.
Gibt es fiir einen Filter F auf X ein x € X mit F — x, so nennen wir F konvergent.
Beispiel 2.37. (a) Seien X ein beliebiger topologischer Raum und x € X ein beliebiger Punkt. Dann
konvergiert der Umgebungsfilter U (x) nach Definition 2.36 trivialerweise gegen x.

(b) Sei Xinaisk der indiskrete Raum auf einer beliebigen Menge X. Dann ist fiir einen beliebigen Punkt
x € X der Umgebungsfilter durch U (x) = { X} gegeben. Nach Teil (a) konvergiert der Filter { X}
in diesem Fall also entgegen unserer Anschauung gegen jedes beliebige x € X. In Proposition 2.96
werden wir zeigen, dass unter zusitzlicher Annahme geeigneter Trennungseigenschaften in einem
topologischen Raum jeder konvergente Filter gegen genau einen Punkt konvergiert.

(c) Sei Xingisk der indiskrete Raum auf einer beliebigen Menge X, F ein beliebiger Filter auf X und
x € Xindisk ein beliebiger Punkt. Dann konvergiert F gegen x,

denn: Nach Teil (b) gilt U(x) = {X}, so dass jeder Filter F auf Xinqisk feiner als U (x) ist. Die
Behauptung folgt nun mit Definition 2.36. #

Proposition 2.38. Seien X, X' Mengen, F ein Filter auf X und f : X — X' eine Abbildung. Dann ist
foF:={U C X' |esgibtein F € Fmit f(F) CU'}

ein Filter auf X' mit Basis {f (F) | F € F} und heifit der Bildfilter von F unter f.

Beweis. Offensichtlich gentigt es zu zeigen, dass B := {f(F) | F € F} eine Filterbasis ist.

Tatséchlich erfiillt B Axiom (FBy),

denn: Wegen f(X) € B gilt B # @ und wegen @ ¢ F gilt @ ¢ B. #

Zudem erfillt B Axiom (FB,),

denn: Nach Definition von B gibt es fiir beliebige B, B’ € B Filterelemente F,F’ € F mit B =
f(F) und B" = f(F'). Nach (F;) gilt F N F' € F und somit einerseits f(F N F’) € B nach
Definition von B. Andererseits gilt

f(ENF)CF(F)n f(F)=BNB
und zusammen somit die Behauptung. #

Insgesamt haben wir die Proposition nachgewiesen. O

Proposition 2.39. Seien X, X' topologische Riume, x € X und f : X — X' eine Abbildung. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:
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(i)  f ist stetigin x.
(ii)  Fiir jeden Filter F auf X mit F — x gilt f.F — f(x).
(i) fU(x) > f().

Beweis. Gelte zundchst (i), sei also f stetig in x. Sei nun weiter F ein Filter auf X mit 7 — x,
also mit ¢ (x) C F nach Definition 2.36. Dann gilt auch

U(f(x)) € fuF,

denn: Sei U € U(f(x)) beliebig. Wegen der Stetigkeit von f in x gilt dann f~1(U) € U(x) C F.
Da trivialerweise auch f(f~1(U)) C U gilt, folgt U € f..F nach Definition des Bildfilters 2.38
und insgesamt die Behauptung. #

Nach Definition 2.36 folgt f.F — f(x) und somit Aussage (ii).
Dass aus (ii) Aussage (iii) folgt, ist trivial.
Schliefslich gelte (iii). Dann folgt

Ueu(fx) = f(U)eul),

denn: Wegen f,U(x) — f(x) und Definition 2.36 gilt U (f(x)) C fild(x). Jedes U € U(f(x))
liegt also auch in f.U(x). Nach Definition des Bildfilters 2.38 gibt es daher ein V' € U(x) mit
f(V) C U. Nach Urbildnehmen unter f erhalten wir V C f~1(U) mit V € U(x) und also
f1(U) € U(x) nach Axiom (F). #

Nach Definition 1.25 ist das die Stetigkeit von f in x und also Aussage (i). O

Proposition 2.40. Sei (X;);cs eine Familie topologischer Riume und sei X := [;c; X; der Produk-
traum beziiglich der kanonischen Projektionen 1r; : X — X;. Weiter sei F ein Filter auf X und
x = (x;)ier € X ein Punkt. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

i F—x

(i) ()« F — xfiirallei € L.

Beweis. Gelte zunéchst (i), also / — x. Nach Konstruktion der Produktopologie sind die Pro-
jektionen ; fiir alle i € I stetig. Nach Proposition 2.39 gilt daher (77;).F — 7;(x) = x; fiir alle
i € I, also (ii).

Gelte umgekehrt (ii), also (71;)«F — x; fiir alle i € I. Es gilt F — x zu zeigen, was nach
Definition 2.36 dquivalent zu U (x) C F ist. Nach Korollar 1.73 ist die Menge £(x) der Ele-
mentarmengen in X, die x enthalten, eine Umgebungsbasis von x, so dass es gentigt £(x) C F
zu zeigen. Ein beliebiges E € £(x) ist von der Form

E= ]’[ui mit U; C X; furallei € I und U; = X fiir fast allei € I,
iel 0
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so dass es eine endliche Menge I, C I gibt mit U; = X, fir allei € I \ Is,. Wegen x € E
und U; C X; ist U; fur alle i € I eine Umgebung von x;. Nach (ii) und Definition 2.36 gilt also

0

U; € (1;).F firalle i € I und nach Proposition 2.38 gibt es ein F; € F mit 77;(F;) C U; und also
auch F; C 7t; *(U;) fiir alle i € I. Es folgt

E:ﬂni_l(ui)gﬂl-} > F
i€lgn i€lgn

und somit E € F nach (F). O

In der Analysis zeigt man das folgende Kriterium fiir Bertihrpunkte: Fiir einen metrischen
Raum (X, d), eine Teilmenge X’ C X und einen Punkt x € X gilt

x € X <= esgibteine Folge (x,),cn in X' mit x), — x.
In der folgenden Proposition 2.41 iibersetzen wir diese Aussage in die Sprache der Filter und
verallgemeinern sie so auf allgemeine topologische Rdume:
Proposition 2.41. Seien X ein topologischer Raum, X' C X eine Teilmenge und x € X ein Punkt.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
G xeX.

(i)  Es gibt einen Filter auf X, der eine Basis in X' besitzt und gegen x konvergiert.

Beweis. Fiir den Beweis konnen wir offensichtlich ohne Einschriankung X' # @ annehmen.

Gelte zunichst (i), sei also x ein Berithrpunkt von X’. Dann ist
B={X'nu|UelU(x)} CPX)
eine Filterbasis,

denn: Nach Teil (b) von Proposition 1.15 gilt X’ N U # @ fiir ein beliebiges U € U (x) und
somit @ ¢ B. Da der Umgebungsfilter ¢/ (x) nach Axiom (F;) nichtleer ist, folgt B # @, so
dass insgesamt B Axiom (FBy) erfiillt. Da der Umgebungsfilter ¢/ (x) nach Axiom (F3) zudem
paarweise Durchschnitte seiner Elemente enthilt, gilt

X'nU)NX'Nnv)y=X'NnUNV) €B firbeliebige (X' NU), (X' NV) € B,
so dass B insbesondere Axiom (FB;) erfiillt. #
Der nach dem Filterbasiskriterium 1.48 zu B gehorige Filter ist

F={FCX| esgibtein B€ BmitB C F}
={F C X | esgibtein U € U(x) mit (X' N U) C F}.

Offensichtlich gilt dann ¢ (x) C F und nach Definition 2.36 konvergiert F gegen x. Insgesamt
haben wir Aussage (ii) hergeleitet.
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Sei nun umgekehrt F ein Filter wie in (ii) und B C P(X’) eine Basis von F. Wegen F — x gilt
U(x) C F nach Definition 2.36, so dass ein beliebiges U € U (x) auch in F enthalten ist. Nach
Definition 1.44 und (FB;) gibt es daherein @ # B € B C P(X’) mit B C U. Insgesamt folgt

®+#B=(BnU)C (X NU).

Da U € U(x) beliebig gewdhlt war folgt Aussage (i) nach Teil (b) von Proposition 1.15. O

Definition 2.42. Seien X ein topologischer Raum, F ein Filter auf X und x € X ein Punkt. Dann
sagen wir:
x ist ein Beriihrpunkt von F <= x¢€ (| F.

Proposition 2.43. Seien X ein topologischer Raum, F ein Filter auf X und x € X ein Punkt. Dann
gelten die folgenden Aussagen:

(a) Konvergiert F gegen x, so ist x ein Beriihrpunkt von F.

(b) Ist x ein Beriihrpunkt von JF, so gibt es einen Filter F O Fmit F— x

Beweis. Zum Beweis von Behauptung (a) betrachten wir ein beliebiges U € U/ (x). Wegen F —
x und Definition 2.36 gilt dann U € U(x) C F und mit (F;) und (F3) fiir F also

©#UNFeF furalleF € F.

Da U € U(x) beliebig gewahlt war, folgt mit Teil (b) von Proposition 1.15
x€F firalleFe F
und mit Definition 2.42 somit, dass x Bertihrpunkt von F ist, also Behauptung (a).
Wir zeigen nun Behauptung (b). Sei dafiir x ein Beriihrpunkt von F. Dann ist
B:={UNF|UecU(x)und F € F}
eine Filterbasis,
denn: Nach Definition 2.42 und Teil (b) von Proposition 1.15 gilt
UNF#® furalleU € U(x)undalle F € F.

Da U(x) und F als Filter nach (F;) beide nicht leer sind, folgt hieraus, dass B Axiom (FBj)
erfillt. Da U (x) und F als Filter Axiom (F3) gentigen, erfiillt B auch (FB;). #

Der nach dem Filterbasiskriterium 1.48 zu B gehorige Filter F ist nach Konstruktion feiner als
F und feiner als U (x). Behauptung (b) folgt mit Definition 2.36. O

Definition 2.44. Sei X eine Menge und F ein Filter auf X. Dann sagen wir:

Fist ein Ultrafilter auf X : <= F ist ein maximales Element in der Menge aller Filter auf X
<= fiiralle Filter G auf X mit G O F gilt G = F.
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Aus Proposition 2.43 und Definition 2.44 folgt sofort:

Korollar 2.45. Seien X ein topologischer Raum, F ein Ultrafilter auf X und x € X ein Punkt. Dann
sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(i)  xist ein Beriihrpunkt von F.

i) F - x.

Beispiel 2.46. Seien X eine Menge und x € X ein Punkt. Dann ist
F={UCX|xelU}
ein Ultrafilter,

denn: Man sieht leicht, dass F die Axiome (Fy)-(Fs) erfiillt und also ein Filter ist. Wire nun G ein
weiterer Filter auf X mit G D F, so gibe es ein U € G mit x ¢ U. Wegen {x} € F C G und der
Giiltigkeit von (F3) in G folgte dann @ = U N {x} € G, was der Giiltigkeit von (Fy) in G widerspriiche
und somit nicht sein kann. #

Proposition 2.47 (Verfeinerungskriterium). Seien X eine Menge, F ein Filter auf X und U C X
mit X \ U ¢ F. Dann gibt es einen Filter F auf X mit 7 O F und U € F.

Beweis. Die Menge
B:=FU{UNF|FeF}

ist eine Filterbasis,

denn: Es gilt B # @, da F nach (F;) nichtleer ist. Und gélte @ € B, so gdbe es ein F € F
mit U N F = @ und also F C X ~\ U. Nach (F,) folgte dann entgegen unserer Voraussetzung
X~ U € F.Esgilt daher @ ¢ B und insgesamt erfiillt B Axiom (FBj).

Seien nun V3, V, € B. Dann gilt
Vinv, fur V1, V, € F,

VinV=svin(Unk)=UnN(ViNk) fuirVi e F, Vo, =UNFkKmitk € F,
(UﬁFl)ﬁ(llﬂPz):Uﬂ(FlﬂFz) furvilUn b, Vo =UNEmitF,F € F.

Da F Axiom (F3) erfiillt, liegt somit V; N V; in allen drei Féllen in B, so dass B Axiom (FBy)
erfiillt. #

Der nach dem Filterbasiskriterium 1.48 zu B gehorige Filter F ist nach Konstruktion feiner als
Fundenthdlt U = U N X. O

Proposition 2.48 (Ultrafilterkriterium). Fiir eine Menge X und einen Filter F auf X sind die folgen-
den Aussagen dquivalent:

(i)  F ist ein Ultrafilter auf X.
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(ii)  Fiir jedes U C X ist (entweder) U € F oder X \ U € F.

Beweis. Gelte zundchst (i), sei F also ein Ultrafilter. Sei weiter U C X beliebig. Waren U und
X \ U beide in F enthalten, so auch @ = U N (X \ U), da F als Filter Axiom (F3) erfillt.
Ohne Einschrankung liege also X ~\ U nicht in F. Nach dem Verfeinerungskriterium 2.47 gibt
es dann einen Filter £ mit F C Fund U € F. Da F Ultrafilter ist, folgt F = F nach Definition
2.44. Insbesondere gilt dann U € F und wir haben (ii) gezeigt.

Gelte umgekehrt (ii), sei also fiir jedes U C X entweder U oder X \ U in F enthalten. Sei weiter
G ein Filter auf X mit G O F und sei U € G beliebig. Gélte U ¢ F, so wire nach Voraussetzung
X~UeFCGundalso® = UnN (X~ U) € G, was nicht sein kann, da G als Filter Axiom
(Fp) erfllt. Daher gilt U € F und somit 7 = G. Nach Definition 2.44 ist somit F ein Ultrafilter,
es gilt also (i). O

Korollar 2.49. Seien X, X' Mengen, F ein Ultrafilter auf X und f : X — X' eine Abbildung. Dann
ist der Bildfilter f.F ein Ultrafilter auf X'.

Beweis. Sei U’ C X' beliebig. Nach dem Ultrafilterkriterium 2.48 fiir den Filter f,F geniigt es
zu zeigen, dass entweder U’ oder X’ \ U’ in f, F liegt. Nach Voraussetzung ist F ein Ultrafilter
und mit dem Ultrafilterkriterium 2.48 fiir F liegt entweder U := f~}(U’) oder X \ U in F.Im
Fall U € F gilt

fu)y=f(fiun)) cu
und also U’ € f.F nach (F,). ImFall X \ U € F gilt
fXNU)=f(X~fFHU)) =f(FH X \U)) cx'\Uu

und also X' \ U’ € f, F nach (F). O

Satz 2.50. Seien X eine Menge und F ein Filter auf X. Dann gibt es einen Ultrafilter F auf X, der F
enthiilt.

Beweis. Die Menge
Msr:={GFilterauf X | G O F}

ist halbgeordnet durch , C* und nichtleer wegen F € M5 . Fiir eine beliebige totalgeordnete
Teilmenge M von M5 r ist dann

SM):=J ¢
GeM

eine obere Schranke in M- £,

denn: Nach Konstruktion gilt S(M) O G D F fiir alle G € M, so dass es geniigt zu zeigen,
dass S(F) ein Filter auf X ist.

S(M) erfiillt Axiom (F;), da S(M) eine Vereinigung von Filtern ist und diese (F;) gentigen,
also @ ¢ S(M) und X € S(M) gilt.
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S(M) erfiillt Axiom (F,), denn nach Konstruktion von S(M) gibt es fiir jedes S € S(M) ein
G € Mmit$§ € G.Da G Axiom (F,) geniigt, folgt U € G C S(M) fiirjedes S C U C X.

S(M) erfillt Axiom (F3), denn fiir beliebige S1,S, € S(M) gibt es nach Konstruktion Filter
G1,G2 € M mit $; € Gy und Sy € Go. Da M nach Voraussetzung totalgeordnet ist, konnen wir
ohne Einschrankung G; C G, annehmen und erhalten S1, Sy € G,. Da G, als Filter Axiom (F3) .
geniigt, gilt schlieflich $; N S, € G, € S(M). # [

Insgesamt haben wir hiermit verifiziert, dass wir in unserer Situation das aus der Linearen Al-
gebra bekannte Zorn’sche Lemma anwenden diirfen und erhalten, dass M5 ein maximales

Element F enthilt; dieses ist ein Ultrafilter. ]

Korollar 2.51. Seien X eine Menge und F ein Filter auf X. Dann gilt
F= N 6

FCG Ultra-
filter auf X

Beweis. Nach Satz 2.50 ist die rechte Seite nichtleer und nach Konstruktion ist dann die linke
Seite in der rechten Seite enthalten.

Um umgekehrt zu zeigen, dass die rechte Seite in der linken Seite enthalten ist, gentigt es
offenbar zu zeigen, dass es fiir jedes U C X mit U ¢ F einen Ultrafilter G auf X mit G O F
und U ¢ G gibt. SeialsoU C X mitU = X \ (X ~ U) ¢ F.Nach dem Verfeinerungskriterium
2.47 gibt es dann einen Filter # O F auf X, der X \ U enthélt, und nach Satz 2.50 gibt es dann
einen Ultrafilter G O F D F auf X, der ebenfalls X ~. U enthilt. Da G als Filter die Axiome (Fp)
und (F3) erfiillt, folgt U ¢ G und somit die Behauptung. O

2.3 Kompaktheit

Definition 2.52. Seien X ein topologischer Raum, U C X eine Teilmenge und (U;)c; eine Familie
von Teilmengen von X. Dann sagen wir:

(U,);er heift Uberdeckung von U <= UC U u;.
icl

(U;) e heifit offene Uberdeckung von U = UC U U; mit offenen U, fiir alle i € .
i€l

(U;) ey heifst endliche Uberdeckung von U <= U C U U; mit einer endlichen Menge 1.
i€l

Eine Uberdeckung (U;)ie; von U mit | C I nennen wir eine Teiliiberdeckung von (U, ).

In der Analysis zeigt man den Satz von Heine-Borel,® laut dem fiir ein beliebiges n € IN eine
Teilmenge U C R" genau dann beschrankt und abgeschlossen ist, wenn jede offene Uber-

3In der Analysis definiert man zumeist Kompaktheit durch Beschranktheit und Abgeschlossenheit und weist
mit dem Satz von Heine-Borel dann die Eigenschaft nach, mit der wir in der folgenden Definition 2.53 den Kom-
paktheitsbegriff einfithren. Wir verfahren umgekehrt und zeigen den Satz von Heine-Borel nach dem Studium
geeigneter Trennungseigenschaften im weiteren Verlauf dieses Kapitels als Satz 2.99.
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deckung von U eine endliche Teiliiberdeckung besitzt. In allgemeinen topologischen Riumen
ist diese Aussage nicht korrekt, inspiriert uns jedoch zu folgender Definition:

Definition 2.53. Ein topologischer Raum X heifit (iiberdeckungs-)kompakt, wenn jede offene Uber-
deckung von X eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Bemerkung 2.54. In der Literatur nennt man gelegentlich die von uns in Definition 2.53 eingefiihrte
Eigenschaft ,quasikompakt” und fordert fiir Kompaktheit noch die zusitzliche Giiltigkeit geeigneter
Trennungseigenschaften.

Proposition 2.55. Seien X ein topologischer Raum und U C X eine Teilmenge. Dann sind die folgen-
den beiden Aussagen dquivalent:

(i) U ist kompakt.

(ii)  Fiir jede offene Uberdeckung von U in X existiert eine endliche Teiliiberdeckung.

Beweis. Gelte zunichst (i) und sei (U;);c; eine offene Uberdeckung von U in X, gelte also U C
Uier Ui mit U; C X fiir allei € I. Dann gilt
0

u=un Ju=Junu).

i€l i€l
Nach (i) ist U kompakt und nach den Definitionen 2.52 und 2.53 gibt es daher eine endliche

Teilmenge If, C I mit

u={Junuw)

i€ lgn

und also U C Ujep, U;. Da (Uj);e; als offene Uberdeckung von U beliebig gewéhlt war, folgt
Aussage (ii).

Gelte umgekehrt (ii) und sei (U;);c; eine offene Uberdeckung von U (in U), gelte also U =
Uie; Ui mit U; C U fiir alle i € 1. Nach Konstruktion der Unterraumtopologie 1.51 gibt es dann

[
fiir jedes i € I eine Teilmenge O; C X mit U; = O; N U. Es folgt U C |J;c; O; und nach (i) gibt
0
es sogar eine endliche Teilmenge I, € I mit U C Uiy, O;. Insgesamt erhalten wir so

u=un U O, = U(Uﬂoi): U u;

i€l i€lin i€l

und nach Definition 2.53 die Kompaktheit von U, also Aussage (i). O

Beispiel 2.56. (a) Ist X eine Menge und O eine endliche Topologie auf X, so ist (X, O) kompakt. Ins-
besondere sind Xinqisk und jeder endliche Teilraum eines beliebigen topologischen Raumes kompakt.
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(b) Der diskrete Raum Xgisx zu einer gegebenen Menge X ist genau dann kompakt, wenn X endlich
ist,

denn: Dass endliche topologische Riume kompakt sind, haben wir schon in Aussage (a) eingesehen.
Umgekehrt besitzt fiir Xgis kompakt die offene Uberdeckung Xgisk = Uyex{x} eine endliche
Teiliiberdeckung, so dass X endlich sein muss. #

Proposition 2.57. Das Einheitsintervall [0,1] C R ist kompakt.

Beweis. Wir betrachten [0, 1] als Unterraum der reellen Zahlen R. Sei nun (U;);c; eine offene
Uberdeckung von [0,1] in R und sei

X :={x €[0,1] | [0, x] ldsst sich durch endlich viele U; iiberdecken} C R.

Dann ist X von der Form [0, ¢) oder [0,#] mit0 <t <1,

denn: Offensichtlich gilt 0 € X. Sind weiter x € X undy € Rmit0 <y < x, so folgt y € X nach
Konstruktion von X. Die Behauptung folgt nun wie in Satz 2.18. #

Die meisten dieser Intervalle kommen fiir X jedoch nicht infrage:

Fall 1: X = [0,¢) fiir ein 0 < t < 1. Nach Voraussetzung gébe es dann ein j € [ mit t € U; und
daher auch ein e > 0 mit [t —¢,t] C U; N [0,1]. Wegen t — & € X liefe sich [0, — ¢] durch end-
lich viele U; tiberdecken. Fiigten wir U; zu diesen endlich vielen Mengen hinzu, so erhielten
wir nach Konstruktion eine endliche Uberdeckung von [0, t], so dass entgegen unserer Annah-
me auch ¢ in X lage. Dieser Fall kann also nicht eintreten.

Fall 2: X = [0,t] fiir ein 0 < t < 1. Nach Voraussetzung gébe es dann ein j € I mit t € U,
und daher auch ein e > 0 mit [t,¢ +¢] C U; N [0,1]. Wegen t € X lieSe sich [0, t] durch endlich
viele U; tiberdecken. Fiigten wir U; zu diesen endlich vielen Mengen hinzu, so erhielten wir
nach Konstruktion eine endliche Uberdeckung von [0, t + €], so dass entgegen unserer Annah-
me auch t + ¢ in X lage. Dieser Fall kann also ebenfalls nicht eintreten.

Es folgt X = [0, 1] und insbesondere 1 € X. Nach Konstruktion von X folgt dann die Proposi-
tion. ]

Analog zum Vorgehen in der Analysis defininieren wir einen weiteren Kompaktheitsbegriff:

Definition 2.58. Ein topologischer Raum X heifst folgenkompakt, wenn jede Folge in X eine konver-
gente Teilfolge hat.

Ein klassisches Ergebnis der Analysis besagt, dass kompakte metrische Riume folgenkompakt
sind — ein bekannter Spezialfall hiervon fiir kompakte Unterrdume der komplexen Zahlen C
ist der Satz von Bolzano-Weierstraf3. In allgemeinen topologischen Rdumen gibt es keinen ein-
fachen Zusammenhang zwischen Kompaktheit und Folgenkompaktheit:

Beispiel 2.59. Kompaktheit und Folgenkompaktheit implizieren sich gegenseitig nicht. Um das zu zei-
gen, geben wir jeweils ein Gegenbeispiel an:
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(a)

(b)

Nicht jeder kompakte topologische Raum ist folgenkompakt: Nach Teil (b) von Beispiel 2.56
ist der endliche diskrete Raum {0, 1} qisx kompakt. Nach dem Satz von Tychonow, den wir in Kiir-
ze und ohne auf dieses Beispiel Bezug zu nehmen als Satz 2.63 zeigen werden, ist dann auch die
Menge X der Funktionen [0,1] — {0,1}, die wir wie im Beweis von Proposition 2.34 mit der
Produkttopologie versehen, kompakt. Aber dieser kompakte topologische Raum X ist nicht folgen-
kompakt,

denn: Analog zu unseren Uberlequngen im Beweis von Proposition 2.34 ist die Konvergenz von
Folgen in unserem Produktraum X nichts anderes als die gewohnliche punktweise Konvergenz.
Zum Beweis unserer Behauptung geniigt es daher zu zeigen, dass es eine Folge in X gibt, so dass
fiir jede Teilfolge die Folge der zugehorigen Funktionswerte in einem jeweils geeigneten Punkt in
[0, 1] nicht konvergiert.

Im Dualsystem ist die Darstellung eines beliebigen x € [0, 1] eine unendliche Folge (a;(x))$>, von
Nullen und Einsen mit

Zu jedem i € IN erhalten wir so ein wohldefiniertes Element a; € X und insgesamt eine Folge
(ai)iew in X. Jeder Teilfolge (a; )rew von (a;)ic ordnen wir nun via

1 fiiri =irmitk € 2N -1,
a;i(y) :== <0 fiiri =iy mitk € 2N,
0 sonst

ein y € [0,1] zu. Nach Konstruktion konvergiert dann die Folge (a; (v))ren der Funktionswerte
am Punkt y € [0,1] nicht und wir haben die Behauptung gezeigt. #

Nicht jeder folgenkompakte topologische Raum ist kompakt: Die erste iiberabzihlbare Ordi-
nalzahl wy ist definitionsgemdfs die iiberabzihlbare Menge aller (hdchstens) abzihlbaren Ordinal-
zahlen. Auf dieser Menge ist durch die €-Relation offensichtlich eine Wohlordnung ,,<” definiert.
Durch letztere wird auf w eine Topologie definiert, die Ordnungstopologie beziiglich , <",

denn: Sei ganz allgemein X eine Menge mit einer Totalordnung ,<". Wir betrachten zwei Symbole
+oo mit —oo < x < +oo fiir alle x € X und erweitern X zu X := XU{+oo}. Die Menge

B:={(a,b)|abe Xmita<b}

erfiillt offensichtlich die Axiome (By) und (By) und ist nach dem Basiskriterium 1.40 also Basis
einer eindeutig bestimmten Topologie auf X. #

Ist nun (a;);c eine beliebige Folge in wy, so ist die beziiglich ,,<” kleinste Ordinalzahl u € w;
mit der Eigenschaft, dass nur endlich viele Folgenglieder grifier als y sind, ein Haufungspunkt
dieser Folge,

denn: Da abzihlbare Vereinigungen abzihlbarer Mengen wieder abzihlbar sind, gibt es eine Or-
dinalzahl aus w,, so dass nur endlich viele Glieder von (w;)icw grofier sind. Wegen der Wohl-
geordnetheit von wy beziiglich ,<” hat die Menge solcher Ordinalzahlen ein kleinstes Element
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u. Wire y nun kein Hiufungspunkt, so gibe es eine Umgebung von u, in der nur endlich viele
Folgenglieder ligen. Nach Definition 1.5 konnen wir ohne Einschrinkung annehmen, diese Umge-
bung wire offen, und nach Definition der Ordnungstopologie sogar, dass sie von der Gestalt («, B)
mit o, p € wy und &« < p < P wire. Nach Definition von y lige in («, i) kein Folgenglied, so
dass es nur endlich viele Folgenglieder grofier als & < u giibe. Das steht im Widerspruch dazu,
dass wir y als die kleinste Ordinalzahl mit dieser Eigenschaft gewihlt hatten. Es muss also y ein
Hiiufungspunkt von (a;);c sein. #

In Konsequenz hat («;)iew eine konvergente Teilfolge und nach Definition 2.58 ist wy zusammen
mit der Ordnungstopologie ein folgenkompakter topologischer Raum.

Aber w ausgestattet mit der Ordnungstopologie ist nicht kompakt,

denn: Die Familie der offenen Mengen (—oo, a), wobei w die (hichstens) abzihlbaren Ordinalzahlen
durchliuft, iiberdeckt w1, denn es gilt

wi= {JA{a}= | (—o0,0).

a<wi a<wi

Jede beliebige endliche Teilfamilie enthilt aber nur abzihlbar viele Elemente von wi, so dass wq
nicht kompakt ist. #

In Satz 2.80 werden wir nach dem Studium geeigneter Abzédhlbarkeitseigenschaften Bedingun-
gen angeben, unter denen aus Kompaktheit Folgenkompaktheit folgt. Indem wir den Begriff
der Folgenkompaktheit in die Sprache der Filter iibersetzen, wird es uns aber zunéchst im fol-
genden Kompaktheitskriterium 2.60 gelingen, in allgemeinen topologischen Rdumen ein Ana-
logon dieser Aussage anzugeben:

Satz 2.60 (Kompaktheitskriterium). Sei X ein topologischer Raum. Dann sind die folgenden Aussa-
gen dquivalent:
(i) X ist kompakt.

(i) Ist (Aj)ies eine Familie abgeschlossener Teilmengen von X mit (\;e; A; = @, dann gibt es eine
endliche Teilmenge lg, C I mit (i, Ai = @.

(iii) Jeder Filter aus X hat einen Beriihrpunkt.

(iv) Jeder Ultrafilter auf X konvergiert.

Beweis. Die Aquivalenz der Aussagen (i) und (ii) ergibt sich unmittelbar daraus, dass bei Kom-
plementbildung offene in abgeschlossene Teilmengen tiberfiihrt werden und umgekehrt.

Um aus Aussage (ii) Aussage (iii) zu folgern, nehmen wir nun an, es gilte Aussage (ii) aber
nicht Aussage (iii). Wegen letzterem gébe es dann einen Filter 7 auf X ohne Bertihrpunkt und
nach Definition 2.42 gilte

NF-o.

FeF
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Nach (ii) gédbe es sogar eine endliche Teilmenge F§, C F mit

N F=0

FeFin

Andererseits erfiillt 7 Axiom (F), so dass mit F € Fg, C F auch sein Abschluss F in F
enthalten ist. Da Fyy, endlich ist und F auch Axiom (F3) erfiillt, folgt Npc 7, F € F und somit
im Widerspruch zum oben Gezeigten

N F£0
FeFiin
nach Axiom (F;). Unsere Annahme kann also nicht richtig sein, und aus Aussage (ii) folgt

Aussage (iii).

Gelte nun Aussage (iii) und sein F ein Ultrafilter auf X. Dann hat F einen Beriihrpunkt x und
nach Teil (b) von Proposition 2.43 gibt es einen Filter # O F mit & — x. Nach Definition 2.44
folgt 7 = F und somit F — x, also Aussage (iv).

Gelte schlie8lich Aussage (iv). Wir nehmen an, es gébe eine Familie (A;);c; abgeschlossener
Mengen in X mit (;c; A; = @, so dass der Durchschnitt jeweils endlich vieler solcher Mengen
nichtleer ist. Die Menge

B := {endliche Durchschnitte von Mengen aus (A;)c;}

waire dann eine Filterbasis,

denn: Nach Konstruktion gilte @ ¢ B und B # @, also (FB;y). Da (FB;) offensichtlich ebenfalls
erfiillt wire, folgt die Behauptung. #

Sei F der nach dem Filterbasiskriterium 1.48 zu B gehorige Filter auf X. Nach Satz 2.50 giabe
es nun einen Ultrafilter £ auf X mit £ O F D B. Nach Konstruktion von B folgte

NFcNB<NA=N4=2,

FcF BeB icl icl

so dass F nach Definition 2.42 keinen Beriihrpunkt hitte. Andererseits konvergiert nach (iv)
jeder Ultrafilter auf X, es gabe also ein x € X mit & — x. Nach Proposition 2.43 wire dann
x ein Beriihrpunkt von F, was nach unseren vorherigen Uberlegungen nicht sein kann. Eine
Familie wie oben angenommen kann es daher nicht geben, so dass Aussage (ii) erfuillt ist. [

Korollar 2.61. Sei X ein kompakter topologischer Raum und sei A C X ein abgeschlossener Teilraum.
a

Dann ist auch A kompakt.
Beweis. Wegen A C X gilt fiir alle U C A nach Teil (b) von Beispiel 1.52:
a
UCA — UCX
a a

Nach Aussage (ii) des Kompaktheitskriteriums 2.60 vererbt sich somit die Kompaktheit von X
auf A. O
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Proposition 2.62. Seien X ein kompakter topologischer Raum und f : X — X' eine stetige Abbildung
in einen weiteren topologischen Raum X'. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(@) f(X) ist kompakt.
(b) Ist X' diskret, so ist f(X) endlich.

Beweis. Wir zeigen zunidchst Behauptung (a). Sei dafiir (U;);c; eine offene Uberdeckung von
f(X). Weil die Mengen f~!(U;) wegen der Stetigkeit von f offen in X sind und

X=f1(fx) cfHUu) =Usr

iel iel

gilt, ist (f~1(U;))cr eine offene Uberdeckung von X. Wegen der Kompaktheit von X gibt es
eine endliche Teilmenge Ig, C I mit

X=J fFHu).

i€lgn

Es folgt
fX)=fU FAw)=U rw) c U u,

i€lin i€lin i€l

so dass wir mit (U;);cy, eine endliche Teiliiberdeckung von f(X) gefunden haben. Es folgt die
Kompaktheit von f(X) und somit Behauptung (a).

Nun beweisen wir Behauptung (b). Wegen der Diskretheit von X’ ist nach Konstruktion der
Unterraumtopologie auch f(X) diskret. Wegen der Kompaktheit von X und Aussage (a) ist
f(X) zudem kompakt. Mit Teil (b) von Beispiel 2.56 folgt nun Behauptung (b). O

Satz 2.63 (Satz von Tychonow). Sei (X;);cs eine Familie nichtleerer topologischer Riume und sei
X := [lie1 X;i der Produktraum beziiglich der kanonischen Projektionen rt; : X — X;. Dann sind die
folgenden beiden Aussagen iquivalent:

(i) X ist kompakt.
(i)  X; ist kompakt fiir allei € 1.

Beweis. Gelte zundchst Aussage (i), sei also X kompakt. Nach Konstruktion der Produkttopo-
logie ist fiir jedes i € I die (surjektive) kanonische Projektion 7r; : X — X; stetig. Nach Teil (a)
von Proposition 2.62 ist daher X; kompakt fiir alle i € I, es gilt also Aussage (ii).

Gelte umgekehrt Aussage (ii), seien also die X; fiir alle i € I kompakt. Sei F ein beliebiger
Ultrafilter auf X. Nach Korollar 2.49 ist dann fiir jedes i € I der Bildfilter (7r;).F ein Ultrafilter
auf X;. Wegen der Kompaktheit von X; und dem Kompaktheitskriterium 2.60 konvergiert so-
mit (77;).F fiir alle i € I und nach Proposition 2.40 konvergiert dann auch F. Da der Ultrafilter
F beliebig gewdhlt war, konnen wir wieder das Kompaktheitskriterium 2.60 anwenden und
erhalten die Kompaktheit von X, also Aussage (i). O



67 Kapitel 2. Eigenschaften topologischer Rdume

Definition 2.64. Sei X ein topologischer Raum. Dann sagen wir:

X ist lokalkompakt <= jedes x € X besitzt eine kompakte Umgebung.

Bemerkung 2.65. In der Literatur gibt es verschiedene, von Definition 2.64 abweichende Definitionen
der Lokalkompaktheit. Sie stimmen alle iiberein, wenn man noch die zusitzliche Giiltigkeit geeigneter
Trennungseigenschaften voraussetzt.

Beispiel 2.66. (a) Jeder kompakte topologische Raum X ist auch lokalkompakt,
denn: Fiir jedes x € X ist das Kompaktum X eine offene Umgebung. #
(b) Fiir n € IN beliebig ist R" lokalkompakt, jedoch nicht kompakt,

denn: Sei x = '(x1,...,x,) € R" beliebig. Nach Proposition 2.57 ist das Einheitsintervall [0,1] C
R kompakt. Da fiir jedes i € {1,...,n} die Translation y — y + x; — 5 stetig ist, ist mit Teil (a)
von Proposition 2.62 auch [x; — %, x; + 1] kompakt. Nach dem Satz von Tychonow 2.63 ist dann

auch
L ok 1 2/ 1 2

kompakt. Offensichtlich gilt x € U% (x) C U, so dass U eine kompakte Umgebung von x ist. Da x
beliebig gewiihlt war, folgt die Lokalkompaktheit von R™.

Um zu zeigen, dass R" nicht kompakt ist, geniigt es nach dem Kompaktheitskriterium 2.60 zu
zeigen, dass es einen Filter auf R" gibt, der keinen Beriihrpunkt hat. Tatsichlich ist

U(0) :={U CR" | Ue(o0) C U fiireine € Ruo} mit Ug(c0) := {x € R" | ||x]| > %}

ein Filter,* der wegen

(1 U= () Ue(oo) =0
Ucl (c0) e€lR>o

keinen Beriihrpunkt in R" aufweist. Wir konnen uns U(oo) als den Umgebungsfilter eines nicht
in R" enthaltenen Elements , 00" vorstellen, das den (eindeutigen) Beriihrpunkt dieses Filters dar-
stellt. Ein Ansatz zur Behebung des Problems der fehlenden Kompaktheit von R" ist daher, dieses
Element hinzuzunehmen und zu hoffen, dass der derart ergiinzte topologische Raum kompakt ist.
Diese Idee werden wir im Rest dieses Abschnitts weiterverfolgen. #

Definition 2.67. Sei X ein topologischer Raum. Genau dann heifit ein topologischer Raum X eine
Kompalktifizierung von X, wenn die folgenden Axiome gelten:
(K1) X ist kompakt.

(Kz) X ist homdomorph zu einem dichten Unterraum von X.

4Das zeigt man komplett analog zum Beweis von Beispiel 1.9.
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Beispiel 2.68. Ein gegebener topologischer Raum kann durchaus unterschiedliche Kompaktifizierun-
gen aufweisen. Dies fithren wir in diesem Beispiel fiir ein geeignetes n € IN anhand des topologischen
Raums R vor. Um uns die Arbeit leichter zu machen, mogeln wir ein wenig und nutzen dabei aus, dass
fiir alle n € W die n-Sphire S" als beschriinkte und abgeschlossene Teilmenge des R nach dem erst
spater bewiesenen Satz von Heine-Borel 2.99 kompakt ist. Es gelten dann die folgenden Aussagen:

(a) Fiir einen beliebigen, in diesem Kontext auch als ,,Nordpol” bezeichneten Punkt N aus dem Kom-
paktum §" ist $" ~ { N} homdomorph zu R", so dass $" eine Einpunktkompaktifizierung von
R™ ist. Ein Umgebungsfilter von N ist dann durch das homdomorphe Urbild des Filters U (oo) aus
Beispiel 2.66 gegeben.

Ein in der Funktionentheorie studierter Spezialfall hiervon ist die Homdomorphie zwischen der
Riemann'schen Zahlenkugel $* C R® = C x R ohne ihren Nordpol und der komplexen Ebene
C =R

4
N=(0,1)

(2,0)

olet) = (5,0 =20 iy

Dort beweist man diesen Aussage durch explizite Konstruktion eines Homdomorphismus o : $% —
C. Wir geben in Satz 2.70 eine allgemeine Methode zur Konstruktion einer — dann schon als solcher
verifizierten — Einpunktkompaktifizierung an.

(b) Der n-dimensionale projektive Raum P" (R ) aus Beispiel 1.61 ist eine Kompaktifizierung von R",

denn: Die Abbildung
s — P"(R),
Pi t(x1,...,xn+1) — (x1 2...2Xn+1)

ist offensichtlich surjektiv und stetig. Wegen der Kompaktheit von S" und Teil (a) von Proposition
2.62 folgt daher die Kompaktheit von P" (R) und somit Axiom (Ky). Axiom (Ky) haben wir schon
in Beispiel 1.61 nachgewiesen. #

Definition 2.69. Sei T = (X, O) ein topologischer Raum. Wir wihlen einen Punkt oo, der nicht zu X
gehort, und setzen

Xeo := X U {00},
Ow:=0UH mitH:={V C X | c0 € Vund X \ 'V kompakt und abgeschlossen in X}.

Dann heif$t Teo 1= (Xoo, Oco) die Alexandrow-Kompaktifizierung von T .
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Nun gilt es zu zeigen, dass die Alexandrow-Kompaktifizierung eines topologischen Raums
auch tatsdchlich eine Kompaktifizierung ist.

Satz 2.70 (Satz von Alexandrow). Sei X ein topologischer Raum und sei Xo die Alexandrow-
Kompaktifizierung von X. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Die Alexandrow-Kompaktifizierung X von X ist ein kompakter topologischer Raum, der X als
Teilraum enthiilt.

(b) Ist X nicht kompakt, so ist X, eine Kompaktifizierung von X.

Beweis. Die nach Definition 2.69 zur Alexandrow-Kompaktifizierung X., gehorige Menge O
ist tatsdchlich eine Topologie auf X,

denn: Wir zeigen zunéchst, dass O Axiom (Tl(o)) erfiillt. Einerseits gilt © € O C O, anderer-

seits gilt 0 € X, und X \ X = @ kompakt und abgeschlossen in X, so dass X« als Element
von H in O enthalten ist. Insgesamt haben wir somit gezeigt, dass O Axiom (Tl(o)) erfiillt.

Zum Beweis von (TZ(O)) geniigt es

W::UUUVi € O firalleU € O, (V;)jeymitI # @und V; € H firallei € I

i€l
zu zeigen. Wegen I # @ gilt co € W. Weiter ist

XNW=(X~U)U(X\V)
i€l
als Durchschnitt in X abgeschlossener Mengen selbst wieder abgeschlossen in X. Schliefilich
liegt X \ W fiir ein geeignetes i € I im Kompaktum X \ V;. Da X \ W und X \ V; beide
abgeschlossen in X sind, ist X \. W nach Teil (b) von Beispiel 1.52 auch abgeschlossen in X \ V;.
Nach Korollar 2.61 ist X \. W als abgeschlossene Teilmenge eines Kompaktums selbst kompakt,

so dass wir insgesamt X \ W € ‘H C O und somit Axiom (TZ(O)) gezeigt haben.

Zum Beweis von Axiom (TéO)) betrachten wir zwei Mengen U,V € O. ImFall U,V € O gilt

UNV e OO C Oy, da O Axiom (Téo)) erfillt. Im Fall U € O und V € H - oder natiirlich

analog genau umgekehrt — gilt nach Voraussetzung X ~ V C X, also X \ (X \ V) C X und
a o

somit
UnvV=UNX)NnV=UNnXNV)=UN (X~ (X\V)) €0 C .

Im Fall U,V € H ist schliefllich co € U N V. Nach Voraussetzung sind zudem X \ U und

X\ V beide kompakt und abgeschlossen in X, so dass dies auch auf ihre Vereinigung
XN(UNV)=X~\U)UX\V)

zutrifft. Es ist daher U NV € H C O, so dass wir insgesamt die Giiltigkeit von Axiom (Téo))

in O« nachgewiesen haben. #
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Der urspriingliche topologische Raum X ist ein topologischer Unterraum von X,

denn: Nach Definition 1.51 ist die Unterraumtopologie beziiglich X., auf X gegeben durch
Oulx ={VNX|VEOs}={V~{o}|V €O}

Wegen O C Oy gilt O C Ou|x. Umgekehrt gilt fiir alle V € O wie schon zuvor bemerkt
VNX=X~(X\V)e O und somit auch die Inklusion O |x C O. #

Schliefilich ist die Alexandrow-Kompaktifizierung X, auch kompakt,

denn: Sei (U;);c eine beliebige offene Uberdeckung von Xo. Dann gibt es ein j € [ mit oo € U,
insbesondere gilt U; € H. Es folgt dann

X~ u]' = Xoo ™ u]' = (U ul') ~ u]' = U(ui ~ Uj) - U(Ui ~ {OO})
iel iel iel

Wegen U; \ {oo} = U; N X € Oist (U \ {00} )ic; eine offene Uberdeckung von X \ U; in X.
Wegen U; € H ist X \ U; kompakt, so dass es eine endliche Teilmenge If, C I gibt mit

X\UiC | Wis{eeh) C | U
i€l i€l

und folglich
X C u]' U U u;.

i€lgn
Wegen co € Uj und Xe = X U {oo} ergibt sich hieraus
Xeo =U;U | U
ielﬁn
und somit die Behauptung. #

Insgesamt haben wir nun Behauptung (a) bewiesen.

Zum Beweis von Behauptung (b) iiberlegen wir zunéchst:
{0} € O = {w}eH <= X=X~ {oo}kompakt.

Sei nun X nicht kompakt, gelte also {00} ¢ O. Dann ist X \ {00} = X nicht abgeschlossen
in X und zwangslaufig gilt X = X. Behauptung (b) folgt nun mit den Definitionen 1.17 und
2.67. 0

2.4 Die Abzahlbarkeitsaxiome

In der Topologie gibt es zwei Endlichkeitsbedingungen an die betrachteten Raume, die als er-
stes bzw. zweites Abzdhlbarkeitsaxiom bezeichnet werden. Raume, die ein Abzihlbarkeitsaxi-
om erfiillen, konnen aus topologischer Sicht als , klein” gelten. Eingefiihrt wurden die Abzéhl-
barkeitseigenschaften von Felix Hausdorff in seiner Monografie Grundziige der Mengenlehre aus
dem Jahr 1914.
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Definition 2.71. Sei T = (X, O) ein topologischer Raum. Gilt dann
(A1) Fiiralle x € X existiert eine hochstens abziihlbare Umgebungsbasis.
so sagen wir, X erfiille das erste Abzihlbarkeitsaxiom. Gilt dagegen
(Ap) Es existiert eine hichstens abzihlbare Basis von O.

so sagen wir, X erfiille das zweite Abzihlbarkeitsaxiom.

Bemerkung 2.72. Nach Definition 1.51 konnen wir eine Umgebungsbasis bzw. eine Basis der Topologie
in einen Unterraum herunterschneiden und erhalten wieder eine Umgebungsbasis bzw. eine Basis der
Topologie. Erfiillt daher ein gegebener topologischer Raum X Axiom (A1) bzw. Axiom (Ay), so erfiillt
auch jeder Unterraum von X Axiom (A1) bzw. Axiom (Az).

Proposition 2.73. Jeder toplogische Raum, der das zweite Abziihlbarkeitsaxiom (Az) erfiillt, gentigt
auch dem ersten Abziihlbarkeitsaxiom (A1).

Beweis. Nach Teil (a) von Proposition 1.46 bedingt die Existenz einer hochstens abzdhlbaren
Basis der Topologie eines topologischen Raumes in jedem Punkt die Existenz einer hochstens
abzidhlbaren Umgebungsbasis. Aus dem zweiten Abzdhlbarkeitsaxiom (A;) folgt daher das
erste Abzdhlbarkeitsaxiom (A1). O

Mithilfe dieser beiden Aussage erhalten wir eine Klasse von Beispielen fiir topologische Réu-
me, die beide Abzidhlbarkeitsaxiome erfiillen:

Beispiel 2.74. Jeder Unterraum X C R" mit n € IN beliebig erfiillt Axiom (A1) und Axiom (Az),

denn: Offensichtlich ist
{Ue(x) | e € Qsound x € Q"}

eine abzihlbare Basis der Standardtopologie auf R", so dass R" Axiom (Ay) erfiillt. Nach Bemerkung
2.72 trifft das auch auf alle Unterriume X C R" zu und nach Proposition 2.73 erfiillt jedes X C R"
dann auch Axiom (A1). #

Wir wollen nun ein Beispiel eines topologischen Raums angeben, der (A;) aber nicht (Aj)
erfiillt und beginnen mit zwei Bemerkungen.

Bemerkung 2.75. Jeder metrische Raum erfiillt Axiom (A1) und jeder kompakte metrische Raum auch
Axiom (Az),

denn: Sei (X, d) ein metrischer Raum. Fiir einen beliebigen Punkt x € X ist dann offensichtlich

{Us(x) [ n € N}

1
n

eine hochstens abzihlbare Umgebungsbasis von x, vgl. auch Teil (c) von Beispiel 1.45, so dass X Axiom
(Aq) erfiillt.
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Sei nun (X, d) zusitzlich kompakt. Wir setzen fiirn € IN

Z/[l = {U

i

(x) | x € X}.

1
n

Fiir jedes n € IN wird X durch die offenen Mengen aus U iiberdeckt. Aufgrund der Kompaktheit von
X existiert fiir jedes n € IN eine endliche Teilmenge V1 C U1 mit

X= | v

VEVl
n

Wir setzen

==

B:= U %
n=1

Die Menge B ist hichstens abzihlbar und besteht aus offenen Teilmengen von X. Sie ist auch eine Basis
der Topologie von X: Sei dazu U C X und x € X. Dann existiert ein Ny € IN mit UNL (x) C U. Wegen
0 x

X= U Vv

uey 4
2Nx

gibteseiny, € X mit x € Uﬁ (yx) und Uﬁ (yx) € V;Tx. Fiir jedes z € Uﬁ (yx) ist

FRLEN
2N, 2N, N,

d(x,z) <d(x,yx) +d(yx 2) <

Wir erhalten x € U (yx) C U (x) C U und schlieflich

Nx

u= UUﬁ(yx)

xel

Bemerkung 2.76. Hat ein topologischer Raum X einen iiberabzihlbaren diskreten Unterraum, so er-
fiillt er nicht Axiom (Az),

denn: Nehmen wir an, X hiitte einen iiberabzihlbaren, diskreten Unterraum X' und erfiillte Axiom
(Az). Nach Bemerkung 2.72 etfiillte dann auch X' Axiom (Ajy). Da die diskrete Topologie auf der
iiberabziihlbaren Menge X' aber keine hiochstens abzihlbare Basis haben kann, kann das nicht sein. ~ #

Beispiel 2.77. Der R-Vektorraum B(R) der beschriinkten stetigen Funktionen R — R ausgestattet
mit der Supremumsnorm ||-||e erfiillt Axiom (A1) aber nicht Axiom (Az),

denn: Als normierter Raum ist B(R) insbesondere ein metrischer Raum und erfiillt nach Bemerkung
2.75 somit Axiom (Ay). Um zu zeigen, dass B(R) Axiom (Ay) nicht erfiillt, gentigt es nach Bemerkung
2.76 einen iiberabzihlbaren, diskreten Unterraum von B(R) anzugeben. Ist fiir x € R~ die eindeutige
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Dezimaldarstellung durch x = Y ;> a,(x) - 10" gegeben, so ordnen wir dafiir jedem x € R eine
beliebige, aber festgewiihlte Funktion fy € B(R) mit der Eigenschaft f,(n) = a,(x) zu.

Jn(x)

JEEEY | £ LTI AT AN

Da sich je zwei x # y € R~ an mindestens einer Dezimalstelle unterscheiden, gilt || fx — fyllec > 1
fiir alle x # y € Ro. Analog zum Beweis von Beispiel 1.53 folgt somit, dass die iiberabzihlbare Menge
{fx | x € Rxo} ein diskreter Unterraum von B(R) ist, und wir haben die Behauptung gezeigt. #

Es gibt aber auch topologische Raume, die keines der beiden Abzéhlbarkeitsaxiome erfiillen:

Beispiel 2.78. Sei I eine iiberabzihlbare Menge und sei fiir jedes i € I ein topologischer Raum X; mit
einer zugehorigen offenen Menge @ # U; C X; gegeben. Dann erfiillt der Produktraum X = [T;c; X;
weder Axiom (A1) noch Axiom (Aj),

denn: Zu jedem i € I withlen wir ein x; € U; und betrachten den Punkt x := (x;)ijc; € X. Angenom-
men, x hitte eine hichstens abzihlbare Umgebungsbasis. Nach Definition 1.44 und Korollar 1.73 giibe
es dann auch eine hochstens abzihlbare Umgebungsbasis Ecount(x) € E(x). Fiir jedes E € & unter-
scheidet sich der i-te Faktor in nur endlich vielen i € I von X;. Wegen der Abzihlbarkeit von Eqount(X)
giibe es daher nur hichstens abzihlbar viele i € 1, so dass sich fiir ein E € Eqount(x) der i-te Faktor von
X; unterscheidet. Wegen der Uberabzihlbarkeit von I giibe es folglich iiberabzihlbar viele i € 1, so dass
fiir alle E € Ecount(x) der i-te Faktor mit X; identisch ist. Fiir ein solches i enthielte dann die offene
Umgebung 71;° 1(Ui) von x kein E € Ecount(X), was im Widerspruch dazu steht, dass E.ount(x) eine
Umgebungsbasis von x ist. #

Wir wollen nun untersuchen, welche Auswirkungen die Abzéhlbarkeitsaxiome auf die Topo-
logie haben. Axiom (A7) hat mit der Konvergenz von Folgen zu tun, wie wir sie schon in
Abschnitt 2.2 untersucht haben. Eine wichtige Feststellung dort war Proposition 2.34, dass al-
so das Folgenkriterium fiir Stetigkeit fiir Abbildungen zwischen allgemeinen topologischen
Raumen nicht gilt. Mit dem ersten Abzdhlbarkeitsaxiom lésst sich dieser Missstand heilen:

Satz 2.79 (Folgenkriterium fiir Stetigkeit in einem Punkt). Seien X, X’ topologische Riiume, so dass
X das erste Abzihlbarkeitsaxiom (Ay) erfiillt, f : X — X' eine Abbildung und x € X ein Punkt. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i)  f ist stetigin x.

5Eine mogliche Wahl ist etwa die Funktion, die wir erhalten, wenn wir die angegebenen Stiitzstellen linear ver-
binden, wobei wir die Notation so verstehen, dass fiir alle x € R~ und n < 0 der Koeffizient a, (x) verschwindet.
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(ii)  f ist folgenstetig in x.

Beweis. Nach Proposition 2.34 geniigt es zu zeigen, dass Aussage (ii) Aussage (i) impliziert. Sei
dafiir f folgenstetig in x. Weiter sei

Beount(x) = {Bj(x) | i e N} CU(x)

eine hochstens abzghlbare Umgebungsbasis von x in X. Wir betrachten nun ein U’ € U (f(x)).
Nach Definition 1.25 geniigt es zu zeigen, dass es ein U € U(x) mit f(U) C U’ gibt, denn
dann ist U C f~1(U’) und mithin f~1(U’) € U(x). Nehmen wir an, kein U € U(x) erfiillte
diese Bedingung, insbesondere kein endlicher Durchschnitt By (x) N ... N B,(x) von Mengen
in Beount(x). Dann gébe es fiir jedes n € N ein x, € Bi(x) N ... N B,(x) mit f(x,) ¢ U'. Die
Folge (x,)new konvergierte gegen x,

denn: Da Beount(X) eine Umgebungsbasis von x in X ist, gibt es fiir jede Umgebung V € U (x)
eini € IN mit B;(x) C V. Nach Konstruktion gilte dann x, € V fiir alle n > i. Die Behauptung
folgte nun direkt aus Definition 2.31. #

Andererseits konvergierte die Folge (f (xn))n < — ebenfalls nach Definition 2.31 — nicht gegen
f(x), da kein Folgeglied in U’ € U(f(x)) lage. Im Widerspruch zu unserer Voraussetzung wére
somit f nicht folgenstetig in x. Es folgt, dass es ein U € U(x) mit f(U) C U’ geben muss, also
die Stetigkeit von f in x. O

Wichtiger als die Folgenstetigkeit ist der Begriff der Folgenkompaktheit, wie wir ihn in Ab-
schnitt 2.3 untersucht haben. Eine wichtige Feststellung war Beispiel 2.59, dass sich also Kom-
paktheit und Folgenkompaktheit in beliebigen topologischen Riumen gegenseitig nicht bedin-
gen. Mit (A;) l4sst sich auch dieses Problem mildern:

Satz 2.80. Jeder kompakte topologische Raum X, der das erste Abzihlbarkeitsaxiom (A1) erfiillt, ist
folgenkompakt.

Beweis. Sei (x;)ien eine Folge in X. Dann muss es einen Punkt xg € X geben, so dass in jeder
Umgebung von xj in X unendlich viele Glieder von (x;);cny liegen,

denn: Ware dem nicht so, dann besdfSe jeder Punkt aus X eine — ohne Einschrankung offene —
Umgebung, die nur endlich viele Folgenglieder enthielte. Sei nun X = J,cx U(x) mit U(x) €
U (x) fiir alle x € X eine Uberdeckung von X aus solchen offenen Umgebungen. Da X kompakt
ist, existiert dann eine endliche Teiliiberdeckung X = (Ji_; U(x;). Nach Annahme ldgen nun in
jedem U(x;) und damit auch in X nur endlich viele Folgenglieder, was nicht sein kann. #

Da X Axiom (A1) erfiillt, hat xo eine hochstens abzihlbare Umgebungsbasis

Bcount(xo) = {Bk(xO) | ke IN}

Sei (x;, ke eine Teilfolge mit x;, € Bi(xp) N ... N By(xp) fiir alle k € IN. Analog zu der Argu-
mentation im Beweis des Folgenkriteriums 2.79 folgt, dass diese Teilfolge gegen xo konvergiert
und insgesamt also die Folgenkompaktheit von X. O
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Korollar 2.81. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:
(@) X ist kompakt.
(b) X ist folgenkompakt.

Beweis. Nach Bemerkung 2.75 erfiillt X Axiom (Aj). Wir konnen daher Satz 2.80 anwenden
und erhalten, dass jeder kompakte metrische Raum folgenkompakt ist.

Sei nun umgekehrt X ein folgenkompakter metrischer Raum mit einer offenen Uberdeckung
X = Ujer U;i. Zujedem x € X und jedem i € I mit x € U; setzen wir

Ri(x) :=sup{r € Rso | U;(x) C U;}.

Zujedem x € X existiert dann eini(x) € I, so dass R (x) > 1 gilt oder Upr, , (x) (x) in keinem
U; mit i € I enthalten ist,

denn: Sei x € X fest gewdhlt. Gilt R;(x) > 1 fureini € I mitx € Uj;, so wihlen wir i(x) := i
und erhalten R;.)(x) > 1. Fiir den Rest der Argumentation kénnen wir daher annehmen, fiir
allei € I mit x € U; gelte R;(x) < 1. Die offensichtlich nichtleere Menge

{Ri(x) | i€ Imitx € ui} C R-o

ist daher nach oben beschrankt und besitzt nach dem Vollstandigkeitsaxiom der reellen Zahlen
ein Supremum. Insbesondere existiert dann ein i(x) € I mit x € Uj(y), so dass R;(y)(x) groBer
als die Hélfte dieses Supremums ist. Die offene Kugel U, (x)(x)(x) hat dann einen grofieren
Radius als alle (konzentrischen) offenen Kugeln Ug, () (x) miti € I und x € U; und ist deshalb
in keinem dieser U; enthalten. Die Behauptung folgt, da Uyr. (%) (x) in den U; mit x ¢ U; von
vorneherein nicht enthalten sein kann. #

Nehmen wir nun an, die offene Uberdeckung X = |J;c; U; hitte keine endliche Teiliiber-
deckung. Dann kénnten wir induktiv eine Folge (x;);c; mit

Xit1 % Uz-(x]) U...u Ul-(xi)

wihlen. Nach Konstruktion wére dann der Abstand eines Folgenglieds x; zu jedem seiner
Nachfolger grofier als 1 oder aber so grof3, dass die offene Kugel mit dem doppelten Abstand
als Radius in keine der Uberdeckungsmengen passte. Da wir X als folgenkompakt vorausge-
setzt haben, giabe es zudem eine konvergente Teilfolge von (x;, )xc; mit einem Grenzwert x € X.
Sei 0 < r < 1 eine Zahl mit U,(x) C Uj,). Wegen der Konvergenz der Teilfolge ligen deren
Glieder fiir k > 0 sogar in U, (x) N Uz (x), was nach Konstruktion der Folge nicht méglich

ist. Daher muss unsere Annahme, die beliebig gewihlte offene Uberdeckung X = |J;c; U, hitte
keine endliche Teiltiberdeckung, falsch sein. Der folgenkompakte metrische Raum X ist daher
auch (tiberdeckungs-)kompakt. O

Soviel zum ersten Abzihlbarkeitsaxiom (A7). Welche Auswirkungen das zweite Abzihlbar-
keitsaxiom (A;) hat, wollen wir an dieser Stelle nicht ausfiihren, und merken nur an, dass
wir es in Abschnitt 2.6 fiir die Definition des immens wichtigen Begriffs der Mannigfaltigkeit
heranziehen werden. Viele bedeutende Sétze der Differentialtopologie wéren ohne (A;) nicht
mehr richtig.
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2.5 Die Trennungsaxiome

Die Trennungsaxiome sind Axiome in dem Sinn, dass man bei der Definition eines topolo-
gischen Raums einige dieser Bedingungen zusétzlich fordern kann, um einen stirker einge-
schrankten Begriff des topologischen Raums zu erhalten. Die moderne Herangehensweise be-
steht allerdings darin, die Axiome des topologischen Raums ein fiir alle Mal zu fixieren — wie
wir das in Abschnitt 1.1 getan haben — und dann von bestimmten Arten topologischer Rau-
me zu sprechen. Der Name , Trennungsaxiom” fiir diese Bedingungen hat sich aber bis heute
erhalten.

Definition 2.82. Sei X ein topologischer Raum. Fiir Teilmengen U,V C X sagen wir:

U,V sind durch offene Mengen trennbar
<= es gibt offene Teilmengen Oy, Oy C X mit U C Oy, V C Oy und Oy N Oy = @.
0

und

U,V sind durch eine stetige Funktion trennbar
<= es gibt eine stetige Funktion f : X — [0,1] mit f(U) = {0} und f(V) = {1}.

Definition 2.83. Mit der Nomenklatur aus Definition lassen sich in einem beliebigen topologischen

Raum X folgende Trennungsaxiome formulieren:

(To) Von je zwei verschiedenen Punkten aus X besitzt einer eine Umgebung, die den anderen Punkt
nicht enthiilt.

(T1) Von je zwei verschiedenen Punkten aus X besitzt jeder eine Umgebung, die den anderen Punkt
nicht enthiilt.

(T2) Je zwei verschiedene Punkte in X lassen sich durch offene Mengen trennen.

(T3) Jeder Punkt in X und jede abgeschlossene Teilmenge von X, die den Punkt nicht enthilt, lassen
sich durch offene Mengen trennen.

(T3q) Jeder Punkt in X und jede abgeschlossene Teilmenge von X, die den Punkt nicht enthiilt, lassen
sich durch eine stetige Funktion trennen.

(Ta) Je zwei disjunkte abgeschlossene Teilmengen von X lassen sich durch offene Mengen trennen.

(Tuq) Je zwei disjunkte abgeschlossene Teilmengen von X lassen sich durch eine stetige Funktion tren-
nen.

Es ist klar, dass die Trennungsaxiome topologische Eigenschaften sind, dass also mit X auch alle zu
X homoomorphen topologischen Riume diese Eigenschaft aufweisen. Fiir alle n € {0,1,2,3,3a,4,4a}
sagen wir dann:

Xistein (T,)-Raum <= Xetfiillt (T,).

Gingige Benamungen sind zudem:
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e Ein topologischer Raum X mit Axiom (Ty) heifit ein Kolmogorow-Raum.

e Ein topologischer Raum X mit Axiom (Ty) heifit ein Hausdorff-Raum.

e Ein topologischer Raum X mit den Axiomen (T,) und (T3) heifSt reguldr.

e Ein topologischer Raum X mit den Axiomen (T,) und (Ts,) heifSt vollstindig reguliir.

* Ein topologischer Raum X mit den Axiomen (T,) und (Ty) heifst normal.

e Ein topologischer Raum X, bei dem alle Unterriume normal sind, heifit vollstindig normal.
In den folgenden Unterabschnitten wollen wir kurz topologische Riume untersuchen, in denen
bestimmte Trennungsaxiome gelten.
2.5.1 (Tp)-und (T;)-Raume
Beispiel 2.84. Wir betrachten

X = SpecZ := {p C Z | p ist ein Primideal} = {(0)} U {(p) | p Primzahl}.

Auf X ist die sogenannte Zariski-Topologie wie folgt gegeben: Abgeschlossene Teilmengen von X sind
durch &, X sowie endliche Mengen von Primidealen # (0) gegeben. X ist ein (Tp)-Raum,

denn: Fiir Primzahlen p # qist U := X~ {(p)} C X mit (q) € U, (p) ¢ U, zudem ist (0) € U. #

X ist jedoch kein (Ty)-Raum, weil der Punkt (0) in jeder nichtleeren offenen Teilmenge von X enthalten
ist. Insbesondere ist {(0)} = X, (0) ist ein sogenannter generischer Punkt von X.

Proposition 2.85. Es sei X ein topologischer Raum. Dann sind dquivalent:
(i)  Xistein (T)-Raum.

(ii)  Fiiralle x € X ist {x} abgeschlossen.

(iii) Jede Teilmenge U C X ist Durchschnittt all ihrer offenen Obermengen.

Beweis. Gelte zunichst (i), sei also X ein (T;)-Raum. Sei x € X. Dann existiert fiir jedes y € X
mit y # x eine offene Umgebung U, € U (y) mit x ¢ U,. Wir erhalten

{x}=X~ | ucx
yexyAx °

und damit (ii). Gilt (ii) und ist U C X, so ist

U=X~{xp2 () vauy,

xel ucvex
[

woraus sich (iii) ergibt. Es verbleibt der Nachweis der Implikation (iii) = (i). Sei dazu x in X.
Aufgrund von (iii) ist
{x}= [ U

Ueld(x),UCX
0



2.5. Die Trennungsaxiome 78

Somit existiert fiir jedes y € X mit y # x eine offene Umgebung U von x mit y ¢ U. Wir
erhalten, dass X ein (T7)-Raum ist. O
Korollar 2.86. Sei X ein (T1)-Raum. Dann gelten die Aussagen:

(a) Ist X ein (Ty)-Raum, so auch ein (T3)-Raum.

(b) Ist X ein (Ty,)-Raum, so auch ein (Ts,)-Raum.

2.5.2 Hausdorff-Raume

Von den genannten Trennungsaxiomen ist die Hausdorff-Eigenschaft (T>) die bedeutendste.
Wir werden sie in diesem Unterabschnitt ausfiihrlich studieren. Zunéchst betrachten wir einige
Beispiele, angefangen bei den erwarteten:

Beispiel 2.87. Sei X eine beliebige Menge. Dann gelten die folgenden Aussagen:
(@) Der diskrete Raum Xgqisx ist stets Hausdorff’sch,

denn: Fiir beliebige x,y € Xqisk ilt {x},{y} C X. Je zwei verschiedene Punkte x # y € Xgisk

lassen sich daher stets durch offene Mengen trennen. #
(b) Ist der indiskrete Raum Xingisk Hausdorff’sch, so gilt |X| < 2,

denn: Gilt |X| > 2, so gibt es zwei verschiedene Punkte x # y € Xinqisk- Nach Konstruktion der
indiskreten Topologie gilt aber U (x) = {Xinaisk } = U(y), so dass sich x und y nicht durch offene
Mengen trennen lassen. #

Beispiel 2.88. Fiir ein beliebiges n € IN betrachten wir den reellen Standardvektorraum R". Statten

wir diesen mit der Standardtopologie aus, so ist er Hausdorff'sch,
denn: Fiir beliebige x # y € R" setzen wir € := % - ||x — y||. Dann lassen sich x und y offensichtlich

durch die offenen Mengen U, (x) und U,(y) trennen. #

Andererseits lisst sich R" auch mit der in der Algebraischen Geometrie gebriuchlichen Zariski-
Topologie ausstatten,® indem wir setzen:

A C R"ist Zariski-abgeschlossen :<= A ist gemeinsame Nullstellenmenge endlich vieler
Polynome aus Rty ..., t].

Die Zariski-Topologie auf R" ist nicht Hausdorff'sch,

denn: Wir fiihren den Beweis an dieser Stelle nur fiir n = 1. Die Zariski-abgeschlossenen Teilmengen
von R sind bekanntlich R selbst und alle endlichen Teilmengen von R. Sind daher U,V C R Zariski-
offen und nichtleer, so gibt es endliche Mengen E,F C R mit U = R~ Eund V = R \ F. Es folgt

UNV =R~ (EUF) £0.

®Fs lasst sich leicht iiberpriifen, dass die Menge der Zariski-abgeschlossenen Teilmengen von R” die Axiome
(Tl(A)) - (T§A>) erfiillt und so tatsdchlich eine Topologie definiert.
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Je zwei nichtleere, Zariski-offene Teilmengen der reellen Zahlen schneiden sich also. Insbesondere lassen
sich keine zwei voneinander verschiedenen Punkte durch offene Mengen trennen. #

Immerhin erfiillt die Zariski-Topologie auf R" das (Ty)-Axiom, denn fiir x = '(xy,...,x,) € R" ist

{x} als gemeinsame Nullstellenmenge der Polynome t; — x1, ..., t, — x, abgeschlossen.

Aus einer leicht herzuleitenden aber wichtigen Eigenschaft von Hausdorff-Rdumen kénnen
wir Zusammenhidnge zwischen den verschiedenen Trennungseigenschaften herleiten. Diese
ist:

Bemerkung 2.89. In Hausdorff-Riumen sind alle Punkte abgeschlossen, denn jeder Hausdorff-Raum
ist offensichtlich ein (Ty )-Raum.

Aus Bemerkung 2.89 und Korollar 2.86 folgt unmittelbar:
Korollar 2.90. Normale Riaume sind reguliir.

Nun wollen wir studieren, wie sich die Hausdorff-Eigenschaft mit den bislang eingefiihrten
Konstruktionen vertragt und welche Auswirkungen sie auf die in den letzten Abschnitten ein-
gefiihrten Eigenschaften topologischer Rdume hat:

Bemerkung 2.91. Unterriume von Hausdorff-Riumen sind Hausdorff'sch,

denn: Das folgt sofort aus den Definitionen 1.51 und 2.83 fiir die Unterraumtopologie und die
Hausdorff-Eigenschaft (T,). #
Bemerkung 2.92. Stetige Bilder von Hausdorff-Raumen sind nicht immer Hausdorff’sch,

denn: Fiir eine beliebige Menge X mit | X| > 1ist die Identitit id : Xgisx — Xindisk Stetig und surjektiv,

aber nach Beispiel 2.87 ist Xingisk im Gegensatz zu Xgisk nicht Hausdorff'sch. #

Proposition 2.93. Sei (X;);c; eine Familie nichtleerer topologischer Riume und sei X = [;c; X; der
Produktraum beziiglich der kanonischen Projektionen rt; : X — X;. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(i) X ist Hausdorff'sch.
(i)  X; ist Hausdorff'sch fiir allei € 1.

Beweis. Gelte zunéchst (i), sei also X Hausdorff’sch. Seieni € [ und a := (aj) jer € X beliebig,
aber fest gewédhlt. Dann betrachten wir die Abbildung

Xi — X, . Xi fﬁrj =1,
fi: mit x; := o
xi = (Xj)jer aj flrj#i

Diese ist offensichtlich injektiv und aufSerdem stetig,
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denn: Fiir alle j € I ist offensichtlich die Verkettung

Xi — X],
7T]'Ofl'! X Xi fur]:l,
aj farj#i

stetig. Die Stetigkeit von f; folgt mit dem Stetigkeitskriterium fiir die Produktopologie 1.70. #

Durch Einschrénken auf das Bild erhalten wir die bijektive stetige Abbildung
AP X — fi(X)).

Die Umkehrabbildung derselben ist nach Konstruktion
Tl f(xp) * filXi) = X

und ist offensichtlich ebenfalls stetig. Es folgt, dass X; zum Unterraum f;(X;) € X homdo-
morph ist. Da f;(X;) als Unterraum des Hausdorff-Raums X nach Bemerkung 2.91 ebenfalls
Hausdorff’sch ist, ist demnach auch X; Hausdorff’sch. Da i € I beliebig gewéhlt war, haben
wir somit Aussage (ii) gezeigt.

Gelte nun umgekehrt (ii), seien also samtliche Rdume X; Hausdorff’sch. Seien weiter x =

(xi)ier,y = (¥i)ier € X zwei verschiedene Punkte. Dann gibt es ein j € I mit x; # y;. Da

wir den zugehdrigen Faktor X; als Hausdorff’sch vorausgesetzt haben, gibt es U;, V; C X; mit
o

xj € Uj, y; € Viund U; N V; = @. Wir setzen nun

U:=[]U mitl;=X;firi #j,
iel
V:=]]Vi mitV,=X,firi #j.

iel
Als Elementarmengen sind U und V offene Teilmengen von X und nach Konstruktion gelten

xelUyeVundUNV =®.Dax #y € X beliebig gewahlt waren, haben wir somit gezeigt,
dass X ein Hausdorff-Raum ist. Das ist Aussage (i). O

Proposition 2.94. Es sei X ein topologischer Raum. Dann sind dquivalent:
(i) X ist ein Hausdorff~-Raum.

(ii) Die Diagonale Ax := {(x,x) € X x X | x € X} ist abgeschlossen in X x X.
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Beweis. Es gilt

X Hausdorff'sch <2 Vx#yGXEIxEUCXyGVCX unv=9o
= Vx;éyeXEleUCXyEVCX UxV)NAx =@
= Vx#yeX3(xy) EE—LIxVElementarmenge des Pro-
duktraums X x Xmit U, VC Xund ENAx =@
[
<~ V(x,y) € (X x X)\Ax 3(x,y) € E Elementarmenge von
X x XmitENAyx = Q.
L2 (XxX)\AxCXxX
0
<~

Ax C X x X.
a
O

Die Hausdorff-Eigenschaft fiihrt auch dazu, dass Teilmengen eines topologischen Raums, die
durch stetige Gleichungen mit Bild in einem Hausdorff-Raum gegeben sind, abgeschlossen
sind:

Proposition 2.95. Seien X ein beliebiger topologischer Raum, X' ein Hausdorff-Raum und f,g : X —
X' stetige Abbildungen. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Die Menge {x € X | f(x) = g(x)} ist abgeschlossen in X.

(b) Der Graph Gy := {(x, f(x)) | x € X} von f ist abgeschlossen in X x X'

(c) Gibt es eine dichte Teilmenge U C X mit f|y = g|u, so gilt bereits f = g.

Beweis. Zum Beweis von Behauptung (a) betrachten wir die Abbildung
_ {X - X' x X,
x = (f(x),8(x).

Wegen des Stetigkeitskriteriums fiir die Produktopologie 1.70 und der Stetigkeit von 71y 0 ¢ = f
und 71, 0 ¢ = g ist ¢ stetig. Mit Proposition 1.26 und der in 2.94 gezeigten Abgeschlossenheit
von Ay folgt

{reX|f(x) =g()} ={xre X|g(x) € Ax} = ¢ ' (Ax) C X
und somit Behauptung (a).

Zum Beweis von Behauptung (b) betrachten wir die Abbildung

_{XXX’ - X' x X,
<x1y) = (f(x),]/)
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Wegen des Stetigkeitskriteriums fiir die Produktopologie 1.70 und der Stetigkeit von 711 o ¢p =
f o und 7y 0 ¢ = 71y ist ¢ stetig. Mit Proposition 1.26 und der in 2.94 gezeigten Abgeschlos-
senheit von Ay folgt

Gr ={(xy) € XxX'| f(x) =y} =¢ ' (Ax) S X

und somit Behauptung (b).

Schliefslich zeigen wir Behauptung (c). Dafiir betrachten wir die bereits in Teil (a) untersuchte
Menge
Vi={xe X[ f(x) =g(x)},

die nach Voraussetzung U C V C X mit der gegebenen dichten Teilmenge U C X erfiillt. Es
folgt

_ 113
xYucvly

=

und somit V = X. Das zeigt Behauptung (c). O

In Hausdorff-Rdumen besagt die Konvergenz von Folgen und Filtern aus Abschnitt 2.2 endlich
das, was wir uns die ganze Zeit tiber schon vorgestellt haben:

Proposition 2.96. Sei X ein Hausdorff-Raum. Dann gelten die folgenden Aussagen:
(a) Jede konvergente Folge in X konvergiert gegen genau einen Punkt.

(b) Jeder konvergente Filter auf X konvergiert gegen genau einen Punkt.

Beweis. Wir zeigen zunichst Behauptung (a). Sei dafiir (x,),en eine Folge mit lim,,_,e X, = X
und lim, . x, = y fir zwei Punkte x,y € X. Nach Definition 2.31 gibt es daher fiir jedes
U € U(x) und jedes V € U(y) ein N = N(U,V) € Nmitx, € U N V fur allen > N;
insbesondere gilt U NV # @.Da U € U(x) und V € U(y) beliebig gewdhlt waren, ergibt
sich, dass sich x und y nicht durch offene Mengen trennen lassen. Da X Hausdorff’sch ist, folgt
x = y und also Behauptung (a).

Der Beweis von Behauptung (b) ist im Prinzip derselbe wie der fiir Aussage (a); es lohnt sich
allerdings der Vergleich der Details. Sei diesmal F ein konvergenter Filter auf X mit 7 — x und
F — y fiir zwei Punkte x,y € X. Dann giltU/ (x),U(y) C F und also auch (x) Ul (y) C F.Da
F als Filter Axiom (F3) erfiillt liegt somit fiir alle U € U/(x) und alle V € U(y) der Durchschnitt
U N V ebenfalls in F. Da F zudem Axiom (F;) geniigt, folgt U NV # @.Da U € U(x) und
V € U(y) beliebig gewidhlt waren, ergibt sich, dass sich x und y nicht durch offene Mengen
trennen lassen. Da X Hausdorff’sch ist, folgt x = y und also Behauptung (b). O

Die schone Synchronitit in den Beweisen soll nicht vergessen machen, dass wir unsere Griinde

hatten, in Abschnitt 2.2 die Konvergenz von Filtern statt derjenigen von Folgen zu betrachten.
Tatsdchlich ladsst sich Proposition 2.96 nur fiir Filter umkehren:

Proposition 2.97. Sei X ein topologischer Raum. Dann gelten die folgenden Aussagen:
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(a) Konvergiert jede konvergente Folge in X gegen genau einen Punkt, so muss X dennoch nicht Haus-
dorff’sch sein.

(b) Konvergiert jeder konvergente Filter auf X gegen genau einen Punkt, so ist X Hausdorff’sch.

Beweis. Zum Beweis von Behauptung (a) miissen wir einen topologischen Raum X angeben,
der nicht Hausdorff’sch ist und in dem dennoch jede konvergente Folge gegen genau einen
Punkt konvergiert. Wir betrachten dafiir X = R mit der coabzdihlbaren Topologie’

Ococount = {@} U{U C R | R \ U ist hochstens abzdhlbar}.

Der topologische Raum (R, Ococount) ist nicht Hausdorff’sch, da der Durchschnitt zweier belie-
biger Umgebungen beziiglich dieser Topologie iiberabzdhlbar und somit insbesondere nicht-
leer ist. Sei nun (x,),en eine konvergente Folge in X und gelte lim,,_,o X, = x fiir ein x € X.
Nach Konstruktion der coabzidhlbaren Topologie ist R \ {x, | n € Nmitx, # x} € Ococount
eine offene Umgebung von x. Nach Definition 2.31 gibt es dann ein N € N, so dass x,
fir alle n > N in dieser offenen Umgebung liegt. Es folgt, dass sich nur endlich viele Fol-
genglieder von (x,),en von x unterscheiden konnen. Eine Folge, die bis auf endlich viele
Glieder konstant den Wert x annimmt, konvergiert aber auch nur gegen x, denn fiir jedes
y € Rx{x}ist R\ {x} € Ococount €ine offene Umgebung. Da also im nicht-Hausdorff’schen
Raum (R, Ococount) jede konvergente Folge gegen genau einen Punkt konvergiert, haben wir
Behauptung (a) gezeigt.

Um Behauptung (b) zu beweisen, nehmen wir an, X sei nicht Hausdorff’sch, und zeigen, dass
es dann auf X einen konvergenten Filter gibt, der gegen mindestens zwei verschiedene Punkte
konvergiert. Sei X also nicht Hausdorff’sch. Dann gibt es Punkte x # y € X, die sich nicht
durch offene Mengen trennen lassen, und fiir alle U € U (x) und V € U(y) ist der Durchschnitt
U N V nichtleer. Nach dem Filterbasiskriterium 1.48 ist die Menge

B:={UnNV|UecU(x),Veclly}

eine Filterbasis auf X; die Giiltigkeit von (FBy) folgt dabei aus der vorherigen Uberlegung und
die Giiltigkeit von (FB,) ist offensichtlich. Ist F der zu B gehdorige Filter, so gilt F O U(x), U(y)
und somit & — x und & — y. Somit haben wir einen Filter auf X gefunden, der gegen die
verschiedenen Punkte x,y € X konvergiert, und Behauptung (b) ist bewiesen. O

Im Umfeld des Kompaktheitsbegriffs ermoglicht die Hausdorff-Eigenschaft gleich eine ganze
Reihe interessanter neuer Ergebnisse:

Proposition 2.98. Seien X ein Hausdorff-Raum und K C X eine kompakte Teilmenge. Dann gelten
die folgenden Aussagen:

(a) Fiir einen beliebigen Punkt x € X \ K lassen sich K und {x} durch offene Mengen trennen.

(b) K ist abgeschlossen in X.

7Es lasst sich leicht iiberpriifen, dass die Menge der O € O die Axiome (Tl(o)) - (Téo)) erfiillt und so tatséchlich
eine Topologie definiert.
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Beweis. Sei x € X \ K fest gewidhlt. Da X Hausdorff’sch ist, existieren fiir jedes y € K offene
Umgebungen
yel, CXundxeV, CX mitlU,NV,=0Q.
0 0

Nach Konstruktion ist (Uy ),k eine offene Uberdeckung von K, so dass wegen der Kompakt-
heit von K eine endliche Teilmenge Ky, C K mit

KCOx:=|Ju cX
yEKﬁn ©

existiert. Weiter erfiillt die wegen der Endlichkeit von K§, offene Umgebung

x € Oy := m vy, CX

0
Y €Kfin

von x nach Konstruktion O, N Ok = @. Nach Definition 2.82 lassen sich also {x} und K durch
offene Mengen trennen, so dass wir Behauptung (a) gezeigt haben.

Zum Beweis von Behauptung (b) bemerken wir zunéchst, dass es nach Aussage (a) fiir jedes
x € X \ K offene Teilmengen

0,0k CX mitxeO,, KCOgund O, NKC O, NOg =D
[

gibt. Es folgt Oy C X \ K und aus 1.6 erhalten wir X \ K C X und also auch K C X. Damit ist

0 a

Behauptung (b) gezeigt. O
Satz 2.99 (Satz von Heine-Borel). Seien n € IN und X C R". Dann sind die folgenden beiden
Aussagen dquivalent:
(i) X ist kompakt.

(ii) X ist beschrinkt und abgeschlossen.

Beweis. Gelte zunéchst (i), sei also X C R" kompakt. Nach Beispiel 2.88 ist R" Hausdorft’sch,
so dass mit Teil (b) von Proposition 2.98 die Abgeschlossenheit von X folgt. Das Kompaktum
X ist aber auch beschrankt,

denn: Offensichtlich ist durch (U (0))xen eine offene Uberdeckung von R”, und somit auch von
X, gegeben. Wegen der Kompaktheit von X gibt es dann eine endliche Teilmenge INg, € IN mit

XC | Un(0) = Unmaxn, (0).

m€EWNgn

Insgesamt haben wir gezeigt, dass X abgeschlossen und beschrénkt ist, also (ii).

Gelte nun umgekehrt (ii), sei also X C R" abgeschlossen und beschriankt. Wegen der Be-
schrianktheit von X gibt es dann ein a € R~ mit X C [—a, a]". Die Teilmenge [—a, a]" C R" ist
kompakt und abgeschlossen,
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denn: Nach Proposition 2.57 ist das Einheitsintervall [0, 1] C R kompakt. Ahnlich wie im Beweis
von Beispiel 1.28 sieht man leicht [—a, 4] = [0, 1] ein, was nach Teil (a) von Proposition 2.62 die
Kompaktheit von [—a, a] bedingt. Nach dem Satz von Tychonow 2.63 ist dann auch das Produkt
[—a,a]" C R" kompakt und nach Teil (b) von Proposition 2.98 auch abgeschlossen. #

Aus X C R" und X C [—a,a]" C R" folgt mit Teil (b) von Beispiel 1.52 unmittelbar X C

[—a,a]". Wegen der Kompaktheit Von [—a,a]" und Korollar 2.61 ist daher X kompakt, es gﬂt
also Aussage (i). O

Korollar 2.100 (Satz von Maximum und Minimum). Seien X ein nichtleerer kompakter topologi-
scher Raum und f : X — R eine stetige Funktion. Dann existieren maxyecx f(x) und minyex f(x) in

f(X).

Beweis. Nach Teil (a) von Proposition 2.62 ist f(X) kompakt, nach dem Satz von Heine-Borel
2.99 somit abgeschlossen und beschriankt. Wegen der Beschréanktheit von f(X) und dem Voll-
standigkeitsaxiom der reellen Zahlen existieren sup, . f(x) und inf,cx f(x) und wegen der
Abgeschlossenheit von X sind diese Grofen in f(X) enthalten. O

Proposition 2.101. Seien X ein kompakter topologischer Raum, X' ein Hausdorff-Raum und f : X —
X' eine stetige Abbildung. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) f ist abgeschlossen.

(b) Ist f zusitzlich bijektiv, so ist f ein Homdomorphismus.

Beweis. Zum Beweis von Behauptung (a) betrachten wir eine abgeschlossene Teilmenge A C X.

a
Wegen der Kompaktheit von X und Korollar 2.61 ist dann A C X kompakt. Nach Proposition
2.62 ist dann auch f(A) C X’ kompakt. Da X’ Hausdorff’sch ist und nach Teil (b) von Propo-
sition 2.98 ist schliefllich f(A) C X’ abgeschlossen. Da A C X beliebig gewihlt war, folgt die
a a

Abgeschlossenheit von f und somit Behauptung (a).
Behauptung (b) folgt sofort aus Aussage (a) und Proposition 1.30. O

Satz 2.102 (Homomorphiesatz fiir kompakte Raume). Seien X ein kompakter topologischer Raum,
X' ein Hausdorff-Raum und f : X — X' eine stetige Abbildung. Dann ist die im Homomorphiesatz fiir
topologische Riuem 1.62 definierte Abbildung

fiX/e = f(X)

ein Homdomorphismus.

Beweis. Nach dem Homomorphiesatz fiir topologische Raume 1.62 ist die Abbildung f stetig
und bijektiv. Die Quotientenabbildung p : X — X/ ist nach Konstruktion der Quotientento-
pologie stetig und surjektiv, so dass X/, wegen der Kompaktheit von X und Proposition 2.62
ebenfalls kompakt ist. Da X’ Hausdorff’sch ist und nach Bemerkung 2.91 ist auch f(X) wieder
Hausdorff’sch. Insgesamt diirfen wir nun also Teil (b) von Proposition 2.101 anwenden und
erhalten die Homdomorphie von f. O
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Proposition 2.103. Die Alexandrow-Kompaktifizierung eines lokalkompakten Hausdorff-Raumes ist
selbst wieder Hausdorff'sch.

Beweis. Seien X ein lokalkompakter Hausdorff-Raum, X, seine Alexandrow-Kompaktifizie-
rung und x # y € X. Wir wollen zeigen, dass sich x und y durch (in X.) offene Mengen
trennen lassen, und unterscheiden dafiir zwei Félle der Lage von x,y € Xc:

Fall 1: x,y € X. Da X Hausdorff’sch ist, lassen sich x und y dann durch (in X) offene Mengen
trennen. Die Behauptung in diesem Fall folgt, da in X offene Mengen nach Definition 2.69 auch
in X offen sind.

Fall 2: x € X,y = oo (oder analog umgekehrt). Wegen der Lokalkompaktheit von X gibt es eine
kompakte Umgebung K C X von x. Nach Definition 1.5 enthdlt K eine in X offene Umgebung
O, von x, die nach Definition 2.69 auch in X, offen ist. Andererseits ist X Hausdorff’sch, so
dass K nach Proposition 2.98 abgeschlossen in X ist. Setzen wir daher co € Ou 1= Xoo N K C
Xwo, 50 ist das Komplement X \ O = K kompakt und abgeschlossen und nach Definition 2.69
ist O eine in X, offene Umgebung von co. Wegen

Oy NOx CKN(Xeo NK) =@

lassen sich also x und y = o in X durch die offenen Mengen O, und O trennen und die
Behauptung folgt auch in diesem Fall. O

In Hinsicht auf die Beziehung der verschiedenen Trennungsaxiome untereinander und insbe-
sondere als Uberleitung zu den folgenden Unterabschnitten ist abschliefsend fiir diesen Unter-
abschnitt noch der folgende Satz interessant:

Satz 2.104. Kompakte Hausdorff-Riume sind requlir und normal.

Beweis. Sei X ein kompakter Hausdorff-Raum.

Wir zeigen zunéchst die Regularitdt von X und betrachten dafiir A C X und x € X \ A. Wegen

a
der Kompaktheit von X und Korollar 2.61 ist A kompakt. Nach Teil (a) von Proposition 2.98
lassen sich daher A und {x} durch offene Mengen trennen. Da A C X und x € X \ A beliebig
a

gewihlt waren, haben wir somit nachgewiesen, dass X Axiom (T3) erfiillt. Da X Hausdorff’sch
ist, folgt die Regularitat.
Nun weisen wir die Normalitdt von X nach und betrachten dafiir @ # A,B C Xmit AN B =

a
@. Wegen der Kompaktheit von X und Korollar 2.61 sind A und B kompakt. Nach Teil (a) von
Proposition 2.98 lassen sich daher fiir jedes x € B das Kompaktum A und {x} durch offene
Mengen trennen; es gibt also O, Oy € Xmit A C Ogy, x € Ox und Oy, N Oy = @. Lassen
[

wir x ganz B durchlaufen, erhalten wir so eine offene Uberdeckung

BC O

x€eB
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Wegen der Kompaktheit von B gibt es eine endliche Teilmenge Bg,, C B mit

BCOp:= |J O, CX
XEBgin 0
Weiter erfiillt die wegen der Endlichkeit von B, offene Menge
A g @) A= m @) Ax g X
x€Bfin ¢

nach Konstruktion O4 N Op = @. Nach Definition 2.82 lassen sich also A und B durch offene
Mengen trennen. Da @ # A,B C X mit A N B = @ beliebig gewidhlt waren, haben wir somit
a

nachgewiesen, dass X Axiom (Tj) erfiillt. Da X Hausdorff’sch ist, folgt die Normalitt. O

2.5.3 Reguldre Rdume

Proposition 2.105. Sei X ein topologischer Raum. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquiva-
lent:

(i)  Xistein (T3)-Raum.
(ii)  Fiir jedes x € X ist die Menge der abgeschlossenen Umgebungen von x in X eine Umgebungsba-

Sis von X.

Beweis. Gelte zunichst (i), sei also X ein (T5)-Raum. Weiter seien x € X ein beliebiger Punkt
und U C X eine beliebige Umgebung von x. Zum Beweis von Aussage (ii) gilt es nun eine
abgeschlossene Umgebung von x zu finden, die in U enthalten ist. Nach Definition 1.5 gibt
eseinx € V C UmitV C X. Fir dieses folgt x ¢ X~V und X\ V C X. Da X nach

Voraussetzung Axiom (T3) erfullt gibt es somit

O4,0x v CX mit x€O,, X~V COx.y und O, N Ox.y = D.
0

Nach K@struktion ist X \ Ox.v abgeschlossen und enthilt daher mit O, auch seinen Ab-
schluss O,. Es folgt

x€0,CO, CX\Oxy CX(X\V)=VCU,

so dass Oy eine abgeschlossene Umgebung von x ist, die in U enthalten ist. Wir haben somit

Aussage (ii) hergeleitet.

Gelte nun umgekehrt (ii). Weiter seien x € X und x ¢ A C X gegeben. Dann ist nach Kon-
a

struktion X \ A eine offene Umgebung von x in X und enthélt nach (ii) eine abgeschlossene
Umgebung U € U (x). Wir erhalten U, X~ U C Xmitx € U, A = X~ (X~ A) C X~ Uund
0

UN(X~U)=©0.Daxc Xundx € A C X beliebig gewzhlt waren, folgt, dass X Axiom (T3)
a
erftillt, also (i). O

Korollar 2.106. Unterriume von reguliren Riumen sind regulir.
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Beweis. Da wir mit Bemerkung 2.91 bereits wissen, dass Unterrdume von Hausdorff-Rdumen
Hausdorff’sch sind, gentigt es zum Beweis des Korollars zu zeigen, dass sich die Giiltigkeit
von Axiom (T3) auf Unterrdume vererbt.

Seien also X ein (T3)-Raum, X’ C X ein Unterraum, x’ € X’ ein Punkt und U’ C X’ eine Umge-
bung von x’ in X’. Nach Proposition 2.105 ist dann die Menge der abgeschlossenen Umgebun-
gen von ¥’ in X eine Umgebungsbasis von x’, insbesondere existiert eine (in X) abgeschlossene
Umgebung A’ C U’ von x’. Nach Konstruktion der Unterraumtopologie 1.51 tibersetzen sich
diese Eigenschaften nach X', so dass wegen der freien Wahl von x’ € X’ und der Umgebung
U’ C X’ von x’ und wieder nach Proposition 2.105 auch X" Axiom (T3) erfiillt. O

Korollar 2.107. Lokalkompakte Hausdorff-Réiume sind regulir.

Beweis. Die Alexandrow-Kompaktifizierung X, von X ist nach dem Satz von Alexandrow 2.70
kompakt und nach Proposition 2.103 Hausdorff’sch. Nach Satz 2.104 ist X, also reguldr. Das
Korollar folgt mit Korollar 2.106. O

Korollar 2.108. Sei X ein lokalkompakter Hausdorff-Raum. Dann ist fiir jedes x € X die Menge der
kompakten Umgebungen von x eine Umgebungsbasis von x.

Beweis. Seien X ein lokalkompakter Hausdorff-Raum und x € X ein beliebiger Punkt. Nach

Korollar 2.107 ist dann X reguldr und nach Proposition 2.105 ist die Menge der abgeschlossenen

Umgebungen von x eine Umgebungsbasis von x in X. Fiir ein beliebiges U € U(x) gibt es

demnach eine Umgebung A C X von x, die in U enthalten ist. Da X lokalkompakt ist, besitzt
a

zudem x eine kompakte Umgebung K C X. Es folgt
xe(ANK)CACU,
wobei A N K als abgeschlossene Teilmenge des Kompaktums K nach Korollar 2.61 selbst kom-

pakt und als Durchschnitt zweier Umgebungen von x selbst eine solche ist. O

Als Spezialfall der reguldren Rédume wollen wir nun vollstindig reguldre Rdume genauer stu-
dieren. Die folgende Proposition legitimiert diese Idee:

Proposition 2.109. Axiom (T3,) impliziert Axiom (T3). Insbesondere ist jeder vollstindig reguliire
topologische Raum reguliir.

Beweis. Sei X ein (T3,)-Raum und seien x € X und x ¢ A C X beliebig. Dann lassen sich {x}
a

und A durch eine stetige Funktion trennen, es gibt also eine stetige Funktion
f:X—10,1] mitf(x)=0und f(A) ={1}.
Wegen [0, 3), (3,1] C [0,1] und der Stetigkeit von f gilt f1([0, 1)), £ ((3,1]) € X und nach
[ o

Konstruktion gilt

v e (10,50 AC f () und £ ([0,5)) N F (1) =@,
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Die Mengen {x} und A lassen sich also durch offene Mengen trennen. Da x € X und x ¢
A C X beliebig gewihlt waren, erhalten wir die Giiltigkeit von Axiom (T3) in X und also die
a

Proposition. O
Proposition 2.110. Unterriume von vollstindig requliren Riumen sind vollstindig regqulir.

Beweis. Da wir mit Bemerkung 2.91 bereits wissen, dass Unterrdaume von Hausdorff-Rédumen
Hausdorff’sch sind, geniigt es zum Beweis des Korollars zu zeigen, dass sich die Giiltigkeit
von Axiom (T3,) auf Unterrdume vererbt.

Seien also X ein (T3,)-Raum, X’ C X ein beliebiger Unterraum, A’ C X’ eine abgeschlosse-

a
ne Teilmenge und ¥ € X’ \ A’. Nach Definition der Unterraumtopologie gibt es eine abge-
schlossene Teilmenge A C X mit A’ = A N X' und wegen x’ € X' gilt x’ € X\ A. Da X

a
Axiom (T3,) erfiillt, lassen sich x" und A durch eine stetige Funktion trennen, es gibt also ei-
ne stetige Funktion f : X — [0,1] mit f(x’) = 0 und f(A) = {1}. Die nach Proposition 1.54
stetige eingeschriankte Funktion f|x : X’ — [0, 1] erfiillt nach Konstruktion f|x/(x") = 0 und
flx(A”) = {1}. Im Unterraum X' lassen sich also ¥’ und A’ durch eine stetige Funktion tren-
nen. Da die abgeschlossene Teilmenge A’ C X’ und der Punkt x’ € X' \ A’ beliebig gewahlt
a

waren, haben wir die Giiltigkeit von Axiom (T3,) im beliebig gewéhlten Unterraum X' C X
nachgewiesen. Die Proposition folgt. O

Korollar 2.111. Lokalkompakte Hausdorff-Raume sind vollstindig requlir.

Beweis. Die Alexandrow-Kompaktifizierung X., von X ist nach dem Satz von Alexandrow 2.70
kompakt und nach Proposition 2.103 Hausdorff’sch. Nach Satz 2.104 ist X, also normal. Wir
werden in 2.118 sehen, dass normale Raume stets vollstandig regulédr sind. Das Korollar folgt
mit Korollar 2.106. O

Vollstandig reguldre Raiume haben eine unerwartete Charakterisierung;:

Satz 2.112. Ein topologischer Raum ist genau dann vollstindig regulir, wenn er homoomorph zu einem
Unterraum eines Wiirfels Wy = [1;c;[0, 1] ist.

Fiir den Beweis des Satzes benotigen wir das folgende Lemma:

Lemma 2.113. Sei (X, O) ein vollstindig requlirer Raum und sei (f;)ie; die Familie der stetigen
Abbildungen X — [0,1]. Dann ist O die Initialtopologie beziiglich (f;)icr.

Beweis. Sei O’ die Initialtopologie auf X beziiglich (f;)ic, also die grobste Topologie auf X,
beziiglich derer alle f; stetig sind. Nach Konstruktion von O folgt dann sofort O’ C O. Weiter
gilt W; := £,1([0,1)) € O fiir alle i € I nach Konstruktion der Initialtopologie und wegen
[0,1) C [0,1]. Aber die Menge {W;}c] ist eine Basis von O,

0
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denn: Der topologische Raum X erfiillt Axiom (T3, ). Fiir ein beliebiges O € O und ein beliebi-
ges x € O lassen sich daher {x} und X \ O durch eine stetige Funktion trennen, es gibt also ein
fjx aus der Familie (f;);c; mit fj(x) = 0 und f; (X \ O) = {1}. Da somit f;, aulerhalb von
O nur den Wert 1 annimmt, folgt

x € Wi = f;1([0,1)) €O,

also
0= U Wi x

xeO

und nach Definition 1.38 insgesamt die Behauptung.

Es folgt O C O und insgesamt das Lemma. O
Nun konnen wir auch den Satz beweisen:

Beweis von Satz 2.112. Beliebige Unterrdume beliebiger Wiirfel Wy = [T;;[0, 1] sind vollstindig
reguldr,

denn: Nach Proposition 2.57 ist das Einheitsintervall [0, 1] kompakt und nach Beispiel 2.88 und
Bemerkung 2.91 auch Hausdorff’sch. Nach dem Satz von Tychonow 2.63 und Proposition 2.93
ist darum jeder beliebige Wiirfel W; kompakt und Hausdorff’sch. Nach Beispiel 2.66 ist jeder
kompakte topologische Raum lokalkompakt, so dass W nach Korollar 2.111 vollstandig regu-
lar ist. Nach Proposition 2.110 trifft dies dann auch auf alle Unterrdaume von Wy zu. #

Sei umgekehrt X ein vollstindig regulirer topologischer Raum und sei (f;);c; wie in Lemma
2.113 die Familie der stetigen Abbildungen X — [0, 1]. Die induzierte Abbildung

(). X %W]IHieI[O'l]’
f=(fidier: {x = (fi(%)) i

ist stetig nach dem Stetigkeitskriterium fiir die Produkttopologie 1.70. Die Abbildung f ist aber
auch injektiv,

denn: Seien x # y € X gegeben. Im Hausdorff-Raum X ist nach Bemerkung 2.89 die einpunk-
tige Menge {y} abgeschlossen. Da X ein (T3,)-Raum ist, lassen sich somit {x} und {y} durch
eine stetige Funktion trennen, es gibt also ein f; aus der Familie (f;);c; mit fj(x) = 0 und
fi(y) = 1. Nach Konstruktion von f folgt f(x) # f(y) und insgesamt die Injektivitat von f. #

Die Umkehrabbildung f~!: f(X) — X ist stetig,

denn: Der Wiirfel Wy ist der Produktraum beziiglich der kanonischen Projektionen 7r; : W; —
[0,1] fiir alle i € I. Nach Konstruktion gilt f; = 7; 0 f und also auch 71;|sx) = fio f fiir
alle i € I. Nach Lemma 2.113 tragt X die Initialtopologie beziiglich (f;)ic;. Nach dem Ste-
tigkeitskriterium fiir die Initialtopologie 1.50 ist daher f~! genau dann stetig, wenn dies auf
7| f(x) fiir alle i € I zutrifft. Die Behauptung folgt, da nach Konstruktion der Produkttopologie
fur alle i € I die kanonischen Projektionen 7; stetig sind und nach Proposition 1.54 auch die
Einschréankungen 77; ¢(x)- #
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Insgesamt haben wir gezeigt, dass f ein Homéomorphismus von X auf den Unterraum f(X) C
W ist. O

Korollar 2.114. Ein vollstindig regulirer topologischer Raum erfiillt genau dann das zweite Abzihl-
barkeitsaxiom (Ay), wenn er homoomorph zu einem Unterraum von Wiy ist.

Beweis. Wegen der in Proposition 2.57 gezeigten Kompaktheit des Einheitsintervalls [0, 1] und
dem Satz von Tychonow 2.63 ist Wiy kompakt. Wir werden in 2.121 sehen, dass auf Wy ei-
ne Metrik existiert, deren zugehorige metrische Topologie die Produkttopologie auf Wiy ist.
Insbsondere ist Wiy ein kompakter metrischer Raum. Nach den Bemerkungen 2.75 und 2.72 er-
fullt daher Wiy und jeder seiner Unterrdume Axiom (A;). Dies zeigt die erste Implikation des
Korollars.

Fiir die andere Implikation betrachten wir nun einen vollstindig reguldren topologischen
Raum (X, ), der Axiom (A) erfiillt, und eine hochstens abzéhlbare Basis {B, | n € IN}
von O. Dann ist in jeder weiteren Basis {C; | i € I} von O eine abzihlbare Basis enthalten,

denn: Wir betrachten die (hochstens abzdhlbare) Menge
T:={(m,n) € N*| esgibteini € I mitB,, C C; C B,},

wihlen zu jedem (m,n) € T ein festes solches C; aus und nennen es Cy,,. Nach Definition 1.38
ist jede offene Menge in X eine Vereinigung gewisser B, mit n € IN. Um zu zeigen, dass

{Cmn | (m/”) € T} C {Ci | i€ I}

eine Basis von O ist, gentigt es daher nachzuweisen, dass fiir jedes n € IN die Menge B, die
Vereinigung der darin enthaltenen C,,, ist. Seinun also n € IN fest gewéahlt und x € B,, beliebig.
Nach Definition 1.38 ist B, eine Vereinigung gewisser C; miti € I, es gilt also

x€C; CB, fireiniel
und analog
x € B, CC;, fureinm € IN.

Es folgt (m,n) € T, also x € B,, € Cyy C B,. Wir haben daher gezeigt, dass es fiir jedes x € B,
ein Cy, mit x € Cyy C By, gibt und dass B, deshalb die Vereinigung dieser Cy,, ist. #

Ist nun (f;);es die Familie der stetigen Abbildungen X — [0, 1], so ist wie im Beweis von Lemma
2.113 durch

{Wi}ier mitW;:= £71([0,1))

eine Basis von O gegeben. Nach dem soeben Gezeigten gibt es somit eine Folge ( f,,)sen stetiger
Funktionen f,, : X — [0, 1], so dass auch

{Wn}nelN mit W, := fn_l([oll))
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eine Basis von O ist. Analog zu Lemma 2.113 ist O die Initialtopologie beziiglich der Familie
(fa)nen. Die induzierte Abbildung

— X = W =TTenl0,1],
f (fn)ne]N-{x l—)(fn(x))nelN

ist stetig nach dem Stetigkeitskriterium fiir die Produkttopologie 1.70. Die Abbildung f ist aber
auch injektiv,

denn: Seien x # y € X gegeben. Wie im Beweis von Satz 2.112 existiert ein f; aus der Familie
(fi)ier mit fj(x) = 0 und fj(y) = 1. Ferner gibtes einn € Nmitx € f,1([0,1)) C fj’l(([O,l)).
Wir erhalten f,(x) # 1 und f,(y) = 1, denn wegen y ¢ fj’l([O,l)) isty ¢ £,71(]0,1)). Nach
Konstruktion von f folgt f(x) # f(y) und insgesamt die Injektivitdt von f. #

Die Stetigkeit der Umkehrabbildung f~! : f(X) — X ergibt sich analog zum Beweis von
Satz 2.112, wobei wir benutzen, dass O die Initialtopologie beziiglich der Familie (fn)nen ist.
Insgesamt haben wir gezeigt, dass f ein Homéomorphismus von X auf den Unterraum f(X) C
Wiy ist. O

2.5.4 Normale Raume

Im Gegensatz zur Hausdorff-Eigenschaft (vgl. Proposition 2.93) vererbt sich Normalitét nicht
auf beliebige Produkte:

Beispiel 2.115. Produkte von normalen topologischen Riaumen sind nicht immer normal,

denn: Als diskreter Raum ist INgjs offensichtlich normal; das Argument hierfiir ist komplett analog zum
Beweis von Teil (a) von Beispiel 2.87. Wir betrachten nun das Produkt

X:= ] Xi mit X; := Ngs fiir alle i € [0,1]
i€[0,1]

und wollen zeigen, dass X nicht normal ist. Dafiir studieren wir in X fiir N € {1,2} die Teilmengen
AN = {x = (xi)icpn) € X | fiir jedes n € N\ {N} gibt es hichstens ein i € [0,1] mit x; = n}.

Wegen
X~Av= U (') nmit(n) < X fiir N € {1,2}

i
i#7el0,]
neIN~{N}

gilt Ay, Ay C X und wegen der Uberabziihlbarkeit von [0,1] auch Ay N Ay = @. Zum Beweis unserer
a

Behauptung geniigt es zu zeigen, dass sich A1 und A, nicht durch offene Mengen trennen lassen. Dafiir
untersuchen wir beliebige, aber fiir den Rest des Beweises fest vorgegebene O1,02 C X mit A1 C Oy
[

und Ay C Oy und zeigen, dass diese einen nichtleeren Durchschnitt besitzen.
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Jedes Paar (Ign, x) aus einer endlichen Teilmenge Ig, C [0,1] und einem Punkt x = (x;)icjo1] € X
definiert eine Elementarmenge

Ej,(x) == () ' (x) € E(x).

i€lfn
Wir werden diese Schreibweise im Laufe des Beweises mehrfach benutzen.

Wir definieren zuniichst induktiv eine Folge (x(”))nem von Punkten x") € Ay und wihlen als Induk-
tionsanfang
= (xfl))ie[o,l] €A mit xfl) :=1fiirallei € [0,1],
h = {iv}—1 € [0,1] mit B (x) = 7.1 (x;,) = 7. 1(1) € Oy,
wobei es eine solche endliche Menge I C [0,1] gibt, da € (xV)) nach Korollar 1.73 eine Umgebungsbasis
von xV) in X ist und Korollar 1.41 gilt. Sind nun fiir ein n € IN ein Punkt x") € Ay und eine endliche
Teilmenge I, = {i, }!'_; C [0, 1] gegeben, so setzen wir

bl e
0 = (Y e Ay mit Y = {1{ JZ;; WEM irallei € 0,1],

Ly = {i})5] € (0,18 mit Ey,,, (x""V)) C Oy,

n+1
wobei die Wahl mit dem allerselben Argument moglich ist wie im Induktionsanfang.
Wir setzen nun zusiitzlich

y:= (Vi)iepy) € A2

ity = Y fiiri =1y, € Upen In,
Yi 2 sonst.

Da E(y) nach Korollar 1.73 eine Umgebungsbasis von y in X ist, gibt es eine endliche Menge Jg, C
[0,1] mit Ej, (y) C Oz und also ein m € N mit Jin N Upew In = Join N L. Mit diesem m setzen wir

v fliri =1y, € Iy,

z:= (2i)icpa) € X mitz;:= <1 fiiri € Lys1 \ Iy,
2 sonst.
Es gilt dann
Zi=Yi =V fﬂ?’i:ivelﬁnmlrn:]ﬁnm Uln/
nelN
Zi:yizz fﬁ?’iEinn\Im

und also z € Ej, (y) C O,. Andererseits gilt auch

1 .
zi:xfer):v fiiri =i, € Ly,

8Diese Bedingung beinhaltet I,, ;1 = I, U {i, 41} 2 L.
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(m+1) _ 1

Zj = X; furz € Ly NIy

und also z € E; (x(m“)) C 04. Esfolgt z € O1 N Oz und also O1 N Oy # @. Da 01,0, C X mit
(o]

A1 C Oq und Ay C O beliebig gewihlt waren, folgt damit die Behauptung. #

m+1

Im Gegensatz zu den bisher untersuchten Trennungseigenschaften (vgl. Bemerkung 2.91, Ko-
rollar 2.106 und Proposition 2.110) vererbt sich Normalitdt zudem nicht auf Unterrdume:
Beispiel 2.116. Unterriume von normalen topologischen Riumen sind nicht immer normal,

denn: Wie bereits im Beweis von Satz 2.112 eingesehen, ist der Wiirfel Wio 1) kompakt und Hausdorffsch
und nach Satz 2.104 somit normal.

Der Unterraum

X’::{%]ne]N}g[O,l]

ist offensichtlich homdomorph zu Wgsk. Folglich ist der Unterraum [ Jicjoq) X' C Wio,1) homdomorph
zum Raum JT;cpo0,1) Naisk, von dem wir bereits in Beispiel 2.115 gezeigt haben, dass er nicht normal ist.
#

Letzteres Vererbungsproblem ist natiirlich der Grund, warum wir auch den eigenen Begriff
der vollstaindigen Normalitdt eingefiihrt haben. Es gibt aber auch Eigenschaften im Kontext
der Normalitit, die schoner sind als in der Situation der reguldren bzw. vollstindig regula-
ren Rdume. So sind etwa die Begriffe der Trennbarkeit je zweier disjunkter, abgeschlossener
Teilmengen durch offene Mengen einerseits und durch stetige Funktionen andererseits sind
dquivalent; das ist das beriihmte

Satz 2.117 (Lemma von Urysohn). Die Axiome (Ty) und (Ta,) sind dquivalent.

Beweis. Dass Axiom (Ty,) Axiom (Ty) bedingt, zeigt man komplett analog zu Proposition 2.109.

Die umgekehrte Implikation ist deutlich schwerer zu zeigen. Wir betrachten einen topologi-
schen Raum X, der Axiom (Ty) erfiillt. Dann gilt die Zwischenschiebeeigenschaft

Zujedem A C X und jedem O C X mit A C O gibteseinUU C X mit A C U cCuco,
a o o
denn: Da X Axiom (Ty) erfiillt, konnen wir die disjunkten, abgeschlossenen Teilmengen A und

X ~ O durch offene Mengen trennen, es gibt also

O04,0x.0C X mitA C Oy, X0 COx.o0 und O4 N Ox.0 = @.
0

Insbesondere gilt O4 C X \ Ox. o und nach Bemerkung 1.13 somit auch

04 CX~NOx0=X~0x0CX~(X\0)=0.
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Die Behauptung folgt, wenn wir U := Oy4 setzen.’ #
Seien ab sofort @ # A,B C X mit A N B = O fest vorgegeben. Wir wollen nun die obige

a
Zwischenschiebeeigenschaft nutzbringend einsetzen und betrachten dafiir die Menge

r .
D:= {? | r,k € Ngmit0 < r <28}
der dyadischen Zahlen im Einheitsintervall [0, 1] C R. Offenbar ist D dicht in [0, 1] und abzéhl-
bar, wobei wir die Abzdhlung

tixieren wollen. Bezeichne T, fiir alle n € IN das n-te Element dieser Aufzdhlung. Dann gibt es
O, C X fiir alle n € IN, so dass gilt:
0

¢« ACOy, O; C X~ B,
e firallea,be {t,..., u} gilta<b = 0O, COy"

denn: Wir beweisen die Behauptung induktiv. Fiir den Induktionsanfang wéhlen wir vermittels
der zwei Mal angewendeten Zwischenschiebeeigenschaft Op, O; C X mit
0

ACO)COgCX~B und OgCO; CO; CX\B.
Nun gelte n > 3. Wir zeigen den Induktionsschritt und nehmen dafiir an, es seien bereits

O4,...,07,, € X mit

0
a<b = 0,CO0, firalleabe{t,..., 7 1}
bestimmt. Seien jetzt

ce{n,..., -1} maximal mit c < T,
de{n,...,7-1} minimal mit 7, < d.

Dann ist insbesondere ¢ < d und nach Voraussetzung gilt O, C O,. Nach der Zwischenschie-
beeigenschaft gibt es daher ein O, C X mit
0

Oicgor,,goirngod

9Das ist analog zur ersten Beweisrichtung von Proposition 2.105 und wird von uns nur deshalb nicht als entspre-
chende Proposition ausformuliert, weil wir keinen Begriff fiir Umgebungen abgeschlossener Mengen eingefiihrt
haben.

19Dann gilt insbesondere

n=3:

>
NN
° 0
(=) (=)
o &)
(=) (=)
NN
o0
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N 1N
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N 1N

N\'—‘O O

O‘N
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N o
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>
/
<8

N 1N
N 1N
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Es lasst sich leicht tiberpriifen, dass diese Wahl von O, tatsdchlich die Bedingung

a<b = 0,C0, firalleabe{t,..., 7}
erfillt. #
Es folgt

T<o = 0;CO, firalle 7,0 € D, (2.3)

denn: Schreiben wir T = 7 und ¢ = 7y mit k, ¢ € N, so gilt mit n := max{k, ¢}

a<b = 0,C0, firalleabe{t,..., 7}
und insbesondere O; C O,. #

Zum Nachweis von Axiom (Ty,) definieren wir nun die Funktion

X =R,
f: N inf{tre D |x €O} firxe Oy,
1 fﬁrx%Ol.

Es gelten dann f(B) = {1} wegen O; C X~ Bund f(A) = {0} wegen A C Oy. Es verbleibt

somit die Stetigkeit von f zu zeigen. Offensichtlich ist

{[0,¢) |0 <c<1}U{(c,1]|0<c< 1}

eine Subbasis der metrischen Topologie auf [0, 1]. Nach Teil (a) von Proposition 1.43 geniigt es

daher
fﬁl([O,C)) cX firc € [0,1),
f (1)) CX fir c € (0,1]

nachzuweisen. Tatsachlich gilt

fH0,0)= |J O firce|o,1),
7eD
0<t<c

denn: Sei zundchst x € f71([0,¢)). Wegen f(x) < 1 gilt dann x € O; und somit
0<f(x)=inf{reD|xe€O}<ec.

Da D dichtin [0, 1] liegt und wegen (2.3) gibt es dann ein ¢ € D mit
0<f(x)<o<c und x€O,.

Hieraus folgt offenbar die erste Inklusion der Behauptung.

(2.4)
(2.5)
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Ist nun umgekehrt x € |J rep O, sogibtesein T € Dmit0 < T < cund x € O-. Hieraus folgt
0<t<c
unmittelbar

f(x)=inf{tr e D |xe€ O} <cg,
alsox € f1 ([0,¢)) und somit die zweite Inklusion der Behauptung. #
Hieraus folgt natiirlich sofort (2.4). Andererseits gilt auch

1) = U (X\0O7) firce (0,1,

TeD
c<t<1

denn: Sei zundchst x € f~1((c,1]) und also ¢ < f(x) < 1. Wir unterscheiden nun zwei Flle:

Fall 1: x ¢ O;. Weil D dicht in [0, 1] ist, existiert dann ein T € D mitc < 7 < f(x) = 1. Nach
(2.3) folgt O C O; und insbesondere x € X \ O:. Hieraus folgt offenbar die erste Inklusion
der Behauptung im ersten Fall.

Fall 2: x € O1. Weil D dicht in [0, 1] ist, existieren dann ¢, T € D mit
c<o<t<f(x)=inf{t' eD|xe€Ou} <1

Es folgt x ¢ O; und mit (2.3) auch x € X \ O,. Hieraus erhalten wir die erste Inklusion der
Behauptung im zweiten Fall.

Ist nun umgekehrt x € U <ep (X \@), sogibteseint € Dmitc < 7 < lund x ¢ O-.
c<t<1

Fiir ein beliebiges ¢ € D mit ¢ < 7 gilt nach Konstruktion O, C O, C O; C O, und folglich
insbesondere x ¢ O,. Wir unterscheiden wieder zwei Fille:

Fall 1: x € Oy. Dann folgtc < T <inf{t' € D | x € Oy} = f(x) <lundalsox € f!((c,1]).
Fall 2: x ¢ O;. Dann ist direkt ¢ < f(x) = 1 und also auch hier x € f~1((c,1]).

Hieraus folgt (2.5), also die Stetigkeit von f und somit, dass X Axiom (Ty,) erfiillt. d
Korollar 2.118. Normale Raume sind vollstindig regulir.

Beweis. Sei X ein vollstandig reguldrer Raum. Wegen des Lemmas von Urysohn 2.117 ist X ein
(T4 )-Raum und nach 2.89 ein (T3,)-Raum. O

Mithilfe des Lemmas von Urysohn 2.117 lassen sich insbesondere auch solche topologische
Rdume genauer beschreiben, auf denen sich eine zur Topologie passende Metrik definieren
lasst. Dieses als Metrisierungssatz von Urysohn bekannte Ergebnis wird als Satz 2.123 diesen
Abschnitt abschliefsen. Es ist zuvor allerdings noch einiges an Vorbereitung vonnéten:

Definition 2.119. Ein topologischer Raum (X, O) heifst metrisierbar, wenn es auf X eine Metrik gibt,
so dass O die zugehorige metrische Topologie auf X ist.
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Offensichtlich gilt:
Bemerkung 2.120. Unterriume metrisierbarer topologischer Riaume sind metrisierbar.
Proposition 2.121. Abzihlbare Produkte metrisierbarer topologischer Riume sind metrisierbar.

Beweis. Sei (X;)ien eine abzdhlbare Familie metrisierbarer topologischer Riume und sei X :=
[Tiew Xi der zugehorige Produktraum. Nach Voraussetzung ldsst sich fiir jedes i € IN auf X;
eine Metrik d; definieren. Dann ist fiir jedes i € IN durch

o di(xiryi)
(le yl) = 14+d; (xi,y;)

d/'{XiXXi — R,

eine zu d; &quivalente Metrik auf X; gegeben,!!

denn: Da d; diese Eigenschaften erfiillt, ist auch d! positiv definit und symmetrisch. Die Drei-
ecksungleichung fiir d’ folgt aus der Giiltigkeit der Dreiecksungleichung fiir d; und dem mo-
notonen Wachstum der reellen Funktion f(t) = 15 fiir t > 0. Zusammengenommen ist d; also
eine Metrik auf X;.

Weiter gilt offensichtlich

1 . di(xi,yi) ,
— . x:, Y; < dx:y:) = —"UI < d(x s S Y .
> min{1,d;(x;,yi)} < di(x;,y;) T+ dy( 1) = di(x;,y;) furalle x;,y; € X;

Fiir alle e > 0 folgt hieraus sofort
Ue(x) = {yi € Xi | di(xi,yi) < e} C{y; € Xi | di(xi,y;) < e} = UL(x;) fiiralle x; € X;
und fiir alle 3 > ¢ > 0 ebenso
Ul(x;) =4y € Xi | di(xi,y;) < e} CHyi € Xi | di(xi,y;) < 2e} = Up(x;) fiir alle x; € X;.

Die Aquivalenz der Metriken bzw. der durch sie induzierten Topologien folgt nach Beispiel
1.11, da es somit fiir jedes € > 0 ein § > 0 gibt, so dass die beziiglich d; definierte e-Umgebung
um einen gegebenen Punkt die beziiglich d! definierte J-Umgebung dieses Punktes liegt, und
die Umkehrung genauso richtig ist. #

Wir erhalten durch

o0

d' ((xi)iew, (yi)iew) = Y_ 27" -di(x;,y;) furalle (x;)iew, (vi)ienw € X
i

eine Metrik auf X und die metrische Topologie beziiglich d’ ist gerade die Produkttopologie
auf X,

Die Metriken d; und d; definieren also dieselbe Topologie auf X;.
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denn: Die Eigenschaften der Metrik folgen unmittelbar aus den Metrikeigenschaften der d!. Mit
der Ungleichung '
d/((xi)ielN, <]/i)i€]N) > 27t d;(xi,yi) furallei € IN

folgt die Stetigkeit aller Projektionen 77; : X — Xj, so dass die Produkttopologie nach Definition
1.69 grober ist als die von d erzeugte. Sei nun umgekehrt O C X offen beziiglich d’ und sei
(xi)ienw € O beliebig. Nach Definition der metrischen Topologie gibt es dann ein ¢ > 0 mit
(vi)iew € O fiir alle (v;);en mit d/((x,)lelN, (yl),G]N) < e. Furjedes j € IN mit } ;> % i1 27l < £ 5 gilt

O = IL[UE (xl-) X ﬁ Xi S 5((xi)ielN)

i=1 i=j+1

und fiir (y;);ew € O folgt

e j o0 » e e
d' ((xl)ZG]N/ ]/1 ze]N E Z iy Z 27t <« > + 5 —
i=1 i=j+1

also (yi)ienw € O. Somit enthélt jedes beziiglich d’ offene O C X zu jedem (x;)ie; € O eine
Elementarmenge von X als Umgebung, ldsst sich also als Vereinigung von Elementarmengen
schreiben und ist daher offen in der Produkttopologie. Es folgt, dass die Produkttopologie fei-
ner ist als die von d’ erzeugte Topologie und insgesamt die Behauptung. #

O
Proposition 2.122. Metrisierbare topologische Riaume sind normal.

Beweis. Sei (X, ) ein metrisierbarer topologischer Raum. Dann gibt es eine Metrik d auf X,
so dass O die metrische Topologie beziiglich d ist. Der Beweis der Hausdorff-Eigenschaft in
Beispiel 2.88 ldsst sich leicht auf metrische Rdume verallgemeinern, so dass es im Weiteren
ausreicht nachzupriifen, dass X Axiom (Ty) erfiillt.

Es gilt nun noch nachzuweisen, dass X Axiom (Tj) erfiillt, dass sich also in X je zwei disjunkte,
abgeschlossene Teilmengen A, B C X durch offene Mengen trennen lassen. Dafiir setzen wir
a

d(x,B) :=inf{d(x,y) | y € B} fiir x € A fest gewé&hlt (2.6)

und stellen fest, dass wegen x ¢ B und der Abgeschlossenheit von B offensichtlich d(x, B) > 0
gilt. Wir erhalten

ACOu = | Uip (x)

2

X.

=N

Offenkundig lasst sich in gleicher Manier ein

yEB °

finden. Zum Beweis der Proposition verbleibt, die Disjunktheit von O 4 und Op nachzuweisen.
Diese gilt tatsdchlich,
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denn: Offensichtlich geniigt es hierfiir

Uaip (x) N Ui (y) =@ firallex € Aundalley € B

2 2

zu zeigen. Nach Konstruktion gilt aber

d(x,y) 2d(x,B) und d(x,y) =d(y,x) 2d(y,A)

und also (v B)  dlyA)
X, Y
>
d(xy) 2 =F5—+ =5
woraus sich mit der Dreiecksungleichung fiir d die Behauptung ergibt. #

Satz 2.123 (Metrisierungssatz von Urysohn). Sei X ein topologischer Raum, der das zweite Abzihl-
barkeitsaxiom (Ay) erfiillt. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(i) X ist metrisierbar.

(il) X ist vollstindig requliir.

Beweis. Sei X ein topologischer Raum, der das zweite Abzadhlbarkeitsaxiom erfiillt.

Ist X metrisierbar, so nach Proposition 2.122 normal und erfiillt daher nach dem Lemma von
Urysohn 2.117 die Axiome (T,) und (T4,). Mit Korollar 2.90 folgt schlieSlich, dass X vollstandig
reguldr ist.

Ist X umgekehrt vollstandig regulér, so ist X nach Korollar 2.114 homéomorph zu einem Un-
terraum von Wyy. Nach Bemerkung 2.120 ist das Einheitsintervall [0, 1] C R metrisierbar. Nach
Proposition 2.121 trifft dies dann auch auf Wiy und wieder nach Bemerkung 2.120 somit auch
auf X zu. O

2.5.5 Beziehungen zwischen Trennungseigenschaften

Abschliefiend fiir diesen Abschnitt fassen wir die von uns nachgewiesenen Beziehungen zwi-
schen Trennungseigenschaften in einem Diagramm zusammen:

vollstandig normal metrisierbar homdom. zu Unterraum von Wiy
Y.
2122 =S i
Y2123 2114
e —————— i
Itﬂormal — (T2) + (Tua) (A +(A2)
1290 290

S vV
. N 2.109 A . 211 N .
+ k%nlx?gakt:; reguldr <——=—— vollstandig reguldr é homoom. zu Unterraum eines W;

Hau;dor & ’SCh + lokalkompakt
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2.6 Parakompaktheit und Lokaleuklidizitat

Definition 2.124. Sei X ein topologischer Raum. Eine Familie von Teilmengen (U;);c; von X heifst
lokalendlich, falls es zu jedem Punkt x € X eine Umgebung U € U(x) gibt, die U N U; # @ fiir nur
endlich viele i € I erfiillt. Sie heifit c-lokalendlich, wenn es abzihlbar viele Teilmengen Iy, I, ... C I
mit I = Uy—q I gibt, derart dass die Familien (Uj;);e;, fiir alle n € IN lokalendlich sind.

Definition 2.125. Sei X ein topologischer Raum. Fiir zwei Familien (U;);cr und (V;) ey von Teilmen-
gen von X sagen wir:

(Ui)ie] istfeiner als (Vj)je] (bzw. (Vj)je] ist grb'ber als (ui)iel)
< Fiirallei € I gibteseinj€ | mitU; CV;.

Definition 2.126. Sei X ein topologischer Raum. Wir sagen:

X ist parakompakt <= Zu jeder offenen Uberdeckung (V;)je; von X existiert eine
lokalendliche, offene Uberdeckung (U;)c; von X, die feiner
als (V;) ey ist.

Das offensichtliche Beispiel fiir parakompakte topologische Rdume ist:

Beispiel 2.127. Kompakte topologische Riaume sind parakompakt,

denn: In einem kompakten topologischen Raum besitzt jede offen Uberdeckung eine endliche Teiliiber-
deckung. Die Behauptung folgt, da endliche offene Uberdeckungen auch lokalendlich sind und Teiliiber-
deckungen trivialerweise feiner als die urspriingliche Uberdeckung sind. #

Proposition 2.128. Es sei X ein requlirer topologischer Raum. Dann sind dquivalent:
(i) X ist parakompakt.

(ii)  Zu jeder offenen Uberdeckung von X gibt es eine o-lokalendliche offene Uberdeckung von X, die
feiner ist.

(iii) Zu jeder offenen Uberdeckung von X gibt es eine (nicht notwendig offene) lokalendliche Uber-
deckung von X, die feiner ist.

(iv)  Zu jeder offenen Uberdeckung von X gibt es eine lokalendliche abgeschlossene Uberdeckung von
X, die feiner ist.

Beweis. Die Implikation (i) = (ii) ergibt sich unmittelbar aus der Definition von Parakom-
paktheit und der Tatsache, dass jede lokalendliche Uberdeckung insbesondere c-lokalendlich
ist. Es gelte nun Bedingung (ii). Sei U := (U;);e; eine offene Uberdeckung von X. Dann exi-
stiert eine o-lokalendliche Uberdeckung von X, die feiner als U ist, etwa V = (V]) jej, wobei
] = U=y Jn und V,, := (V}) ¢, lokalendlich fiir alle n € IN ist. Wir setzen

X,:=|JVicX fiir alle n € N,
j€];1
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n
L, =UXx= | VcX fiir alle n € IN
k=1 jenu.up ¢

und definieren eine Familie (A;),en mit
Apy:=Yy und A, :=Y,\Y,_qfurallen > 1.

Wir setzen
V= (An N Vj)ne]N,jG]n

und werden im Folgenden zeigen, dass V' eine lokalendliche (nicht notwendig offene) Uber-
deckung von X ist, die feiner als U ist, was (iii) impliziert. Nach Konstruktion ist V' feiner als
V und somit auch feiner als U. V' ist eine Uberdeckung von X,

denn: Sei x € X. Dann existiert ein n € IN mit
xeEA, =Y, NY, 1= (Yn—l U Xn) Y, C X,

Da V, = (Vj)jej, eine Uberdeckung von X, ist, existiert ein j € ], mit x € V;, es ist dann
xe A, N V;. #

V' ist lokalendlich,

denn: Seien x € X und m € IN. Dann existiert ein n € IN mit x € Y, C X und wegen der

[
Lokalendlichkeit von V,, existiert eine Umgebung U(x) von x, die nur endlich viele Mengen
aus V,, trifft. Insbesondere ist V,,(x) := Uy(x) N Y, C Y, eine Umgebung von x, die nur
endlich viele Mengen aus V,, trifft. Wir setzen

V(x) = fn] Vin(x).
m=1

Dann trifft V(x) nur endlich viele der Mengen V; mit j € J,, und m < n. Fir k > n ist
Ar N V(x) = @ aufgrund von V(x) C Y,. Somit schneidet V(x) nur endlich viele der Mengen
aus V'. #

Damit ist Implikation (ii) = (iii) gezeigt. Wir setzen nun die Giiltigkeit von Bedingung (iii)
voraus. Sei U := (U,);¢; eine offene Uberdeckung von X. Fiir alle x € X wihlen wireini € [
mit x € U; und setzen U(x) := U;. Da X regulér ist, gibt es nach Proposition 2.105 daher fiir
jedes x € X eine offene Menge W(x) mit

x € W(x) CW(x) C U(x).

Offensichtlich ist W := (W(x))yex eine offene Uberdeckung von X. Aufgrund von (iii) exi-
stiert eine lokalendliche Uberdeckung V = (Vi)jej von X, die feiner als W ist. Wir setzen
V' := (V})e;. Offensichtlich ist V' eine abgeschlossene Uberdeckung von X. Wie wir im Beweis
von Teil (b) von Proposition 1.15 eingesehen haben, schneidet eine offene Menge eine weite-
re Menge genau dann, wenn sie deren Abschluss schneidet, so dass sich die Lokalendlichkeit
von V auf V' tibertrdgt. Es ist V' feiner als U, denn fiir jedes j € ] existiert ein x € X mit



103 Kapitel 2. Eigenschaften topologischer Rdume

ViCW(x) C W(x) C U(x), woraus sich V; C U(x) ergibt. Somit erfiillt V/ die Bedingung aus
(iv). Es verbleibt der Nachweis von (iv) = (i). Sei U := (Uj;);¢; eine offene Uberdeckung von
X. Aufgrund von (iv) existiert eine lokalendliche (abgeschlossene) Uberdeckung V = (Vi)ies
von X, die feiner als U ist. Fiir jedes x € X existiert eine offene Umgebung W(x), die nur
endlich viele Mengen aus V trifft. Dann ist W := (W(x))ycx eine offene Uberdeckung von X.
Aufgrund von (iv) existiert eine lokalendliche abgeschlossene Uberdeckung A = (Ay)rex von
X, die feiner als W ist. Da jedes W(x) nur endlich viele der Mengen V; trifft, schneidet auch je-
des A nur endlich viele der Mengen V;. Sei j € ] fixiert. Da {A € A | ANV = @} lokalendlich
ist, gilt!?

U Ap = U A= U Ay

keK mit Ay M Vi=2 keK mit A, (1 Vi=2 keK mit A M Vi=2
Wir setzen
V= U A =X~ U A CX firje].
keK mit Ay N Vi#@ keKmit A, N V=g °

Wegen (X \V/) NV; = @ist V; C V/ und somit V' := (V) e/ eine offene Uberdeckung von X.
V' ist lokalendlich,

denn: Sei x € X. Aufgrund der Lokalendlichkeit von A gibt es dann eine Umgebung T (x)
von x in X, die nur endlich viele Mengen der Mengen Ay trifft, etwa Ay, ..., Ag,. Da A eine
Uberdeckung von X ist, folgt dann T(x) C Ay, U...U Ag,. Seij € J mit T(x) N Vi # @.
Dann existiert ein r € {1,...,n} mit A, N V/ # @. Nach Definition von V/ ist dann auch
Ay, N'V; # @. Da A feiner als W ist, existiert ein y € X mit Ay, C W(y). Insbesondere ist
W(y) N V; # @. Die Menge W(y) trifft jedoch nur endlich viele der Mengen V;. Wir erhalten,
dass T(x) nur endlich viele der Mengen Vj’ trifft. #

Wir wahlen nun fiirjedes j € ] eini; € Imit V; C U;, und setzen V" := (U;; N V]»/ )jej- Aufgrund
von V/ N Uj; 2 Vjist V" eine offene Uberdeckung von X, die aufgrund der Lokalendlichkeit

von V' selbst lokalendlich ist, und die U verfeinert. Insgesamt haben wir somit die Parakom-
paktheit von X und damit Bedingung (i) hergeleitet. ]

Tatsdchlich ist Parakompaktheit eine weitverbreitete Eigenschaft:
Satz 2.129 (Satz von Stone). Metrisierbare topologische Riume sind parakompakt.

Beweis. Sei X ein metrisierbarer topologischer Raum und sei d eine Metrik auf X, die die Topo-
logie von X induziert. Sei U := (U;);e; eine offene Uberdeckung von X. Aufgrund von 2.128
geniigt es zu zeigen, dass es eine o-lokalendliche Uberdeckung von X gibt, die feiner als U ist.
Nach dem Wohlordnungssatz existiert eine Wohlordnung auf I. Wir fixieren im Folgenden ei-
ne solche Wohlordnung ’'<’. Unter Ausnutzung der in (2.6) eingefiihrten Schreibweise fiir den

12Man kann zeigen, dass fiir lokalendliche Familien Abschlussbildung und Vereinigung vertauschen.
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Abstand eines Punktes zu einer Menge in einem metrischen Raum setzen wir fiir jedes i € I
und jedesn € IN

1
Ani=A{x e Ui [d(x, X\ Uj) 2 55 € U

(wir schrumpfen also U; etwas und betrachten nur Punkte, die nicht zu nah am Rand liegen),

Byi = Ani~J Antyj
j<i
(hier werden wir Redundanzen los). Es ist (B, ;)scn i1 eine Uberdeckung von X,
denn: Sei x € X. Wir wahlen i € I minimal mit x € U;. Dann existiert ein n € IN mit

1
d(x,X N Ul) Z 27

Esistdann x € A, ; und fiir j < iist x ¢ Uj, also x ¢ A, 1. Es ist folglich x € B,, ;. #

Das Problem an der Stelle ist, dass die Mengen B, ; im Allgemeinen nicht offen sein werden.
Wir vergroflern sie zu diesem Zweck wieder etwas, indem wir

1
Upi = {x € X |d(x,By) < 55)} 2 B

setzen. Nach Konstruktion ist U, ; C X offen. Weiter gilt U, ; C U;, da es fiir jedes x € U,,; ein

0
Y€ B,; CA,;mitd(x,y) < zin gibt und also
1
dix, X\ U;) >d(y, X~ U;) —d(x,y) > ——— =0

gilt, also x € U;.

Wir setzen V := (U, ;) nen,ier und V,, := (U, ;)ie1. V ist eine offene Uberdeckung von X. Um zu
zeigen, dass V o-lokalendlich ist (und X damit parakompakt), geniigt es zu zeigen, dass jedes
V,, lokalendlich ist. Sei im Folgenden n € IN fixiert. Dafiir betrachten wir j <i € Tund x € U,
sowie y € U,,;. Es existieren dann Elemente z € B, ; mit

1
d(x,z) < 3

sowiez’ € B, ; C A,; mit

1
d(y’z/> S on+3°

Wegen z' € A, ist
1
d(Z/,X N u]) Z 27
Aufgrund von j <iistz € A,,1; und deshalb

1
d(Z,X\ LI]) < TR
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Wir erhalten

1

> <d(Z, X\ Uj) <d(z, X\ Uj)+d(z,7) < T +d(z,7),
also ,

/
d(z,z') > e
Daraus ergibt sich
st S d(z2) <d(zx) +d(xy) +d(y,2) <2- 505 +d(xy),

was .
d(x,y) > oTES]

zur Folge hat. Somit kann die offene Kugel mit Radius 2,1% um einen beliebigen Punkt 2 € X
hochstens eine der Mengen U, ; mit i € I schneiden. Das zeigt die Lokalendlichkeit von V,
und insgesamt somit die Behauptung.

O

Korollar 2.130. Lokalkompakte Hausdorff-Riume, die das zweite Abziihlbarkeitsaxiom (Ay) etfiillen,
sind parakompakt.

Beweis. Nach Korollar 2.111 sind lokalkompakte Hausdorff-Rdume vollstandig regulédr. Nach
dem Metrisierungssatz von Urysohn 2.123 ist ein vollstandig reguldrer Raum, der das zweite
Abzihlbarkeitsaxiom (Ajy) erfiillt, metrisierbar. Das Korollar folgt, da metrisierbare topologi-
sche Raume nach dem Satz von Stone 2.129 parakompakt sind. O

Proposition 2.131. Parakompakte Hausdorff-Riume sind normal.

Beweis. Sei X ein parakompakter Hausdorff-Raum. Wir zeigen zunéchst, dass X regulér ist.
Dies gilt tatsachlich,

denn: Seien A C X und x € X \ A gegeben. Da X Hausdorff’sch ist, finden wir fiir jedesy € A

a
offene Teilmengen

Ox’y, Oy % X mlt X € Ox,y, y € Oy und Ox,y N Oy - @

Nach Konstruktion ist dann
X=(X~A)ul o
yEA

eine offene Uberdeckung von X. Wegen der Parakompaktheit von X existiert eine lokalendli-
che, offene Uberdeckung, die feiner als diese offene Uberdeckung ist. Entfernen wir aus dieser
lokalendlichen, offenen Uberdeckung alle Elemente, die A nicht schneiden, so erhalten wir eine
lokalendliche, offene Uberdeckung (U;)ier von A, so dass fiirallei € I einy € A mit U; C O,
existiert.
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Wegen der Lokalendlichkeit der (U;);c; zugrunde liegenden offenen Uberdeckung von X gibt
es eine offene Umgebung U € U/ (x) von x in X und eine endliche Teilmenge

Iin CI mitUNU; =@ flrallei € I\ I,.
Wir wiahlen nun fiir alle i € Ig, einy; € A mit U; C Oy, und setzen
Agin = {yi | i € Itin}
Offensichtlich sind dann
O, =Un ﬂ Oyxy und Oy := ULIZ-
Y€ Asin il

offene Mengen, die nach Konstruktion x € O, und A C Oy4 erfiillen. Die Disjunktheit
Ox N 04 = @ gilt ebenfalls, da U N U; # @ genau fiir i € Iy, gilt, die zugehorigen Men-
gen U; C Oy, C X \ Oy, erfiillen und wir mit den betreffenden Mengen O, geschnitten
haben.

Insgesamt haben wir die abgeschlossene Teilmenge A C X und den Punkt x € X \ A durch

a
offene Mengen getrennt. Da diese beliebig gew&hlt waren, folgt die Giiltigkeit von Axiom (T3)
und mit der bereits vorausgesetzten Hausdorff-Eigenschaft die Regularitit von X. #
Um nun die Normalitdt von X zu zeigen, betrachten wir zwei disjunkte, abgeschlossene Teil-
mengen A, B C X. Nach der soeben gezeigten Regularitdt von X existieren zu jedem x € A

a
offene Teilmengen Oy, Op » C X mit
o
04,05 C X mitx € Oy, BC Op,und Oy N Op, = @.
(o]

Nach Konstruktion ist dann
X=(X~A)UlJ O«
xeA

eine offene Uberdeckung von X. Wegen der Parakompaktheit von X existiert eine lokalendli-
che, offene Uberdeckung, die feiner als diese offene Uberdeckung ist. Entfernen wir aus dieser
lokalendlichen, offenen Uberdeckung alle Elemente, die A nicht schneiden, so erhalten wir eine
lokalendliche, offene Uberdeckung (Vi)ier von A, so dass fiir allei € [ ein x € A mit V; C O,
existiert. Nach Konstruktion ist dann

OA = U Vl
icl

eine offene Teilmenge von X mit A C Og4.
Fiir jedes y € B gibt es eine offene Umgebung O, mit O, N Oy = @,

denn: Sei y € B gegeben. Wegen der Lokalendlichkeit der (V;);c; zugrunde liegenden offenen
Uberdeckung von X gibt es dann eine offene Umgebung U von y und eine endliche Teilmenge

Iin CI mitUNV, =0 fuarallei € I\ Igy.
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Wir wihlen nun fiir alle i € Ig, ein x; € A mit V; C Oy, und setzen
Afin 1= {xi ’ i€ Iﬁn}'
Dann erfiillt

Oy =Un m OB,x,-
X; € Afin

die Behauptung. #

Nach Konstruktion ist

OB = U Oy
yEB

eine offene Teilmenge von X mit B C Op und Og N O4 = @. Insgesamt haben wir die dis-
junkten, abgeschlossenen Teilmengen A, B C X durch offene Mengen getrennt. Da diese belie-

a
big gewihlt waren, folgt die Giiltigkeit von Axiom (T4) und mit der bereits vorausgesetzten
Hausdorff-Eigenschaft die Normalitdt von X. O

In der Differentialtopologie spielt der Begriff der Partition der Eins eine wichtige Rolle. In Satz
2.133 werden wir einsehen, dass Parakompaktheit und die Existenz geeigneter Partionen der
Eins dquivalente Eigenschaften sind:

Definition 2.132. Eine Partition der Eins iiber einem topologischen Raum X ist eine Familie (f;)ic;
stetiger Funktionen X — [0, 1] mit

(PEy) Fiiralle x € X gibt es ein U € U(x) mit fi|y # 0 fiir nur endlich viele i € 1.

(PEy) Yicrfi(x) =1fiiralle x € X.

Ist zudem (U;);c; eine offene Uberdeckung von X und ist fiir jedes i € I der jeweilige Triiger

supp(fi) := {x € X[ fi(x) # 0}

in U; enthalten, so sagen wir, (f;)ic; sei der Uberdeckung (U;)c| untergeordnet.

Satz 2.133. In einem Hausdorff-Raum X sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:
(i) X ist parakompakt.

(i) X besitzt zu jeder offenen Uberdeckung eine untergeordnete Partition der Eins.

Beweis. Sei X ein Hausdorff-Raum.

Gelte nun zunéchst Aussage (ii) und sei (U;);c; eine beliebige offene Uberdeckung von X. Dann
gibt es iiber X eine (U;);c; untergeordnete Partition der Eins (f;);c;. Setzen wir nun

Vii={x e X| fi(x) #0} furalleiel,
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so gelten nach Konstruktion

ViCX und V; Csupp(fi) C U;.
0

Da es nach (PE;) fiir jedes x € X mindestens ein i € I mit f;(x) # 0 gibt, ist somit durch (V;);e;
eine offene Uberdeckung von X gegeben, die feiner als (U,);¢; ist. Nach (PE;) ist diese offene
Uberdeckung auch lokalendlich. Da die offene Uberdeckung (U;);c; von X beliebig gewdahlt
war, haben wir somit die Parakompaktheit von X gezeigt, also Aussage (i).

Gelte nun umgekehrt (i), sei also X parakompakt, und sei (U;);c; eine ohne Einschriankung
lokalendliche offene Uberdeckung von X. Nach Proposition 2.131 ist X als parakompakter
Hausdorff-Raum reguldr und normal. Nach Proposition 2.105 bildet fiir jedes x € X die Menge
der abgeschlossenen Umgebungen von x in X eine Umgebungsbasis von x. Fiir jedes x € X
existieren folglich ein i € I und eine abgeschlossene Teilmenge W, C X mit x € W, C U;. Da

X normal ist, gilt die Zwischenschiebeeigenschaft aus dem Beweis Ciles Lemmas von Urysohn
2.117. Wir finden daher fiir jedes x € X eine offene Umgebung V,, deren Abschluss V, ganz in
einer der Mengen U, enthalten ist. Dann ist (Vy),cx eine offene Uberdeckung von X und da X
parakompakt ist, existiert eine lokalendliche, offene Uberdeckung (V]’ ) jej, die feiner als diese
ist. Setzen wir nun
u; .= U Vj' furallei € I,

_J€]

Vicu;
so ist (U!);; offensichtlich wieder eine offene Uberdeckung und es gilt

ulcu; firalleie€l,

denn: Sei x € U!. Wegen der Lokalendlichkeit von (V]’ )jej gibt es eine Umgebung W von x und
eine endliche Teilmenge Jg;, C J, so dass W nur die Vj’ mit j € gy, trifft. Sei nun W eine weitere
Umgebung von x. Dann ist nach W N W N U/ # @ nach Proposition 1.15. Mithin existiert ein
j € J mit Vj’ CUund WNWN Vj’ # @. Esist dann auch W N Vj’ # @, also j € Jun. Es ergibt
sich

Wnw)n |J Vi#g

E]ﬁr\
Vicu;

was
!
wn |J Vi#92
j €Jfin
Vj’g U;
zur Folge hat. Wieder mit Teil (b) von Proposition 1.15 folgt
xe Jvi=UVcu,
j €Jfin ] € Jfin
wobei wir verwenden, dass Abschlussbildung mit endlichen Vereinigungen vertauscht. Da x €
U/ beliebig gewahlt war, folgt die Behauptung. #
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Hieraus folgt insbesondere, dass (U!);cr lokalendlich ist.

Diesen Verfeinerungsprozess kénnen wir nun noch einmal auf die offene Uberdeckung (U!);c;
anwenden und erhalten eine offene Uberdeckung (U’);c; mit

u’cuj firallei€ I.

Nach Proposition 2.131 ist X als parakompakter Hausdorff-Raum normal und nach dem Lem-
ma von Urysohn 2.117 lassen sich in X daher disjunkte, abgeschlossene Teilmengen durch ste-
tige Funktionen trennen. Fiir jedes i € I gibt es also eine stetige Funktion

gi: X —[0,1] mitg;(U’) ={1} und g;(X\ U;) = {0}.

Mit der Lokalendlichkeit der offenen Uberdeckung (U!);c; erhalten wir Axiom (PE;) fiir die
Familie (g;)cs. Es folgt unmittelbar, dass die Summe g := Y ;; g; in jedem x € X endlich ist,
und somit die Stetigkeit von g. Da auch (U]’);c; eine offen Uberdeckung von X ist, ist g tiberall
echt positiv. Setzen wir nun

fi:=gi/g fiuralleic I,

so ist nach Konstruktion (f;);c; eine Familie stetiger Funktionen X — [0,1], die Axiom (PE;)
und Axiom (PE;) erfiillt, also eine Partition der Eins iiber X. Weiter gilt

supp(f;) C U/ C U; furallei eI,

so dass (f;);cs der offenen Uberdeckung (U;);c; untergeordnet ist. Da die ohne Einschrankung
lokalendliche, offene Uberdeckung (U;);c; von X beliebig gewéhlt war, folgt Aussage (ii). O

Abschlieflend fiir dieses Kapitel studieren wir mit den Mannigfaltigkeiten eine enorm wich-
tige Klasse topologischer Rdume, in denen sich viele der bisher eingefiihrten Eigenschaften
topologischer Rdume wiederfinden. Allgemeiner definieren wir zundchst:

Definition 2.134. Sei X ein topologischer Raum. Wir sagen:

X ist lokaleuklidisch :<=> fiiralle x € X gibtesein x € U % X, einn € N
und ein V % R"mitU =V
<= fiirallex € X gibteseinx € U % Xundeinn € N
mit U = R".
Die natiirliche Zahl n heifst hierbei die lokale Dimension von X in x. Nehmen die lokalen Dimensionen

fiir alle Punkte x € X den Wert n € IN an, so nennen wir X n-lokaleuklidisch.

Bemerkung 2.135. Sei X ein zusammenhingender lokaleuklidischer topologischer Raum. Dann gibt
eseinn € N, so dass X n-lokaleuklidisch ist,
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denn: Da sonst nichts zu zeigen ist, kbnnen wir ohne Einschriinkung annehmen, X sei nichtleer, es gebe
also ein xo € X. Nach Definition 2.134 existiert fiir jedes x € X ein U(x) C X, ein n(x) € N und ein
[

V(x) € R"™) mit U(x) = V(x). Betrachten wir nun die Mengen
[

Op:={xe X |n(x)=n(x)},
Oy:={xeX|n(x)#nx)}= |J {xeX|n(x)=n}

nelN
n#n(xo)

Nach Konstruktion gilt dann
Ol 7é @ und OlUOZ = X.

Weiter ist fiir jedes n € IN die Menge {x € X | n(x) = n} offen, da offensichtlich mit jedem x daraus
auch die zugehorige offene Umgebung U (x) ganz darin enthalten ist. Es folgt die Offenheit von Oy und
Oy und mit dem Zusammenhang von X schliefllich X = Oy, also die Behauptung. #

Definition 2.136. Fiir ein beliebiges n € IN ist eine n-dimensionale reelle Mannigfaltigkeit ein
n-lokaleuklidischer Hausdorff-Raum X, der das zweite Abzihlbarkeitsaxiom (Ay) erfiillt.

Beispiel 2.137. (a) Fiir jedes n € N sind alle offenen Unterriume von R" reelle Mannigfaltigkeiten,

denn: Sei n € IN und sei X C R”" ein offener Unterraum. Nach Beispiel 2.74 erfiillt X dann
das zweite Abzihhlbarkeitsaxiom (Az) und nach Beispiel 2.88 und Bemerkung 2.91 ist X Haus-
dorff'sch. Die n-Lokaleuklidizitit gilt, weil nach Teil (a) von Beispiel 1.52 und wegen der Offenheit
von X in R" jede offene Umgebung eines Punktes x € X auch in R" offen ist. #

(b) Nicht jeder fiir ein n € IN n-lokaleuklidische topologische Raum ist auch eine reelle Mannigfaltig-
keit,

denn: Die als Anheftung wie in 1.85 definierte ,Gerade mit zwei Urspriingen”

G:=R Uid]R\{O} R
ist offensichtlich 1-lokaleuklidisch, aber nicht Hausdorff'sch, da sich die beiden Kopien des Ur-
sprungs nicht durch offene Mengen trennen lassen. #

In einem allgemeinen topologischen Raum alle Eigenschaften einer Mannigfaltigkeit zu iiber-
priifen, kann recht aufwéndig sein. Fiir das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom gilt allerdings das
folgende Kriterium:!?

Lemma 2.138. Sei X ein lokaleuklidischer Hausdorff-Raum. Hat X eine abzihlbare Uberdeckung aus
kompakten Teilmengen, so erfiillt X das zweite Abzihlbarkeitsaxiom (Ay).

Beweis. Da X lokaleuklidisch ist, besitzt jeder Punkt x € X eine offene Umgebung U(x), die zu
einem offenen Teilraum eines R"” mit n € IN homoéomorph ist. Nach Beispiel 2.74 erfiillt jedes

13Wir fordern hier in leichter Verallgemeinerung nicht, dass X fiir ein n € IN n-lokaleuklidisch ist.
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solche U(x) das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom (A, ), seine Topologie besitzt also eine abzdhlbare
Basis BY")

count*

Sei nun X = J;cy K; eine abzdhlbare Uberdeckung aus kompakten Teilmengen K; C X. Fiir
jedes i € IN ist durch

Ki - U U(X)
xeK;

eine offene Uberdeckung von K; gegeben, die wegen der Kompaktheit von K; eine endliche
Teiltiberdeckung

aufweist. Auf diese Weise erhalten wir eine abzahlbare offene Uberdeckung

x = Ju)

ieN j=1
und folglich mit
Ti
U(x;)
U U Bcourjlt
i€l j=1
eine abzdhlbare Basis der Topologie von X. O

Satz 2.139. Sei X ein zusammenhingender, lokaleuklidischer Hausdorff-Raum. Nach Bemerkung 2.135
ist X dann n-lokaleuklidisch mit einem geeigneten n € IN. Weiter sind die folgenden Aussagen dquiva-
lent:

(i)  Xerfiillt Axiom (Ay), ist also eine n-dimensionale reelle Mannigfaltigkeit.

(ii) X ist parakompakt.

Beweis. Gelte zunichst (i), sei X also eine n-dimensionale reelle Mannigfaltigkeit. Aufgrund
der Lokaleuklidizitdt ist X dann offenbar lokalkompakt und als Hausdorff-Raum daher nach
Korollar 2.111 vollstindig reguldr. Zudem erfiillt X Axiom (Az) und ist nach dem Metrisie-
rungssatz von Urysohn 2.123 somit metrisierbar. Mit dem Satz von Stone 2.129 folgt die Para-
kompaktheit von X, also Aussage (ii).

Gelte nun umgekehrt (ii), sei also X parakompakt. Wegen der n-Lokaleuklidizitdat von X gibt
es eine offene Uberdeckung (V;)jc; von X mit V; = R" fiir alle j € J. Fiir alle j € ] wahlen wir
nun einen Homoéomorphismus f; : V; — R" fest aus. Dann ist die Menge aller Urbilder

{fj_l(ug(v)) |v e R"und e € Rxo}

ebenfalls eine offene Uberdeckung von X. Alle Elemente dieser Uberdeckung haben einen
kompakten Abschluss in X,
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denn: Fur alle Uy (v) mitv € R" und ¢ € R~ ist der Abschluss U, (v) beschréankt und nach dem
Satz von Heine-Borel 2.99 somit kompakt. Mit der Homdomorphie der f; und Proposition 1.26
iibertrigt sich diese Eigenschaft auf die Elemente der Uberdeckung. #

Wegen der Parakompaktheit von X gibt es eine lokalendliche Uberdeckung U J := (U;j)ies von
X, die feiner als diese Uberdeckung ist. Dabei ist fiir jedes i € I der Abschluss U; kompakt,

denn: Da U feiner als die zuvor betrachtete Uberdeckung ist, ist jedes U; in einer offenen Menge

V enthalten, deren Abschluss V kompakt ist. Mit Bemerkung 1.13 und Teil (b) von Beispiel 1.52

folgt U; C V und mit Korollar 2.61 die Behauptung. #
a

Sei nun U;, € U beliebig. Fiir jedes weitere Element U € U gibt es eine natiirliche Zahl r und
u; ul‘r = U € Umit

YRR

U, NU,, #© furalleg€ {1,...,r =1},

iq+1

denn: Als lokaleuklidischer topologischer Raum ist X lokal wegzusammenhingend. Nach Satz
2.23 ist X als zusammenhidngender topologischer Raum somit auch wegzusammenhéngend.
Fiir beliebige x;, € U;, und x € U gibt es daher einen Weg w : [0,1] — X von x;, nach x. Wegen
der Stetigkeit von w und nach Teil (a) von Proposition 2.62 ist mit [0, 1] auch w ([0, 1]) kompakt,
so dass die offene Uberdeckung U von w([0,1]) eine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Diese
erfiillt die geforderten Eigenschaften. #

Indem wir jedem U € U die minimale solche natiirliche Zahl r zuweisen, erhalten wir eine
Abbildung U — IN. Die Fasern dieser Abbildung sind endlich,

denn: Sei fiir jedes r € IN mit U<, das Urbild der Menge {1, ...,r} C Z bezeichnet. Die Behaup-
tung folgt, wenn wir zeigen konnen, dass fiir jedes r € IN die Menge U<, nur endlich viele
Elemente hat. Offensichtlich gilt U<; = {Uj, }, insbesondere ist U< endlich. Nehmen wir nun
an, fiir ein festes r € IN habe U<, nur endlich viele Elemente. Dann ist Jy;cy_, U als Vereinigung
endlich vieler Kompakta kompakt und )

als abgeschlossene Teilmenge eines Kompaktums nach Korollar 2.61 ebenso. Wegen der Loka-
lendlichkeit von U gibt es fiir jedes x € K, eine offene Umgebung U(x), die nur endlich viele
Elemente von U schneidet. Die Menge dieser offenen Umgebungen U(x) mit x € K, bildet eine
offene Uberdeckung von K;, die wegen der Kompaktheit von K, eine endliche Teiliiberdeckung
aufweist. Es folgt, dass auch K; nur endlich viele Elemente von U schneidet. Da sdmtliche Ele-
mente von U<, 1 nach Konstruktion nichtleeren Durchschnitt mit K, haben, erhalten wir so die
Endlichkeit von U<, 1. #

Nach Konstruktion kann X als die Vereinigung der kompakten Mengen U; mit U; € U ge-
schrieben werden. Nach der obigen Uberlegung ist U und somit die Anzahl dieser kompakten
Mengen abzihlbar. Nach Lemma 2.138 erfiillt X somit Axiom (A;), also Aussage (i). O

Aus den Satzen 2.133 und 2.139 folgt sofort:
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Korollar 2.140. Sei X fiir ein n € IN eine n-dimensionale reelle Mannigfaltigkeit. Dann besitzt X zu
jeder offenen Uberdeckung eine untergeordnete Partition der Eins.
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		MaMpf-Label		prop:Charakterisierung-der-Stetigkeit-bei-Ueberdeckungen		Proposition		1.56		Charakterisierung der Stetigkeit bei Überdeckungen		1		1.4		1.4.0		22

		MaMpf-Label		defn:Finaltopologie		Definition		1.57		Finaltopologie		1		1.4		1.4.0		22

		MaMpf-Label		Finaltopologie		Gleichung		1.4				1		1.4		1.4.0		23

		MaMpf-Label		prop:Stetigkeitskriterium-fuer-Finaltopologie		Proposition		1.58		Stetigkeitskriterium für Finaltopologie		1		1.4		1.4.0		23

		MaMpf-Label		defn:Quotiententopologie		Definition		1.59		Quotiententopologie		1		1.4		1.4.0		23

		MaMpf-Label		coro:Stetigkeitskriterium-Quotiententopologie		Korollar		1.60		Stetigkeitskriterium Quotiententopologie		1		1.4		1.4.0		23

		MaMpf-Label		bsp:projektiver-Raum		Beispiel		1.61		projektiver Raum		1		1.4		1.4.0		24

		MaMpf-Label		satz:Homomorphiesatz-fuer-topologische-Raeume		Satz		1.62		Homomorphiesatz für topologische Räume		1		1.4		1.4.0		24

		MaMpf-Label		bem:Voraussetzungen-fuer-Homoeomorphie-im-Homomorphiesatz-notwendig		Bemerkung		1.63		Voraussetzungen für Homöomorphie im Homomorphiesatz sind notwendig		1		1.4		1.4.0		25

		MaMpf-Label		bsp:R/Z-homoeomorph-zur-1-dim-Einheitssphaere		Beispiel		1.64		R/Z homöomorph zur 1-dimensionalen Einheitssphäre		1		1.4		1.4.0		26

		MaMpf-Label		defn:Aequivalenzhuelle		Definition		1.65		Äquivalenzhülle		1		1.4		1.4.0		26

		MaMpf-Label		defn:Selbstverklebung		Definition		1.66		Selbstverklebung topologischer Räume		1		1.4		1.4.0		26

		MaMpf-Label		bem:Anschauung-zur-Selbstverklebung		Bemerkung		1.67		Anschauung zur Selbstverklebung		1		1.4		1.4.0		27

		MaMpf-Label		bsp:Konstruktion-von-S1-Zylindermantel-Torus-Moebiusband-Kleinsche-Flasche-durch-Selbstverklebung		Beispiel		1.68		Konstruktion von 1-dimensionaler Einheitssphäre, Zylindermantel, Torus, Möbiusband und Klein'scher Flasche durch Selbstverklebung		1		1.4		1.4.0		27

		MaMpf-Label		sect:Produkte-und-Summen		Abschnitt		1.5		Produkte und Summen		1		1.5		1.5.0		28

		MaMpf-Label		defn:Produkttopologie		Definition		1.69		Produkttopologie		1		1.5		1.5.0		28

		MaMpf-Label		coro:Stetigkeitskriterium-fuer-Produkttopologie		Korollar		1.70		Stetigkeitskriterium für Produkttopologie		1		1.5		1.5.0		28

		MaMpf-Label		defn:Elementarmenge		Definition		1.71		Elementarmenge		1		1.5		1.5.0		29

		MaMpf-Label		prop:Menge-der-Elementarmengen-ist-Basis-der-Produkttopologie		Proposition		1.72		die Menge der Elementarmengen ist Basis der Produkttopologie		1		1.5		1.5.0		29

		MaMpf-Label		coro:Menge-der-Elementarmengen-um-Punkt-ist-Basis-des-Umgebungsfilters		Korollar		1.73		die Menge der Elementarmengen um einen gegebenen Punkt ist Basis des Umgebungsfilters dieses Punktes bezüglich der Produkttopologie		1		1.5		1.5.0		29

		MaMpf-Label		prop:Offenheit-der-kanonischen-Projektionen		Proposition		1.74		Offenheit der kanonischen Projektionen des Produktraums		1		1.5		1.5.0		29

		MaMpf-Label		liegt-im-Abschluss-von-U		Gleichung		1.5				1		1.5		1.5.0		30

		MaMpf-Label		defn:Universelle-Eigenschaft-des-Produktraums		Definition		1.75		universelle Eigenschaft des Produktraums		1		1.5		1.5.0		31

		MaMpf-Label		prop:Eindeutigkeit-des-Produktraums-mit-seiner-UE		Proposition		1.76		der Produktraum ist bis auf eindeutige Homöomorphie der einzige topologische Raum, der die universelle Eigenschaft des Produktraumes erfüllt		1		1.5		1.5.0		31

		MaMpf-Label		bem:Philosophie-der-universellen-Eigenschaft-des-Produktraums		Bemerkung		1.77		zur Philosophie der universellen Eigenschaft des Produktraums		1		1.5		1.5.0		32

		MaMpf-Label		bem:disjunkte-Vereinigung		Bemerkung		1.78		disjunkte Vereinigung		1		1.5		1.5.0		32

		MaMpf-Label		defn:Summentopologie		Definition		1.79		Summentopologie		1		1.5		1.5.0		32

		MaMpf-Label		coro:Stetigkeitskriterium-fuer-Summentopologie		Korollar		1.80		Stetigkeitskriterium für Summentopologie		1		1.5		1.5.0		33

		MaMpf-Label		bem:Offenheit-der-kanonischen-Inklusionen-in-den-Summenraum		Bemerkung		1.81		Offenheit der kanonischen Inklusionen in den Summenraum		1		1.5		1.5.0		33

		MaMpf-Label		offen-im-Summenraum		Gleichung		1.6				1		1.5		1.5.0		33

		MaMpf-Label		defn:Universelle-Eigenschaft-des-Summenraums		Definition		1.82		universelle Eigenschaft des Summenraums		1		1.5		1.5.0		33

		MaMpf-Label		prop:Eindeutigkeit-des-Summenraums-mit-seiner-UE		Proposition		1.83		der Summenraum ist bis auf eindeutige Homöomorphie der einzige topologische Raum, der die universelle Eigenschaft des Summenraumes erfüllt		1		1.5		1.5.0		34

		MaMpf-Label		prop:Charakterisierung-der-Summentopologie		Proposition		1.84		Charakterisierung der Summentopologie		1		1.5		1.5.0		34

		MaMpf-Label		Summentopologie		Gleichung		1.7				1		1.5		1.5.0		34

		MaMpf-Label		defn:Anheften		Definition		1.85		Anheftung topologischer Räume		1		1.5		1.5.0		35

		MaMpf-Label		bem:die-Rolle-der-urspruenglichen-topologischen-Raeume-beim-Anheften		Bemerkung		1.86		die Rolle der ursprünglichen topologischen Räume beim Anheften		1		1.5		1.5.0		36

		MaMpf-Label		bsp:Anheften-eines-Henkels-an-eine-2-Sphaere		Beispiel		1.87		Anheften eines Henkels an eine 2-Sphäre		1		1.5		1.5.0		36

		MaMpf-Label		chap:Eigenschaften-topologischer-Raeume		Kapitel		2		Eigenschaften topologischer Räume		2		2.0		2.0.0		37

		MaMpf-Label		sect:Zusammenhang		Abschnitt		2.1		Zusammenhang		2		2.1		2.1.0		37

		MaMpf-Label		defn:Zusammenhang		Definition		2.1		zusammenhängender topologischer Raum		2		2.1		2.1.0		37

		MaMpf-Label		prop:Charakterisierung-zusammenhaengender-topologischer-Raeume		Proposition		2.2		Charakterisierung zusammenhängender topologischer Räume		2		2.1		2.1.0		37

		MaMpf-Label		bsp:zusammenhaengende-Teilraeume-in-diskreten-und-indiskreten-Raeumen		Beispiel		2.3		zusammenhängende Teilräume in diskreten und indiskreten Räumen		2		2.1		2.1.0		38

		MaMpf-Label		prop:Einheitsintervall-in-R-ist-zusammenhaengend		Proposition		2.4		Einheitsintervall in den reellen Zahlen ist zusammenhängend		2		2.1		2.1.0		38

		MaMpf-Link		16070

		MaMpf-Label		prop:Zusammenhang-ist-topologische-Eigenschaft		Proposition		2.5		Zusammenhang ist topologische Eigenschaft		2		2.1		2.1.0		39

		MaMpf-Label		bsp:Standardparabel-in-R2-ist-zusammenhaengend		Beispiel		2.6		Standardparabel in R² ist zusammenhängend		2		2.1		2.1.0		39

		MaMpf-Label		prop:stetige-Abbildungen-von-zusammenhaengenden-Raum-in-diskrete-Raeume-sind-konstant		Proposition		2.7		stetige Abbildungen von einem zusammenhängenden topologischen Raum in diskrete Räume sind stets konstant		2		2.1		2.1.0		40

		MaMpf-Label		prop:Abschluss-eines-zusammenhaengenden-topologischen-Unterraums-ist-zusammenhaengend		Proposition		2.8		Abschluss eines zusammenhängenden topologischen Unterraums ist zusammenhängend		2		2.1		2.1.0		40

		MaMpf-Label		bem:Durchschnitte-und-Vereinigungen-zusammenhaengender-Teilmengen-sind-im-Allgemeinen-nicht-zusammenhaengend		Bemerkung		2.9		Durchschnitte und Vereinigungen zusammenhängender Teilmengen sind im Allgemeinen nicht zusammenhängend		2		2.1		2.1.0		41

		MaMpf-Label		prop:unter-geeigneten-Zusatzbedingungen-ist-die-Vereinigung-zusammenhaengender-Teilraeume-wieder-zusammenhaengend		Proposition		2.10		unter geeigneten Zusatzbedingungen ist die Vereinigung zusammenhängender Teilräume wieder zusammenhängend		2		2.1		2.1.0		41

		MaMpf-Label		satz:nichtleerer-Produktraum-ist-genau-dann-zusammenhaengend-wenn-alle-Faktoren-zusammenhaengen		Satz		2.11		nichtleerer Produktraum ist genau dann zusammenhängend, wenn alle Faktoren zusammenhängen		2		2.1		2.1.0		42

		MaMpf-Label		bem:Teilraeume-des-Produktraums-muessen-auch-dann-nicht-zusammenhaengen-wenn-ihre-Bilder-unter-den-kanonischen-Projektionen-alle-zusammenhaengend-sind		Bemerkung		2.12		Teilräume des Produktraums müssen auch dann nicht zusammenhängen, wenn ihre Bilder unter den kanonischen Projektionen alle zusammenhängend sind		2		2.1		2.1.0		43

		MaMpf-Label		bsp:Torus-Moebiusband-Kleinsche-Flasche-zusammenhaengend		Beispiel		2.13		Torus, Möbiusband und Klein'sche Flasche sind zusammenhängend		2		2.1		2.1.0		43

		MaMpf-Label		defn:wegzusammenhaengender-topologischer-Raum		Definition		2.14		wegzusammenhängender topologischer Raum		2		2.1		2.1.0		43

		MaMpf-Label		bsp:konvexe-bzw-sternfoermige-Teilmengen-reeller-Vektorraeume-sind-wegzusammenhaengend		Beispiel		2.15		konvexe bzw. sternförmige Teilmengen reeller topologischer Vektorräume sind wegzusammenhängend		2		2.1		2.1.0		43

		MaMpf-Label		satz:wegzusammenhaengende-Raeume-sind-zusammenhaengend		Satz		2.16		wegzusammenhängende Räume sind zusammenhängend		2		2.1		2.1.0		44

		MaMpf-Label		bsp:nicht-jeder-zusammenhaengende-topologische-Raum-ist-wegzusammenhaengend		Beispiel		2.17		nicht jeder zusammenhängende topologische Raum ist wegzusammenhängend		2		2.1		2.1.0		44

		MaMpf-Label		satz:die-zusammenhaengenden-bzw-wegzusammenhaengenden-nichtleeren-Teilmengen-der-reellen-Zahlen-sind-die-Intervalle		Satz		2.18		die zusammenhängenden bzw. wegzusammenhängenden nichtleeren Teilmengen der reellen Zahlen sind die Intervalle		2		2.1		2.1.0		45

		MaMpf-Label		wenn-zwei-Punkte-drin-sind-dann-auch-das-Intervall-dazwischen		Gleichung		2.1				2		2.1		2.1.0		45

		MaMpf-Link		4773

		MaMpf-Label		coro:allgemeiner-Zwischenwertsatz		Korollar		2.19		allgemeiner Zwischenwertsatz		2		2.1		2.1.0		45

		MaMpf-Label		defn:lokal-zusammenhaengender-und-lokal-wegzusammenhaengender-topologischer-Raum		Definition		2.20		lokal zusammenhängender topologischer Raum und lokal wegzusammenhängender topologischer Raum		2		2.1		2.1.0		46

		MaMpf-Label		bem:lokal-wegzusammenhaengende-topologische-Raeume-sind-lokal-zusammenhaengend		Bemerkung		2.21		lokal wegzusammenhängende topologische Räume sind lokal zusammenhängend		2		2.1		2.1.0		46

		MaMpf-Label		bsp:nicht-jeder-lokal-weg-zusammenhaengende-topologische-Raum-ist-weg-zusammenhaengend-und-umgekehrt		Beispiel		2.22		nicht jeder lokal (weg-)zusammenhängende topologische Raum ist (weg-)zusammenhängend und umgekehrt		2		2.1		2.1.0		46

		MaMpf-Label		satz:lokal-wegzusammenhaengende-topologische-Raeume-sind-genau-dann-wegzusammenhaengend-wenn-sie-zusammenhaengend-sind		Satz		2.23		lokal wegzusammenhängende topologische Räume sind genau dann wegzusammenhängend, wenn sie zusammenhängend sind		2		2.1		2.1.0		46

		MaMpf-Label		defn:Zusammenhangskomponente		Definition		2.24		Zusammenhangskomponente		2		2.1		2.1.0		47

		MaMpf-Label		prop:Eigenschaften-von-Zusammenhangskomponenten		Proposition		2.25		Eigenschaften von Zusammenhangskomponenten		2		2.1		2.1.0		47

		MaMpf-Label		bsp:Zusammenhangskomponente		Beispiel		2.26		Zusammenhangskomponente		2		2.1		2.1.0		48

		MaMpf-Label		prop:Charakterisierung-lokal-zusammenhaengender-Raeume		Proposition		2.27		Charakterisierung lokal zusammenhängender Räume		2		2.1		2.1.0		49

		MaMpf-Label		prop:Homoeomorphismen-induzieren-Bijektionen-zwischen-Mengen-von-Zusammenhangskomponenten		Proposition		2.28		Homöomorphismen induzieren Bijektionen zwischen den jeweiligen Mengen von Zusammenhangskomponenten		2		2.1		2.1.0		49

		MaMpf-Label		bem:Anzahl-der-Zusammenhangskomponenten-ist-topologische-Invariante		Bemerkung		2.29		Anzahl der Zusammenhangskomponenten ist topologische Invariante		2		2.1		2.1.0		50

		MaMpf-Label		bsp:Anzahl-der-Zusammenhangskomponenten-als-topologische-Invariante		Beispiel		2.30		Anzahl der Zusammenhangskomponenten als topologische Invariante		2		2.1		2.1.0		50

		MaMpf-Label		sect:Konvergenz		Abschnitt		2.2		Konvergenz		2		2.2		2.2.0		51

		MaMpf-Label		defn:Konvergenz-einer-Folge		Definition		2.31		Konvergenz einer Folge		2		2.2		2.2.0		51

		MaMpf-Label		bem:in-allgemeinen-topologischen-Raeumen-ist-der-Grenzwert-einer-Folge-nicht-immer-eindeutig		Bemerkung		2.32		in allgemeinen topologischen Räumen ist der Grenzwert einer Folge nicht immer eindeutig		2		2.2		2.2.0		51

		MaMpf-Label		defn:Folgenstetigkeit-in-einem-Punkt		Definition		2.33		Folgenstetigkeit in einem Punkt		2		2.2		2.2.0		51

		MaMpf-Link		12317

		MaMpf-Label		prop:Stetigkeit-in-einem-Punkt-impliziert-Folgenstetigkeit-dort		Proposition		2.34		Stetigkeit in einem Punkt impliziert Folgenstetigkeit dort		2		2.2		2.2.0		51

		MaMpf-Label		defn:feinerer-Filter		Definition		2.35		feinerer Filter		2		2.2		2.2.0		53

		MaMpf-Label		defn:konvergenter-Filter		Definition		2.36		konvergenter Filter		2		2.2		2.2.0		54

		MaMpf-Label		bsp:Umgebungsfilter-und-beliebige-Filter-in-indiskreten-Raeumen-sind-konvergent		Beispiel		2.37		Umgebungsfilter und beliebige Filter in indiskreten Räumen sind konvergent		2		2.2		2.2.0		54

		MaMpf-Label		prop:Bildfilter		Proposition		2.38		Bildfilter		2		2.2		2.2.0		54

		MaMpf-Label		prop:genau-dann-ist-eine-Abbildung-zwischen-topologischen-Raeumen-in-einem-Punkt-stetig-wenn-fuer-jeden-gegen-diesen-Punkt-konvergierenden-Filter-der-Bildfilter-gegen-den-Bildpunkt-konvergiert		Proposition		2.39		genau dann ist eine Abbildung zwischen topologischen Räumen in einem Punkt stetig, wenn für jeden gegen diesen Punkt konvergierenden Filter der Bildfilter gegen den Bildpunkt konvergiert		2		2.2		2.2.0		54

		MaMpf-Label		prop:Konvergenz-von-Filtern-und-Produktraeume		Proposition		2.40		Konvergenz von Filtern und Produkträume		2		2.2		2.2.0		55

		MaMpf-Label		prop:Charakterisierung-von-Beruehrpunkten-ueber-Filter		Proposition		2.41		Charakterisierung von Berührpunkten über Filter		2		2.2		2.2.0		56

		MaMpf-Label		defn:Beruehrpunkt-eines-Filters		Definition		2.42		Berührpunkt eines Filters		2		2.2		2.2.0		57

		MaMpf-Label		prop:Eigenschaften-von-Beruehrpunkten-von-Filtern		Proposition		2.43		Eigenschaften von Berührpunkten von Filtern		2		2.2		2.2.0		57

		MaMpf-Label		defn:Ultrafilter		Definition		2.44		Ultrafilter		2		2.2		2.2.0		57

		MaMpf-Label		coro:Eigenschaften-von-Beruehrpunkten-von-Ultrafiltern		Korollar		2.45		Eigenschaften von Berührpunkten von Ultrafiltern		2		2.2		2.2.0		58

		MaMpf-Label		bsp:Menge-aller-Teilmengen-die-einen-festen-Punkt-umfassen-ist-Ultrafilter		Beispiel		2.46		die Menge aller Teilmengen einer gegebenen Menge, die einen gegebenen Punkt umfassen, ist ein Ultrafilter		2		2.2		2.2.0		58

		MaMpf-Label		prop:Verfeinerungskriterium		Proposition		2.47		Verfeinerungskriterium		2		2.2		2.2.0		58

		MaMpf-Label		prop:Ultrafilterkriterium		Proposition		2.48		Ultrafilterkriterium		2		2.2		2.2.0		58

		MaMpf-Label		coro:Bildfilter-eines-Ultrafilters-ist-Ultrafilter		Korollar		2.49		Bildfilter eines Ultrafilters ist Ultrafilter		2		2.2		2.2.0		59

		MaMpf-Label		satz:zu-jedem-Filter-gibt-es-einen-Ultrafilter-der-diesen-enthaelt		Satz		2.50		zu jedem Filter gibt es einen Ultrafilter, der diesen enthält		2		2.2		2.2.0		59

		MaMpf-Link		96

		MaMpf-Label		coro:jeder-Filter-ist-der-Durchschnitt-aller-Ultrafilter-die-ihn-enthalten		Korollar		2.51		jeder Filter ist der Durchschnitt aller Ultrafilter, die ihn enthalten		2		2.2		2.2.0		60

		MaMpf-Label		sect:Kompaktheit		Abschnitt		2.3		Kompaktheit		2		2.3		2.3.0		60

		MaMpf-Label		defn:offene-endliche-Ueberdeckung-Teilueberdeckung		Definition		2.52		(offene / endliche) Überdeckung, Teilüberdeckung		2		2.3		2.3.0		60

		MaMpf-Label		defn:kompakter-topologischer-Raum		Definition		2.53		kompakter topologischer Raum		2		2.3		2.3.0		61

		MaMpf-Label		bem:abweichende-Kompaktheitsdefinitionen-in-der-Litaratur		Bemerkung		2.54		abweichende Kompaktheitsdefinitionen in der Literatur		2		2.3		2.3.0		61

		MaMpf-Label		prop:Kompaktheit-von-Unterraeumen		Proposition		2.55		Kompaktheit von Unterräumen		2		2.3		2.3.0		61

		MaMpf-Label		bsp:topologische-Raeume-mit-endlicher-Topologie-sind-kompakt		Beispiel		2.56		topologische Räume mit endlicher Topologie sind kompakt		2		2.3		2.3.0		62

		MaMpf-Label		prop:Einheitsintervall-in-den-reellen-Zahlen-ist-kompakt		Proposition		2.57		Einheitsintervall in den reellen Zahlen ist kompakt		2		2.3		2.3.0		62

		MaMpf-Label		defn:folgenkompakter-topologischer-Raum		Definition		2.58		folgenkompakter topologischer Raum		2		2.3		2.3.0		62

		MaMpf-Label		bsp:Kompaktheit-und-Folgenkompaktheit-implizieren-sich-gegenseitig-nicht		Beispiel		2.59		Kompaktheit und Folgenkompaktheit implizieren sich gegenseitig nicht		2		2.3		2.3.0		62

		MaMpf-Label		satz:Kompaktheitskriterium		Satz		2.60		Kompaktheitskriterium		2		2.3		2.3.0		64

		MaMpf-Label		coro:abgeschlossene-Teilmengen-kompakter-topologischer-Raeume-sind-kompakt		Korollar		2.61		abgeschlossene Teilmengen kompakter topologischer Räume sind kompakt		2		2.3		2.3.0		65

		MaMpf-Label		prop:stetige-Bilder-kompakter-Mengen-sind-kompakt		Proposition		2.62		stetige Bilder kompakter Mengen sind kompakt		2		2.3		2.3.0		66

		MaMpf-Label		satz:Satz-von-Tychonow		Satz		2.63		Satz von Tychonow		2		2.3		2.3.0		66

		MaMpf-Label		defn:lokalkompakter-topologischer-Raum		Definition		2.64		lokalkompakter topologischer Raum		2		2.3		2.3.0		67

		MaMpf-Label		bem:abweichende-Lokalkompaktheitsdefinitionen-in-der-Litaratur		Bemerkung		2.65		abweichende Lokalkompaktheitsdefinitionen in der Literatur		2		2.3		2.3.0		67

		MaMpf-Label		bsp:lokalkompakt-vs-kompakt		Beispiel		2.66		kompakter topologische Räume sind lokalkompakt aber im Allgemeinen nicht umgekehrt		2		2.3		2.3.0		67

		MaMpf-Label		defn:Kompaktifizierung-eines-topologischen-Raumes		Definition		2.67		Kompaktifizierung eines topologischen Raumes		2		2.3		2.3.0		67

		MaMpf-Label		bsp:Kompaktifizierungen-von-Rn		Beispiel		2.68		Kompaktifizierungen von reellen Standardvektorräumen		2		2.3		2.3.0		68
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		MaMpf-Label		defn:Alexandrow-Kompaktifizierung		Definition		2.69		Alexandrow-Kompaktifizierung		2		2.3		2.3.0		68

		MaMpf-Label		satz:Satz-von-Alexandrow		Satz		2.70		Satz von Alexandrow		2		2.3		2.3.0		69

		MaMpf-Label		sect:Die-Abzaehlbarkeitsaxiome		Abschnitt		2.4		Die Abzählbarkeitsaxiome		2		2.4		2.4.0		70

		MaMpf-Label		defn:Abzaehlbarkeitsaxiome		Definition		2.71		Abzählbarkeitsaxiome		2		2.4		2.4.0		71

		MaMpf-Label		bem:erfuellt-ein-topologischer-Raum-ein-Abzaehlbarkeitsaxiom-so-auch-jeder-Unterraum		Bemerkung		2.72		erfüllt ein topologischer Raum ein Abzählbarkeitsaxiom, so auch jeder Unterraum		2		2.4		2.4.0		71

		MaMpf-Label		prop:das-zweite-Abzaehlbarkeitsaxiom-impliziert-das-erste		Proposition		2.73		das zweite Abzählbarkeitsaxiom impliziert das erste		2		2.4		2.4.0		71

		MaMpf-Label		bsp:Unterraeume-reeller-Standardvektorraeume-erfuellen-beide-Abzaehlbarkeitsaxiome		Beispiel		2.74		beliebige Unterräume reeller Standardvektorräume erfüllen beide Abzählbarkeitsaxiome		2		2.4		2.4.0		71

		MaMpf-Label		bem:metrische-Raeume-und-die-Abzaehlbarkeitsaxiome		Bemerkung		2.75		metrische Räume und die Abzählbarkeitsaxiome		2		2.4		2.4.0		71

		MaMpf-Label		bem:topologische-Raeume-mit-ueberabzaehlbaren-diskreten-Unterraeumen-erfuellen-das-zweite-Abzaehlbarkeitsaxiom-nicht		Bemerkung		2.76		topologische Räume mit einem überabzählbaren diskreten Unterraum erfüllen das zweite Abzählbarkeitsaxiom nicht		2		2.4		2.4.0		72

		MaMpf-Label		bsp:der-Banachraum-der-beschraenkten-stetigen-reellen-Funktionen-zusammen-mit-der-Supremumsnorm-erfuellt-das-erste-aber-nicht-das-zweite-Abzaehlbarkeitsaxiom		Beispiel		2.77		der Banachraum der beschränkten, stetigen, reellen Funktionen zusammen mit der Supremumsnorm erfüllt das erste aber nicht das zweite Abzählbarkeitsaxiom		2		2.4		2.4.0		72

		MaMpf-Label		bsp:der-Produktraum-von-ueberabzaehlbar-vielen-topologischen-Raeumen-mit-nichttrivialer-Topologie-erfuellt-kein-Abzaehlbarkeitsaxiom		Beispiel		2.78		der Produktraum von überabzählbar vielen topologischen Räumen mit nichttrivialer Topologie erfüllt keines der Abzählbarkeitsaxiome		2		2.4		2.4.0		73

		MaMpf-Label		satz:Folgenkriterium-fuer-Stetigkeit-in-einem-Punkt		Satz		2.79		Folgenkriterium für Stetigkeit in einem Punkt		2		2.4		2.4.0		73

		MaMpf-Label		satz:kompakte-topologische-Raeume-mit-erstem-Abzaehlbarkeitsaxiom-sind-folgenkompakt		Satz		2.80		kompakte topologische Räume, die das erste Abzählbarkeitsaxiom erfüllen, sind folgenkompakt		2		2.4		2.4.0		74

		MaMpf-Label		coro:in-metrischen-Raeumen-sind-Kompaktheit-und-Folgenkompaktheit-aequivalent		Korollar		2.81		in metrischen Räumen sind Kompaktheit und Folgenkompaktheit äquivalent		2		2.4		2.4.0		75
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		MaMpf-Label		sect:Die-Trennungsaxiome		Abschnitt		2.5		Die Trennungsaxiome		2		2.5		2.5.0		76

		MaMpf-Label		defn:Trennbarkeit-von-Teilmengen-durch-offene-Mengen-bzw-Funktionen		Definition		2.82		Trennbarkeit von Teilmengen eines topologischen Raumes durch offene Teilmengen bzw. durch stetige Funktionen		2		2.5		2.5.0		76

		MaMpf-Label		defn:Trennungsaxiome-fuer-topologische-Raeume		Definition		2.83		Trennungsaxiome für topologische Räume		2		2.5		2.5.0		76

		MaMpf-Label		subsect:T1-Raeume		Unterabschnitt		2.5.1		T1-Räume		2		2.5		2.5.1		77

		MaMpf-Label		bsp:SpecZ-ist-T0		Beispiel		2.84		Spec Z als Beispiel für T0-Raum, der nicht T1 ist		2		2.5		2.5.1		77

		MaMpf-Label		prop:charakterisierung-t1		Proposition		2.85		Charakterisierung von T1-Räumen		2		2.5		2.5.1		77

		MaMpf-Label		coro:T1+T4-Raeume-sind-T3		Korollar		2.86		T1 Räume, die T4 sind, sind T3		2		2.5		2.5.1		78

		MaMpf-Label		subsect:Hausdorff-Raeume		Unterabschnitt		2.5.2		Hausdorff-Räume		2		2.5		2.5.2		78

		MaMpf-Label		bsp:diskrete-Raeume-sind-Hausdorffsch-indiskrete-Raeume-nicht		Beispiel		2.87		diskrete Räume sind Hausdorff'sch, indiskrete Räume nicht		2		2.5		2.5.2		78

		MaMpf-Label		bsp:Rn-ist-mit-Standardtopologie-Hausdorffsch-mit-Zariski-Topologie-nicht		Beispiel		2.88		reelle Standardvektorräume sind mit der Standardtopologie Hausdorff'sch, mit der Zariski-Topologie jedoch nicht		2		2.5		2.5.2		78

		MaMpf-Label		bem:in-Hausdorff-Raeumen-sind-alle-Punkte-abgeschlossen		Bemerkung		2.89		in Hausdorff-Räumen sind alle Punkte abgeschlossen		2		2.5		2.5.2		79

		MaMpf-Label		coro:normale-Raeume-sind-regulaer		Korollar		2.90		normale Räume sind regulär		2		2.5		2.5.2		79

		MaMpf-Label		bem:Unterraeume-von-Hausdorff-Raeumen-sind-Hausdorffsch		Bemerkung		2.91		Unterräume von Hausdorff-Räumen sind Hausdorff'sch		2		2.5		2.5.2		79

		MaMpf-Label		bem:stetige-Bilder-von-Hausdorff-Raeumen-sind-nicht-immer-Hausdorffsch		Bemerkung		2.92		stetige Bilder von Hausdorff-Räumen sind nicht immer Hausdorff'sch		2		2.5		2.5.2		79

		MaMpf-Label		prop:Produkte-Hausdorffscher-topologischer-Raeume-sind-Hausdorffsch		Proposition		2.93		Produkte Hausdorff'scher topologischer Räume sind Hausdorff'sch und umgekehrt		2		2.5		2.5.2		79

		MaMpf-Label		prop:T2-Diagonale abgeschlossen		Proposition		2.94		Hausdorff-Eigenschaft ist äquivalent zur Abgeschlossenheit der Diagonale		2		2.5		2.5.2		80

		MaMpf-Label		prop:Eigenschaften-von-Abbildungen-in-einen-Hausdorff-Raum		Proposition		2.95		Eigenschaften von Abbildungen in einen Hausdorff-Raum		2		2.5		2.5.2		81

		MaMpf-Label		prop:Folgen-und-Filter-in-Hausdorffraeumen-konvergieren-eindeutig		Proposition		2.96		konvergente Folgen und Filter in Hausdorff-Räumen konvergieren gegen genau einen Punkt		2		2.5		2.5.2		82

		MaMpf-Label		prop:Konvergiert-jeder-konvergente-Filter-gegen-genau-einen-Punkt-so-ist-der-zugrunde-liegende-Raum-Hausdorffsch		Proposition		2.97		Konvergiert jeder konvergente Filter gegen genau einen Punkt, so ist der zugrunde liegende topologische Raum Hausdorff'sch. Die entsprechende Aussage für Folgen ist falsch.		2		2.5		2.5.2		82

		MaMpf-Label		prop:kompakte-Teilmengen-von-Hausdorff-Raeumen-sind-abgeschlossen		Proposition		2.98		kompakte Teilmengen von Hausdorff-Räumen sind abgeschlossen		2		2.5		2.5.2		83

		MaMpf-Label		satz:Satz-von-Heine-Borel		Satz		2.99		Satz von Heine-Borel		2		2.5		2.5.2		84

		MaMpf-Label		satz:Satz-von-Maximum-und-Minimum		Satz		2.100		Satz von Maximum und Minimum		2		2.5		2.5.2		85
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		MaMpf-Label		prop:stetige-Abbildungen-von-einem-Kompaktum-in-einen-Hausdorff-Raum-sind-abgeschlossen		Proposition		2.101		stetige Abbildungen von einem kompakten topologischen Raum in einen Hausdorff-Raum sind abgeschlossen		2		2.5		2.5.2		85

		MaMpf-Label		satz:Homomorphiesatz-fuer-kompakte-Raeume		Satz		2.102		Homomorphiesatz für kompakte Räume		2		2.5		2.5.2		85

		MaMpf-Label		prop:Alexandrow-Kompaktifizierung-von-lokalkompaktem-Hausdorff-Raum-ist-Hausdorffsch		Proposition		2.103		die Alexandrow-Kompaktifizierung eines lokalkompakten Hausdorff-Raums ist wieder Hausdorff'sch		2		2.5		2.5.2		86

		MaMpf-Label		satz:kompakte-Hausdorff-Raeume-sind-regulaer-und-normal		Satz		2.104		kompakte Hausdorff-Räume sind regulär und normal		2		2.5		2.5.2		86

		MaMpf-Label		subsect:Regulaere-Raeume		Unterabschnitt		2.5.3		Reguläre Räume		2		2.5		2.5.3		87

		MaMpf-Label		prop:T3-ist-aequivalent-dazu-dass-fuer-jeden-Punkt-die-abgeschlossenen-Umgebungen-eine-Umgebungsbasis-bilden		Proposition		2.105		Axiom (T3) ist äquivalent dazu, dass für jeden Punkt die abgeschlossenen Umgebungen eine Umgebungsbasis bilden		2		2.5		2.5.3		87

		MaMpf-Label		coro:Unterraeume-von-regulaeren-Raeumen-sind-regulaer		Korollar		2.106		Unterräume von regulären Räumen sind regulär		2		2.5		2.5.3		87

		MaMpf-Label		coro:lokalkompakte-Hausdorff-Raeume-sind-regulaer		Korollar		2.107		lokalkompakte Hausdorff-Räume sind regulär		2		2.5		2.5.3		88

		MaMpf-Label		coro:in-lokalkompakten-Hausdorff-Raeumen-bilden-fuer-jeden-Punkt-die-kompakten-Umgebungen-eine-Umgebungsbasis		Korollar		2.108		in lokalkompakten Hausdorff-Räumen bilden für jeden Punkt die kompakten Umgebungen eine Umgebungsbasis		2		2.5		2.5.3		88

		MaMpf-Label		prop:vollstaendig-regulaere-topologische-Raeume-sind-regulaer		Proposition		2.109		vollständig reguläre topologische Räume sind regulär		2		2.5		2.5.3		88

		MaMpf-Label		prop:Unterraeume-von-vollstaendig-regulaeren-Raeumen-sind-vollstaendig-regulaer		Proposition		2.110		Unterräume von vollständig regulären Räumen sind vollständig regulär		2		2.5		2.5.3		89

		MaMpf-Label		coro:lokalkompakte-Hausdorff-Raeume-sind-vollstaendig-regulaer		Korollar		2.111		lokalkompakte Hausdorff-Räume sind vollständig regulär		2		2.5		2.5.3		89

		MaMpf-Label		satz:Charakterisierung-vollstaendig-regulaerer-Raeume		Satz		2.112		Charakterisierung vollständig regulärer Räume		2		2.5		2.5.3		89

		MaMpf-Label		lemma:die-Topologie-auf-einem-vollstaendig-regulaeren-Raum-ist-die-Initialtopologie-bzgl-der-Familie-aller-stetigen-Abbildungen-von-diesem-Raum-in-das-reelle-Einheitsintervall		Lemma		2.113		die Topologie auf einem vollständig regulären Raum ist die Initialtopologie bezüglich der Familie aller stetigen Abbildungen von diesem Raum in das reelle Einheitsintervall		2		2.5		2.5.3		89

		MaMpf-Label		coro:ein-vollstaendig-regulaerer-topologischer-Raum-erfuellt-genau-dann-das-zweite-Abzaehlbarkeitsaxiom-wenn-er-homoeomorph-zu-einem-Unterraum-eines-abzaehlbaren-Wuerfels-ist		Korollar		2.114		ein vollständig regulärer topologischer Raum erfüllt genau dann das zweite Abzählbarkeitsaxiom, wenn er homöomorph zu einem Unterraum eines abzählbaren Würfels ist		2		2.5		2.5.3		91

		MaMpf-Label		subsect:Normale-Raeume		Unterabschnitt		2.5.4		Normale Räume		2		2.5		2.5.4		92

		MaMpf-Label		bsp:ueberabzaehlbares-Produkt-von-diskreten-natuerlichen-Zahlen-ist-nicht-normal		Beispiel		2.115		überabzählbares Produkt von diskreten natürlichen Zahlen ist nicht normal		2		2.5		2.5.4		92

		MaMpf-Label		bsp:ueberabzaehlbarer-Wuerfel-ist-normal-aber-nicht-vollstaendig-normal		Beispiel		2.116		überabzählbarer Würfel ist normal aber nicht vollständig normal		2		2.5		2.5.4		94

		MaMpf-Label		satz:Lemma-von-Urysohn		Satz		2.117		Lemma von Urysohn		2		2.5		2.5.4		94

		MaMpf-Label		Anordnung-der-offenen-Mengen-bei-Urysohn		Gleichung		2.3				2		2.5		2.5.4		96

		MaMpf-Label		erstes-Urbild-im-Beweis-von-Urysohn-ist-offen		Gleichung		2.4				2		2.5		2.5.4		96

		MaMpf-Label		zweites-Urbild-im-Beweis-von-Urysohn-ist-offen		Gleichung		2.5				2		2.5		2.5.4		96

		MaMpf-Label		coro:normale-Raeume-sind-vollstaendig-regulaer		Korollar		2.118		normale Räume sind vollständig regulär		2		2.5		2.5.4		97

		MaMpf-Label		defn:metrisierbarer-topologischer-Raum		Definition		2.119		metrisierbarer topologischer Raum		2		2.5		2.5.4		97

		MaMpf-Label		bem:Unterraeume-metrisierbarer-topologischer-Raeume-sind-metrisierbar		Bemerkung		2.120		Unterraeume-metrisierbarer-topologischer-Raeume-sind-metrisierbar		2		2.5		2.5.4		98

		MaMpf-Label		prop:abzaehlbare-Produkte-metrisierbarer-topologischer-Raeume-sind-metrisierbar		Proposition		2.121		abzählbare Produkte metrisierbarer topologischer Räume sind metrisierbar		2		2.5		2.5.4		98

		MaMpf-Label		prop:metrisierbare-topologische-Raeume-sind-normal		Proposition		2.122		metrisierbare topologische Räume sind normal		2		2.5		2.5.4		99

		MaMpf-Label		Abstand-Punkt-zu-Menge-in-metrischem-Raum		Gleichung		2.6				2		2.5		2.5.4		99

		MaMpf-Label		satz:Metrisierungssatz-von-Urysohn		Satz		2.123		Metrisierungssatz von Urysohn		2		2.5		2.5.4		100

		MaMpf-Label		subsect:Beziehungen-zwischen-Trennungseigenschaften		Unterabschnitt		2.5.5		Beziehungen zwischen Trennungseigenschaften		2		2.5		2.5.5		100

		MaMpf-Label		sect:Parakompaktheit-und-Lokaleuklidizitaet		Abschnitt		2.6		Parakompaktheit und Lokaleuklidizität		2		2.6		2.6.0		101

		MaMpf-Label		defn:lokalendliche-Ueberdeckung		Definition		2.124		lokalendliche Überdeckung		2		2.6		2.6.0		101

		MaMpf-Label		defn:feinere-Ueberdeckung		Definition		2.125		feinere Überdeckung		2		2.6		2.6.0		101

		MaMpf-Label		defn:parakompakter-topologischer-Raum		Definition		2.126		parakompakter topologischer Raum		2		2.6		2.6.0		101

		MaMpf-Label		bsp:kompakte-topologische-Raeume-sind-parakompakt		Beispiel		2.127		kompakte topologische Räume sind parakompakt		2		2.6		2.6.0		101

		MaMpf-Label		prop:Charkterisierung-parakompakter-topologischer-Raeume		Proposition		2.128		Charakterisierung von Parakompaktheit		2		2.6		2.6.0		101

		MaMpf-Label		satz:Satz-von-Stone		Proposition		2.129		Satz von Stone		2		2.6		2.6.0		103

		MaMpf-Label		coro:lokalkompakte-Hausdorff-Raeume-die-das-zweite-Abzaehlbarkeitsaxiom-erfuellen-sind-parakompakt		Korollar		2.130		lokalkompakte Hausdorff-Räume, die das zweite Abzählbarkeitsaxiom erfüllen, sind parakompakt		2		2.6		2.6.0		105

		MaMpf-Label		prop:parakompakte-Hausdorff-Raeume-sind-normal		Proposition		2.131		parakompakte Hausdorff-Räume sind normal		2		2.6		2.6.0		105

		MaMpf-Label		defn:Partition-der-Eins		Definition		2.132		Partition der Eins		2		2.6		2.6.0		107

		MaMpf-Label		satz:ein-Hausdorff-Raum-ist-genau-dann-parakompakt-wenn-in-ihm-bezueglich-jeder-offenen-Ueberdeckung-eine-Partition-der-Eins-existiert		Satz		2.133		ein Hausdorff-Raum ist genau dann parakompakt, wenn in ihm bezüglich jeder offenen Überdeckung eine Partition der Eins existiert		2		2.6		2.6.0		107

		MaMpf-Label		defn:lokaleuklidischer-topologischer-Raum		Definition		2.134		lokaleuklidischer topologischer Raum		2		2.6		2.6.0		109

		MaMpf-Label		bem:in-zusammenhaengenden-lokaleuklidischen-topologischen-Raeumen-ist-die-lokale-Dimension-in-allen-Punkten-gleich		Bemerkung		2.135		in zusammenhängenden lokaleuklidischen topologischen Räumen ist die lokale Dimension in allen Punkten gleich		2		2.6		2.6.0		109

		MaMpf-Label		defn:reelle-Mannigfaltigkeit		Definition		2.136		reelle Mannigfaltigkeit		2		2.6		2.6.0		110

		MaMpf-Label		bsp:Gerade-mit-zwei-Urspruengen-ist-lokal-euklidisch-aber-keine-Mannigfaltigkeit		Beispiel		2.137		Gerade mit zwei Ursprüngen ist lokaleuklidisch aber keine Mannigfaltigkeit		2		2.6		2.6.0		110

		MaMpf-Label		lemma:lokaleuklidische-Hausdorff-Raeume-mit-abzaehlbaren-kompakten-Ueberdeckungen-erfuellen-das-zweite-Abzaehlbarkeitsaxiom		Lemma		2.138		lokaleuklidische Hausdorff-Räume mit abzählbaren kompakten Überdeckungen erfüllen das zweite Abzählbarkeitsaxiom		2		2.6		2.6.0		110

		MaMpf-Label		satz:ein-zsh-lokaleuklidischer-Hausdorff-Raum-ist-genau-dann-eine-reelle-Mannigfaltigkeit-wenn-er-parakompakt-ist		Satz		2.139		ein zusammenhängender, lokaleuklidischer Hausdorff-Raum ist genau dann eine reelle Mannigfaltigkeit, wenn er parakompakt ist		2		2.6		2.6.0		111

		MaMpf-Label		coro:reelle-Mannigfaltigkeiten-besitzen-zu-jeder-offenen-Ueberdeckung-eine-untergeordnete-Partition-der-Eins		Korollar		2.140		reelle Mannigfaltigkeiten besitzen zu jeder offenen Überdeckung eine untergeordnete Partition der Eins		2		2.6		2.6.0		113



