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Aufgabe 1. (24 2+ 2+ 2 = 8 Punkte)

Sei K ein Kérper mit fest gewiihltem algebraischen Abschluss K, sei n € N und seien
x1,...,2x, € K. Definiere

1 oz a2 - 2t
1 xy 22 . ot
_ 2 2
M(xq,...,z,) = -
1 oz, 22 - 2!

(a) Zeige
det(M (x1, ..., 2n)) = [ [ (z; — 22).

i<j

(b) Sei fiir den Rest der Aufgabe L|K eine endliche separable Erweiterung mit L C K
und = € L sowie Homg (L, K) = {01, ...,0,}. Sei weiterhin

Wy L — L, a— ax

die Multiplikation mit x, wobei L als K-Vektorraum betrachtet wird. Die Spur
Trp k(z) von x ist dann definiert als

Trojr(x) == Tr(u,).

Zeige
Trpx(z) = Zai(m).
i=1
(c) Sei (aq,...,a,) eine K-Basis von L. Zeige
det((Trpjx (ei))i ) = det((oias);z)*
(d) Zeige, dass die Bilinearform

LxL— K, (1,y) = Try(ey)

nicht ausgeartet ist.



Aufgabe 2. (2+1+2+1+2=28 Punkte)
(a) Sind f,g: N — C Abbildungen, dann definiere
n
(fxg)n) =D Fldyg (%)
dln

* ist auf Abb(N, C) assoziativ und kommutativ und § := [n +— dy,] ist neutrales
Element beziiglich *.

(b) (Abb(N, C), *) ist keine Gruppe.
(c) Definiere

1, falls n = 1,
u(n) =< (=1)%, falls n ein Produkt von k paarweise verschiedenen Primzahlen ist,
0, falls n durch eine Quadratzahl > 1 teilbar ist

und zeige
1 flirn=1,
dZ“(d) - { 0 fiirn > 1.

(d) Sei u € Abb(N,C) die konstante 1 Abbildung. Dann gilt p* u = 0.

(e) Seien nun f,F € Abb(N,C) mit F(n) = >_,, f(d) fir alle n € N. Dann gilt
F = fxwuund
n
fin) =3 Fdyu (3) ¥neN.
d|n
Aufgabe 3. (2 + 2 = 4 Punkte)
(a) 4 ist fiir keine Primzahl p eine Primitivwurzel modulo p.

(b) Sei p > 3 prim und n € N. Zeige

(e n —1 modp, fallsn=0modp—1
k
0 modp, sonst.

Aufgabe 4. (1+1+ 2 =4 Punkte)
Gegenstand dieser Aufgabe ist der Ring Z[v/—5] .= {a + bv/—5| a,b € Z} C C.

(a) Die Abbildung N: Z[\/=5] = Ny, a + by/—5 + a* + 5b? ist multiplikativ.

(b) Die Einheiten von Z[v/—5] sind £1.

(c) Zeige, dass Z[v/—5| nicht faktoriell ist. Zerlege hierzu 6 in verschiedene Produkte
nicht assoziierter irreduzibler Elemente.



