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KAPITEL 1

Analytische Geometrie

Nach heutigem Sprachgebrauch versteht man unter der Analytischen Geometrie den Teil der
Geometrie, der mit Hilfsmitteln der Linearen Algebra betrieben wird. Verwendung von hohe-
rer Algebra fiihrt zur Algebraischen Geometrie; in der Differentialgeometrie werden geometri-
sche Objekte mit den Methoden der Analysis untersucht.

In den Abschnitten 1.1 und 1.2 fithren wir zunéchst affine Réume und Abbildungen zwischen
ihnen ein und untersuchen diese Objekte. In Abschnitt 1.3 zeigen wir mithilfe affiner Koordina-
ten und insbesondere des Teilverhiltnisses einige klassische Resultate der affinen Geometrie,
wie etwa den Strahlensatz. In Abschnitt 1.4 befassen wir uns mit euklidischen Rdumen und ent-
wicklen fiir diese die Anfidnge einer Dreiecksgeometrie. Schliefslich vertiefen wir in Abschnitt
1.5 mit den Polytopen exemplarisch ein Thema der dreidimensionalen reellen euklidischen
Geometrie.

In den Abschnitten 1.6 und 1.7 untersuchen wir projektive Riume und den Zusammenhang
zwischen diesen und den zuvor eingefiihrten affinen Raumen. In Abschnitt 1.8 zeigen wir mit-
hilfe projektiver Koordinaten und insbesondere des Doppelverhiltnis einige klassische Resul-
tate der projektiven Geometrie, wie etwa den Satz von Pappos und den Satz von Desargues.
Abschlieflend fiir dieses Kapitel behandeln wir in Abschnitt 1.9 als ein konkretes Anwendungs-
beispiel fiir die in Abschnitt 1.6 eingefiihrte Theorie Fragestellungen aus der Darstellenden
Geometrie, also aus dem Teilbereich der Geometrie, der sich mit der Konstruktion von Projek-
tionen dreidimensionaler Objekte auf eine zweidimensionale Darstellungsebene befasst.

1.1 Affine Raume

Geometrie im Kontext von Anfingervorlesungen zur Linearen Algebra wird typischerweise
innerhalb von Vektorrdumen studiert. Da jeder Vektorraum mit einem ausgezeichneten Ele-
ment, dem Nullelement, ausgestattet ist, ist ein Ursprung damit von vorneherein festgelegt.
Im geometrischen Kontext ist es jedoch hdufig erforderlich, Riume ohne festen Ursprung zu
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1.1. Affine Rdume 4

betrachten, in denen also alle Punkte gleichberechtigt sind. Man stelle sich etwa eine Schreib-
tischoberfldache vor — idealerweise ist das eine Ebene — die sich bis ins Unendliche erstreckt.
Hier gibt es keinen ausgezeichneten Punkt; Ursprung und Koordinatensysteme sollten, wenn
sie tiberhaupt notwendig sind, der geometrischen Fragestellung angepasst werden. In der affi-
nen Geometrie begegnet man dieser Anforderung mit dem Konzept des affinen Raumes. Hier
ordnet man je zwei Punkten einen Verbindungsvektor zu, fiir den man tiber Axiome sinnvolle
Eigenschaften einfordert. Genauer definieren wir wie folgt:

Definition 1.1. Ein affiner Raum iiber einem Korper K ist ein Tripel (X, T(X), T) aus
e ciner nichtleeren Menge X, deren Elemente wir Punkte nennen,

e cinem K-Vektorraum T(X) (dem Translationsvektorraum), dessen Elemente wir Vektoren
nennen,

e ciner Abbildung t: X x X — T(X), die je zwei Punkten A, B € X einen Verbindungsvektor
tap := T(A, B) € T(X) zuordnet, so dass wie im Folgenden definiert das Abtragbarkeitsaxiom
(A) und das Dreiecksaxiom (D) gelten:

(A) Fiir jeden Punkt A € X und jeden Vektor t € T(X) existiert genau ein Punkt B € X mit
t = tap.

(D) Fiiralle Punkte A,B,C € X ist tgp + tgc = tac.

Zur Vermeidung von Fallunterscheidungen soll auch die leere Menge — ohne Angabe von T(X) und T
— ein affiner Raum sein. Fiir ,Sei (X, T(X), T) ein affiner Raum iiber einem Korper K.” schreiben wir
kiinftig auch kurz ,,(aff. Raum)”.

Stellen wir uns Verbindungsvekoren als Pfeile vor, konnen wir das Dreiecksaxiom schon visua-
lisieren:

Wir verwenden bewusst die Bezeichnung t 45 anstelle der hdufig anzutreffenden Bezeichnung
AB fiir Verbindungsvektoren: Wir wollen ausschliefslich mit den obigen Axiomen und den im
weiteren Verlauf daraus abgeleiteten Resultaten arbeiten und der Gefahr vorbeugen, das wir
unbewusst Eigenschaften verwenden, die uns moglicherweise aus anderem Kontext bekannt
sind und die fiir affine Riume im Allgemeinen eventuell gar nicht erfiillt sind. So gibt es etwa
in allgemeinen affinen Riumen keinen Langen- oder Winkelbegriff.

Direkt aus der Definition ergeben sich die folgenden Eigenschaften eines affinen Raumes
(X, T(X),7):

e Fir A € X giltstets t44 = 0, denn aufgrund des Dreieckaxioms (D) giltta4 +taa = taa,
was die Behauptung unmittelbar impliziert.
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e Fir A, B € Xgilttgg = —tap, denn wegen des Dreiecksaxioms (D) ist top +tpa = tan =
0.

e Fiir jeden Punkt B € X und jeden Vektor t € T(X) existiert genau ein Punkt A € X mit
t = tap. Aus dem Abtragungsaxiom (A) folgt ndmlich fiir jeden Punkt B € X und jeden
Vektor t € T(X) die Existenz eines eindeutig bestimmten Punktes A € X mit —t = tpg4,
also mit t = t 3.

¢ Fiir jeden Punkt A € X erhalten wir eine Abbildung
UAZX—)T(X), Pi—>tAp,

die nach dem Abtragbarkeitsaxiom (A) bijektiv ist. Diese bildet den Punkt A auf das
Nullelement im Vektorraum T (X) ab. Wihlen wir einen festen Punkt O € X aus — einen
sogenannten Ursprung — so heifit fiir einen Punkt P € X der Vektor 170(P) = top € T(X)
der Ortsvektor von P (beziiglich O). Dieser hiangt von der Wahl von O ab. Man beachte,
dass alle Punkte von X gleichberechtigt sind: Jeder Punkt kann als Ursprung gewdahlt
werden.

Definition 1.2 (aff. Raum). Die Dimension von (X, T(X),T) ist durch dimg T(X) gegeben und
wird dimg X bzw. dim X bezeichnet. Die leere Menge erhilt die Dimension —1. Speziell heift ein
affiner Raum X

e eine affine Ebene, wenn dim X = 2 gilt,

¢ cine affine Gerade, wenn dim X = 1 gilt.

Beispiel 1.3. Ist V ein Vektorraum iiber dem Korper K und setzen wir
v:VxV =V, (AB)—tsp:=B—A,
soist (V,V,1y) ein affiner Raum,

denn: Das Abtragbarkeitsaxiom ist erfiillt, denn fiir A € V und t € V ist B = t + A offenbar das
eindeutig bestimmte B € V mit t = t 45 = B — A und das Dreiecksaxiom (D) gilt wegen tap + tpc =
(B—A)+ (C—B)=C—A=tacfiiralle A,B,C€V. #

Wir nennen (V,V, ty) den zum Vektorraum V assoziierten affinen Raum. In diesem Beispiel kinnen
Elemente aus V sowohl als Punkte als auch als Vektoren aufgefasst werden. Bei Wahl des Nullelements
von V als Ursprung stimmt der Ortsvektor jedes Punktes P aus V mit P selbst iiberein.

Der zum Standardvektorraum K" assoziierte affine Raum heifit der affine Standardraum A" (K) von
Dimension n € INp'.

Wir werden spéter sehen, dass jeder nichtleere affine Raum (X, T(X),T) nach Wahl eines
Punktes kanonisch isomorph zu einem affinen Raum der Form (V,V,ty) ist, ndmlich zu

(T(X), T(X), r(x))-

In diesem Skript ist null keine natiirliche Zahl und wir schreiben stets N := {n € Z | n > 0} und Ny :=
N U {0}.
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Beispiel 1.4. Setzen wir

X1
X{(JCZ) €]R3|X1—|—XQ—|—X3:1},
X3

X1 1 0
T(X){<x2) G]RSX1+X2+X30}<(0),(1)>,
X3 -1 -1

so ist die Abbildung

C(XxX S T(X),
" 1AB) —B-4

wohldefiniert und (X, T(X), T) ist ein affiner Raum. Die Giiltigkeit der Axiome ergibt sich analog zu
Beispiel 1.3. Wegen dim T(X) = 2 handelt es sich bei (X, T(X), T) um eine affine Ebene, was mit
unserer Anschauung iibereinstimmt:

X

1
Wiihlen wir O = (O) als Ursprung, so erhalten wir weiter
0

X1 X1 — 1
NMo: X — T(X), X2 | — X2 .
X3 X3

Ist (X, T(X), T) ein affiner Raum, so erhalten wir fiir jedes t € T(X) eine Abbildung
X=X, A=),

die sogenannte Translation um t, die einen Punkt A auf den eindeutig bestimmten Punkt B
mit t 4 = t abbildet. Diese hat die folgenden Eigenschaften:
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* T; ist bijektiv, denn fiir jeden Punkt B € X existiert genau ein Punkt A € X mit t = fp.
e Esist 79 = id, denn wegen t44 = 0ist 1o(A) = A fiiralle A € X.
e Firs,t € T(X)ist o4t =0T,

denn: Fir A € X ergibt sich 7,(7;(A)) als der eindeutig bestimmte Punkt C € X mit
s = tpc, wobei B der eindeutig bestimmte Punkt aus X mit ¢t = t4p ist. Es folgt s +t =
tpc + tap = tac, also C = T,44(A) und somit 7,(7:(A)) = Ts1+(A). #

In algebraischer Sprechweise kann man dies auch so ausdriicken, dass durch die Abbildung
T(X)xX—X, (tA)—w(A)

eine Operation der additiven Gruppe von T(X) auf X gegeben ist. Da offensichtlich fiir je zwei
Punkte A, B € X genau ein t € T(X) mit ;(A) = B und also mit typ = ¢ existiert, ist diese
Operation einfach transitiv. Umgekehrt kann man zeigen, dass man zu jeder einfach transiti-
ven Operation der additiven Gruppe eines Vektorraums T(X) auf einer Menge X auf natiirli-
che Weise einen affinen Raum erhdlt, fiir den die obige Operation mit der gegebenen {iberein-
stimmt. Dies liefert eine alternative Charakterisierung affiner Rdume, die in der Literatur recht
verbreitet ist.

Von nun an vereinfachen wir die Bezeichnungen ein wenig und schreiben anstelle des Tripels

(X, T(X), ) oft einfach nur X.

Definition 1.5 (aff. Raum). Eine Teilmenge Y C X heifit ein affiner Unterraum von X, wenn ent-
weder Y leer ist oder es ein P € Y gibt, fiir das

Tp(Y):={tpa € T(X) | A€ Y}

ein Untervektorraum von T (X) ist.

Proposition 1.6 (aff. Raum). Sei Y C X ein nichtleerer affiner Unterraum. Dann ist fiir jedes P € Y
die Menge Tp(Y') ein Untervektorraum von T(X) und es gilt Tp(Y) = To(Y) fiir je zwei P,Q € Y.
Wir schreiben daher

T(Y) := Tp(Y) fiir ein beliebiges P € Y.

Der affine Unterraum Y ist auf natiirliche Weise selbst ein affiner Raum mit Translationsvektorraum
T(Y).

Beweis. Nach Definition 1.5 gibtesein P € Y, so dass T(Y) = Tp(Y) ein Untervektorraum von
T(X) ist. Es ist daher offenbar genug, zu zeigen, dass fiir alle Q € Y die Gleichheit To(Y) =
Tp(Y) gilt. Fiir ein beliebiges Q € Y gilt nach dem Dreiecksaxiom (D)

toa = top +tpa furalle A €Y
und somit wegen top = —tpg € Tp(Y) tatsdchlich

To(Y) = tgp + Tp(Y) = Tp(Y).
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Um zu sehen, dass Y ein affiner Raum ist, bemerken wir, dass fiir A, B € Y stets tap € Ta(Y) =
T(Y) ist, so dass sich 7: X x X — T(X) zu einer Abbildung Y x Y — T(Y) einschrinkt.
Das Dreiecksaxiom (D) ist offensichtlich weiterhin erfiillt. Ist A € Y und t € T(Y), dann
existiert wegen des Abtragbarkeitsaxioms (A) fiir X ein eindeutig bestimmtes B € X mit t =
tap. Wegen t € T(Y) = Ta(Y) gilt t = t4c fiir ein C € Y und deshalb B = C € Y. Das
Abtragbarkeitsaxiom (A) gilt also auch fiir Y. O

Beispiel 1.7. Seien V ein Vektorraum iiber einem Korper K und X der zu V assoziierte affine Raum.
Ist Y ein affiner Unterraum von X, dann ist Y entweder leer oder es existiert ein P € Y, so dass

Tp(Y) ={tra|AcY}={A-P|A€Y}

ein Untervektorraum von V ist. Damit sind die nichtleeren affinen Unterrdume von X genau durch die
Mengen der Form

P+U mitP eV, U CV Untervektorraum

gegeben. Dies sind genau die affinen Unterriume von V, wie sie typischerweise auch in Vorlesungen zu
Linearer Algebra definiert werden. Im Fall der affinen Standardriume A" (K) (also fiir V.= K") sind
diese gerade die Losungsriume linearer Gleichungssysteme: Ist Y ein affiner Unterraum des A" (K),
dann existieren ein m € IN, eine m x n-Matrix A mit Eintrigen in K und ein b € K" mit

Y =Los(A,b):={x € K'| Ax =1b}

In der verlinkten Folgerung 15.9 findet sich ein Beweis fiir Letzteres. Der zu nichtleerem Y gehori-
ge Translationsvektorraum T(Y') ist hierbei als Losungsmenge des zum entsprechenden linearen Glei-
chungssystems gehorigen homogenen linearen Gleichungssystems, d.h. durch T(Y) = Los(A,0) gege-
ben. Zur Wiederholung sei dieses Quiz empfohlen.

Definition 1.8 (aff. Raum). Die Dimension eines nichtleeren affinen Unterraums Y C X ist durch
dimg T(Y) gegeben und wird dimg Y bzw. dimY bezeichnet. Sie ist wohldefiniert nach Proposition
1.6. Der leere affine Unterraum erhiilt wieder die Dimension —1. Speziell heif$t ein affiner Unterraum
YCX

e cine (affine) Hyperebene in X, wenn dimY = dim X — 1 gilt,
e eine (affine) Ebene in X, wenn dimY = 2 gilt,
e cine (affine) Gerade in X, wenn dimY = 1 gilt.
Geraden in affinen Riaumen werden wir meist mit kleinen Buchstaben bezeichnen.

Beispiel 1.9. Wir betrachten den affinen Raum X aus Beispiel 1.4. Nach Beispiel 1.7 ist X selbst ein
affiner Unterraum des A3(R), und zwar als affine Ebene eine Hyperebene. In X ist beispielsweise durch

X1

N 1 00 0
Y:{ 3;2 €R3|x1:0,xz+X3:1}:Los((0 1 1)/(1>)
3


https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/105/display?page=3
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/105/display?page=3
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/quizzes/5642/take
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/quizzes/5642/take
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ein affiner Unterraum gegeben. Wir wollen uns davon direkt mit der Definition affiner Unterdume
iiberzeugen: Es gilt etwa

0
P=10] €Y
1

und also

To(Y) = {tms | A€ Y} = {A—P|A€Y)

X1

={ X2 E]R3|x1:0,x2+x3:1}
X3—1
X1

={[ x €]R3|x1:O,x2+x3:O}
X3
0

=({ 1))
-1

was offenbar ein Untervektorraum von T(X) ist. Dieses Resultat fiir T(Y) = Tp(Y) ist im Hinblick
auf die Ausfiithrungen in Beispiel 1.7 natiirlich wenig iiberraschend.

T(Y)
T'X)

X

X
Y

Der affine Unterraum Y ist eine affine Gerade und als solche eine Hyperebene in X, jedoch natiirlich
nicht in A3(R).

Proposition 1.10 (aff. Raum). Sei (Y;);c; eine Familie affiner Unterriume von X. Dann gilt:

(@) Y := (g Yi ist wieder ein affiner Unterraum von X.

(b) Der Durchschnitt aller affinen Unterrdume Y C X mit J;c; Y; C Y heifit der Verbindungsraum
Vier Yi und ist wieder ein affiner Unterraum von X. Im Fall I = {1,2,...,n} fireinn € N
schreiben wir auch \/;c;Y; =Y1 VY2 V... VY.
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Beweis. Im Beweis von Behauptung (a) diirfen wir ohne Einschrankung Y # @ annehmen, da
sonst nichts zu zeigen ist. Dann ist fiir einen beliebigen Punkt P € Y

To(Y) ={ta € T(X) [Ac (Y} =({ta e T(X) |Ac Y} =T(Y;) (L1

iel iel i€l

als Durchschnitt von Untervektorrdumen von T(X) selbst wieder ein Untervektorraum von
T(X). Damit ist Behauptung (a) gezeigt. Aussage (b) ergibt sich sofort aus Aussage (a). O

Der Verbindungsraum \/;c; Y; ist offenbar der kleinste affine Unterraum von X, der simtliche
Y; enthalt.

Definition 1.11 (aff. Raum). Fiir Punkte A, B € X mit A # B setzen wir
AB := {A}V {B}
und nennen dies die Verbindungsgerade von A und B.
Proposition 1.12 (aff. Raum). Seien A, B € X mit A # B. Dann ist
AB = {n(A) |t € (tap)}
und
T(AB) = {tas).
Insbesondere ist AB tatsiichlich eine Gerade.

Beweis. Das ist eine Ubungsaufgabe. O

Ist X der zu einem Vektorraum V assoziierte affine Raum, so ist 7;(A) = A + t und deshalb
AB=A+ (B— A).

Proposition 1.13 (aff. Raum). Seien Y1,Y> C X nichtleere affine Unterriume von X. Dann gilt

T(Yl) + T(Yz) fﬁ?’ YiNnY, #Q,

TR {(mn +TR) S T(RR) firhinY, =2,

wobei Py, P; beliebige Punkte aus Y1 bzw. Y sind.

Beweis. Wir nehmen eine Fallunterscheidung vor:

Fall 1: Y1 N Y, # @. Dann gilt

TMVY2) =T(Y1) +T(Y2), (1.2)
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denn: Fiir einen beliebigen fest gewahlten Punkt P € Y; N Y> gilt nach Proposition 1.6

TY)UT(Y2) ={tpa € T(X) | Ac Y1} U{tpa € T(X) | A € Y2}
={tpa € T(X) | A€ Y1UY,}
C{tpaeTX)|A€Y1VYa}
=T(Y1 VYa).

Da mit einer beliebigen Teilmenge eines gegebenen Vektorraums auch deren lineare Hiille in
diesem Vektorraum enthalten ist, folgt

TW1)+T(Y2) CT(Y1VYs).
Zum Nachweis der umgekehrten Inklusion betrachten wir
Y:={nu(P)|teT(Y1)+T(Y2)} C X.

Dies ist ein affiner Unterraum von X mit T(Y) = T(Y1) + T(Y2). Es ist ndmlich P = 1p(P) € Y
und

Tp(Y) ={tpa | A €Y} = {tpgyp [t €TV1) +T(Y2)} = T(Y1) + T(Y2),

wobei wir tprpy =t verwendet haben. Wegen Y7,Y, C Y ist auch Y7 VY, C Y und es ergibt
sich

T(Yl V Yz) - T(Y) = T(Yl) + T(Yz).

#
Fall 2: Y1 N Y, = @. Seien P; € Y7 und P, € Y. Dann gilt
T(Y;VY2) = (T(V1) + T(Y2)) @ T(PPy), (1.3)
NP ¢ T(Y2) T(Y1)
P -
Pr=g T(P.Py)

292

denn: Aus EPZ CY; VY, folgt

T VY,) =TV VPP vY) E 1ty + TP v ) & T(v) + T(PIP) + T(va)

= (T(1) + T(Y2)) + T(PP).

Es verbleibt die Direktheit der Summe ganz rechts zu zeigen. Hierfiir gentigt es einzusehen,
dass der Erzeuger tp,p, von T(§51P2) nicht in T(Y;) + T(Y2) liegt. Wire dies aber der Fall, so
gdbe es nach Proposition 1.6 je einen Punkt Q; € Y; und Q> € Y, mit

tpyp, = tpQ — tPQ,-
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Aus

to,Q, = tQip +tep, ttpg, = top + (trQ — trQ,) +ERg, =0

folgte dann Q1 = Q> und also Y7 N Y, # @ im Widerspruch zu unserer Voraussetzung. #

Satz 1.14 (aff. Raum). Es gelte char(K) # 2. Fiir je zwei affine Unterriume
Y1,Y,CX mit Y1NY, #Qund AP € X mitY; =Y, = {P}
gilt dann
“ivvn= |J PPy

P1#P,
P1 EYl, PZEYZ

der Verbindungsraum von Y1 und Y; ist also die Vereiniqung der Verbindungsgeraden zwischen Punk-
ten in Y1 und Punkten in Y5.

Beweis. Da fiir beliebige voneinander verschiedene P; € Y; und P, € Y; die Verbindungsge-
rade §51 P, = {P;} V {P,} im affinen Unterraum Y; V Y; enthalten ist, ist die rechte Seite der
Behauptung in der linken Seite enthalten.

Zum Beweis der umgekehrten Inklusion wéhlen wir einen beliebigen Punkt P € Y7 N Y5. Ist
Qe Y1VYy,sogilttpg € T(Y; VY,) und es gibt nach Proposition 1.13 je einen Punkt P; € Y}
und P, € Y, mit

tpg = tpp, + tpp,.

Wir konnen ohne Einschrdankung annehmen, dass die Punkte P, P;, P, paarweise verschieden
sind,

denn: Ist P = P; # P, s0ist Q € m, ebenso fiur P = P, # P;. Im Fall P, = P, # P ist
tpg = 2tpp, und deshalb Q € WQ ImFall P = P; = Pyist tpg = 0, also P = Q. Nach
Voraussetzung enthilt jedoch einer der beiden Rdume Y7, Y, einen von P verschiedenen Punkt
R,esistalso Q € PR und somit in der rechten Seite enthalten. #

Wir setzen

P{ = (ztppl)(P) ey, Pé = (thpz)(P> €Y.
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Wire P| = P}, dann folgte 2tpp, = 2tpp, und wegen char(K) # 2 schlieSSlich P; = P,, was einen
Widerspruch darstellt. Es gilt also P; # P, und

tpipy = tpp, — tpp; = 2tpp, — 2tpp, = 2tpp,

sowie
tpig = tpp +tpg = —tpp; +tpg = —2tpp +tpg
= —2tpp, + (tpp, + tpp,) = tp,p + tpp, = tp,p,-
Es folgt tpro = 3t dal PP} P ition 1.12 O
gttpig = 3tpp und also Q € Py P, wegen Proposition 1.12.

In Analogie zur Dimensionsformel fiir Untervektorrdaume geben wir nun auch im Kontext affi-
ner Unterrdume eine derartige Formel an:

Satz 1.15 (Dimensionsformel fiir affine Unterraume, aff. Raum). Seien Y1,Y> C X zwei nichtleere
affine Unterriiume. Dann gilt

dimY; +dim Y, — dim(Y; N Y>) firYinNY, #Q,

dim(Y; V Yz) =
im(\ V1) {dimY1+dimY2—dim(T(Y1)ﬂT(Yz))+1 fiirYynYs =@.

Beweis. Mit der Dimensionsformel fiir Untervektorraume gilt

dim(Y1 V Yz) = dim T(Yl V Yz

)
(12),0.3) | dim(T(Y7) + T(Y2)) furY1NY, #Q,
dim((T(Y1) + T(Y2)) @ T(PB)) fiirYiNYa =@,P € Y1, Py € Yo
T(Y.

_Jdim(T(Y; 2)) furY1 NY, #Q,
O dim(T(Y) +T(Y2) +1 firinY, =9

dim T(Y;) + dim T(Y2) — dim(T (Y1) N T(Y2)) fuirY1N Y, # O,
dimT(Y;) +dim T(Y2) —dim(T (Y1) N T(Y2))+1 firYiNY, =0

(L1) {dim Y; + dim Y — dim(Y; N Y2) fir Y N Y, #Q,

)+
)+
dimY; +dimY, — dim(T(Yl) N T(Y2)) +1 firYiNY, =0

Definition 1.16 (aff. Raum). Zwei nichtleere affine Unterriume Y1,Y>» C X heiflen
e parallel, in Zeichen Y1 || Yo, wenn T(Y1) C T(Y2) oder T(Y2) C T(Y1) gilt.

* windschief, wenn sie nicht parallel sind und leeren Durchschnitt haben.
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Bemerkung 1.17 (aff. Raum). Ist von zwei nichtleeren affinen Unterriumen Y1,Y, C X einer eine
Hyperebene, so sind Y1, Y, nicht windschief,

denn: Ohne Einschrinkung sei Y1 eine Hyperebene und Y, # X. Wiiren Y1,Y> C X windschief, so giilte
nach der Dimensionsformel 1.15

dim(Y1 vV Yz) =dimY; +dimY, — dlm(T(Yl) N T(Yz)) +1

> (dimX —1) +dimY,; —dimY; + 1

= dim X.
Das kann nicht sein, da Y1 V Y; ein affiner Unterraum von X ist. #
Insbesondere gibt es in der affinen Standardebene A2(K) keine zwei windschiefen Geraden; je zwei
Geraden ¢,h C A?(K) sind also parallel oder haben nichtleeren Durchschnitt.
Bemerkung 1.18 (aff. Raum). Die Aussage von Satz 1.14 wird falsch, wenn wir die Voraussetzung
Y1 N Yy # @ weglassen,

denn: Betrachten wir die beiden windschiefen Geraden

1 0 0
Y = <(0) )R CR® und Y, := (1) + (1) 'r C R>.
1 0 1

Nach der Dimensionsformel 1.15 gilt einerseits
dim(Y1VYy) =14+1-0+1=3

und somit Y1 V Yo = R3. Andererseits kann man durch Aufstellen einer allgemeinen Geradengleichung
leicht iiberpriifen, dass etwa der Punkt

0
1] eRr®
-1

auf keiner Verbindungsgerade PP, mit Py € Y und Py € Yy liegt. #

Es liisst sich bereits im A%(R) ein Gegenbeispiel finden: In der Abbildung ist der Verbindungsraum des
Punktes P und der Geraden g der ganze R?, die gestrichelte Gerade liegt mit Ausnahme des Punktes P
jedoch nicht in der Vereinigung der Verbindungsgeraden.
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1.2 Affine Abbildungen

In diesem Abschnitt betrachten wir Abbildungen zwischen affinen Riumen. Wir gehen dabei
stillschweigend davon aus, dass die beteiligten Riume nichtleer sind.

Definition 1.19 (aff. Raum). Sei (Y, T(Y),0) ein affiner Raum iiber dem Korper K. Eine Abbildung
¢: X — Y heifdt affine Abbildung, wenn es eine lineare Abbildung T(¢): T(X) — T(Y) mit

t‘P(A)‘P(B) = T((P)(tAB) fﬁr alle A,B € X, (1.4)
und also mit o(p(A), ¢(B)) = T(¢)(T(A, B)), gibt.> Eine bijektive affine Abbildung heif$t auch eine

Affinitit oder ein Isomorphismus affiner Riaume.

Beispiel 1.20 (aff. Raum). Offensichtlich sind die Abbildungen

id: X =X und % X = {+
A — A A = %

affine Abbildungen mit T(id)(t) = t und T(x)(t) = Op((,y) fiir alle t € T(X). Fiir jedes t € T(X) ist
die Translation t;: X — X eine Affinitit mit T () = id.

Es gibt einen engen Zusammenhang zwischen affinen Abbildungen und linearen Abbildun-
gen zwischen den zugehorigen Translationsvektorrdaumen, den wir in den folgenden beiden
Propositionen untersuchen werden:

Proposition 1.21 (aff. Raum). Seien (Y, T(Y), o) ein affiner Raum iiber dem Korper K und ¢: X —
Y eine Abbildung. Fiir O € X setzen wir

T(X) —T(Y),
CI)O :
foa = Ly(0)p(a)-
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i)  g@istaffin.
(ii)  Fiir jeden Punkt O € X ist ®g linear.
(iii) Es gibt einen Punkt O in X, so dass ®¢ linear ist.

In diesem Fall ist o = T(¢), insbesondere ist ®o unabhiingig von der Wahl von O.

Beweis. Die Implikation (i)==-(ii) ergibt sich direkt aus Definition 1.19, und die Implikation
(ii)==>(iii) ist trivial. Es verbleibt der Nachweis von (iii)==-(i). Fiir beliebige Punkte A, B € X
gilt

Po(tap) = Poltos —toa) = Poltos) — Poltoa) = te0)e(8) ~ te(0)p(a) = tp(a)e(B):
Die Proposition folgt dann direkt aus Definition 1.19. O

?Die Notation T(¢) ist dadurch gerechtfertigt, dass T(¢) nach (1.4) bereits eindeutig durch ¢ festgelegt ist.
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Satz 1.22 (aff. Raum). Sei (Y, T(Y),0) ein affiner Raum iiber dem Korper K. Dann gibt es zu jeder
linearen Abbildung ®: T(X) — T(Y) und jedem Paar (O,0") mit O € X und O' € Y genau eine
affine Abbildung

¢: X =Y mit(O) =0 und T(p) = .

Beweis. Zum Nachweis der Existenz definieren wir ¢ {iber die Beziehung tor,,p) = ®(top) fiir
P € X. Esist dann

torg(0) = P(too) = ®(0) =0
und somit ¢(O) = O'. Dariiber hinaus ist
Do(tor) = te(0)g(p) = torg(p) = P(tor)

und also ®p = @ linear. Aufgrund von Proposition 1.21 ist ¢ affin. Fiir den Nachweis der
Eindeutigkeit von ¢ bemerken wir, dass aus T(¢) = ® und ¢(O) = O’ sofort

tO’(p(P) = t({i(o)(P(P) = T((p)(top) = q)(top) furalle P € X

folgt, was ¢ eindeutig festlegt. O

Korollar 1.23 (aff. Raum). Sei O € X fest gewiihlt. Dann existiert in den zu T(X) assoziierten
affinen Raum (T(X), T(X), Tr(x)) eine eindeutig bestimmte Affinitit ¢: X — T(X) mit ¢(O) = 0
und T(¢) = id, nimlich ¢ = 3o. Das heifit, dass X nach Wahl eines Ursprungs kanonisch isomorph
zu dem zu T (X) assoziierten affinen Raum ist.

Korollar 1.24 (aff. Raum). Seien V und W zwei K-Vektorriume und (V,V,ty) bzw. (W, W, Tyy)
die jeweiligen assoziierten affinen Riume. Weiter seien O € V,0" € W und ®: V. — W eine lineare
Abbildung. Dann existiert genau eine affine Abbildung ¢: V. — W mit ¢(O) = O' und T(¢) = P.
Diese ist gegeben durch

p(A) = DP(A)+ 0O —®(0) fiiralle AcV.

Jede affine Abbildung ¢ von V nach W mit ¢(O) = O’ ist von dieser Form (mit ® = T(¢)).

Beweis. Existenz und Eindeutigkeit von ¢ folgen direkt aus Satz 1.22. Fiir A € V ist
P(A) — O = toya) = P(toa) = P(A - 0) = &(A) — ®(0).

O

Beispiel 1.25. Als Spezialfall von Korollar 1.24 erhalten wir, dass es zu jedem M € K™"*" und zu jedem
P € K" genau eine affine Abbildung

emp: K' — K" mit opp(0) = P und T(pmp)(A) = MA fiiralle A € K"
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gibt. Offensichtlich sind hierdurch alle affinen Abbildungen ¢ von K" auf sich selbst mit ¢(0) = P
beschrieben und es gilt

omp(A) = MA+P fiiralle A € K".
Im Fall M € GL,,(K) ist o p eine Affinitit und die Umkehrabbildung ist gegeben durch
(p;,},P(A) =M'A-M1P fiirale A € K".
Wir werden in Proposition 1.26 mit den Parallelprojektionen eine weitere Klasse affiner Abbil-

dungen einfiihren, miissen vorher aber noch ein wenig ausholen. Sei also Y C X ein affiner
Unterraum eines gegebenen affinen Raumes X und sei W C T(X) ein Untervektorraum mit

T(X)=WaT(Y). (1.5)
Setzen wir
W(P):={A e X |tpp € W}

fiir einen beliebigen vorgegeben Punkt P € X, dann ist W(P) ein affiner Unterraum von X mit
P € W(P) und T(W(P)) = W, denn Tp(W(P)) = {tpa | A € W(P)} = W. Insbesondere gilt
W(P) || W(Q) fiir beliebige P, Q € X. Fiir ein beliebiges P € X gilt nun

dim(W(P) N Y) =0,

denn: Gilte W(P) N'Y = @, so folgte nach der Dimensionsformel 1.15

dim(W(P) VY) = dim W(P) + dim Y — dim(T(W(P)) N T(Y)) + 1
=dimW+dimT(Y) —dim(W N T(Y)) +1
© dim X + 1.

Das kann nicht sein, da W(P) V Y ein affiner Unterraum von X ist. Es gilt daher W(P) N Y # @
und es gilt
dim(W(P) N Y) = dim(T(W(P) N Y))
W Qim(T(W(P)) N T(Y))
=dim(W N T(Y))

0,

#

Proposition 1.26 (aff. Raum). Sei Y C X ein affiner Unterraum und sei W C T(X) ein Untervek-
torraum mit T(X) = W & T(Y). Dann ist die Abbildung

XY X =Y, .
Ty = W {P s (P) mit {rtw (P)} := W(P) N Y und W(P) := {A € X | tpa € W}
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affin und es ist n;(fyy = idy, insbesondere ist ni(v’y surjektiv. Wir nennen rty die Parallelprojektion
lings W.

Beweis. Nach unseren Voriiberlegungen ist 7ty wohldefiniert.

Um nachzuweisen, dass 7y eine affine Abbildung ist, betrachten wir zwei Punkte A, B € X.
Dann gilt

tAB = Eamy(4) T by (A)mw (B) Tt (B)B = (Eamy(4) = By (B)) T By (A)mw (B)
Offensichtlich liegt der erste Summand rechts in W und der zweite in T(Y'). Wegen der Direkt-
heit der Summation in (1.5) ist diese Zerlegung eindeutig. Uber die Zuordnung

tAB = by (A)mw(B)

ist daher eine Abbildung T(mty): T(X) — T(Y) definiert. Nach Konstruktion ist diese gerade
die kanonische Projektion von T(X) auf T(Y) und insbesondere eine lineare Abbildung. Das
zeigt, dass 7y ein affine Abbildung ist.

Schliefslich gilt fiir ein beliebiges P € Y
{rw(P)} =W(P)NY ={A €Y |tpa € W} ={P},

was unmittelbar n%’yhf = idy zeigt. O

Wir haben jetzt einige Beispiele affiner Abbildungen kennengelernt. In Proposition 1.30 werden
wir zeigen, dass nicht jede Abbildung zwischen zwei affinen Raumen affin ist, indem wir eine
geometrische Eigenschaft affiner Abbildungen herleiten, die offenkundig nicht allgemeingiiltig
ist. Vorher miissen wir noch einige Begriffe einfiihren:

Definition 1.27 (aff. Raum). Eine Teilmenge M C X heifst kollinear, falls es eine Gerade § C X mit
M C g gibt.

Definition 1.28 (aff. Raum). Sei n > 3 eine natiirliche Zahl und seien A1, ..., Ay, nicht kollineare
und paarweise verschiedene Punkte, die in einer gemeinsamen Ebene E C X liegen. Dann heifst das
(geordnete) n-Tupel

I"IAl...An = (Al,...,An)

das n-Eck mit den Eckpunkten Ay, ..., A,. Im wichtigen Spezialfall eines Dreiecks schreiben wir fiir
HA1A2A3 auch AAlAzAg.
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Drei Eckpunkte A;,, Ai,, Ai, von I1 Ay ... A, heiflen aufeinanderfolgend, falls
ih=ip—1=i3—2 (mod n)

Qilt. ITA; ... Ay, heifSit entartet, falls es drei aufeinanderfolgende Eckpunkte gibt, die kollinear sind, und
ansonsten nicht entartet.

/ /Ag A1> <A3 A 8
A A, Af Ay \&J

Abbildung 1.1: Nur das dritte n-Eck ist entartet.

Definition 1.29 (aff. Raum). Ein nicht entartetes Viereck IIABCD heifst ein Parallelogramm, falls
=2 —=
AB || CD und AD || BC gilt.

In der folgenden Proposition 1.30 zeigen wir nun, dass affine Abbildungen — cum grano salis —
Parallelogramme auf Parallelogramme abbilden:

Proposition 1.30 (aff. Raum). Sei (Y, T(Y),0) ein affiner Raum iiber dem Korper K, sei ¢p: X — Y
eine affine Abbildung und sei IIABCD ein Parallelogramm in X. Sind die Bildpunkte ¢(A), ¢(B),
¢(C), (D) paarweise verschieden und nicht kollinear, so ist

@(IIABCD) = I1¢(A)p(B)p(C)p(D)

wieder ein Parallelogramm.

Beweis. Nach Definition 1.19 gibt es eine lineare Abbildung T(¢): T(X) — T(Y) mit (1.4). Fur
je vier Punkte A, B,C, D € X gilt daher

tap =tco == lo(a)p(B) = Lo(C)p(D)-
Gelten A # B,C # D, ¢(A) # ¢(B) und ¢(C) # ¢(D), so folgt hieraus
=2 Y Y
T(AB) =T(CD) = T(p(A)p(B)) = T(9(C)g(D)). (1.6)
Fiir ein beliebiges Parallelogramm ITABCD gilt nach den Definitionen 1.16 und 1.29
T(AB) = T(CD) und T(AD) = T(BC).

Unter der Voraussetzung, dass ¢(A), (B), ¢(C), (D) paarweise verschieden sind, erhalten
wir daraus mit (1.6)

T(p(A)e(B)) = T(¢(C)p(D)) und T(¢(A)e(D))=T(¢(B)p(C)) (17)
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und also

¢(A)e(B) || (C)e(D) und ¢(A)e(D) || ¢(B)e(C). (1.8)

Sind ¢(A), (B), (C), (D) zusétzlich nicht kollinear, so gilt

¢(A)e(B) N ¢(C)p(D) = @, (1.9)

denn: Ware dem nicht so, gélte einerseits nach der Dimensionsformel 1.15

dim (¢(A)@(B) v ¢(C)(D))

— dim ¢(A)¢(B) + dim ¢(C)¢(D) — dim(9(A)¢(B) N ¢(C)p(D))
=2

und andererseits wegen der Parallelitdt der Geraden

dim(¢(A)p(B) V ¢(C)¢(D))
= dimT(¢(A)¢(B) V ¢(C)9(D))
='dim(T(¢(4)¢(B)) + T(¢(C)p(D)))

0.

Das kann nicht sein. #

Wenden wir nun die Dimensionsformel 1.15 an, erhalten wir

dim(¢(A)¢(B) V ¢(C)¢(D))
= dim ¢(A)¢(B) +dim ¢(C)p(D) — dim (T(¢(A)¢(B)) N T(¢(C)e(D))) +1

Dir1-141=2

Die Geraden ¢(A)@(B) und ¢(C)¢(D) und insbesondere die vier Punkte ¢(A), ¢(B), ¢(C),
¢(D) liegen also einer gemeinsamen Ebene. Es folgt, dass unter diesen Voraussetzungen
ITgp(A)@(B)¢(C)¢(D) ein Viereck, nach (1.9) nicht ausgeartet und nach (1.8) sogar ein Paralle-
logramm ist. ]

1.3 Affine Koordinaten

Wir werden uns in diesem Abschnitt auf nichtleere endlichdimensionale affine Raume be-
schrianken.

Definition 1.31 (aff. Raum). Sei n € INy. Ein (n + 1)-Tupel (Ao, ..., Ay) von Punkten in X heifdt
affin unabhiingig bzw. eine affine Basis von X, wenn das n-Tupel (ta,a,, - ., ta,4,) in T(X) linear
unabhiingig bzw. eine Basis ist.
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Beispiel 1.32 (aff. Raum). Ist O € X und (ty,...,t,) eine Basis von T (X), so ist offensichtlich durch
(0,1,(0),...,%,(0))

eine affine Basis von X gegeben. Ist insbesondere V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum,
(v1,...,0y) eine Basis von V und O € V, dann ist

(0,0+7vy,...,0+0y)

eine affine Basis von (V,V,ty). Im Fall V. = K" mit der Standardbasis (ey, ..., e,) und O = 0 ist
(0,Ey,...,Ey) mitE;:=¢;(0) =e; —0=¢;fiirallei € {1,...,n}

eine affine Basis von A" (K), die affine Standardbasis.

Die Uberlegungen aus Beispiel 1.32 zeigen insbesondere, dass jeder (nichtleere endlichdimen-

sionale) affine Raum X eine affine Basis hat. Jede affine Basis von X besteht aus dim(X) + 1
Elementen.

Beispiel 1.33 (aff. Raum). Wir betrachten den affinen Unterraum X des A3(R) aus Beispiel 1.4, also

X1 1 0
X{(XZ) €R3|X1+X2+X3:1}, T(X):<t1,i’2> mitt1: (0),t7_ (1)
X3 —1 -1

und wihlen

-

Dann ist

1 2 1
(O,Ttl(O),th(O)) = (O,O+t1,O+t2) = ((O) ’ ( 0 ) ’ ( 1 ))
0 —1 —1

eine affine Basis von X.

S
F9
\ -t
7%
gl
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Bemerkung 1.34 (aff. Raum). Die Definition der affinen Unabhingigkeit hiingt nicht von der Rei-
henfolge der Punkte ab; genauer gilt

(Ao, ..., An) affin unabhingis <= (Ag(0),-- -, Ag(n)) affin unabhingig fiir alle o € S,
wobei S,, die Menge der bijektiven Selbstabbildungen der Menge {0, ..., n} bezeichnet,

denn: Da die linke Seite sofort aus der rechten folgt und die lineare Unabhiingigkeit einer Menge von
Vektoren nicht von deren Reihenfolge abhiingt, langt es zu zeigen, dass unter Annahme der linken Seite
fiirallei € {1,...,n} die Menge

{taa 17 €{0,...,n} N A{i}}
linear unabhingig ist. Dem ist so, denn fiir alle A; € Kmit j € {0,...,n} ~ {i} gilt
0= ZAthiAj
j=0
j#

n
= 0= —Aotaoa + ) Aj(tan, +taa,)
j=1

i
n n
= 0= ) Ajtaga; — <ZA]‘> Eaoa;
=1 j=0
j#i #i

linke Seite

= Aj=0fiirallej € {0,...,n} \ {i}.
#
Satz 1.35 (aff. Raum). Seien (Ao, ..., An) eine affine Basis von X, Y ein affiner Raum iiber K und
B, ..., By beliebige Punkte in Y. Dann gibt es genau eine affine Abbildung
¢: X =Y mit @(A;) =B;fiirallei € {0,...,n}.
Weiter gilt:
@) ¢(X) = Vio{Bi}.
(b) ¢ injektiv <= (By, ..., By) ist affin unabhingig.
(c) ¢ bijektiv <= (By, ..., By) ist affine Basis von Y.

Beweis. Nach Satz 15.1 aus der Linearen Algebra gibt es genau eine lineare Abbildung
D: T(X) = T(Y) mitP(ta ) = tp,p furallei € {1,...,n}.

Nach Satz 1.22 gibt es dann genau eine affine Abbildung
¢: X =Y mitge(Ay) =Byund T(¢) = .

Es ist daher tg 44, = D(ta,4,) = tg,, und deshalb ¢(A;) = B; furi = 1,...,n. Die Behaup-
tungen (a), (b) und (c) folgen nun recht einfach mit Ubungsaufgabe 1.5. O
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Definition 1.36 (aff. Raum). Sei B = (Ao, A1, ..., Ayn) eine affine Basis von X. Nach Satz 1.35 gibt
es genau eine Affinitit np: X — K" mit
;/]B(AO) - 0/ WB(Al) - El/ . /ﬂB(Al’l) — El’l/
wobei (0,E1, ..., Ey,) die in Beispiel 1.32 eingefiihrte affine Standardbasis von A" (K) bezeichne. Diese
heif$t das affine Koordinatensystem von X zur affinen Basis BB. Fiir jeden Punkt P € X nennen wir
X1
n(P)=: [ : [ €K
Xn

den Koordinatenvektor von P beziiglich der affinen Basis (Ao, ..., Ay). Die Zahlen x1, . . ., x,, heiflen
die Koordinaten von P beziiglich (Ao, ..., Ay).

Bt (P) = ()

—— K?

0 xEy Ey

Abbildung 1.2: Affine Koordinatensysteme lassen sich iiber beliebigen Kérpern definieren. Die-
se Abbildung dient zur Veranschaulichung der Situation in angeordneten Kérpern wie R. Uber
nicht angeordneten Korpern, etwa tiber C, ist eine Visualisierung schwieriger. Dieser Hinweis
gilt gleichermaflen fiir die folgenden Abbildungen.

Durch Wahl einer affinen Basis von X erhalten wir {iber das zugehorige affine Koordina-
tensystem einen Isomorphismus affiner Rdume zwischen X und A"(K) mit n = dim X. Ist
17: X — K" irgendeine Affinitit, so ist 7 = 5 fiir B = (371(0), 77 Y (E1),..., 17 Y(Ex)).

Proposition 1.37 (aff. Raum). Ist B = (Ao, A1,..., Ayn) eine affine Basis von X und P € X, so
stimmt

X1

mit dem Koordinatenvektor (im Sinne wvon Vektorriumen) wvon ta,p beziiglich der Basis
(tagAys - - -+ taga,) von T(X) iiberein, es gilt also

taop = X1taga, + .-+ Xntaya,-

Beweis. Es existieren eindeutig bestimmte yy,...,y, € Kmittsp = yi1ta,a, +... +Yntaya,. Fir
diese gilt

18(P) = toys(p) = tys(aoims(p) = T(18) (tap) = y1T(8) (taga,) + - +yuT(18) (t4,4,)
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W1
=yie1+ ... +Yney =
Yn
OJ

Beispiel 1.38. Wir setzen Beispiel 1.33 fort. Dort haben wir B := (O, O + t1,0 + ) als affine Basis
von X erkannt. Fiir den Punkt
0
P=11
0

gilt ng(P) = <_11> denn es ist

Proposition 1.39 (aff. Raum). Sei B = (A, ..., Ay) eine affine Basis von X mit zugehorigem af-
finem Koordinatensystem np: X — K". Weiter seien Py, ..., Py € XundY = {Py} V...V {Py}.
Dann ist

m m
15(Y) = {Dﬂw(n) (A €KY A= 1}.
i=0 i=0
Insbesondere gilt fiir X = A" (K)
{Po}V...v{P,} = {Zmpi A €KY A= 1},
i=0 i=0

der Verbindungsraum der Punkte Py, . . ., Py, stimmt also mit der Menge der sogenannten Affinkombi-
nationen von Py, . .., Py, iiberein.
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Beweis. Esist T(Y) = (tp,p,, ..., tp,p,)- Fiir einen beliebigen Punkt Q € X gilt dann
QeY <= tpgoeT(Y)

< es gibt)u,...,)\m € K mit tpo = Z)\tpop

i=

m
< es gibt A, ..., Ay € Kmit T(ijlg)(tpoQ = T 1713 ( )\ltpﬂp>
i=1

m

< esgibt Ay,..., Ay € Kmit3(Q) —n5(Po) = Y Ai( —1n5(R))
i=1
> esgibt Ay,..., Ay € Kmit73(Q) = (1 Y_A) 18(R) +2Ai175(Pi).
i=1 . i=1

P
S

Insbesondere gilt in A" (K) fiir die Verbindungsgerade zweier Punkte P, Q:
PG ={P}v{Q} ={AP+(1-1)Q|A €K}
Ein wichtiger Grundbegriff der affinen Geometrie ist das Teilverhiltnis:

Definition 1.40 (aff. Raum). Seien ¢ C X eine Gerade und Aop, A1, P € g Punkte mit Ay # Aj.
Dann ist B = (Ao, A1) eine affine Basis von §. Die Koordinate ng(P) € K von P beziiglich (Ao, A1)
heifit das Teilverhiiltnis TV (Ao, A1, P) von Ay, A1, P. Offensichtlich gilt

ta,p = TV (Ao, A1, P)taga,- (1.10)
Insbesondere ist

TV(AO, Al,Ao) =0 und TV(AO, Al,Al) =1.

X 8
AO Al n K
pP) 0 1
P
Bemerkung 1.41. Sei K ein beliebiger Korper und seien
x X 4t
AO = s Al - ’ P= € K"
x,go) x,(f) Yn
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drei kollineare Punkte mit Ay # Aj, so dass es insbesondere ein i € {1,...,n} mit xl@) # xl(l) gibt.
Dann gilt

TV(Ap, A1, P) =

denn: Nach (1.10) gilt in der vorliegenden Situation

(0) (1) (0)

i—x 10X
: =P — Ay =TV(Ay, A1, P)(A1 — Ag) = TV(Ap, A1, D) :
- 2 o) 0
Die Behauptung erhalten wir durch Auslesen der i-ten Zeile. #

Proposition 1.42 (aff. Raum). Das Teilverhiltnis ist eine affine Invariante. Genauer gilt fiir einen
affinen Raum Y iiber K, eine affine Abbildung ¢: X — Y und kollineare Punkte Ay, A1, P € X mit

¢(Ao) # (A1)’
TV(¢(Ao), ¢(A1), 9(P)) = TV(Ag, Ay, P).

Beweis. Es gilt

toan)e(P) = TV(9(A0), (A1), 9(P))ty(anp(a) = TV(9(A0), 9(A1), 9(P))T (@) (ta,4,)-
Andererseits ist
toan)p(p) = T(@)(tap) = T(9)(TV (Ao, A1, P)taga,) = TV(Ao, A1, P)T(@)(ta,4,)-

Wegen ¢(Ag) # ¢(A1) ist T(¢)(taya,) # 0, damit folgt die Behauptung. O
Wir zeigen nun exemplarisch einige klassische Sétze der affinen Geometrie:

Satz 1.43 (Strahlensatz, aff. Raum). Seien Ao, A1, Ay € X affin unabhiingig und seien Py € AgAq
und P, € AgAj; von Ag verschieden. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

Q) PiD || AA,,
(i) TV(Ag, A1, P1) = TV(Ag, A, D),

(iii) tpp, = TV(Ao, A1, P1) - ta,a,.

31st speziell ¢ eine Affinitat, so gilt fiir Ay # A1 stets auch ¢(Ag) # @(A1). Eine Affinitét lasst also alle moglichen
Teilverhéltnisse fest.
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Beweis. Sei Y C X die eindeutig bestimmte Ebene mit affiner Basis B = (Ao, A1, A2). Fiir das
zugehorige affine Koordinatensystem 75: Y — K? gilt dann

ne(Ao) =0, np(A1) =Ei, ng(Az2)=Ep.

Eqf.

NPy
n ‘ K2
0 PN E;

Weiter gilt
PP, | AjAy = T(P1Py) = T(A1Ay)
L 1(ys(P s (Py)) = T(EiEs)

1.10

S22 (TV(0, Bz, 75(P2))Ea — TV(0, Ex, 75(P1)) Ex)k = (2 — Ex)x
= TV(0, E1, n5(P1)) = TV(0, Ez, 115(P2))

22 TV(Ag, A1, P) = TV(Ag, Az, P2)

— tpp, = tpa, ttap,
=TV(Ag, A1, P1) - taa, + TV (Ao, A2, P2) - taya,
=TV(Ao, A1, P1) - ta,a,

e
> ?1132 || A1A2.

und somit der Satz. O

Bemerkung 1.44 (aff. Raum). Der Gedanke hinter der vorletzten Folgerung im Beweis des Strahlen-
satzes 1.43 lisst sich noch verschirfen: Ist E C X die eindeutig bestimmte Ebene mit Ay, A1, A2 € E
und ¢: E — E die nach Satz 1.35 eindeutig bestimmte Affinitit mit

¢(Ao) = Ao, (A1) =P, 9(Az) = Py,
so gilt unter Annahme einer der dquivalenten Aussagen (i), (ii), (iii) des Strahlensatzes
t(p(A)(p(B) = TV(AO, Al,Pl) -tAB fﬁ?’ alle A,B € E.

Die lineare Abbildung T(¢) ist dann also gerade die Multiplikation mit der Zahl TV (Ao, A1, P1) € K
und somit eine zentrische Streckung.*

st allgemein (Ay, ..., Ay) eine affine Basis von X und A € K gegeben, so heift die nach Proposition 1.22
eindeutig bestimmte affine Abbildung : X — Y mit

P(Ag) =Ag und T(y)(t) = A-tfurallet € T(X).

die zentrische Streckung mit Zentrum Ag und Streckungsfaktor A.
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Definition 1.45 (aff. Raum). Sei char(K) # 2 und seien A,B € X fest gegeben. Dann heifst der
eindeutig bestimmte Punkt Map auf AB mit TV(A,B, M) = % der Mittelpunkt von A und B. Ist
speziell X = K", so gilt offensichtlich M ap = 3(A + B).

Satz 1.46 (Diagonalensatz, aff. Raum). Sei char(K) # 2. Dann sind fiir ein nicht entartetes Viereck
ITABCD in X die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) IIABCD ist ein Parallelogramm.

(ii)  Es gelten die (diquivalenten) Vektoridentititen tcp = —tap und tpc = tap.

(iii) Die Mittelpunkte M ac und Mpp stimmen iiberein.

D C

A B

Beweis. Nach Definition 1.29 ist IABCD genau dann ein Parallelogramm, wenn
AB| CD und AD | BC

und somit

=2 —=

(tas)k = T(AB) = T(CD) = (tcp)x und (tap)x = T(AD) = T(BC) = (tsc)k
gelten. Das ist dquivalent dazu, dass es A, p € K~ {0} mit

tcp = AMtap und  tpc = ptap

gibt. An dieser Stelle ist klar, dass Aussage (i) aus Aussage (ii) folgt. Nehmen wir andererseits
(i) an, so folgt aus den bisherigen Uberlegungen

tap+tcp = (A+1)tap und tpa+tpc = (4 — 1)tap.
Addieren wir diese beiden Gleichungen, so erhalten wir mit dem Dreiecksaxiom (D)
0=tap+tpc+tcp +tpa = (A+1)tap+ (1 — 1tap.

Da ITABCD nicht entartet ist, sind insbesondere die drei Punkte A, B, D nicht kollinear, also
(A, B, D) affin unabhéngig und schlieSlich (f4p,tap) linear unabhéngig. Mit der obigen Glei-
chung folgt daher A = —1 und u = 1, also (ii).

Es verbleibt die Aquivalenz der Au5¥en (ii) und (iii) zu zeigen. Nach (1.10) ist M 4c bzw. Mpp
der eindeutig bestimmte Punkt auf AC bzw. BD mit

1 1
tAMAC = EtAC und tBMBD = EtBD.
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Es gilt also

(tap +tap)

N[ =

tAMgp = taB + tBMyp = taB + EtBD = tap + E(tAD —tag) =
und somit
1 1
Mpp = Mac <= E(tAB +tap) = EtAC <= tap = tgc.

O]

Satz 1.47 (Schwerpunktsatz, aff. Raum). Sei char(K) # 2,3. Dann schneiden sich in einem belie-
bigen Dreieck AABC in X die Seitenhalbierenden

AMpc, BMca, CMap

von AABC in einem eindeutig bestimmten gemeinsamen Punkt S, dem Schwerpunkt von AABC.
Hierbei gilt

2
TV(A, Mpc,S) = TV(B,Mca,S) = TV(C, Mg, S) = 3

Ist speziell X = K" fiireinn > 2,50 gilt S = 3(A+ B+ C).
C

M, Mpc
CA S

Beweis. Sei n die Dimension von X. Nach Wahl einer affinen Basis B von X erhalten wir das
zugehorige affine Koordinatensystem #3: X — K", so dass wir nach Proposition 1.42 fiir den
Beweis ohne Einschrankung X = K" annehmen kénnen. Wegen

21 1 2

1 1
= — = — —_. — :7A —
S:=7(A+B+C)=2A+2 (B+C)=3A+ Mg

liegt der Punkt S auf der Seitenhalbierenden AMpc und es gilt

S— A= %(MBC _A),
nach (1.10) also TV(A, Mpc, S) = 3. Dass die entsprechenden Aussagen bei den anderen beiden

Seitenhalbierenden zutreffen, zeigt man analog.

Es verbleibt zu zeigen, dass der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden eindeutig ist. Aber wire
er es nicht, so stimmten alle drei Seitenhalbierenden tiberein. Insbesondere wiren die Punkte
A, B, C kollinear, was nicht sein kann, da A ABC ein Dreieck ist. ]
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Satz 1.48 (Satz von Ceva, aff. Raum). Seien \ABC ein Dreieck in X und
A'eBC, B eAC, C €AB mit{A,B,C'Yn{ABC}=0

drei Punkte. Schneiden sich dann die Geraden AN A’, BV B', C Vv C' in einem gemeinsamen Punkt, so
qilt

TV(A',B,C)-TV(B',C,A)-TV(C',A,B) = —1.

Beweis. Wir konnen ohne Einschriankung X = A V BV C annehmen, so dass B = (A, B, C) eine
affine Basis von X ist. Da 753: X — AZ2(K) nach Proposition 1.42 Teilverhiltnisse erhilt, gilt
ohne Finschrankung starker sogar

X=AVBVC=A?*K) mitA= (8), B= <é> C= (2)

Istnun S = (;) der gemeinsame Schnittpunkt der Geraden AV A’, BV B/, C Vv C’, so gelten

A‘?:{A-@) A €K} und ‘ﬁt:{y(é)ﬂl—y)-((l’) | u € K}

Es folgt nun

=T - (),

denn: Es gilt das Lineare Gleichungssystem
x =1\ (A) _ (0O
y 1) \w) A1
zu 16sen. Nach der Cramer’schen Regel erhalten wir dabei
0 -1
det <1 1 > 1
/\ — —

det(x —1) x+y
y 1
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und somit die Behauptung.

Hieraus folgt

denn: Es gelten

A 1y 1
AP=N\0)  xty
o 0y 1
ac =14 Xty
und also
t a t
ac=—— tap.
Yy
Analog erhalten wir
TV(B',C,A) =
TV(C',A,B) =

und insgesamt den Satz.

xy 1
'<y>_x+y
xy 1
'<y>_x+y
_ Yy
x+y—1
x+y—1
x

Satz 1.49 (Satz von Menelaos, aff. Raum). Seien /A ABC ein Dreieck in X und

A€ BC, B eAC, C €AB mit{A,B,C’}n{ABC}=0

drei Punkte. Dann gilt

A',B',C' sind kollinear <= TV(A’,B,C)-TV(B',C,A)-TV(C’, A,B) = 1.

Beweis. Dies ist eine Ubungsaufgabe.

<—yy>
(<)
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1.4 Euklidische Raume

Definition 1.50. Ein euklidischer Raum ist ein Quadrupel (X, T(X), (- | -), T),sodass (X, T(X), T)
ein affiner Raum tiber R und (T(X), (- | -)) ein euklidischer Vektorraum ist, also ein endlichdimensio-
naler R-Vektorraum mit Skalarprodukt (- | -). Fiir ,Sei (X, T(X), (- | -), T) ein euklidischer Raum.”
schreiben wir kiinftig auch kurz ,,(eukl. Raum)”.

Anstelle des Quadrupels (X, T(X), (- | ), T) werden wir hidufig nur kurz X schreiben.

Beispiel 1.51. Ein Beispiel fiir einen euklidischen Raum ist durch den euklidischen Standardraum
E" := (R",R", (- | -), Trr) der Dimension n gegeben, wobei

X1 Ul
<|>RnXRn_>R’ < . | . >:x1y1—|—...+xnyn.

Xn Yn

das Standardskalarprodukt auf R" bezeichne.

Durch das Vorhandensein des Skalarproduktes sind euklidische Rdéume mit wesentlich mehr
Struktur ausgestattet als affine Raume.

Bemerkung 1.52 (eukl. Raum). Auf T(X) ist durch

I-l: T(X) = R0, [t]] = /(£ £)
eine Norm gegeben. Auf X ist durch

d:XXX%RZQ, d(A,B): ||tABH

eine Metrik erkliirt. Diese ist translationsinvariant, fiir t € T(X) gilt also d(1;(A), w(B)) = d(A, B).
Wir nennen d(A, B) auch den Abstand zwischen A und B. Fiir t,t' € T(X) \ {0} definieren wir
A(t,t") als die eindeutig bestimmte reelle Zahl im Intervall [0, 7] mit

N (t[t) s
cos £(t, ') = T TeT (1.11)

Wir nennen A (t,t') die WinkelgrofSe zwischen t und t'.

Im euklidischen Standardraum gelten

1

It =/ +...+ 12 firt=|: |,

tn

5Dies ist wohldefiniert wegen der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung |(t | #}| < ||¢]| - |||, wobei Gleichheit
hier genau dann besteht, wenn t und ¢’ linear abhéngig sind.
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a by
d(A,B) = IB—All = /(b —m)> + ...+ by -2 frA=|: |, B=|:|eRr"
ap by,

Wir werden es im Folgenden mit zwei euklidischen Rdumen X und Y zu tun haben. Im Hin-
blick auf bessere Lesbarkeit werden wir die zugehorigen Normen, Metriken, Skalarprodukte
und Winkelgréfien nicht mit Indizes X und Y versehen. Es sollte stets aus dem Kontext klar
sein, in welchem Raum diese jeweils zu betrachten sind.

Definition 1.53 (eukl. Raum). Sei (Y, T(Y),(- | -),0) ein euklidischer Raum. Eine Abbildung
¢: X — Y heifit ein Homomorphismus euklidischer Riume, wenn ¢ eine affine Abbildung und
T(¢) eine orthogonale Abbildung ist, wenn also

(T(e)(t1) | T(@)(t2)) = (t1 | t2) fiiralle ty, t2 € T(X)

gilt. Ist @ zusitzlich bijektiv, so nennen wir es einen Isomorphismus euklidischer Riume. Im Fall
X =Y heifSt ein solcher Isomorphismus auch ein Automorphismus von X.

Homomorphismen euklidischer Riume erhalten Norm, Abstand und Winkelgrofie:
Proposition 1.54 (eukl. Raum). Sei (Y, T(Y), (- | -),0) ein euklidischer Raum und ¢: X — Y ein
Homomorphismus euklidischer Riume. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(@) ¢ ist injektiv.

®) [IT(@) (B = ||| fiir alle t € T(X).

(c) d(¢e(A),¢(B)) =d(A,B) fiiralle A,B € X.

(d) £L(T(@)(t), T(p)(t") = L(t,t') fiiralle t,t' € T(X) ~ {0}.

Insbesondere ist jeder Homomorphismus euklidischer Riume ¢: X — X ein Automorphismus von X.
Beweis. Da T(¢) orthogonal ist, ist es nach Bemerkung 23.2 aus der Linearen Algebra injek-
tiv. Behauptung (a) ergibt sich dann unmittelbar aus Ubungsaufgabe 1.5. Behauptung (b) folgt

ebenfalls aus dem soeben zitierten Resultat aus der Linearen Algebra. Zum Nachweis von Be-
hauptung (c) berechnen wir

d(9(A), 9(B)) = lltgaypm) | = IT(@)(tap) || = lltasll = d(A, B).

Fiir Behauptung (d) bemerken wir

T T () ,
cos £(T(e) () T} = [y ONT ()@ ~ Ty — <0
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Es stellt sich die Frage, ob es neben den Homomorphismen euklidischer Rdume weitere (nicht
notwendig affine) Abbildungen von X nach Y gibt, die Abstdnde erhalten. Wir werden zeigen,
dass dem nicht so ist:

Definition 1.55 (eukl. Raum). Sei (Y, T(Y),(- | -),0) ein euklidischer Raum. Eine Abbildung
¢: X — Y heifdt eine Isometrie, wenn d(¢(A), ¢(B)) = d(A,B) fiir alle A,B € X gilt. Im Fall
X =Y sprechen wir auch von einer Bewegung.

Proposition 1.56 (eukl. Raum). Sei (Y, T(Y), (- | -), o) ein euklidischer Raum und sei ¢: X — Y
eine Abbildung. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:
(i) ¢ ist ein Homomorphismus euklidischer Raume.

(ii)) @ ist eine Isometrie.

Insbesondere sind die Automorphismen von X genau durch die Bewegungen von X gegeben. Mit an-
deren Worten: Die Bewegungen von X sind genau diejenigen Affinititen ¢: X — X, fiir die T(¢)
orthogonal ist.

Beweis. Dass Homomorphismen euklidischer Riume Isometrien sind, haben wir bereits in Pro-
position 1.54 gezeigt.

Sei also ¢: X — Y eine Isometrie. Um zu zeigen, dass ¢ ein Homomorphismus euklidischer
Rdume ist, gentigt es nach Proposition 1.21 zu zeigen, dass fiir einen beliebigen, aber festen
Punkt O € X die durch

d: T(X) — T(Y), top — tq)(O)(p(P)
gegebene Abbildung linear und orthogonal ist. Tatsdchlich gilt

1D(E)]| = ||t fiiralle t € T(X), (1.12)

denn: Fir jedes t € T(X) gibt es ein P € X mit t = top. In dieser Schreibweise gilt nun
(ii)
12D = lity0)p(p) | = d(9(0), 9(P)) = (O, P) = |top| = ||l
Hieraus erhalten wir
<q)(t1) ‘ CD(tz» = <t1 | t2> fiir alle t1,t, € T(X), (113)

denn: Fur alle t1,t, € T(X) gibt es ein P, P, € X mit t1 = fop, und t» = ftop,. In dieser
Schreibweise gilt nun zunédchst

(D)
1@(t1) — @(t2) || = [ltp0)p(p)) — to0)or) |l = ltoEnpm)ll
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= d(p(P2), p(P)) 2 d(Po, P1) = tre || = 111 ~ o]
Definitionsgemafs gelten andererseits
I =t = (b =t | 1 = 12) = [|ta]1* = 2(ta | £2) + [|E2]*,
[@(t) — @(t2) [ = (@(t1) — D(t2) | D(11) — P(t2))
= [@(B)I = 2(®(t) | D(t2)) + [ D) [*
Aus alledem und (1.12) folgt die Behauptung. #
Schliefilich gilt auch

& ist linear,

denn: Einerseits gilt fiir alle ¢, £, € T(X)

(@t +t2) —D(h) — P(t2) | D(t1 + £2) — D(t1) — D(f2))
= (P(t + 1) | P(t + 1)) +(P(H) | (1)) + (P(t2) | D(t2))
—2(®(t; +t2) | D(t1)) = 2(D(t1 + £2) | P(t2)) +2(P(t1) | D(t2))

(fl +h [ ttta) +(t [ )+ (| t) —2(t +ta | t1) —2(h + 12 | o) +2(t1 | t2)

=(h+bh—t—t|ti+t—t—t)
=0

(113)

und wegen der positiven Definitheit des Skalarprodukts somit
D(t) + 1) = O(t1) + D(to).

Andererseits gilt fur alle t € T(X) und alle A € R

(@A) — A mr©Aw—A¢u»

(@(AL) [ @(AL)) = 2M(P(AL) | (1)) + AX(D(t) | (1))

(/\t | At) —2A(AL | £) + A%t | t)

(1.13)

und wegen der positiven Definitheit des Skalarprodukts somit

D(AL) = AD(1).

Definition 1.57 (eukl. Raum). Eine Abbildung ¢: X — X heifit eine Ahnlichkeit, wenn es eine
reelle Zahl p > 0 mit
d(¢(A),¢(B)) =p-d(A,B) fiiralle A,Be€ X

gibt. Die Zahl p heifit dabei der Ahnlichkeitsfaktor von ¢.
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Offenbar ist jede Bewegung eine Ahnlichkeit mit Ahnlichkeitsfaktor 1. Dies ldsst sich wie folgt
verallgemeinern:

Proposition 1.58 (eukl. Raum). Essei ¢: X — X eine Abbildung. Dann sind dquivalent:

(i) @ ist eine Ahnlichkeit mit Ahnlichkeitsfaktor p.

(i) ¢ ist eine Affinitit, fiir die %T(qo) orthogonal ist.

Beweis. Gelte zundchst Aussage (ii), sei ¢ also eine Affinitét, fiir die %T(q)) orthogonal ist. Dann
gilt fiir alle A, B € X die Gleichheit

d(¢(A), ¢(B)) = [ltga)ppll = [IT(@)(tap)]| = p- H;T<(P)(tAB)H Do lltasll =p-d(A,B)

und also Aussage (i).

Nun gelte umgekehrt Aussage (i), sei ¢ also eine Ahnlichkeit mit Ahnlichkeitsfaktor p. Wir
wihlen ein O € X und setzen

D T(X) — T(X), top — t(P(O)(P(P)'
Fiirjedes t € T(X) gibt es dann ein P € X mit t = top und es gilt in dieser Schreibweise
1 1 _ 1d O B
I52M1 = Slite0rpm)ll = Zd((O), 9(P)) = d(O, P) = ltor]l

Ausgehend hiervon kénnen wir wie im Beweis von Proposition 1.56 zeigen, dass %CID linear
und orthogonal ist. Hieraus folgt dann die Linearitidt von ® und mit Proposition 1.21, dass ¢
eine affine Abbildung ist. Es verbleibt zu zeigen, dass ¢ auch bijektiv und somit eine Affinitat
ist. Seien hierfiir A # B € X gegeben. Fiir diese gilt

04 d(A,B) 2 ; - d(p(A), p(B))

und insbesondere ¢(A) # ¢(B) und also die Injektivitit von ¢. Aus dieser folgt die Injektivitit
und somit die Bijektivitit von T(¢), die wiederum die Bijaktivitit von ¢ impliziert. O

Insbesondere ist jede zentrische Streckung ¢: X — X eine Ahnlichkeit; hier ist T(¢) = pid fiir
eine reelle Zahl p > 0.
Definition 1.59 (eukl. Raum). Esseien A, B, C € X paarweise verschieden und nicht kollinear.

(a) Die Menge AB := {1;(A) | t = Atap fiirein A € Rmit 0 < A < 1} heifit die Strecke zwischen
A und B.

(b) Die Menge AB = {1 (A) | t = Atgp fiirein A € Rmit 0 < A} heift der Strahl aus A durch B.
(c) Die Vereinigung ABUAC heif$t der Winkel ZBAC.
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(d) Die reelle Zahl ABAC := £(tap,tac) € [0, 7t] heifit die WinkelgrofSe des Winkels ZBAC.
(e) Der Winkel ZBAC heifst ein rechter Winkel, wenn {BAC = 7 ist.

Im euklidischen Standardraum E” ist offenbar:

AB={(1-M)A+AB|0<A<1},
AB={(1—A)A+AB|0< A}

sowie

(B—A|C—A)
|B—A[l[C—A|

ABAC = arccos (1.14)

Bemerkung 1.60 (eukl. Raum). Jede Ahnlichkeit ¢: X — X erhiilt Winkelgriflen,

denn: Ist p der Ahnlichkeitsfaktor von ¢ und sind A, B,C € X paarweise verschieden und nicht kolli-
near, so ist

cos £p(B)p(A)9(C) = cos £(T(¢)(tag), T(¢)(tac))
= cos K(:)T(qo)(fAB)/ ;T(QD)UAC))

= COSs K(tAB, tAC)
= cos £LBAC.

#

Definition 1.61 (eukl. Raum). Ein (n + 1)-Tupel (Ao, ..., An) von Punkten in X heifst eine Or-
thonormalbasis von X, wenn das n-Tupel (ta,a,,- - -, ta,4,) €ine Orthonormalbasis des euklidischen
Vektorraums (T (X), (- | -)) ist.

Die affine Standardbasis (Ey, E, . .., E;) von A”(R) mit Ey := 0 ist offenbar eine Orthonormal-
basis von IE”.

Bemerkung 1.62 (eukl. Raum). Jeder euklidische Raum hat eine Orthonormalbasis,

denn: Wir withlen einen Punkt O € X. Es existiert eine Orthonormalbasis (11, ..., t,) von (T(X), (- ]
-)) — eine solche lisst sich etwa durch das Gram-Schmidt-Verfahren konstruzeren Das (n + 1)-Tupel
(0,1,(0),...,7,(0)) ist dann offenbar eine Orthonormalbasis von X. #

Satz 1.63 (eukl. Raum). Sei (A, ..., Ay) eine Orthonormalbasis von X. Dann existiert ein eindeutig
bestimmter Isomorphismus euklidischer Riume

¢: X > E" mit (A;) = Efiirallei € {0,...,n}.
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Beweis. Nach Satz 1.35 existiert eine eindeutig bestimmte Affinitdt ¢: X — E” mit ¢(A;) = E;
firi =0,...,n.Da (Ay,..., A,) eine Orthonormalbasis von X ist, erhalten wir

(T(@)(taoa,) | T(@)(taga,)) = (@(Ai) — @(Ao) | 9(Aj) — 9(Ao)) = (Ei | Ej) = dij = (taa, | taya,)-

Aus der Bilinearitit des Skalarproduktes und der Tatsache, dass (t AoAyr -+ tA, 4,) eine Basis
von T(X) ist, ergibt sich (T(¢)(t1) | T(¢)(t2)) = (t1 | t2) fur alle t,t, € T(X) und damit die
Orthogonalitit von T(¢). O

Aufgrund von Satz 1.63 kénnen wir uns im Rest des Abschnitts auf den euklidischen Stan-
dardraum IE" beschranken.

Bemerkung 1.64. Nach 1.25 und 1.54 ist jede Bewegung von IE" von der Form
p=¢mp:R" >R"A—- M-A+P mitMe O,(R) und P = ¢(0).

Eine solche Bewegung heifit eigentlich, wenn M bereits in SO, (R) liegt, und uneigentlich sonst. Fiir
n = 2 gilt nach Bemerkung 23.11 aus der Linearen Algebra:

e Jedes M € SO, (R) lisst sich eindeutig schreiben als die Drehung

cosa —sina
M=D,={".
sine  cosw

um a € [0,277) mit Zentrum 0 € R2.

e Jedes M € O2(R) \ SOz (R) lisst sich eindeutig schreiben als die Spiegelung

cosx  sinw
M - Sa - .
sinx — cosa

an der Geraden R - (Ziﬁ%) fiir ein « € [0,271).
2

Bewegungen in Ebenen werden uns in Abschnitt 3.3 dabei helfen nachzuweisen, dass ? den Axiomen
einer sogenannten Hilbertebene geniigt.

Nach 1.58 ist jede Ahnlichkeit von " von der Form
¢=¢mp: R" - R", A pM-A+P mit M€ Oy(R) und P = ¢(0).
Hierbei ist p der Ahnlichkeitsfaktor von ¢.
Definition 1.65. Sei n > 2 und sei AN ABC ein Dreieck im affinen Standardraum A" (R). Dann heiflen

e (|B=CJ,|IC—Al||,||A— B||) seine Seitenlingen,
e (LCAB, £CBA, LACB) seine Innenwinkelgrofien.

Wir konnen nun leicht weitere klassische Sitze der affinen Geometrie herleiten:
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Satz 1.66 (Kosinussatz). Sein > 2 und sei /N ABC ein Dreieck im euklidischen Standardraum E" mit
Innenwinkelgrofien («, B, ) und Seitenlingen (a,b, c). Dann gilt:

a?> = b* + ¢®> — 2bccosu,
b? = a® + ¢* — 2ac cos B,

> = a*+ b* — 2abcosy.

C
b a
A B

c

Beweis. Es gentigt offensichtlich, eine der Gleichungen zu zeigen. Das ist leicht, denn beispiels-
weise gilt
@ = |B-C*2(B~4) - (C-A)
= ((B=4)=(C=-4)|(B-4)-(C-4))
= (B-—A|B—A)—-2(B—A|C—-A)+(C-A|C—-A)
(1.11)

=" |B—A|* - 2|[B - AJ[[IC — Al cos(£(B — A,C— A)) +C— A|]”

= b*+c* — 2bccos
und somit die erste der behaupteten Gleichungen. O

Eine einfache aber wichtige Folgerung des Kosinussatzes 1.66 betrifft den Fall rechtwinkliger
Dreiecke:

Korollar 1.67 (Satz des Pythagoras). Sei n > 2 und sei AABC ein Dreieck im euklidischen Stan-
dardraum E" mit Innenwinkelgrofien («, B, ) und Seitenlingen (a, b, c). Genau dann ist ZBCA ein
rechter Winkel, wenn a? + b* = ¢2 gilt.

Satz 1.68 (Winkelsumme im Dreieck). Sei n > 2 und sei N ABC ein Dreieck im euklidischen Stan-
dardraum " mit Innenwinkelgrifien («, B, y). Dann gilt
a+B+y=rm.

Beweis. Ohne Einschrankung konnen wir annehmen, die drei Punkte liegen in der euklidischen
Standardebene EE? und es gilt A = 0. Dann gilt direkt nach (1.11)

cosoc:7<B|C>
1Bl [Cll
(-B|C—B) _|B|P—(B|C)
cosff = = , (1.15)
P=1BT-Tc=BI ~ IBI-TB—Cl
—~C|B— 2_(B
cosq_ \=C1B=C) _|C|*~(B|C)

IBII-IB=Cl —lICll-IB-C]"
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Fiir den weiteren Beweis hétten wir gerne ebensolche Gleichungen fiir die respektiven Sinus-
werte. Setzen wir fiir beliebige f = (2),1" = (i}) € R?
2

t,t'] = det(tt) = t1t5 — tat],

so gilt in Entsprechung zu (1.11)

sin£(t,t') = m, (1.16)
denn: Zunéchst einmal gilt
[P+ (] #)? = (hty — at))? + (Bt + tatp)’
= (B +8) ((h)*+(2)?) (1.17)
= [I£1%- £
Hieraus folgt®
sin® £(t,t') = 1 — cos® £(t, ') (10 _ (] ) (L17) 4, #1° (1.18)
(21 (1 T (14 e [
und die Behauptung ergibt sich durch Wurzelziehen. #
Wir erhalten nun
sina = 2SIl
IIBHéHCCII'B” 5.0
8 = o] ~ a1 Tl -
dng - IECB=CIl __[BC]

IB]|-[[B—C| — [IC]l-[[B—CI
Aus den Additionstheoremen von Sinus und Kosinus erhalten wir

sin(a + B) = sina - cos B + cos a - sin B

6Die hier verwendete Rechenregel
cos?x+sin2x =1 fiirallex € R

wird oft als Satz von Pythagoras bezeichnet. Andererseits wird der Zusammenhang zu dem von uns bereits bewie-
senen Satz dieses Namens (vgl. Korollar 1.67) erst mit Korollar 1.70 klar, welches auf diesem Beweis aufbaut. Es
ist von daher wichtig, uns daran zu erinnern, dass sich obige Rechenregel direkt mit analytischen Methoden aus
den Reihendarstellungen von Sinus und Kosinus herleiten ldsst. Tatsachlich gilt mit dem Additionstheorem des
Kosinus

1 =cos0 = cos(x — x) = cos x - cos(—x) — sinx - sin(—x) = cos? x +sin’x fiir alle x € R.



41 Kapitel 1. Analytische Geometrie

(15119 |[B,C]| - (|B* = (B | C)) + (B | C) - |[B,C]|
IBI|-ICIl - 1B =C]|

B,
ICll-1[B =C]]
(02 siny = sin(7r — 1)
und

cos(a + B) = cosa - cos p — sina - sin B
(15)(119) (B | C) - ||B||* = (B| C)*> — [B,C]
B IB]I>-lICIl - 1B —C]]
w17 (B | C) — €|
~licl- 1B =C]

(1.15)
=" —cos7y = cos(1T — 7).

Mit 0 < w 4 B, T — v < 27 folgt daraus a + B = 7T — y und somit der Satz. O

Satz 1.69 (Sinussatz). Sei n > 2 und sei /NABC ein Dreieck im euklidischen Standardraum " mit
Innenwinkelgrofien (w, B,y) und Seitenlingen (a, b, c). Dann gilt
sink  sinff  sinvy

a b c

Beweis. Durch Quadrieren von zwei der Gleichungen aus dem Kosinussatz 1.66 erhalten wir
4b*c?cos’w = (V> + 2 —a?)? und 4a’c?cos® B = (a® + c* — b?)2.
Dies verwenden wir, um folgende Umformungen zu zeigen:

sina 4a%b?c?(1 —cos?w)  4a?b*c? — a? - (4b%c? cos® )
sin? 8 4a?b%c2(1 —cos? B)  4a?b>c* — b2 - (4a>c? cos? B)
a? 4?2 — (B2 +c?—a?)?  a?
TR 42— (@22 b2

Da a,b,sinw, sin § allesamt positive reelle Zahlen sind, folgt :Eg

hauptete Gleichheit. Die zweite Gleichheit zeigt man analog. O

= ¢ und also die erste be-

Korollar 1.70. Sein > 2. In eineniechﬂzinkligen Dreieck AﬂBC im euklidischen Standardraum E"
mit rechtem Winkel ZBCA heifien BC, CA die Katheten und AB die Hypothenuse von AABC. Sind
(a, B, 5 ) die Winkelgrofien und (a, b, c) die Seitenlingen von AABC, dann gilt

. a . b
sina =cosp=—- und cosa=sinf = —.
c c
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Beweis. Mit dem Sinussatz 1.69 und dem Satz {iber die Winkelsumme des Dreiecks 1.68 gilt

a sin « . . T

- = =sina = sin(m — = — B) = cos
c sinZg ! in( 2 A) B
b sinp . . T

- = =sinB =sin(Tr — = —a) = cosa.
c sing p ( 2 )

1.5 Polytope

Wir schliefien die analytische euklidische Geometrie ab, indem wir mit den Polytopen exempla-
risch ein tieferes Thema der dreidimensionalen reellen euklidischen Geometrie untersuchen.
Um diesen Einblick anschaulich zu halten, argumentieren wir in diesem Abschnitt vollstandig
im euklidischen Standardraum IE* und gelegentlich ein wenig skizzenhaft.

Wir betrachten zunichst eine beliebige Ebene E C R3. Deren Komplement in R® zerfillt in
zwei Zusammenhangskomponenten S, S_,

denn: Nach dem Basisergdnzungssatz fiir Vektorraume aus der Linearen Algebra ldsst sich eine
beliebige affine Basis (Ag, A1, A2) von E durch Hinzunahme eines Punktes A3 € R3 < E zu
einer affinen Basis (Ao, A1, A2, A3) von R? ergénzen. Ist 7: R® — R? das affine Koordinatensy-
stem beziiglich dieser affinen Basis, so gilt

X1
E={AcR’|5(A) = | x| € R®mitx; =0}.
X3

Offensichtlich zerfdllt das Komplement von E in die beiden durch das Vorzeichen der dritten
affinen Koordinate beschriebenen Zusammenhangskomponenten. #

Die Mengen S, und S_ nennen wir offene Halbriume, die Mengen S U E und S_ U E abge-
schlossene Halbriume.

Definition 1.71. Ein nichtleerer Durchschnitt P C R3 endlich vieler abgeschlossener Halbriiume heifst
ein konvexes Polyeder. Der Durchschnitt der zugehorigen offenen Halbriume wird als das Innere des
Polyeders P bezeichnet. Ein beschriinktes konvexes Polyeder P C R mit nichtleerem Inneren heifit ein
Polytop.

Beispiel 1.72. Inspiriert durch unsere Voriiberlegungen betrachten wir fiiri = 1,2, 3 jeweils die Ebene

. xl
E={[x] R x=0 CR.
X3

Hier sind wieder die jeweils zugehorigen offenen Halbriiume S', und S*. durch das Vorzeichen der i-ten
Koordinate definiert. Ein beliebiger Durchschnitt der so erhaltenen zugehdrigen sechs abgeschlossenen
Halbriaume liefert jeweils ein Beispiel fiir ein konvexes Polyeder, das kein Polytop ist.
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Bemerkung 1.73. (a) Da abgeschlossene Halbriume konvex sind, sind konvexe Polyeder tatsichlich
konvex und insbesondere zusammenhingend.
(b) Sei P ein Polytop, und seien H' = E' U S' fiiri € {1,...,n} abgeschlossene Halbriume mit

P= (H]Hi: ﬁ(Eiusi).

i=1 i=1
Der Rand 0P von P ist gegeben durch die nicht notwendig disjunkte endliche Vereinigung

n

oP = O(PmaHi)z Uene)y= (J (Pn(E)

i=1 i=1 IC{1,...,n} iel

von Ecken, Kanten und Fliichen. Eine nichtleere Menge der Form P N (;c; E' heifSt hierbei eine
Ecke, wenn sie ein Punkt ist, eine Kante, wenn sie kein Punkt ist, aber in einer Gerade enthalten
ist, und eine Fléche sonst.

Definition 1.74. Fiir ein gegebenes Polytop P C R? nennen wir

e(P) die Anzahl der Ecken in oP,
k(P) die Anzahl der Kanten in P,
f(P) die Anzahl der Flichen in oP

und sprechen dabei auch von den Ecken bzw. Kanten bzw. Flichen von P.

Beispiel 1.75. Fiiri =1,2,3 seien

X1
Xy | € IR3 | X; > 0},
X3

H, :={

/_\R/_\
[

xz) cR®|x <1}

Dann ist der Durchschnitt

ein Wiirfel mit Kantenlinge 1 und erfiillt e(P) = 8, k(P) = 12 und f(P) = 6. Insbesondere gilt
e(P) —k(P)+ f(P) =2.
Dieser Zusammenhang gilt auch allgemein:

Satz 1.76 (Euler’sche Polyederformel). Sei P C R ein Polytop. Dann gilt
e(P) —k(P)+ f(P) = 2.
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Beweisskizze. Sei P fiir den Beweis des Satzes fest gewdhlt. Offenbar lassen Translationen und
zentrische Streckungen die untersuchten Anzahlen e(P),k(P), f(P) fest. Da P als Polytop ein
nichtleeres Inneres hat, gibt es ein Ay € R® im Inneren von P. Nach méglicher Anwendung der
Translation A — A — Ag konnen wir hierbei Ag = 0 annehmen. Da P als Polytop beschrankt
ist, gibt es zudem ein A € R, so dass fiir alle A € P die euklidische Norm die Abschitzung
|A|| < A erfiillt. Nach moglicher Anwendung der zentrischen Streckung A +— 1 - A kénnen
wir daher weiter annehmen, P liege in der offenen Einheitskugel: P € {A € R? | ||A|| < 1}.

Schritt 1. Wir ,blasen” das Polytop P auf, bis alle Randpunkte zu Punkten auf der Einheits-
sphare

P ={AcR’|]Al =1}
werden. Formal betrachten wir die Zuordnung

Jor — 7
1A b(A):=04NS2.

Diese ist wohldefiniert und liefert einen Homéomorphismus zwischen den jeweils mit der Teil-
raumtopologie bzgl. R? ausgestatteten topologischen Rdumen dP und S?,

denn: Die Wohldefiniertheit ergibt sich aus 0A N S% = HA;H'

B(A)

Die Bijektivitat von b ldsst sich leicht daraus folgern, dass P konvex ist und der Punkt 0 im
Inneren von P liegt.

Wir zeigen nun die Stetigkeit von b in einem beliebigen Punkt B € dP. Da 0 ein innerer Punkt
von P ist, gibt es ein v € (0,1) mit ||A|| > r fir alle A € dP. Sei nun € > 0 gegeben, und sei
A € 0P ein Punkt mit ||[B — A|| < re. Bezeichnet B bzw. A den eindeutigen Punkt auf dem

Strahl 0B bzw. 04 mit |B|| = ||A]| = r, so gilt nach dem Strahlensatz 1.43

_!
_7’

Al

16(B) —b(A)] 1A

IB— Al = B— Al

1[4l
r



45 Kapitel 1. Analytische Geometrie

8

A

Nehmen wir ohne Einschrankung an, es gelte || A|| < ||B]|, so folgt mit Ubungsaufgabe 1.15 die
Abschitzung

1 A 1
b(B) —b(A)|| < =7 - [[B—A| <=-||B-A|] <e
Ib(B) ~b(A)] < 4] ¥
und somit die behauptete Stetigkeit von b. Die Stetigkeit von b~! zeigt man genauso. #

Der Homoomorphismus b bildet

* die Ecken von P auf paarweise verschiedene Punkte in S? ab. Diese nennen wir die sphii-
rischen Ecken von b(dP).

* die Kanten von P auf selbstschnittfreie Kurven in S? ab, die je zwei sphérische Ecken
verbinden, und die sich gegenseitig nur in ihren Anfangs- und Endpunkten schneiden.
Diese nennen wir die sphiirischen Kanten von b(dP).

e die Flichen von P auf abgeschlossene Teilmengen von S? ab, deren jeweiliger Rand aus
sphérischen Kanten besteht. Diese nennen wir die sphirischen Flichen von b(dP).

Auf diese Weise definiert b auf S? die Struktur eines sphdrischen Polytops. Aufgrund der Bi-
jektivitat von b ist hierbei die Anzahl der sphirischen Ecken e(P), die Anzahl der sphirischen
Kanten k(P) und die Anzahl der sphirischen Flichen f(P). Die folgende Abbildung zeigt einen
sphérischen Wiirfel als ein Beispiel eines spharischen Polytops.

Schritt 2. Wir fixieren einen Punkt Py im Inneren einer der Fliachen des sphédrischen Polytops
und definieren eine stereographische Projektion s, indem wir jedem Punkt A € S?\ {Py} den
eindeutigen Schnittpunkt der Tangentialebene

T := {—P0+t’<t|—P0>:O}



1.5. Polytope 46

an S2 in — Py mit der Geraden PyA zuordnen.

Auf diese Weise erhalten wir einen Homdomorphismus s: S>~\ {Py} — T,

denn: Gilt s(A) = s(B) fiir zwei Punkte A, B € S \. {P,}, so sind nach Konstruktion Py, A, B
drei kollineare Punkte auf S?. Da nach Ubungsaufgabe 1.16 keine Gerade mehr als zwei Schnitt-
punkte mit S? hat und sich A und B beide von Py unterscheiden, folgt A = B und somit die
Injektivitat von s. Hatte weiter fiir ein beliebiges S € T die Gerade m aufser Py keinen Schnitt-
punkt mit S?, so wire sie bereits ganz in der Tangentialebene an S? in P, enthalten, und S wire
ein Schnittpunkt von T mit dieser Tangentialebene. Da aber die Tangentialebenen an S? in P
und in — Py voneinander verschieden und zueinander parallel sind, kann das nicht sein, so dass
esein A € S~ {Py} mits(A) = S gibt. Das zeigt die Surjektivitdt von s.

Die Topologie beider beteiligten Rdume ist die Teilraumtopologie von R3. Die Stetigkeit von s
bzw. 57! in einem gegebenen Punkt A € S? \ {Py} bzw. S € T lasst sich daher leicht zeigen,
wenn man als offene Umgebungen von A und s(A) bzw. von S und s~1(S) die jeweiligen
Durchschnitte von offenen Kugeln mit dem jeweiligen Teilraum betrachtet und dhnlich wie fiir
die Stetigkeit von b argumentiert. #

Der Homodomorphismus s o b definiert auf T die Struktur eines sogenannten Netzes N von P.
Genauer bildet s o b

¢ die Ecken von P auf paarweise verschiedene Punkte in T ab. Diese nennen wir die Ecken
von N.

¢ die Kanten von P auf selbstschnittfreie Kurven in T ab, die je zwei Ecken von N verbin-
den, und die sich gegenseitig nur in ihren Anfangs- und Endpunkten schneiden. Diese
nennen wir die Kanten von N.

¢ dije Flachen von P mit Ausnahme derer, in deren Innerem b‘l(n) liegt, auf abgeschlos-
sene und beschrdnkte Teilmengen von T ab, deren jeweiliger Rand aus Kanten von N
besteht. Diese nennen wir die Fldchen von N. Die verbleibende Fliche von P wird auf die
Umgebung des Netzes N abgebildet und im Weiteren ignoriert.

Aufgrund der Bijektivitdt von s o b gilt in Missbrauch unserer Notation insgesamt

e(N) =e(P), k(N)=k(P), f(N)=f(P)=1
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und insbesondere
e(N) —k(N) + f(N) =e(P) —k(P) + f(P) — 1.

Um die Euler’sche Polyederformel zu beweisen, genitigt es also
e(N) —k(N)+ f(N) =1

zu zeigen. Die folgende Abbildung zeigt beispielhaft ein Netz eines Wiirfels.

Schritt 3. Wir werden nun unser Netz N sukzessive vereinfachen und mitprotokollieren, wie
sich das auf die Anzahlen von Ecken, Kanten und Flachen auswirkt. Zunichst wihlen wir eine
Flache von N =: Ny aus und ziehen diese unter Verwendung einer geeigneten Homotopie zu
einem einzigen Punkt zusammen. Auf diese Weise erhalten wir ein neues Netz N;. Hatte die
kollabierte Flache n Eckpunkte, so gilt in N;

e(N1) =e(No) — (n—1), k(N1) =k(No) —n, f(N1) = f(No)—1
und somit
e(N1) — k(N1) + f(N1) = e(No) — k(No) + f(No).

Wir iterieren unser Vorgehen indem wir eine Flache unseres Netzes nach der anderen zusam-
menziehen und erhalten jeweils aus dem Netz Nj_; ein Netz Ny mit

e(Ny) — k(Ng) + f(Nx) = e(Nk—1) — k(Nx_1) + f(Nx_1) = e(No) — k(Np) + f(No).

Da f(N) endlich ist, erreichen wir so nach endlich vielen Schritten ein Netz Ny ohne Flachen,
ohne Kanten, aber mit einem Punkt. Fiir dieses Netz gilt offensichtlich wie behauptet

e(N¢ny) —k(Ngwy) + f(Ngwy) =1-0+0=1,

so dass insgesamt die Euler’sche Polyederformel folgt. Die folgende Abbildung zeigt im Bei-
spiel des Wiirfels eine Folge Ny, Ny, ..., N5 von Netzen wie im Beweis.

X -

> ®

-0
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Es liegt nahe, dieses Ergebnis zur Klassifikation von Polytopen zu verwenden. In voller Allge-
meinheit ist das allerdings sehr schwer, weshalb wir jetzt eine besonders einfache Unterklasse
der Polytope einfiihren wollen:

Definition 1.77. (a) Sei n > 3 eine natiirliche Zahl. Ein nicht entartetes n-Eck ITA1 ... A, wie in
Definition 1.28 heifst regelmiifdig, wenn die folgenden Bedingungen gelten.

o [IA;...A, ist konvex.
* |Ai = Aj|| = ||A1 — Az|| fiiralle1 <i,j <nmiti=j—1mod (n),
* LAjAjAy = LA1A2As  fiirallel <i,j,k <nmiti=j—1=k—2mod (n).

Wir nennen dann || A1 — Az|| die Kantenlinge und £ A1 A, As die Innenwinkelgrofie des regel-
mifSigen n-Ecks ITA; ... Ap.

(b) Ein Polytop P C R3 heifit reguléir oder auch ein Platonischer Kérper, wenn es ein natiirliches
n > 3 gibt, so dass jeder Durchschnitt einer seiner Randflichen mit seiner Eckenmenge die Struk-
tur eines regelmifligen n-Ecks trigt, und in jeder Ecke die gleiche Anzahl g(P) von Kanten anliegt.
Die Anzahl n(P) := n heifdt dann der Grad von P.

Beispiel 1.78. Das Einheitsquadrat ist ein regelmiifiiges Viereck mit Kantenlinge 1 und Innenwinkel-
grofie 5. Der Einheitswiirfel ist ein Platonischer Korper mit n(P) = 4 und g(P) = 3.

Proposition 1.79. Sei P C R? ein requliires Polytop vom Grad n(P), bei dem in jeder Ecke g(P)
Kanten anliegen. Dann gilt

K(P) = Zn(P)f(P) = S5 (P)e(P),

_ 4¢(P)
JP) = 20 (P) — g(P)n(P) 1+ 23(P)°

Insbesondere sind die Anzahlen e(P), k(P), f(P) durch n(P), g(P) bereits eindeutig bestimmt.

Beweis. Von jeder der e(P) Ecken gehen genau g(P) Kanten aus. Da an jede Kante genau zwei
Ecken angrenzen, folgt

2k(P) = g(P)e(P).

Analog wird jede Seitenfldche von genau 1n(P) Kanten begrenzt. Da jede Kante an genau zwei
Flachen angrenzt, folgt

2k(P) = n(P)f(P).
Mit der Euler’schen Polyederformel 1.76 erhalten wir

2= e(P) — k(P) + f(P) = ngflf)) —k(P) + £(P).
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Nach Multiplikation mit 2g(P) ergibt sich

4g(P) = 4k(P) —2g(P)k(P) +2f(P)g(P) = 2n(P)f(P) — n(P)f(P)g(P) + 2f (P)g(P).

Losen wir dies nach f(P) auf, erhalten wir die letzte zu zeigende Aussage. ]

Korollar 1.80. Sei P C R3 ein reguliires Polytop vom Grad n(P), bei dem in jeder Ecke ¢(P) Kanten
anliegen. Dann gilt

(n(P),8(P)) € {(3,3),(3,4),(4,3),(3,5),(53)}.

Beweis. Nach Proposition 1.79 gilt

w1 )
g(P)  2k(P) n(P)  2k(P)
und somit
1 1 e(P)+f(P)1m2+k(P) 1 1.1
<) T u®) T 2k(P) = 2%(P) k(P) 2772

Nun gilt n(P) > 3 nach Definition und g(P) > 3, da sonst einer jeden Ecke nur je eine Flache
anliegen diirfte und P kein nichtleeres Inneres hétte. Die einzigen ganzzahligen Losungen der
obigen Ungleichung sind daher

(3,3), (3,4), (4,3), (3,5), (5,3).

Nach Korollar 1.80 gibt es hochstens fiinf (1, g)-Klassen Platonischer Kérper, nimlich

n(P) | g(P) | e(P) | k(P) | f(P)

Tetraeder 3 3 4 6 4
Hexaeder 4 3 8 12 6
Oktaeder 3 4 6 12 8

Dodekaeder 5 3 20 30 12

Ikosaeder 3 5 12 30 20

Die Anzahlen e(P), k(P) und f(P) in der Tabelle ergeben sich mit den Formeln aus Proposition
1.79. Es stellt sich heraus, dass es eine anschauliche Interpretation der (1, g)-Klassen Platoni-
scher Korper gibt.
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Definition 1.81. Sei n eine natiirliche Zahl. Zwei Teilmengen My, My C R heifen dhnlich, wenn es
eine Ahnlichkeit ¢: R" — R" mit ¢(My) = My gibt. Man kann leicht zeigen, dass Ahnlichkeit eine
Aquivalenzrelation auf der Potenzmenge von R" ist.

Unser Ziel ist nun das folgende klassische Resultat:

Satz 1.82. Es gibt genau 5 Ahnlichkeitsklassen von Platonischen Korpern: die Tetraeder, die Hexaeder,
die Oktaeder, die Dodekaeder und die Ikosaeder.

NESA LS

Beweis. Die Beweisstrategie ist zu zeigen, dass jede (1, g)-Klasse aus der Tabelle genau eine
Ahnlichkeitsklasse von Polytopen enthélt. Wir zeigen dies nur fiir die Tetraeder; die entspre-
chenden Aussagen fiir Hexaeder, Oktaeder, Dodekaeder und Ikosaeder zeigt man dhnlich.

Es lasst sich leicht tiberpriifen, dass die konvexe Hiille der Punkte

0\ /1 1\ /0
ol,(1],l0],[1 € R3
o/ \o/ \1 1

ein Tetraeder ist.

©)

0

Es verbleibt zu zeigen, dass sich ein beliebiges Tetraeder T mit Ecken A, B,C,D € R® durch
Ahnlichkeitsabbildungen in ein beliebiges anderes Tetraeder T mit Ecken A, B,C, D € R3 iiber-
fiithren lasst. Wir verfahren wie folgt.

» Nach Anwendung der zentrischen Streckung mit Zentrum A und Streckfaktor
I B-A I
B-A

diirfen wir ohne Einschrankung annehmen, die Kantenldngen von T und T stimmen
uberein.
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» Nach Anwendung der Translation um den Vektor A — A diirfen wir ohne Einschrankung
A = A annehmen.

¢ Nach Anwendung einer geeigneten Drehung um A gilt ohne Einschrankung

— N
AB = zﬁ und insbesondere B — B.

¢ Nach Anwendung einer geeigneten Drehung um die Gerade AB diirfen wir ohne Ein-
schrankung annehmen, C liege in derselben Ebene wie A, B, C, und zwar auf derselben
Seite von AB wie C. Es folgt C = C,

denn: Nach dem Satz tiber die Winkelsumme im Dreieck 1.68 betrdgt die Innenwinkel-
grofe in jedem regelmaBigen Dreieck . Das trifft insbesondere auf die Dreiecke AABC
und AABC zu. Die Behauptung folgt tiber eine kurze Rechnung, da die Kantenldngen
|C — A|| und ||C — A|| ibereinstimmen und C, C auf derselben Seite von AB liegen. #

¢ Nachdem wir gegebenenfalls an der Ebene durch A, B, C gespiegelt haben, diirfen wir
ohne Einschrankung annehmen, D liege auf derselben Seite dieser Ebene wie D. Wegen
|[D— Al = |D— B|| und ||D — A|| = ||D — B|| liegen sowohl D als auch D in der zu
AB orthogonalen Ebene durch den Mittelpunkt M45.” Analog zeigt man, dass D und D
beide in der zu BC orthogonalen Ebene durch Mpc und in der zu CA orthogonalen Ebe-
ne durch Mc4 liegen. Nach dem Umkreissatz (diesen werden wir als Satz 3.71 in einem
Setting zeigen, das insbesondere die affine Standardebene umfasst) ist der Durchschnitt
dieser drei Ebenen die zur Ebene durch A, B, C orthogonale Gerade durch den Umkreis-
mittelpunkt des Dreiecks AABC.

/
C

\

Aus Symmetriegriinden liegt auf jeder Seite der Ebene durch A, B, C genau ein Punkt
dieser Geraden, der zu den Punkten A, B, C jeweils die Kantenldnge von T als Abstand
hat. Es folgt D = D und damit die Behauptung.

7Um dies einzusehen, erginzt man t4p = B — A zu einer Orthogonalbasis von R3 und stellt das Problem in
dieser Basis dar.
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1.6 Projektive Raume

Wir mochten in diesem Abschnitt Rdume konstruieren — sogenannte projektive Rdume — in
denen sich je zwei voneinander verschiedene Geraden, die in einer gemeinsamen Ebene lie-
gen, in genau einem Punkt schneiden. Unsere Motivation dafiir ergibt sich daraus, dass wir
in der affinen Geometrie hdufig Fallunterscheidungen beziiglich der Existenz oder Nichtexi-
stenz von Schnittpunkten vornehmen mdiissen, siehe etwa die Dimensionsformel 1.15 fiir den
Verbindungsraum affiner Unterrdume. Diese wiirden wir gerne vermeiden, und in projekti-
ven Raumen gelingt dies. Historisch motiviert ist die Konstruktion projektiver Raume durch
die darstellenden Geometrie. Hier begegnet man Situationen, in denen sich eigentlich parallele
Geraden in einem , Fluchtpunkt” schneiden:

p— —

Bevor wir eine allgemeine, formale Definition projektiver Raume vornehmen, wollen wir im
Folgenden exemplarisch schauen, wie wir den A%(R) geeignet modifizieren kénnen, um die
oben genannte Schnitteigenschaft zu erreichen.

Wir identifizieren fiir unsere Betrachtungen A%(IR) mit der Ebene
X1
Ep:={|x| €R®|x=1}8
X3

Parallelitit ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Geraden in E;. Zu jeder Gerade g in

8Fiir die erste Konstruktion einer projektiven Ebene, die wir gleich durchfiihren werden, wire dies nicht not-
wendig. Wir werden im Anschluss jedoch eine zweite Konstruktion kennenlernen, die dies erfordert, und die wir
mit der ersten Konstruktion vergleichen wollen.
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E; ist die Aquivalenzklasse durch das Parallelenbiischel

[¢] :={h C E; Gerade | h| g}

gegeben.
E, \
ANX
N\ /NY N
/ -
Wir setzen

E;:=E;U{[g] | ¢ Gerade in E;}

und betrachten dies als die Menge der Punkte der zu E; gehorigen projektiven Ebene. Fiir jede
Gerade g in E; setzen wir

g:=gu{lsl

und sehen dies als Gerade in E; an. Den Punkt [¢] nennen wir den unendlich fernen Punkt von
g. Die unendlich fernen Punkte lassen wir per Definition selbst eine Gerade in E; bilden, die
unendlich ferne Gerade

g0 = {[¢] | ¢ Gerade in E; }.

In dieser Konstruktion besteht fiir zwei verschiedene Geraden g = ¢ U {[g] L h=hU{[h]}in
E; der Schnitt g N h stets aus genau einem Punkt:

o IstgNh # @, soist g }f h,also [g] # [h] und g N & besteht genau aus dem Schnittpunkt
von g und h.

e IstgNh=@,soistg | h,also [¢] = [h] und § Nk = {[g]}, so dass sich § und & in ihrem
unendlich fernen Punkt schneiden.

Auch der Schnitt von Geraden vom Typ g mit go, besteht stets aus genau einem Punkt. Wir ha-
ben damit eine projektive Ebene konstruiert. In diesem Modell kann man jedoch nicht beson-
ders gut rechnen. Wir suchen daher nach einer dquivalenten Beschreibung, die diesen Nachteil

nicht hat. Dafiir setzen wir
X1
Ey := { (Xz) € R3 | X3 = 0}.

X3

und betrachten die Ursprungsgeraden in R®. Diese zerfallen in zwei Klassen:
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Fall 1: Ursprungsgeraden, die nicht in E, liegen. Uber die Abbildung
{Ursprungsgeraden, die nicht in Ej liegen} — E;, ¢+ Schnittpunkt von g und E;

korrespondieren diese bijektiv zu den Punkten in E;.

E,

In diesem Modell definieren wir projektive Punkte als Geraden durch 0, also als eindimen-
sionale Untervektorraume des R®. Unsere obigen Uberlegungen zeigen, dass die Menge der
so definierten projektiven Punkte in Bijektion zu E; steht. Eine Menge von projektiven Punk-
ten (also Geraden durch 0) nennen wir eine projektive Gerade, wenn die Vereinigung dieser
Geraden eine Ebene durch 0 ist. Insbesondere ist die Menge aller Geraden durch 0, die in Eg
liegen, eine projektive Gerade, denn deren Vereinigung ist die Ebene Ey. Unter der obigen Kor-
respondenz entspricht diese der Geraden g, also der unendlich fernen Geraden. Starten wir
in diesem Modell mit einer Gerade in E;, dann existiert eine eindeutig bestimmte Ebene durch
0, die g enthilt. Diese schneidet Ey in einer Gerade, also einem projektiven Punkt; dieser korre-
spondiert zum unendlich fernen Punkt von g. Je zwei verschiedene projektive Geraden schnei-
den sich in einem eindeutig bestimmten projektiven Punkt: Die zugehorigen Ebenen durch 0
schneiden sich ndmlich in einer eindeutig bestimmten Ursprungsgerade. In diesem Modell fiir
eine projektive Ebene kann man besser rechnen und meist leichter argumentieren. Wir werden
diese Konstruktion nun allgemein betrachten:
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Definition 1.83. Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K. Die Menge
P(V) := {U C V Untervektorraum | dimg(U) = 1}

der Ursprungsgeraden in V nennen wir den zu V gehorigen projektiven Raum. Die Elemente von
P(V) nennen wir die Punkte des projektiven Raums. Ist V endlichdimensional, so setzen wir

dimP(V) := dimg P(V) := dimg(V) — 1

und nennen diese Zahl die (projektive) Dimension von P (V). Insbesondere gilt P({0}) = @ und
dim @ = —1. Fiir ,Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K und P (V') der zu V gehorige projektive
Raum.” schreiben wir kiinftig auch kurz ,,(proj. Raum)”.

Wir interessieren uns im Kontext projektiver Réume nur fiir endlichdimensionale Vektorraume
und werden dies stets stillschweigend voraussetzen.

Beispiel 1.84. Der projektive Standardraum der Dimension n iiber dem Korper K ist gegeben durch
P"(K) := P(K").

Sei V ein Vektorraum tiiber einem Korper K. Zwei Vektoren v,v" € V \ {0} haben genau dann
dasselbe Bild unter der kanonischen Abbildung

. {V\ {0} S P(V),

v — (0)k,
wenn es ein A € K~ {0} mit v’ = Av gibt. Ist speziell

X0

Xn
so nennen wir das (1 + 1)-Tupel
(xo:x1:...:xy) :=x(v)

die homogenen Koordinaten des Punktes (v)x € P"(K). Wegen v # 0 ist hierbei stets minde-
stens eines der x; von Null verschieden und es gilt

(xo:xp:e..ixy) = (x0:x]:...:x))
<= es gibtein A € K\ {0} mit x; = Ax; fiirallei € {0,...,n}.

Die homogenen Koordinaten sind also nur bis auf einen gemeinsamen von Null verschiedenen
Faktor festgelegt.

Beispiel 1.85. Wir wollen uns nun die projektiven Standardrdume kleiner Dimension veranschauli-
chen.
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(a)

(b)

Der projektive Standardraum PY1(R) = P(IR?) lisst sich leicht iiber eine stereographische Pro-
jektion s: PY(R) — R? homdomorph auf eine Kreislinie in R? abbilden. Das beweisen wir hier
nicht, sondern verweisen auf den Beweis der Euler’schen Polyederformel 1.76, in dessen Schritt 2
wir einen ganz dhnlichen Beweis durchgefiihrt haben.

s(0:1)
(xzy)
s(x:y)
s(1:0)

Eine entsprechende Einbettung von P2(R) = P(R3) in R? ist eine deutlich schwierigere Aufgabe,
wenn man Singularititen vermeiden mochte. Sie wurde 1901 von Werner Boy durch eine topolo-
gische Beschreibung und 1986 von Frangois Apéry durch Angabe der konkreten Parametrisierung

. \/—(2) cos? v cos(2u)+cos 1 sin(2v)

X
2—/(2) sin(3u) sin(20)
_ V@ cososin@u)—sinusin(20) iy e [T 00 e 10
I 2_\/E2)Sin(3u)sin(2v) it u |: 7’ 2] una o [ ’7-[]
3cos?v
zZ =

2— \/ZZ) sin(3u) sin(2v)

gelost. Vor dem Mathematischen Forschungszentrum in Oberwolfach, wurde 1991 nach den For-
meln von Apéry ein mittlerweile beriihmtes Modell der Boy’schen Fliiche erstellt:
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Definition 1.86 (proj. Raum). Fiir eine nichtleere Teilmenge Z C (V) setzen wir

uz)y:=\\Jrcv.
PeZz

Auflerdem setzen wir U(QD) := {0}. Z C P(V) heifit ein projektiver Unterraum, wenn U(Z) ein

Untervektorraum von V ist.

Insbesondere erhalten wir fiir Z = {P} mit einem Punkt P € P(V), dass U(Z) = P ist. Um es
noch einmal zu betonen — dies ist ein wichtiger Punkt: Z ist hier die aus dem Punkt P beste-
hende Einpunktmenge und U(Z) der eindimensionale Untervektorraum P von V.

Proposition 1.87. Die Abbildungen

{Untervektorriume von V'} < {projektive Unterriume von P(V)}
W — P(W)
Uz) <« 2
sind wohldefinierte, inklusionserhaltende Bijektionen, deren Verkettung in beiden Reihenfolgen die Iden-

titit ist. Insbesondere ist jeder projektive Unterraum von P (V') selbst ein projektiver Raum.

Beweis. Es ist
ume{o}) =u@)={0} cv

ein Untervektorraum von V und also @ = P({0}) ein projektiver Unterraum von P(V). Au-
flerdem gilt

P(U(2)) = P({0}) = .

Fiir den Rest des Beweises gentigt es daher, nichttriviale Untervektorraume von {0} # W C V
und nichtleere projektive Unterrdume @ # Z C IP(V) zu betrachten. Fiir diese gilt einerseits

PeP(W) 1-dim. Unligrggktorraum

so dass IP(W) ein projektiver Unterraum von P (V) ist. Gilt andererseits
P(U(Z)) =P < U P) = {1-dim. Untervektorraum von [ J P} =: M,
pPeZ pPez

so folgt M = Z,

denn: Zum Einen ist fiir jedes R € Z sofort R ein eindimensionaler Untervektorraum von
Upez P. Ist zum Anderen R ein eindimensionaler Untervektorraum von Jpcy P, so ist R = (x)
firein x € V. Dadann ein P € Z mit x € P existiert, folgt (x) = Pund somitR =P € Z. #

Es folgt, dass die Abbildungen U und PP bijektiv sind. Dass sie auch Inklusionen erhalten, ist
klar. Insgesamt folgt so die Proposition. O
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Definition 1.88 (proj. Raum). Fiir einen projektiven Unterraum Z von (V') heifst
dimZ = dim P(U(Z)) = dimU(Z) — 1
die Dimension von Z. Speziell heifit Z C P(V)
e cine (projektive) Hyperebene in P(V), wenn dim Z = dimP(V') — 1 gilt,
e cine (projektive) Ebene in P(V'), wenn dim Z = 2 gilt,
* cine (projektive) Gerade in P(V'), wenn dim Z = 1 gilt.

Unter der Bijektion aus 1.87 korrespondieren m-dimensionale projektive Unterrdume von P(V)
zu (m + 1)-dimensionalen Untervektorrdumen von V.

Beispiel 1.89. Eine Gerade g in P?(K) ist eine Menge von Punkten aus P?(K) — also von Ursprungs-
geraden in K3 — deren Vereiniqung ein zweidimensionaler Untervektorraum U(g) des K3 — also eine
Urspungsebene — ist. U(g) ist als solche als Losungsraum eines homogenen Linearen Gleichungssy-
stems gegeben: Es existieren a1, ap, a3 € K mit

X0
U(g) = { (Xl) € K ’ apgXo + a1x1 + arx; = O}
X2

Es ist dann

¢ =P(U(g)) = {eindimensionale Untervektorriume von U(g)}
= {(x0: x1: 1) € P*(K) | apxp + a1x1 + arx = 0}.

Proposition 1.90 (proj. Raum). Sei (Z;);c; eine Familie projektiver Unterriume von P (V). Dann
gilt:

(@) Nier Z; ist wieder ein projektiver Unterraum von P (V') mit U(N;c; Zi) = Nicr U(Z;).

(b) Der Durchschnitt aller projektiven Unterriume Z C P (V) mit U;c; Z; C Z heifit der Verbin-
dungsraum \/;c; Z; und ist wieder ein projektiver Unterraum von P (V') mit

uc\/ z) =y u(z. (1.20)
iel icl
Im Fall I = {1,2,...,n} fiir ein n € N schreiben wir auch \/;c; Zi = Z1 N Za NV ... N Zy; im

Fall I = {1,2}, Zy = {P1} und Zy = {P>} mit Py # P, € P(V) ist Z1 \V Z, eine Gerade, die
Verbindungsgerade isl P von Py und Ps.

Beweis. Es ist

(i =(PU(Z)) = P((U(Z)),

i€l i€l i€l
somit folgt Behauptung (a) aus 1.87. Aufgrund von (a) ist \/;c; Z; ein projektiver Unterraum
von P(V). Esist V1 Zi = P(Lie; U(Z;)) =: Z,
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denn: Z ist ein projektiver Unterraum von P(V), der P(U(Z;)) = Z; fiir alle i € I umfasst,
mithin ist V;c; Z; € Z. Ist umgekehrt Z = P(W) ein projektiver Unterraum von P(V) mit
Z=P(W) D Z; =P(U(Z)), dann folgt mit 1.87, dass W D U(Z;) fiir alle i € I gilt. Es ergibt
sich W D Y;c;U(Z;) und deshalb Z = P(W) D P(Y,;c; U(Z;)) = Z. Die Behauptung folgt
dann aus der Definition des Verbindungsraums. #

Aussage (b) erhalten wir nun aus 1.87. Im Fall Z; = {P;} und Z, = {P,} mit P, # P, € P(V)
ist U(Zy V Zy) = U(Zy) + U(Z,) zweidimensional wegen U(Z1) N U(Zy) = Py N P, = {0},
d.h. Z1 V Z, ist eine Gerade. O

Wie im Affinen gibt es auch im Projektiven eine Dimensionsformel:

Satz 1.91 (Dimensionsformel fiir projektive Unterrdume, proj. Raum). Fiir je zwei projektive Un-
terriume Z4,Zy C P(V) gilt

dim(Zl V Zz) = dim Z1 + dim Z2 — d1m(Z1 N Zz).

Insbesondere ist Z1 N Zy # @, falls dim Z; + dim Z, > dim P(V) gilt.”

Beweis. Nach Proposition 1.90 und der Dimensionsformel fiir Untervektorraume aus der Li-
nearen Algebra gilt

dim(Z; V Zp) = dimP(U(Zy V Z3)) = dim(P(U(Zy) + U(Z,))) = dim(U(Z1) + U(Zy)) — 1
= dim U(Z;) + dim U(Z,) — dim(U(Zy) N U(Z,)) — 1
= dim U(Zl) + dim U(Zz) —dim U(Zl N Zz) —1
= (dimZ; +1) 4+ (dimZy; +1) — (dim(Z; N Zp) +1) — 1
= dim Z; + dim Z; — dim(Z; N Z3)

und somit der Satz. O

1.7 Projektive Abbildungen

Definition 1.92 (proj. Raum). Sei W ein Vektorraum iiber dem Korper K und P(W) der zu W geho-
rige projektive Raum. Eine Abbildung ¢: P(V) — P(W) heifit projektive Abbildung, wenn es eine
injektive lineare Abbildung ®: V. — W mit

e((v)k) = (P(v))k fiiralle0 #v eV

qibt. Wir schreiben kurz ¢ =: P(®). Eine bijektive projektive Abbildung heifSt auch eine Projektivitiit.

In Definition 1.92 ist die Injektivitat der linearen Abbildung ® notwendig fiir die Wohldefi-
niertheit von ¢,

9Ein Spezialfall hiervon ist, dass sich in einer projektiven Ebene je zwei verschiedene Geraden in einem Punkt
schneiden.


https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/98/display?page=3
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/98/display?page=3
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denn: Wiére ® nicht injektiv, so gdbe es ein 0 # v € V mit ®(v) = 0. Es gélte dann
e((v)x) = (P())k =0 & P(W).

Hieraus folgt sofort dim W > dim V und somit auch
dimP(W) =dimW —1>dimV —1 = dimP(V).

Dieses Phanomen ist gegeniiber der Linearen Algebra und der affinen Theorie vollig neuartig
und bedingt, dass sich beliebte Abbildungstypen wie etwa Projektionen des Raumes auf eine
Ebene nicht ohne Weiteres ins Projektive iibertragen lassen.

Proposition 1.93 (proj. Raum). Sei W ein Vektorraum iiber dem Korper K und P(W) der zu W
gehorige projektive Raum. Fiir zwei injektive lineare Abbildungen ®,Y: V — W gilt
P(®)=P(¥Y) <= esgibteinAc KN{0}mit¥ =A-O.

Beweis. Dass fiir alle A € K\ {0} die Beziehung P(A - ®) = P(®P) gilt, ist klar.
Nehmen wir also umgekehrt an, es gelte P(¥) = P(®). Sei (vy, . .., v,) eine Basis von V. Dann
gilt
n n
<®(Uz')>[< = <T(Uf)>[< firi = 0, N () und <CD(Z Ui)>[< = <1F(Z T)i)>[<.
i=0 i=0

Somit existieren Skalare Ag, ..., A,;, A € K mit

Y (v;) = Ai@(v;) firi=0,...,n und Y() v)=A0() v).
i=0 i=0

Daraus ergibt sich
n n
ZAiCI)(vi) = Z/\CD(’U{).
i=0 i=0
Da (v, ...,v,) eine Basis von V ist und ® injektiv ist, ist (®(vy), ..., P(v,)) eine linear unab-
hiangige Familie. Aus diesem Grund ist A; = A fiiri = 0,...,n und deshalb ¥(v) = A®(v) fiir
allev € V. ]

Beispiel 1.94. Sei K ein beliebiger Korper.

(a) Fiirm > nist

1 1
K" — KL
X0
X0
b Xn
—
0
Xn .
L 0
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offensichtlich eine injektive lineare Abbildung. Die zugehdrige projektive Abbildung
) P*(K) — P™(K),
l(xoieeiixy) = (x0:...:x,:0:...:0)
heifit die kanonische Einbettung von P" (K) in P™(K).
(b) Seien Ao, A1, Ay € K~ {0} nicht alle gleich' und sei ¢ die durch
| P2(K) — P?(K),
‘ (xo X1 XQ) — (ono tAx /\23(2)

gegebene Projektivitit. Dann gilt

®(1:0:0)=(Ap:0:0)=(1:0:0),
9(0:1:0)=(0:A,:0)=(0:1:0),
®0:0:1)=(0:0:A2)=(0:0:1),
e(1:1:1) = (Ag:A1:A2) #(1:1:1)

In der projektiven Ebene P?(K) iiber einem beliebigen Korper K mit mindestens drei Elementen gibt
es also eine von der Identitiit verschiedene Projektivitit, die drei nicht kollineare Punkte festlisst.
Das ist ein Unterschied zum Affinen, denn nach Satz 1.35 ist in der affinen Ebene A%(K) die
Identitit die einzige Affinitiit, die drei nicht kollineare Punkte festlisst.

Wir werden nun mit den Zentralprojektionen beispielhaft eine weitere Klasse projektiver Ab-
bildungen einfiihren:

Definition 1.95 (proj. Raum). Seien Z,Z,,Z, C P(V) projektive Unterriume, die folgende Bedin-
gungen erfiillen:

(i) dim(Z;) = dim(Z,),

() ZVZi=2ZVZ=P(V),

(i) ZNZ1=ZNZ =0,

Die Abbildung
m: Zy — Zy, P Schnittpunkt von Z N {P} und Z

heifit die Zentralprojektion mit Zentrum Z von Zy auf Z.

19Das ist natiirlich nur in einem Kérper mit mindestens 3 Elementen moglich.
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Bemerkung 1.96 (proj. Raum). (a) Die Bedingungen (ii) und (iii) aus Definition 1.95 sind auf-
grund von 1.90 dquivalent zu

V=UZ)®UZ) = UZ)® U(Z).

Sind speziell Z1 und Z, Hyperebenen, so bedeutet dies, dass Z ein Punkt aufSerhalb von Z, U Z,
ist.

(b) Die Zentralprojektion ist wohldefiniert,

denn: Zu zeigen ist, dass fiir einen beliebigen Punkt P € Z die Menge (ZV {P}) N Z, tatsiichlich
aus genau einem Punkt in Zy besteht. Mit der Dimensionsformel 1.91 gilt zuniichst

dim(Z V {P}) = dim Z + dim{P} — dim(Z N {P}) & dim Z + 1, (1.21)
dim(Z V Z) = dim Z + dim Z» — dim(Z N Z2) 2 dim Z + dim Z, + 1. (1.22)
Hieraus folgt

dimP(V) € dim(ZV 2,) = dim((Z V {P}) V Z»)

' dim(Z v {P}) +dim Z, — dim((Z V {P}) 1 Z2)

U2 (dimZ +1) + dim Z» — dim((Z V {P}) N Z»)

= (dimZ+dimZ, + 1) —dim((Z V{P}) N Zy)

U2 §im(Z v Z») — dim((Z V {P}) N Z»)
2 dimP(V) — dim((Z v {P}) N Zy)

und also dim((Z vV {P}) N Z,) = 0. #
Proposition 1.97 (proj. Raum). Jede Zentralprojektion ist eine Projektivitiit.

Beweis. Seien Z;, Z; projektive Unterraume von P(V), und sei 7: Z; — Z, eine Zentralpro-
jektion mit Zentrum Z. Nach Bemerkung 1.96 gilt dann V = U(Z) & U(Z,), so dass wir ein
beliebiges Element v € V eindeutig in der Form v = w + w, mit w € U(Z) und w, € U(Z,)
schreiben konnen. Es existiert dann eine Projektion

. JV= U(z) o U(Zz) — U(Za),
" Nw + w» — W>.
Die Einschrankung ® von IT auf U(Z;) ist ein Isomorphismus,

denn: Zu wy € U(Zp) gibtes w € U(Z) und wy; € U(Z;) mit w, = w + w;. Es ist dann
®(wy) = I(wy) = II(—w + wy) = wy und also P surjektiv. Dariiber hinaus ist ker & =
kerITN U(Z;) = U(Z) N U(Z,) = 0 und @ ist injektiv. #

Sei 0 # wy € U(Z;). Dann gilt
(®(w1))k = (U(Z) & (wr)x) N U(Z2),
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denn: Es existieren eindeutig bestimmte w € U(Z), w, € U(Zy) mit w; = w + wy, wes-
halb ®(w1) = wy = —w+w; € (U(Z) P (wi1)xk) N U(Zy) gilt. Ist umgekehrt v €
(U(Z) @ (w1)x) N U(Zp), dann existieren eindeutig bestimmte w € U(Z), A € K mit
v=w+ Aw; € U(Zy). Esistdann ®(Awq) = IT(Awy) = TI(—w + (w + Awy)) = w + Awy, = 0.
#

Schlieflich gilt 7 = P(®P),

denn: Sei P = (w1)x € Z;. Das eindeutig bestimmte Element von (Z V {P}) N Z, ist gegeben
durch

U((ZV{P}) N Z) = (U(Z) ® (wi)x) N U(Z2) = (P(w1))x = P(P)((w1)x) = P(P)(P).
#
Insgesamt folgt die Proposition. O

Offensichtlich bleibt bei einer Zentralprojektion 7t: Z; — Z, der Durchschnitt Z; N Z; punkt-
weise fest. Insbesondere ist nicht jede Projektivitit bereits eine Zentralprojektion. In Ubungs-
aufgabe 1.22 zeigen wir, dass aber jede Projektivitat ¢: Z; — Z mit @[z, n z, = idz, n z, eine
Zentralprojektion ist.

Wir wollen nun den Zusammenhang zwischen projektiven Rdumen und affinen Rdumen ver-
stehen und untersuchen diesen im folgenden Satz:

Satz 1.98 (proj. Raum). Sei H C P(V) eine Hyperebene. Dann kann man das Komplement
X:=P(V)\H
so zu einem affinen Raum (X, T(X), T) machen, dass die folgenden Aussagen gelten:
(a) Es gibt eine kanonische Bijektion
H — X :={[g] | § C X Gerade},

wobei [g] := {h C X Gerade | g || h} das zu g gehorige Parallelenbiischel bezeichne.'' Man
kann sich das Parallelenbiischel [g] als einen unendlich fernen Punkt (auflerhalb von X) vorstel-
len, in dem sich die (in X parallelen) Geraden h € [g]| schneiden. Die Menge Xo heifit dann die
unendlich ferne Hyperebene von X.

(b) Fiir jeden projektiven Unterraum Z C (V) mit Z € H ist Z N X ein affiner Unterraum von X
mit
dim(ZNX)=dimZ und dim(ZNH)=dimZ—1.

Die durch Z — Z N X gegebene Zuordnung von der Menge der nicht in H enthaltenen projek-
tiven Unterriume von P (V') in die Menge der nicht leeren affinen Unterriume von X ist bijektiv.
Insbesondere gibt es zu jedem nichtleeren affinen Unterraum Y C X einen eindeutig bestimmten
(projektiven) Abschluss, also einen nicht in H enthaltenen projektiven Unterraum Y C P (V)
mitY N X =Y.
11Offensich.’c‘lich ist Parallelitit von Geraden in X eine Aquivalenzrelation und die Parallelenbiischel sind die
zugehorigen Aquivalenzklassen.
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(c) Fiir jede Projektivitit ¢: P(V) — P(V) mit p(H) = H ist ¢|x: X — X eine Affinitit und die
durch ¢ — @|x gegebene Zuordnung ist eine Bijektion zwischen der Menge der Projektivititen
von P(V), die H in sich iiberfiihren, und der Menge der Affinititen von X. Insbesondere gibt es
zu jeder Affinitiit  von X eine eindeutig bestimmte Projektivitit i von P (V) mit ¢|x = ¢ und
W(H) = H, die (projektive) Fortsetzung von 1.

Beispiel 1.99. Sei V = K3 und die Hyperebene H = P(U(H)) C P?(K) durch den Untervektorraum

X0

U(H) :{(x1) €eKx=0}CK®

X2

gegeben. Dann ist X = P?(K) . H gerade das Bild der kanonischen Einbettung
K? — P?(K),

L
(xl) = (1:x1:x2),
X2

denn: Offenbar gilt 1(K?*) N H = @ und also 1(K?) C X. Andererseits gilt auch X C 1(K?), denn fiir
ein beliebiges (yo : y1 : y2) € X ist yo 7# 0 und es gilt also

n
<yo:ylzyz>=<l:y1-”>=t(5§) € k).
Yo

Yo Yo
#
(0:x1:x9)
K3
(1 :21:x9)
g
7 (3)
UH) |
S
®
/|

Die Menge X steht also in Bijektion zum affinen Raum K2. Ist zudem ¢ = Py + (k€ K2 eine
Gerade, so ist offensichtlich durch die Zuordnung (0 : xq : x2) — [g] eine Bijektion zwischen H und
der unendlich fernen Hyperebene X, gegeben.
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Beweis von Satz 1.98. Wir wihlen ein Py € V \ U(H) und betrachten den affinen Unterraum
X :=Py+UH) CV.

Firein P € X' gilt (P)x € U(H) und also (P)x € P(V)~P(U(H)) = X. Die so erhaltene
Abbildung

- X =X,
P = (P)k
ist bijektiv,

denn: Nach Bemerkung 1.17 schneidet jeder Untervektorraum U von V, der nicht in U(H)
enthalten ist, die Hyperebene X’ C V. Ist U eindimensional, so gilt nach der Dimensionsformel
fur affine Unterrdume 1.15

dimV =dim(UV X') =dimU +dim X' —dim(U N X') =1+ (dimV — 1) —dim(U N X’)
und somit
dim(U N X') = 0.

Jeder eindimensionale Untervektorraum von V, der nicht in U(H) enthalten ist, schneidet X’
daher in genau einem Punkt. #

Esist T(X') = U(H). Wir definieren
T: X x X = U(H),(A,B) = 0" (B) =0 ' (A) = ty1(a)r1(p)-

Setzen wir nun noch T(X) := U(H), so wird (X, T(X), T) zu einem affinen Raum und ¢ zu
einer Affinitit mit T'(c") = idy(g).-

Wir zeigen nun Behauptung (a). Jeder Punkt in H ldsst sich wegen H = P(U(H)) eindeutig
mit der von einem w € U(H) \ {0} aufgespannten Geraden K -w C U(H) schreiben. An-
dererseits gilt T(X) = U(H), so dass die Menge dieser Geraden in Bijektion mit der Menge
der Translationsvektorrdaume der Geraden in X steht. Letztere ldsst sich offensichtlich mit der
Menge der Parallelenbiischel von Geraden in X und also der unendlich fernen Hyperebene X,
identifizieren.

Zum Beweis von Behauptung (b) benutzen wir die Affinitdt o: Ist Z ein projektiver Unterraum
von P(V), so ist U(Z) N X' als Durchschnitt zweier affiner Unterrdume von V wieder ein
solcher und wegen U(Z) N X’ C X’ sogar ein affiner Unterraum von X'. Folglich ist

cUZ)NX)=cU(Z)No(X)=ZNX (1.23)

ein affiner Unterraum von X. Aus P(U(Z)) = Z € H = P(U(H)) folgt U(Z) € U(H). Nach
der Dimensionsformel fiir Untervektorraume aus der Linearen Algebra gilt dann

dimV = dim(U(Z) Vv X’)


https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/98/display?page=3
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=dimU(Z) +dim X' — dim(U(Z) N X')
=dimU(Z) + (dimV — 1) — dim(U(Z) N X").

Es folgt

dim(Z N X) = dimo(U(Z) N X')

= dim(U(Z) N X') =dimU(Z) — 1 = dim Z (1.24)

und somit die erste Teilbehauptung von (b). Aus U(Z) € U(H) ergibtsich U(H) + U(Z) =V
und somit mit der Dimensionsformel fiir Untervektorraume
dim(ZNH)+1=dim(P(U(H)nU(Z)))+1
=dim(U(H)NU(Z)) =dimU(Z) -1 =dimZ
und somit die zweite Teilbehauptung von (b). Um nun die Abbildung Z — Z N X umzukeh-
ren, miissen wir fiir jeden nichtleeren affinen Unterraum Y C X einen projektiven Abschluss

Y C P(V) konstruieren. Dies geschieht wie folgt: Zum affinen Unterraum Y’ := ¢~ 1(Y) C X’
gehort ein Translationsvektorraum

TY)CT(X')=UH) mitY =Q +T(Y) fireinQ € Y.

Wir setzen nun

In der Definition von U (Y) ist die Summe tatsichlich direkt,

denn: Nach Voraussetzung gilt

QeY CX =P +U(H) mitP €V~ U(H)
und somit Q" ¢ U(H) 2 T(Y'). #
Es gilt nun

ZN X =17 firalle projektiven Unterrdume Z C P(V) mit Z  H,
YNX=Y firalle affinen Unterrdaume @ CYCX,
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denn: Zunichst gilt

Znx "2 Uu(z)nx)

P(Q)x® T(U(Z) N X)) mitU(Z)nX =Q +TU(Z)+ X)).

Der Vektorraum (Q")x & T(U(Z) N X') ist offensichtlich in U(Z) enthalten und hat nach (1.24)
Dimension 1 + (dim U(Z) — 1) = dim U(Z)."? Es folgt

ZNX=PU(Z))=Z
und somit die erste Teilbehauptung. Fiir die zweite Teilbehauptung berechnen wir
YNX=PWUY))NP(V)\PU(H)))

= P(U(Y)) N P(U(H))
TE p(Q)k @ TO) N P(T(Y)

={(PY | P e(Q+T())oderP € TY)} ~{(P)x | P € T(Y')}

=o(Y)=Y.

#

Damit ist gezeigt, dass die Zuordnung Y + Y die Abbildung Z — Z N X umkehrt, und
Behauptung (b) bewiesen.

Abschlieend zeigen wir nun Behauptung (c). Um einzusehen, dass die Einschrankung ¢|x
eine Affinitit ist, betrachten wir anstelle von X zundchst wieder X'. Ist ¢ = P(®) fiir eine
injektive lineare Abbildung @ auf V, so folgt aus ¢(H) = H sofort ®(U(H)) = U(H). Nach
Proposition 1.93 ist @ nur bis auf einen Vorfaktor aus K bestimmt, so dass wir ohne Einschran-
kung ®(P) € X’ und insgesamt

d(X') =X

annehmen kénnen. Die Einschrankung ®|x- ist eine Affinitat mit T(®|x/) := @[y,
denn: Nach Konstruktion ist ®|xs bijektiv und es gilt
(T(@|x)(tap))k = (Plucm)(tas))x = (to|, (a0l (8))x furalle A,B € X/,
so dass ®|x: eine affine Abbildung ist. #

Wegen ¢|x = 0o @|x oo~ !ist auch ¢|x eine Affinitit mit T(¢|x) = ®@yy(p)- Das zeigt die erste
Teilbehauptung von (c). Um zu zeigen, dass die Zuordnung ¢ — ¢|x bijektiv ist, miissen wir
jede Affinitdt ¥ von X zu einer Projektivitit i von P(V) fortsetzen. Dies konnen wir durch
Angabe eines Automorphismus ¥ von V tun, indem wir

P:=P(¥)
setzen. Wegen V = U(H) @ (Py) ist ein solcher Automorphismus bereits eindeutig durch
1IJ|U(H) = T(l/)) und ‘II(P()) = (0’71 oYo U)(P())

12Hjer geht iibrigens die Voraussetzung Z ¢ H ein.
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festgelegt. Aus der Konstruktion folgen sofort
Plx =9 und y(H)=H

sowie ¢|x = ¢ fiir jede unserer betrachteten Projektivitaten. O

1.8 Projektive Koordinaten

Definition 1.100 (proj. Raum). Sei dimP (V) = nund 0 < r < n. Ein (r + 1)-Tupel (P, ..., P,)
von Punkten in P (V') heifit projektiv unabhiingig, wenn eine der folgenden dquivalenten'® Bedingun-
gen erfiillt ist:

(i)  Es gibt linear unabhiingige Vektoren vy, ...,v, € V mit P; = (v;) fiirallei € {0,...,r}.

(i) Jedes (r + 1)-Tupel (vy,...,v,) von Vektoren aus V mit P; = (v;) fiir allei € {0,...,r} ist
linear unabhiingig.

(i) dimV/_o{P} =r.
Ein (n+2)-Tupel (Do, . .., Pyy1) von Punkten aus P (V') heifdt eine projektive Basis von P(V'), wenn

je n 4+ 1 Punkte davon projektiv unabhingig sind.

Ist (Py,...,Py+1) eine projektive Basis von P(V), dann ist bereits {Py} V...V {P,} = P(V).
Wir benotigen jedoch einen weiteren Punkt, um projektive Abbildungen eindeutig auf Basen
festschreiben zu konnen, vgl. Satz 1.103.

Beispiel 1.101. Sei K ein Korper und sei n eine natiirliche Zahl. Dann ist im projektiven Standardraum
P"(K) die kanonische projektive Basis durch

Pp=(1:0:0:...:0),

P=(0:1 0),
P,=(0:0 1),
Por=(1:1:1 1)

gegeben.

13Mit der Dimensionsformel fiir projektive Unterraume 1.91 lasst sich diese Aquivalenz schnell einsehen.
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1 g
O]

Abbildung 1.3: Man sieht hier auch sehr gut, dass der projektive Punkt (1 : 1 : 0) auf der
projektiven Verbindungsgeraden von (1:0:0) und (0: 1 : 0) liegt, vgl. hierzu auch (1.20).

Man beachte, dass der Punkt P, nur beziiglich seiner Koordinatendarstellung eine Sonderrolle ein-
nimmt. Vom projektiv-geometrischen Standpunkt unterscheidet er sich nicht von den anderen Basis-
punkten.

Die Konstruktion der Standardbasis aus Beispiel 1.101 ldsst sich auf beliebige projektive Raume
tibertragen:

Lemma 1.102 (proj. Raum). Ist (P, ..., P,11) eine projektive Basis von P(V'), so gibt es eine Basis
(vo, ..., 0q) von V mit

n
Py = (vi)k firallei ={0,...,n} und Pyq = () vk
i=0

Beweis. Da (P, ..., P,) projektiv unabhingig sind, gibt es nach Teil (i) von Definition 1.100 eine
Basis (v, ..., 7)) mit

P, = (vi)x furie{0,...,n}.

Wegen (v,...,v,)k = V gibtes Ag,..., A, € Kmit
n

Puy1 = () Aok
i=0

Gilte Ay = 0, so wiéren v,...,v), Y./ o A;v; nicht linear unabhingig, was nach Teil (ii) von
Definition 1.100 nicht sein kann. Es gilt also Ay # 0 und analog A; # O fiirallei € {1,...,n}.Es
folgt, dass (vo, ..., v,) mit

v; := Ao, fiirallei € {0,...,n}

eine Basis vom gesuchten Typ ist. ]
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Satz 1.103 (proj. Raum). Sei W ein K-Vektorraum und (W) der zu W gehorige projektive Raum.
Gilt dann dimP(V) = dimP(W) =: n und ist (Py,. .., Py41) bzw. (Qo, ..., Qui1) eine projektive
Basis von P(V') bzw. von P(W), so gibt es genau eine Projektivitit ¢: P(V) — P(W) mit

¢(P)=Q; fiiralleie {0,...,n+1}.

Beweis. Seien (vy, ..., v,) bzw. (wy, ..., w,) wie in Lemma 1.102 gewihlte Basen von V bzw. W
bzgl. (Py, ..., Pyt1) bzw. (Qo, ..., Qu+1). Es existiert dann ein eindeutig bestimmter Vektorrau-
misomorphismus ®: V — W mit ®(v;) = w; firi = 0,...,n. Setzen wir ¢ = P(P), dann ist
¢ eine Projektivitit mit ¢(P;) = Q; firi =0,...,n + 1. Es verbleibt der Nachweis der Eindeu-
tigkeit. Sei also ¢: P(V) — P (W) eine weitere Projektivitidt wie im Satz. Dann gibt es einen
Vektorraumisomorphismus ¥ mit ¢ = P('¥). Somit gilt

(¥(vi))k = v((vi)k) = ¥(P;) = Qi = (wi)k firallei € {0,...,n},

n

NK) = P(Prt1) = Qui1 = Z

i=0 i=0 i—0

E:
]
=
~

|
=
M=
<

sodasses Ag,...,Ayp1 € K\ {0} gibt mit
¥ (v;) = \w; furallei € {0,...,n},

n n
T(Z Ul') = )\n—l—l : Zwi.
i=0 i=0

Hieraus und aus der Linearitdt von ¥ folgt nach Koeffizientenvergleich sofort A, 11 = A; fiir
allei € {0,...,n} und somit ¥ = A,,11®. Mit Proposition 1.93 folgt
¢ =P(®) =P (A1) = P(¥) = 9.

O

Wiirden wir eine projektive Basis von P(V) mit dim IP(V) =: n als ein projektiv unabhéngiges
(n + 1)-Tupel von Punkten aus P(V) definieren, dann gilte die Existenzaussage in Satz 1.103
weiterhin, die Eindeutigkeitsaussage ware jedoch nicht mehr gegeben, wie Beispiel 1.94(b)
zeigt.

Definition 1.104 (proj. Raum). Sei n := dim(IP(V)). Ist B = (P, ..., Py+1) eine projektive Basis
von P(V), so gibt es nach Satz 1.103 genau eine Projektivitit ng: P(V) — P"(K) mit

ng(Pp) =(1:0:0:...:0),
ng(P1) =(0:1:0:...:0),
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Wir nennen yp: P(V) — P"(K) das zu B gehorige projektive Koordinatensystem von (V). Fiir
jeden Punkt P € (V') heifit

n(P) =: (x0:...:x,) € P"(K)

der homogene Koordinatenvektor von P beziiglich der projektiven Basis B. Man beachte, dass dieser
nur bis auf einen Vorfaktor A € K~ {0} bestimmt ist.

Wie wir in Proposition 1.42 gesehen haben, erhalten Affinititen Teilverhéltnisse von jeweils
drei Punkten. Schon bei Zentralprojektionen ist dies nicht mehr der Fall:

B B=P Z1
Z

Abbildung 1.4: Einerseits gilt hier TV (P, P;, P) = 2, andererseits sieht man mit dem Strahlen-
satz 1.43 leicht TV(Py, P{, P") > TV(Py, P{, P") = 2 ein.

In Proposition 1.106 werden wir einsehen, dass Projektivitdten das sogenannte Doppelverhalt-
nis von je vier Punkten fest lassen. Dieses fithren wir nun zunéchst ein:

Definition 1.105 (proj. Raum). Seien Py, P, P, € (V') paarweise verschiedene, kollineare Punkte.
Dann ist B = (Py, P, P») eine projektive Basis der gemeinsamen Geraden g. Fiir einen beliebigen
weiteren Punkt P € g definieren wir nun das Doppelverhiltnis von Py, Py, P>, P durch

DV(Py, Py, P,, P) := n3(P) € P'(K).

Offenbar ist

DV(P(), Pl,Pz,Po) = (1 : 0), DV(P(), Pl,Pz, Pl) = (0 . 1), DV(Po,Pl, Pz, Pz) = (1 : 1)
Proposition 1.106 (proj. Raum). Das Doppelverhiiltnis ist eine projektive Invariante. Genauer gilt
fiir einen Vektorraum W iiber K, den zugehirigen projektiven Raum P (W), eine projektive Abbildung

¢: P(V) — P(W) und paarweise verschiedene kollineare Punkte Py, P, P, € (V') und einen weite-
ren Punkt P € j50P1

DV(o(Po), 9(P1), 9(P2), 9(P)) = DV(Py, P, P, P).
Beweis. Es ist B = (Py, P1, P,) eine projektive Basis von g := m . Wegen der Injektivitat der
zu ¢ gehorigen linearen Abbildung ®: V — W ist ¢(g) eine Gerade in P(W) mit projektiver
Basis B' = (¢(P), ¢(P1), ¢(P2)) und

pi=9ll%: ¢ = 9(g)
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eine Projektivitat. Offenbar ist

15 (P(Po)) = np (@(Po)) = (1:0) = np(Po)
ne(P(P1)) =np(p(P1)) = (0:1) =ns(P1),
18 (P(P2) =np (p(P2)) = (1:1) = n(P2).

Aufgrund von Satz 1.103 gilt 5 o ¢ = 3. Fiir P € g erhalten wir

DV(¢(Ro), ¢(P1), ¢(P2), ¢(P)) = DV (p(P), (P1), p(P2), p(P))
=115 (Y(P)) = n5(P)
= DV(PO,Pl,Pz, P)

wie behauptet. O

Ist ein projektives Koordinatensystem #: P(V) — P"(K) gegeben, so liegen fiir die Punkte
Py, P, P>, P homogene Koordinaten vor und nach Proposition 1.106 ldsst sich das Doppelver-
héltnis aus diesen homogenen Koordinaten berechnen. Um die Notation nicht unnétig zu be-
lasten, nehmen wir fiir die weiteren Betrachtungen Py, P;, P,, P € P"(K) an:

Proposition 1.107. Sei K ein Korper und seien
Po=GF o oxy firk e {0,1,2)

drei paarweise verschiedene, kollineare Punkte in P" (K) und P = (xo : ... : x,) € P"(K) ein weiterer
Punkt auf dieser Geraden. Dann gibt es zwei verschiedene Indizes i,j € {0, ..., n}, fiir die

(x.(o) :x(o)), (x.(l) : x(l)), (xgz) :x](z)) € P(K)

DV(Py, Py, P, P) =

BON(Y
J
Beweis. Indizes i, j wie in der Proposition existieren tatsdchlich,

denn: Da Py, P;, P, paarweise verschieden und kollinear sind, gibt es Ag, A1, A2 € K~ {0} mit
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Sind ko, k1, k2 € {0,1,2} und gilt xfk“) =0fureini € {0,...,n}, so folgt daher

Man sieht leicht ein, dass die Annahme, es gédbe keine Indizes i, j wie in der Proposition entge-
gen unserer Voraussetzung dazu fiihrte, dass Py, P;, P» nicht paarweise verschieden sind. #

Sind nun i, j wie in der Proposition gegeben, so ist

eine projektive Basis von P!(K) und somit die Abbildung

» {iTP{ — PY(K),

P=(xo:...:x0) > (xi:%)
eine Projektivitdt. Nach Proposition 1.106 gilt dann

DV(Py, Py, Po, P) = DV ((x1” - xl), (x{V : xlV), (¢ 2?), (3 2 7).

Nach Definition 1.92 gehort zum zur Berechnung des Doppelverhéltnisses auf der rechten Seite
benétigte Koordinatensystem 7: P}(K) — P!(K) die injektive lineare Abbildung H: K> — K?
mit

n((v)k) = (H(v))x fiirallev € K2.

Letztere und somit auch # wird durch die Abbildungsmatrix My € GLy(K) von H beschrieben.
Genauer lassen sich die homogenen Koordinaten von

Xi

aus dem Vektor My (x'
]

) auslesen. Diesen bestimmen wir nun: Wegen

(@ x®) = (1:0) und 2y = (0:1)

gilt

mit zwei zundchst noch frei wéhlbaren Skalaren A, u € K~ {0}. Aus
2P)=(1:1)

folgt zudem
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(0) o _ .2
)ij +yxj = vx;

mit einem weiteren Skalar v € K\ {0}. W&hlt man nun

erhal @ © @
X X X X
det| T ) x” det| fo) |l "
M- XX XX
H = 2 o NORNE) "
det xl@) xlgl) Xj det xl(o) xl(z) xj
] ] ] ]
Die Proposition folgt nun durch direktes Ausrechnen. O

Bemerkung 1.108. Wir betrachten die zu Beispiel 1.99 analoge Einbettung

K" — P"(K),
X1
L
= (Trxg o xy).
Xn

Liegen in der Situation von Proposition 1.107 die Punkte Py, Py, Py, P im affinen Teil 1(K") von P" (K),
dann ist i = 0 eine mogliche Wahl und es existiert ein j € {1,...,n}, so dass

(1:x”), 1:2Y), 1:x?) e PU(K)

paarweise verschieden sind. Fiir das Doppelverhiltnis gilt dann

1) 0)

(
Xio =X X XN

DV(Py, Py, Py, P) :< e (2)> 2V, 2, x) TV (Y, 1P, ).
Xj —X]- X]- —x].

—

[y N

Ist abweichend davon Py der unendlich ferne Punkt der Geraden durch Py, Py, P>, P, so erhalten wir
1)

(
X — X
DV(Py, Py, P, P) = <M : 1) v, 2, x) 1 1),
X — x
] ]

Wir zeigen nun mit dem Satz von Desargues einen klassischen Satz der projektiven Geometrie:

Satz 1.109 ((projektiver) Satz von Desargues, proj. Raum). Sei E C P (V) eine Ebene und seien
A,B,C,A',B',C" € E paarweise verschiedene Punkte mit paarweise verschiedenen Verbindungsgera-

den AA’, BB',CC’, die sich in einem gemeinsamen Punkt S schneiden. Dann sind die Schnittpunkte

P von AB und A'B,


https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/110/display?page=2
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Q von BC und B<’_>C’,
R von CA und C' A’

entweder paarweise verschieden und kollinear oder alle gleich.

Beweis. Nach der Dimensionsformel fiir projektive Unterraume 1 91 haben je zwei verschiede-
ne G Geraden in E einen eindeutigen Schnittpunkt. Da mit AA! #* BB auch die Geraden AB und

A'B' verschieden sind, folgt die Eindeutigkeit von P und analog auch die von Q und R. Die
Behauptung des Satzes ergibt also formal Sinn. Um sie zu beweisen, unterscheiden wir drei
Falle:

Fall 1: A, B, C sind kollinear. Dann liegen nach Definition auch die Punkte P, Q, R auf AC und
sind insbesondere kollinear. Nach Voraussetzung darf in d1eser Sltuatlon keiner der Punkte

A',B',C" auf AC liegen, da sonst auch S € AC gdlte und AA' BB, CC’ nicht mehr paarwei-
se verschieden waren. Sind nun Zwe1 der drel Punkte P, Q, R identisch, ohne Einschrankung

P = Q, so erhalten wir P = Q € A’ A'B' N B'C'. Waren nun A’,B’,C’ nicht kollinear, so folg-
te B =P =Q ¢ AC, was wir gerade ausgeschlossen haben. Es miissen daher die Punkte

A’,B',C’ auf einer — von AC verschiedenen — Geraden liegen. Deren Durchschnitt mit AC um-
fasst einerseits nach Definition die Punkte P, Q, R und ist andererseits nach der Dimensions-
formel 1.91 einelementig. Das zeigt den Satz in diesem Fall.

Fall 2: A’, B/, C’ sind kollinear. Das ist nach Umbenennung identisch mit Fall 1.

Fall 3: Weder A, B, C noch A’, B/, C’ sind kollinear. Dann sind die drei Punkte P, Q, R paarwei-
se verschieden,

denn: Gélte etwa P = R, so folgte nach Definition
P=Re (ABNCA) N (ABNCA) ={A}n{A'} =0,

was offensichtlich nicht sein kann. Ebenso lassen sich die Annahmen P = Q und Q = R ad
absurdum fiihren. #

Der Satz in diesem Fall folgt also, wenn wir Q € PR zeigen kénnen. Im Fall A’ = S folgen sofort
P = Bund R = C und die Behauptung stimmt offenbar. Fiir den weiteren Beweis konnen wir
also ohne Einschrankung A’ # S und analog A # S annehmen. Die Schnittpunkte

Q' von PR und BC,
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Q" von PR und B<’—>C’,
Cyg von PR und @

sind dann eindeutig bestimmt,

denn: Gilte PR = BC, so folgte nach Definition P € AB N BC. Da nach Voraussetzung A, B, C

nicht kolhnear sind, gilt AB N BC = {B} und wir erhielten P = B. Nach Definition bedeu-
Ry

tete d1es Be A B’ folglich A’ € BB’ und mit A" # S entgegen unserer Voraussetzung auch

<—>
AA' =B B’ Die Geraden ﬁ und W miissen also voneinander verschieden sein und nach der

Dimensionsformel 1.91 einen eindeutig bestimmten Schnittpunkt Q" haben.

Die entsprechende Behauptung zu Q" zeigt man analog unter Verwendung von A # S.

Galte PR = CC’ so folgte nach Definition R € CA N CC’ Da nach Voraussetzung die Geraden
%)
A’ und CC voneinander verschieden sind, gilt A ¢ CC' und also CA 0 CC' = {C}. Somit
a4
galte R = C und insbesondere C € C'A’, was unseren Voraussetzungen widerspricht. #

— — S
Hochstens zwei der drei Punkte P, Q, R liegen in der Vereinigung AA’ U BB’ UCC/,

denn: Wire dies doch der Fall, so gélten

(P} =ABNA'B =ABNSC =AB nSsC,
< < <>
{Q} =BCNBC =BCNSA =BC' NS4,

I

/

(R} =CANCA =CAnSB =CA' NS

UU

Ausgehend von den vier paarweise verschiedenen Punkten P, Q, R, S gdbe es also mit AABC
und AA’B'C’ zwei Dreiecke, fiir die sich die Punkte P, Q, R als Durchschnitte der Dreieckssei-
ten /ﬁ, ﬁ, CAbzw. A'B' ,B'C’,C!' A’ mit den Geraden @, @, SR darstellen lieRen. Wir wollen
nun einsehen, dass hieraus zwanglaufig AABC = AA’B'C’ folgte, und zeigen dafiir, dass
das Dreieck AABC in unserer Situation durch die Punkte P, Q, R bereits eindeutig bestimmt
waére. Zunachst stellen wir hierfiir fest, dass sich die Punkte B und C sofort aus der Position
des Punktes A auf der Geraden w herleiten lieffen, so dass das gesuchte Dreieck AABC ein-
deutig durch einen Parameter aus dem Korper K bestimmt wire. Dieser Parameter liefse sich
durch Kollinearitdtsbedingungen und insbesondere durch ein lineares Gleichungssystem be-
schreiben, dessen Losungsmenge ein affiner Raum von Dimension 1 oder 0 wire. Da A auf der
Geraden S@ nicht beliebig gewahlt werden konnte, ware die Dimension 0 und AABC ware
das einzige Dreieck zu den Punkten P, Q, R. #

Da offensichtlich keiner der Punkte P, Q, R mit S ubere1nst1mmt konnen wir daher nach mog-

licher Umbenennung annehmen, dass sie auch aufierhalb von cc liegen. Dann sind die drei
Punkte P, R, Cy paarweise verschieden und die Doppelverhéltnisse

DV(P,R,Cyz, Q') und DV(P,R,Cip Q")

wohldefiniert. Der Satz in diesem Fall folgt nun, wenn wir ihre Gleichheit zeigen konnen, denn
dann folgt Q' = Q”, also Q = Q' = Q" und somit Q € PR.
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Seien
Tic: PR — AB die Zentralprojektion mit Zentrum C,
——
ns: AB — A'B' die Zentralprojektion mit Zentrum S,
—
s A'B' — PR die Zentralprojektion mit Zentrum C’
und

Cyp der offensichtlich eindeutig bestimmte Schnittpunkt von 4B und CC’ ,
Cqrg der offensichtlich eindeutig bestimmte Schnittpunkt von A'B' und CC'.

Nach Proposition 1.106 gilt dann

= DV(7ts(P), s (A), s(Cqy), s(B)) = DV(P, A, Corgir B')
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= DV (rtc/(P), e/ (A"), e (Coggr), e (B')) = DV(P, R, e, Q')

und somit der Satz in diesem Fall. O

Bemerkung 1.110. Aus dem projektiven Satz von Desarques 1.109 folgt unmittelbar der affine Satz
von Desargues. Dieser macht die entsprechende Aussage fiir affine Ebenen, nur dass man hier zusiitz-
lich die Existenz der Schnittpunkte P, Q, R einfordern muss. Auch der sogenannte Kleine Satz von
Desargues in affinen Ebenen ergibt sich als Folgerung. Dieser bﬂt dass fur paarweise verschiedene
Punkte A,B,C,A’,B',C’, fiir welche die Verbmdungsgemden AA!, BB, CC’ paarweise verschieden

und parallel zueinander sind, aus AB | A A'B' und BC | B B'C stets AC | A C/folgt.

/ o

Das liegt daran, dass die zu m ﬁ cc gehorigen projektiven Geraden sich dann in ihrem ge-
meinsamen unendlich fernen Punkt schneiden, so dass die Vomussetzungen des pro]ektwen Satzes von
Desargques erfiillt sind. Die projektiven Schnittpunkte von AB und A'B' bzw. von BC und B'C’ liegen
auf der unendlich fernen Gerade, das muss aufgrund des projektiven Satzes von Desargues dann auch

= =
fiir den projektiven Schnittpunkt von AC und A'C’ gelten. Dies heif$t aber, dass im Affinen AC | A'C
gilt.

Bemerkung 1.110 zeigt die Stiarke der projektiven Geometrie: Satze, die im Affinen auf den er-

sten Blick nichts miteinander zu tun zu haben scheinen, werden im Projektiven als Spezialfille
desselben Satzes erkannt und kénnen gemeinsam bewiesen werden.

1.9 Computergraphik

Mit der Entwicklung der modernen Computer ist untrennbar die graphische Ausgabe am Bild-
schirm verbunden. Da das menschliche Begreifen so sehr auf seinen visuellen Sinn ausgerichtet
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ist, wird Computergraphik in vielen Wissenschaften erfolgreich eingesetzt. Abstrakte Modell-
vorstellungen, die frither nur mithsam vermittelt werden konnten und in den Képfen verblei-
ben mussten, konnen heute so mit vergleichsweise geringem Aufwand graphisch prasentiert
werden.

Wir werden uns in diesem Abschnitt (sehr skizzenhaft und auf von der konkreten Umsetzung
geloste Weise) mit der generativen Computergraphik befassen, also dem Erzeugen und Mani-
pulieren kiinstlicher Bildwelten am Rechner, da hier die Methoden der analytischen Geometrie
zum Einsatz kommen.

Ziel

Ein geeigneter Ausschnitt des R? soll vermittels einer geeigneten Projektion in einem gegebe-
nen Fenster auf dem Bildschirm dargestellt werden. In vielen Anwendungen ist es sehr niitz-
lich, ein dargestelltes Objekt auf geeignete Weise transformieren (drehen, verschieben, skalie-
ren, ...) zu konnen. Die Darstellung im Fenster soll sich dann schnell und optisch plausibel
verdndern.

Transformationen

Wir betrachten Affinititen ¢: R® — R3. Nach Definition 1.19 ist jedes solche ¢ bijektiv und ge-
radentreu und nach Proposition 1.42 auch teilverhéltnistreu. Hieraus ergeben sich sofort einige
weitere wiinschenswerte Eigenschaften:

* ¢ bildet Dreiecke auf Dreiecke ab.
* ¢ bildet Parallelen auf Parallelen ab.

* Nach Beispiel 1.25 gibt es ein M € GL3(R) und ein P € R? mit ¢ = ¢y p. Das Volumen-
verhéltnis von Bild und Urbild ist dann durch | det M| gegeben.!*

Die Berechnung des Bildpunktes eines gegebenen Punktes unter einer Affinitat lasst sich pro-
blemlos am Computer durchfiihren. Zudem ist dieser Vorgang offensichtlich parallelisierbar,
das heifst, fiir jeden Urbildpunkt ldsst sich der zugehorige Bildpunkt auf die immer gleiche
Weise und unabhiéngig von den Rechnungen an sidmtlichen anderen Punkten bestimmen. Be-
sonders schnell ist dies moglich, wenn die jeweils benotigten Rechenschritte bereits fest in der
eingesetzten Hardware verbaut sind.

Um dies zu vereinfachen greifen wir zu einem Trick, mithilfe dessen wir auch bei Translationen
auf Vektoradditionen verzichten konnen und nur noch Matrizenmultiplikationen durchfiihren

14Wie im verlinkten Zusatzmaterial ausgefiihrt wird, ist die beste Wahl fiir einen Volumenbegriff in R? das
Lebesgue-Mag, das wir so normieren, dass das Volumen des Einheitswiirfels [0,1]® Eins ist. Letzterer lasst sich
als das von den Standardbasisvektoren ey, e, e3 aufgespannte Parallelepiped ansehen und wird somit unter ¢y p
auf das von den Spalten von M aufgespannte Parallelepiped abgebildet, dessen Volumen sich —analog zur Flachen-
berechnung des Parallelogramms in der Ebene — zu | det M| berechnet.
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miissen: Wir betten R? analog zu Beispiel 1.99 iiber

R} — PY(R),
X1
x| — (1:xg:x2:x3)
X3

in seinen projektiven Abschluss P?(R) ein. Die projektive Fortsetzung @ p ist dann durch die
zugehorige lineare Abbildung

R* — R*,
X 110 0 O Xo
D p: X1 . X1
be) P M X2
X3 X3

gegeben,

denn: Offensichtlich gilt einerseits

110 0 O 1 1
X1 X1
= 1.25
P M X2 Pmp | X2 ( )
X3 X3
und andererseits
110 0 O 0 0
X1 . X1
P M x| | M|[x
X3 X3
#

Insbesondere haben wir in (1.25) eingesehen, dass wir den Bildpunkt eines gegebenen Punktes
unter einer Affinitit von A3(IR) stets durch die Multiplikation mit einer zur Affinitat gehorigen
Matrix aus GL4(RR) berechnen kénnen.

Projektionen
Wir wollen uns nun noch Gedanken dariiber machen, wie man einen geeigneten Ausschnitt

von R3 auswihlt und wie man ihn auf das gegebene Bildschirmfenster projiziert:

Definition 1.111. (a) Sei E C R? eine Ebene. Eine Gerade n C R heif$t eine Normale von E, wenn
sie orthogonal zu allen Geraden in E ist. Aus Dimensionsgriinden sind je zwei Normalen parallel.
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(b) Zwei Ebenen in R heifien zueinander orthogonal, wenn ihre Normalen orthogonal zueinander
sind.

(c) Ein Polytop, dessen Fliichen ausschliefilich in Ebenen liegen, die zueinander parallel oder orthogo-
nal sind, heifst ein Quader.”

Die einfachste Idee ist nun, einen gegebenen Quader per Parallelprojektion (vgl. Proposition
1.26) langs der Normalen einer seiner Seitenflichen auf eben diese Seite zu projizieren, konkret:
Sei Q C R3 ein Quader, E C R3 eine Ebene, die eine Seitenfliche von Q enthilt, und n eine
Normale von E. Dann bildet die Parallelprojektion

R3E . RS

() — E

7T

den Quader Q auf seine in E gelegene Seitenfldche ab.

Ein Problem entsteht, wenn man ein Objekt in Q von E wegschiebt: Erreicht es die E gegeniiber-
liegende Seitenfldche von Q, so wird es zundchst angeschnitten und verschwindet schliefilich
ganz.

Definition 1.112. Sei F die Seitenfliche eines gegebenen Quaders Q und sei E C R3 die Ebene, in
der F enthalten ist. Dann bilden die in F enthaltenen Ecken von Q nach Konstruktion ein Viereck
ITABCD C E, dessen Kanten paarweise zueinander parallel oder orthogonal sind. Ein solches Viereck
heifit ein Rechteck. Ist nun weiter n C R3 die Normale von E durch den Diagonalenschnittpunkt'®
von ITABCD und Py € n \ E ein beliebiger Punkt, so heift die Menge

X(F,Py) := {P € R® | P € ByP} fiir ein Py € F}

der Rechteckkegel aus Py durch F. Sind E',E" C R> zwei zu E parallele Ebenen auf derselben Seite
von Py und H', H" C R3 zu E', E" gehirige abgeschlossene Halbriume, die einander nicht umfassen,
so heifst

XE’,E”(FI P()) = X(F, P()) M H/ N H”

der durch E' und E" begrenzte Rechteckkegelstumpf. Von den Flichen X(F,Py) N E' und
X(F,Py) N E" heifit die weiter von Py entfernte die Riickseite und die niher bei Py befindliche die
Vorderseite des Rechteckkegelstumpfs.

Ein gegebener Rechteckkegelstumpf lasst sich tiber eine Zentralprojektion (vgl. Definition 1.95)
mit Zentrum in der Kegelspitze auf seine Vorderseite projizieren. Verschiebt man nun Objekte
in Rechteckkegelstumpf von der Vorderseite weg, so werden sie nach und nach kleiner und
verschwinden bei Erreichen der Riickseite.

15]eder Quader geht aus dem Einheitswiirfel durch Anwendung einer Streckung der Form

X1 X1
xp | — diag(a,b,c) | x2 mita,b,c € R~ {0}

X3 X3

und anschlieBender Anwendung einer Bewegung hervor.
16Da Rechtecke offensichtlich Parallelogramme sind, halbieren sich die Diagonalen nach dem Diagonalensatz
1.46.
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1.10 Ubungsaufgaben

Aufgabe 1.1 (aff. Raum). Sei Y ein affiner Unterraum von X. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:
(@ FirPeYgitY={AecX|tpacTY)}={n(P)|teT()},

(b) T(Y)={tas|ABeY},

(c) Im Falle dim(X),dim(Y) < oo gilt

dim(X) =dim(Y) <= X =Y,

(d) Fiir A,B,C,D € X gilt
tap =tcp <= esgibteint € T(X) mit C = (A), D = ©(B).
Aufgabe 1.2 (aff. Raum). Beweisen Sie Proposition 1.12: Seien A und B zwei verschiedene Punkte in

X. Zeigen Sie, dass der Verbindungsraum von A und B gegeben ist durch die Gerade, die durch A und
B verliuft, also

{A}V{B} = {u(A) |t € (tap)} und T({A}V{B}) = (tap).
Aufgabe 1.3 (aff. Raum). Sei char(K) # 2. Zeigen Sie, dass dann fiir eine Teilmenge Y C X die
folgenden beiden Aussagen dquivalent sind:
(i) Y ist ein affiner Unterraum von X.

(il)  Zu je zwei verschiedenen Punkten A, B € Y ist AB = {A} V{B} inY enthalten.

Aufgabe 1.4. Seien

1 0 0
Y, = <(1) )R CR® und Y, := (0) + ( (1) 'r C R,
0 1 1

Bestimmen Sie die Menge aller Punkte P € R3, die auf keiner Verbindungsgeraden §51P2 mit P, € Y7
und P, € Y, liegen.

Aufgabe 1.5 (aff. Raum). Seien X,Y, Z affine Raume und ¢: X — Y und : Y — Z affine Abbil-
dungen. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:
(@) (po@): X — Zist wieder affin und es gilt T(p o ¢) = T(¢) o T(¢).

(b) ¢ ist genau dann injektiv bzw. surjektiv bzw. bijektiv, wenn T(¢) die entsprechende Eigenschaft
hat.

(c) Ist ¢ bijektiv, so ist auch ¢~ 1: Y — X affin mit T(¢~') = T(¢)~L.
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Aufgabe 1.6 (aff. Raum). Zeigen Sie in Verallgemeinerung von (1.6) die folgende Aussage: Sei
(Y, T(Y),0) ein affiner Raum iiber dem Korper K, sei ¢: X — Y eine affine Abbildung und seien
X1, Xy C X zwei affine Unterriume. Gilt dann Xy || Xo, so auch ¢(X1) || ¢(Xa2).

Aufgabe 1.7. (a) Bestimmen Sie eine Affinitit ¢ von A%(R), welche (%) auf (_21) und (_21) auf (é)
abbildet. Geben Sie ¢~ an. Ist ¢ eindeutig bestimmt?

(b) Seien X ein affiner Raum, ¢: X — X eine Affinitit und A # B € X Fixpunkte von ¢, also
Punkte mit ¢(A) = A und ¢(B) = B. Zeigen Sie, dass dann AB eine Fixgerade ist und also
q)(m) — AB erfiillt. Ist AB auch eine Fixpunktgerade und erfiillt also ¢(P) = P fiir alle
P e AB?

Aufgabe 1.8 (aff. Raum). Eine bijektive Abbildung ¢: X — X heifit eine Kollineation, wenn fiir
alle Geraden ¢ C X auch ¢(g) C X eine Gerade ist. Zeigen Sie, dass jede Affinitit eine Kollineation ist.

Aufgabe 1.9. Sei ITABCD ein Parallelogramm in einem affinen Raum X iiber einem Korper K der
Charakteristik char(K) # 2.

(a) Seien Py der Punkt mit TV(C,D,P;) = t; € (0,1) und Sy der Schnittpunkt der Geraden AMpc
und ﬁ{ Driicken Sie die Teilverhiltnisse TV(A, Mpc, S1) und TV (B, Py, S1) durch den Parame-
ter t1 aus.

(b) Seien P, der Punkt mit TV(A, D, P,) = t, € (0,1) und Sy der Schnittpunkt der Geraden AMpc
und Wz Driicken Sie die Teilverhiltnisse TV(A, Mpc, S2) und TV (B, P2, Sp) durch den Parame-
ter ty aus.

Aufgabe 1.10. Fiir A, t € R? mit ||t|| = 1 definieren wir die Abbildung
. R? — R?,
YUNP s P2 (P— AL

Diese beschreibt eine Spiegelung an der Geraden ¢ = {P € R? | (P — A | t) = 0}. Zeigen Sie die
folgenden Aussagen:

(a) Die Spiegelung oy 4 ist eine Bewegung mit Ug 4 = idRe.
(b) Fiir jedes B € R? liisst sich die Translation

RZ — R?,
TB:
P —P+B
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um B als Verkettung zweier Spiegelungen oy o und oy 4 mit A, A',t,t' € R?, ||t| = ||| = 1
und (t,t'\r = R? schreiben.

(c) Fiir A',t' € R* mit ||t'|| = 1 und (t,t')r = R? ist die Verkettung o; 4 o oy A eine Drehung. Um
welchen Punkt? Um welchen Winkel?

Dariiber hinaus kann man zeigen, dass eine Bewegung mit genau einem Fixpunkt eine Drehung ist und
sich als Verkettung zweier Spiegelungen schreiben lisst. Eine Bewegung, deren Fixpunktmenge eine
Gerade ist, ist eine Spiegelung. Folgern Sie:

(d) Jede Bewegung des A2(R) liisst sich als Verkettung von hichstens drei Spiegelungen darstellen.
Aufgabe 1.11 (Tangenssatz). Sei n > 2. Zeigen Sie, dass in einem Dreieck AN ABC im affinen Stan-

dardraum A" (R) mit Innenwinkelgrofien («, B,y) und Seitenlingen (a, b, c) die folgenden Gleichun-
gen gelten.

a+b _tan(3(a+p)) b+c _tan(3(f+19)) c+a _ tan(3(y+a))
a0 an(ie—p) b-c wn(b(-1) c—a  tan(hr-a)’
Hierbei bezeichnet tan den auf (—7%, %) definierten Tangens tan(x) := 2):((;))

Aufgabe 1.12. Sei AABC ein Dreieck in einem Euklid’schen Raum X mit Innenwinkelgrifien
(a, B,y) und Seitenlingen (a,b,c) sowie D ein von A und B verschiedener Punkt auf der Strecke
AB. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Ist ZCAB ein rechter Winkel, so gilt d(C,D) < a.

(b) Genau dann gilt a = b, wenn auch « = B gilt.
() Giltc=2-d(C,Myp), soist ZACB ein rechter Winkel.

Aufgabe 1.13. Sei n > 2 und sei AABC ein Dreieck im euklidischen Standardraum E" mit Innen-
winkelgrofen (a, B,7y) und Seitenlingen (a,b, c). Seien weiter U = % - (a + b+ c) der halbe Umfang
von AABC sowie vol(AABC) = % - sin(vy) der Flicheninhalt von A\ABC, vergleiche auch das
verlinkte Zusatzmaterial.

(a) Zeigen Sie die Heron’sche Formel

vol(AABC)* =U- (U —a) - (U—b)-(U—c).

(b) Folgern Sie aus (a) die Abschitzung

(a+0b+c)?
12v/3

und zeigen Sie, dass Gleichheit genau dann gilt, wenn a = b = c gilt, das Dreieck AABC also
gleichseitig ist.

vol(AABC) <

Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis die Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen Mittel
verwenden.

=],
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Aufgabe 1.14. Sei n > 2. Zeigen Sie, dass es im euklidischen Standardraum IE" kein gleichseitiges
Dreieck AABC mit Eckpunkten A, B,C € 72 gibt.

Hinweis: Zeigen Sie induktiv, dass ansonsten die quadrierten Seitenlingen durch eine beliebig grofSe
Potenz von 4 teilbar sein miissten.

Aufgabe 1.15. Sei A ABC ein Dreieck in der euklidischen Standardebene 2, so dass / BC A ein rechter
Winkel ist. Sei weiter A’ :== C + A(A — C) mit einem A € (0,1). Zeigen Sie, dass dann |B — A’|| <
|B — Al gilt.

Aufgabe 1.16. Seien A, B, C drei kollineare Punkte auf der Einheitssphiire S*> C > mit A # C.
Zeigen Sie, dass dann schon B € { A, C} gilt.

Aufgabe 1.17. Eine Teilmenge einer Ebene E C R3, die als Fliche eines Polytops P C R3 vorkommt,
heifit ein konvexes Polygon. Schneiden wir die abgeschlossenen Halbriume aus der Definition von P
jeweils mit der Ebene E, so erhalten wir eine Darstellung des Polygons als endlichen Durchschnitt von
abgeschlossenen Halbflichen. Analog zu Definition 1.71 ist das Innere des konvexen Polygons durch
den Durchschnitt der jeweiligen offenen Halbflichen gegeben. Der Rand des konvexen Polygons zerfillt
offensichtlich (nicht disjunkt) in Ecken und Kanten von P, die wir hier auch die Ecken und Kanten des
konvexen Polygons nennen wollen.

In dieser Aufgabe leiten wir aus der Euler’schen Polyederformel mit dem Satz von Pick einen Satz iiber
den Flicheninhalt konvexer Polygone in der Euklid’schen Standardebene E2 her, wobei wir letztere iiber
eine geeignete Einbettung als Ebene im obigen Sinne auffassen konnen. Die vorkommenden Flichenin-
halte bestimmen wir iiber die aus der Schule bekannte Formel fiir den Flicheninhalt eines Dreiecks und
eine iiberlappungsfreie Zerlequng des konvexen Polygons in Dreiecke, wie das verlinkte Zusatzmaterial
motiviert.

Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Fiir den Flicheninhalt eines Dreiecks /\, dessen Ecken A, B, C in 7> liegen und auf dessen sonsti-
gen Rand und in dessen Inneren keine Punkte von Z* vorkommen, gilt stets

1

1(A) = =.

vol(A) 5

Hinweis: Zeigen Sie dafiir, dass je zwei der Translationsvektoren tp, tpc,tca eine Basis des Z-
Moduls 7?2 bilden, indem Sie nachweisen, dass die gesamte Ebene % durch ganzzahlige Translate

des durch diese zwei Vektoren aufgespannten Parallelogramms parkettiert wird.

(b) Fiir den Flicheninhalt eines konvexen Polygons I1 C R?, dessen Ecken in 7 liegen, gilt stets

1
VOI(H) = e(H)int + Ee(n)rand - 1/

wobei e(11)int die Anzahl der ganzzahligen Punkte im Inneren von 11 und e(I1)4nq die Anzahl der
ganzzahligen Punkte auf dem Rand von 11 bezeichnet.

Hinweis: Unterteilen Sie I1 in Dreiecke, wie sie in Teil (a) behandelt wurden und benutzen Sie die
Euler’sche Polyederformel fiir Netze, wie sie in Schritt 2 des Beweises von Satz 1.76 formuliert ist.
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Aufgabe 1.18. In dieser Aufgabe untersuchen wir die projektive Ebene P?(IFy) iiber dem Korper T,
mit zwei Elementen.

(a) Bestimmen Sie alle Punkte in P?(TF,). Wie viele gibt es?

(b) Aus wie vielen Punkten besteht eine Gerade in P?(IF,)? Bestimmen Sie konkrete Werte fiir die
Eckpunkte A, B, C, D, E, F in der folgenden Abbildung, sodass Punkte auf derselben Linie Punkten
in einer projektiven Gerade entsprechen:

Aufgabe 1.19. Ist g C P?(R) eine Gerade, so gibt es nach Beispiel 1.89 reelle Zahlen ay, ay, aa, nicht
alle Null, mit

g = {(x0: x1:x2) € P2(R) | aoxo + @131 + azx> = 0}.

Der Punkt P(g) := (ap : a1 : az) € P%(R) ist dabei durch g eindeutig festgelegt. Zeigen Sie die
folgenden Aussagen:

(@) Zu zwei voneinander verschiedenen Geraden g1 # g C P?(R) sind auch die zugehirigen Punkte
P(g1) und P(g2) voneinander verschieden.

(b) Haben gegebene Geraden g1, 2,93 C P?(R) einen gemeinsamen Schnittpunkt, so liegen die Punk-
te P(g1), P(g2), P(g3) auf einer gemeinsamen Geraden.

Abschlieflend untersuchen wir noch die Verbindungsgerade P, P; zweier Punkte P, = (x(()l) : xgl) : xél))

und P, = (x(()z) : xgz) : x§2)> in P2(R). Zeigen Sie die folgende Aussage:

(c) Esgilt
X0 X1 X2

m} =< P= (.'X'() X1 xz) € IPZ(]R) ’ det x((]l) xgl) xél) -0

x(()z) xgz) xgz)

Aufgabe 1.20. Seien

P(Xy, X2) = an X3 + anX3 + a1 X1 Xa + ap1 X1 + agaXa + aoo,
P(Xo, X1, X2) = al1X? 4+ an X3 + a1 X1 Xa + ag1 Xo X1 + apXoXa + ago X3

Polynome mit reellen Koeffizienten und agoa1; < 0. Zeigen Sie, dass die Nullstellenmenge

X = {(’2) € R? | P(x1,x2) = 0}
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genau dann ein Kreis'ist, wenn der Durchschnitt von

X :={(xg:x1: %) € P>(C) | P(x0,x1,x2) =0}

mit der unendlich fernen Hyperebene H := {(xo : x1 : x2) € P?(C) | xo = 0} genau aus den
Punkten (0 : 1: +i) € P?(C) besteht.

Aufgabe 1.21. Seien Zy,Z; zwei projektive Unterriiume von P3(R). Diskutieren Sie das mogliche
Schnittverhalten von Zy und Z; in den folgenden Fiillen und vergleichen Sie dieses mit dem moglichen
Schnittverhalten von affinen Unterriumen entsprechender Dimension von A3(R):

(i)  Z ist eine projektive Gerade und Z, eine projektive Ebene.
(il)  Zy und Z; sind beides projektive Ebenen.
Aufgabe 1.22 (proj. Raum). Seien Z,,Z, C P(V) projektive Unterriume gleicher Dimension und

sei ¢9: Z1 — Zj eine Projektivitat mit ¢|z 7, = idz, N z,. Zeigen Sie, dass dann ¢ bereits eine
Zentralprojektion ist.

Aufgabe 1.23 (proj. Raum). Eine bijektive Abbildung einer projektiven Geraden, die Doppelverhiilt-
nisse unverindert lisst, ist eine Projektivitit.

Aufgabe 1.24 ((projektiver) Satz von Pappos, proj. Raum). Seien g # h zwei verschiedene Ge-
raden in P(V) mit Schnittpunkt S. Seien weiter A,B,C € g~ hund A’,B',C' € h \ g paarweise
verschiedene Punkte. Zeigen Sie, dass dann die Schnittpunkte
— <
S1von AB' und BA’,
— —
S, von BC' und CB/,

— —
S3 von CA" und AC’

paarweise verschieden und kollinear sind.

17Ein Kreis in A%(R) ist nattirlich die Menge aller Punkte, die zu einem gegebenen Punkt M € R? einen gegebe-
nen euklidischen Abstand r > 0 haben.



KAPITEL 2

Inzidenzgeometrie

In diesem Kapitel und den Kapiteln 3 und 4 werden wir die ebene Geometrie nach Euklid
in moderner Form streng axiomatisch einfithren. In Abgrenzung zur Analytischen Geometrie
aus Kapitel 1 spricht man hierbei von der Synthetischen Geometrie. Im Grofsen und Ganzen
folgen wir der Darstellung aus den Grundlagen der Geometrie von Hilbert aus dem Jahr 1899.
Die Ausformulierung der Axiome im Detail ist allerdings an keine bestimmte Quelle angelehnt,
sondern von uns auf Ubersichtlichkeit und gute Verstindlichkeit hin optimiert. Um die hierbei
verwendete Herangehensweise kennenzulernen und um besser Vergleiche zur Analytischen
Geometrie anstellen zu konnen, studieren wir in diesem Kapitel zunédchst deutlich allgemeiner
Inzidenzebenen und affine Ebenen.

2.1 Inzidenzebenen

Um den Begriff der Inzidenzebene einzufiihren gehen wir von einer zunéchst beliebigen Men-
ge P aus, deren Elemente wir im Folgenden Punkte nennen. Zuséatzlich betrachten wir eine
ebenfalls zunéchst beliebige Menge G von Teilmengen von P, deren Elemente Geraden heifsen
sollen. Fiir Elemente dieser Mengen fiihren wir nun die folgenden Sprechweisen ein.

* Wir sagen, ein Punkt A € P liege auf einer Geraden g € G oder g gehe durch A, falls
A € g gilt.

¢ Ein Punkt A € P heifit ein Schnittpunkt von zwei Geraden g,/ € G, falls A im Mengen-
durchschnitt ¢ N h liegt.

¢ Eine Teilmenge M C P mit mindestens 3 Elementen heift kollinear, falls es eine Gerade
g € Gmit M C g gibt.

e Wir sagen, drei Punkte A, B,C € P seien in allgemeiner Lage, falls { A, B, C} nicht kolli-
near ist, es also kein ¢ € G mit A, B, C € g gibt.

e Zwei Geraden g,/ € G heiflen parallel, in Zeichen g || h, falls ¢ = h oder g N h = @ gilt.

88
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Diese Festlegungen passen einerseits ganz gut zu unserer naiven Vorstellung von ebener Geo-
metrie, andererseits ist aber das Konzept der Geraden hier noch sehr allgemein und umfasst
zum Beispiel auch den ganzen Raum P. Um Geometrie im engeren Sinne betreiben zu kénnen,
miissen wir noch einige Forderungen an Punkte- und Geradenmenge stellen:

Definition 2.1. Sei P eine beliebige Menge und G eine beliebige Menge von Teilmengen von P. Das
Paar (P, G) heifSt eine Inzidenzebene, falls die folgenden Inzidenzaxiome erfiillt sind.

(I) Durch je zwei verschiedene Punkte A # B € P existiert genau eine Gerade in G. Diese heifit die
Verbindungsgerade AB von A und B.

(L) Auf jeder Geraden liegen mindestens zwei Punkte.
(Iz) Es gibt drei Punkte in allgemeiner Lage.
Fiir ,Sei (P, G) eine Inzidenzebene.” schreiben wir kiinftig auch kurz ,,(I)".

Die erste Frage, die wir uns nun stellen, ist, ob es ein Modell tiir eine Inzidenzebene gibt, also
ein Paar (P, G), das die Axiome (1), (I) und (I3) erfiillt:

Beispiel 2.2. Wegen (I3) enthiilt jede Inzidenzebene mindestens drei Punkte A, B, C. Das Paar
(P,G) = ({A,B,C}, {{A, B}, {A,C},{B,C}})

erfiillt aber offensichtlich die Inzidenzaxiome. Fiir P = {A, B, C} gibt es keine andere Teilmenge G C
P(P), fiir die das stimmt,

denn: Nach (I3) liegt { A, B, C} nicht in G. Deshalb sind nach (I,) die Mengen {A, B}, {A,C}, {B, C}
in G. Schlieflich sind nach (Iy) die Mengen @,{A},{B},{C} keine Geraden.

C

A B
X

4

Wir haben den Begriff der Inzidenzebene eingefiihrt und ein Modell dafiir gefunden. Wir be-
weisen nun erste Eigenschaften von Inzidenzebenen und zeigen so, dass man bereits in dieser
Allgemeinheit Geometrie betreiben kann:

Proposition 2.3 (I). Zwei nicht parallele Geraden g und h haben einen eindeutig bestimmten Schnitt-
punkt, den wir ab sofort mit g A\ h bezeichnen wollen.

Beweis. Aus g }f h folgt definitionsgemaB ¢ N I # @. Lagen zwei verschiedene Punkte A, B in
g N h, so folgte mit (I;) die Gleichheit ¢ = AB = h, was im Widerspruch zu g }f & steht. O
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Proposition 2.4 (I). Fiir je drei Punkte A, B,C € P mit A # Bund A # C gilt die Aquivalenz

CE@ = ﬁ:ﬁ.

Beweis. Gilt C € AB, so geht die Gerade AB durch die beiden Punkte A und C. Nach (L) folgt
AB = AC. Ist umgekehrt AB = AC, so gilt offensichtlich C & AC = AB. O

Proposition 2.5 (I). (a) Fiir jede Gerade ¢ € G gibt es einen Punkt A € Pmit A & g.
(b) Fiir jeden Punkt A € P gibt es eine Gerade g € G mit A ¢ g.

Beweis. Gédbe es eine Gerade ¢ € G, die durch alle Punkte in P geht, so gdbe es im Wider-
spruch zu (I3) in P keine drei Punkte in allgemeiner Lage. Es gibt also fiir jede Gerade aus G
mindestens einen Punkt A € P, durch den g nicht geht. Das ist Behauptung (a).

Zum Beweis von Behauptung (b) betrachten wir einen fest gewéhlten Punkt A € P. Nach (I3)
gibt es einen Punkt B € P\ {A} und nach (I;) auch die Verbindungsgerade AB. Nach Teil
(a) existiert weiter ein Punkt C € P AB. Mit Proposition 2.4 folgt AB # ﬁ, was wieder mit
Proposition 2.4 bedeutet, dass A nicht auf BC liegt. O

Abschliefend fiir diesen Abschnitt zeigen wir nun, dass die affine Standardebene A%(K) iiber
einem beliebigen Korper K aus Beispiel 1.3 die Struktur einer Inzidenzebene trédgt. Die zu be-
trachtende Punktmenge ist hier offensichtlich durch K? gegeben, die Geradenmenge durch

Gk := {g affine Gerade in A\Z(K)}
Y {A+U| A e K% U C K2 Untervektorraum von Dimension 1}
={ga:=A+ (g | At € K>t #0}.

Satz 2.6. Fiir einen beliebigen Korper K ist A%(K) = (K2, Gk) eine Inzidenzebene.

Beweis. Fiir je zwei Punkte A # B € K? ist offensichtlich die Verbindungsgerade! AB =
gaB—a € Gk eine Gerade durch A und B - vgl. die Anmerkung nach Proposition 1.12. Umge-
kehrt enthilt jede Gerade g € G durch A und B den (eindimensionalen) affinen Verbindungs-
raum {A} V {B} = ¢4 -4 und muss aus Dimensionsgriinden dann mit diesem tibereinstim-
men, so dass wir das erste Inzidenzaxiom (I;) nachgewiesen haben.

Zum Nachweis von (L) betrachten wir eine beliebige Gerade ¢ € Gk. Dann gibt es A,t €
K? mit t # 0, so dass wir g = ga, schreiben kénnen. (Ip) folgt, da nach Konstruktion die
voneinander verschiedenen Punkte A und A + t auf g liegen.

SchlieBlich gilt auch (I3), da die Punkte O = (), X = (;) und Y = (}) in allgemeiner Lage sind.
Dies erhalten wir, da offensichtlich der Punkt X nicht auf der Geraden goy_o = (Y)x liegt. [

1Gemeint ist hier der Verbindungsraum der Punkte A, B € A%(RR) wie in Proposition 1.10. Indem wir nun (I;)
nachweisen, zeigen wir, dass dieser gerade die Verbindungsgerade im Sinne von Definition 2.1 ist.
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Bemerkung 2.7. In der affinen Standardebene A%(K) iiber einem beliebigen Korper K ist der Begriff
der Parallelitit von Geraden nun doppelt definiert:

e wie in diesem Abschnitt: ga; || gy <= gar N gpy = Doder gat = gp v,
* via 1.16 fiir affine Unterriume: ga; || gpr <= ()k = T(gar) = T(gpr) = (F')k.
Diese Definitionen sind dquivalent,

denn:Ist gy N gy = D, dann sind g4, gpp aufgrund von 1.17 parallel im Sinne von 1.16, im Fall
A+ = gpv sind sie dies offensichtlich auch. Ist umgekehrt ga; N gpy #= D und ga # gpy, dann ist

0=dim(ga: N gpr) =dimT(gas Ngpy) =dimT(gas) N T(gpy) = dim((t)x N (')k),
also (tYx # (t')k, d-h. gat, gB,+ sind nicht parallel im Sinne von 1.16. #

Definition 2.8. Seien (P, G) und (P, G) zwei Inzidenzebenen. Eine bijektive Abbildung ¢: P — P
heifit Isomorphismus von Inzidenzebenen, wenn sie Geraden auf Geraden abbildet, wenn also

¢(g) € G fiiralleg € G

gilt. Ist hierbei (P, G) = (P, G), so heifit ¢ ein Automorphismus von (P, G). Die Menge der Auto-
morphismen von (P, G) wird mit Aut(P, G) bezeichnet.

Nach Ubungsaufgabe 2.2 ist fiir beliebige Inzidenzebenen (P,G) und (P,G) mit ¢: P — P
auch ¢~ !: P — P ein [somorphismus. Insbesondere ist fiir eine beliebige Inzidenzebene (P, G)
die Menge Aut(P,G) zusammen mit der Hintereinanderausfithrung von Abbildungen eine
Gruppe.

Beispiel 2.9. Nach Satz 1.35 gibt es fiir jede affine Ebene X iiber einem gegebenen Korper K im Sinne
von Abschnitt 1.1 eine Affinitit ¢: X — AZ(K). Nach Definition 1.19 ist diese bijektiv und bildet
Geraden auf Geraden ab. Setzen wir Px := X und sei Gx die Menge der affinen Geraden in X, dann ist
(Px, Gx) eine Inzidenzebene und ¢ ein Isomorphismus von Inzidenzebenen.

2.2 Affine Ebenen

Wie wir in Abschnitt 2.1 gesehen haben, kénnen wir schon in Inzidenzebenen Geometrie betrei-
ben. Wir beschrianken nun die Anzahl méglicher Parallelen und studieren die Auswirkungen:

Definition 2.10. Sei P eine beliebige Menge und G eine beliebige Menge von Teilmengen von P. Das
schwache Parallelenaxiom lautet

(p) Ist A € Pein Punkt und g € G eine Gerade, dann gibt es hichstens eine Geradeh € G mith || g
und A € h.

Das starke Parallelenaxiom lautet

(P) Ist A € Pein Punkt und ¢ € G eine Gerade, dann gibt es genau eine Gerade h € G mit h || g
und A € h.
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In beiden Fiillen bezeichnen wir die eindeutige Parallele zu g durch A als pg A.

Definition 2.11. Eine Inzidenzebene (P, G), die das starke Parallelenaxiom erfiillt, heifit eine affine
Ebene. Fiir ,Sei A = (P, G) eine affine Ebene.” schreiben wir kiinftig auch kurz ,,(aff. Ebene)”.

Beispiel 2.12. (a) Die dreipunktige Inzidenzebene aus Beispiel 2.2 erfiillt (P) nicht, da in ihr keine
zwei Geraden zueinander parallel sind. Jede affine Ebene hat also mindestens vier Punkte.

(b) Es gibt eine vierelementige affine Ebene, namlich das Paar

(P,G) = ({4,B,C,D}, {{A, B}, {A,C},{A, D}, {B,C},{B,D},{C,D}}),

denn: Die Inzidenzaxiome sind schnell iiberpriift. Zum Beweis von (P) betrachten wir ein P € P
und ein § € G. Im Fall P € g ist nach Definition die Gerade g selbst die eindeutig bestimmte
Parallele. Im Fall P ¢ g bendétigen wir noch einen Punkt aus P~ (¢ U {P}) auf der Parallele,
da diese nach (1) zwei verschiedene Punkte auflerhalb von g enthalten muss. Offensichtlich ist in
diesem Fall also P\ g die eindeutig bestimmte Parallele. #

C

A B

(c) Affine Ebenen im Sinne von Abschnitt 1.1 sind affine Ebenen im Sinne von Definition 2.11,

denn: Nach Beispiel 2.9 geniigt es, das starke Parallelenaxiom (P) nachzuweisen. Mit derselben
Argumentation wie dort reicht es sogar, dies im Fall der affinen Standardebene A%(K) zu tun.
Seien also P € K? und ga; € Gy beliebig. Nach Bemerkung 2.7 ist eine beliebige Parallele h zu
g+ dadurch charakterisiert, dass sie (t)k als Translationsvektorraum hat, dass es also ein B € K>
gibt mit h = gp . Genau dann gilt P € gp;, wenn es ein A € K gibt mit

P=B+At bzw. B=P—At
Wegen gp_i+ = gp,t ist somit gp s die eindeutig bestimmte Parallele zu g 4 + durch P. #
Die Umkehrung dieser Aussage gilt nicht.
Eine Menge von Axiomen heifst unabhingig, wenn sich keines davon aus den anderen herleiten
lasst. In unserer Situation gilt beispielsweise
e Die Axiome (1), (I2), (I3) und (p) sind unabhingig voneinander.

e Die Axiome (I1), (I2), (I3) und (P) sind nicht unabhéngig voneinander. Genauer folgt
aus (I1), (Iz) und (P) bereits ().
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Ein Beweis hierfiir findet sich im verlinkten Zusatzmaterial. Natiirlich ist die Uberpriifung
der Unabhingigkeit nach jedem Hinzufiigen weiterer Axiome wieder interessant. Da dabei
allerdings der Aufwand explodiert, werden wir diese Fragestellung nicht weiter verfolgen.

Proposition 2.13 (aff. Ebene). Parallelitiit ist eine Aquivalenzrelation auf G.

Beweis. Da aus ¢ = h insbesondere g || & folgt, ist Parallelitit reflexiv.
Weiterhin gilt fiir beliebige ¢, € G

gllh < (g=hodergNh=0Q) <= (h=goderhNg=0) < h]| g,
so dass die Parallelitdt auch symmetrisch ist.

Zum Beweis der Transitivitdt der Parallelitdt betrachten wir drei Geraden f,g,h € G mit f ||
gund ¢ || h. Zu zeigen ist f || h. Da wir sonst schon fertig sind, kénnen wir dabei ohne
Einschrankung annehmen, es gebe einen Punkt A € f N h. A liegt also auf zwei zu g parallelen
Geraden, namlich auf f und h. Wegen der Eindeutigkeitsaussage im starken Parallelenaxiom
(P) miissen daher f und & iibereinstimmen; insbesondere gilt wie verlangt f || . O

Definition 2.14 (aff. Ebene). Fiir eine Gerade g € G heifst die Aquivalenzklasse

gl:=={heG|h]g}

das Parallelenbiischel zu g;* insbesondere ist so die Menge G eine disjunkte Vereinigung von Paralle-
lenbiischeln. Fiir einen Punkt A € P heif$t die Menge

A" :={heG|Ach}
das Geradenbiischel durch A.

Beispiel 2.15. Sei K ein beliebiger Korper. Fiir eine beliebige Gerade g4+ € G ist

[ = {1 € G| ]| gas} = {gns | BE K}
das Parallelenbiischel von g ; in A?(K). Fiir einen Punkt A € K ist
A*={hcGyg|Achy={ga; |t EK? t#0}

das Geradenbiischel durch A in A%(K).
2vgl. auch Satz 1.98
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Definition 2.16. Ein Isomorphismus im Sinne von Definition 2.8 zwischen zwei affinen Ebenen heifst
ein affiner Isomorphismus. Ein Automorphismus einer affinen Ebene heifit ein affiner Automor-
phismus. Die Menge der affinen Automorphismen einer gegebenen affinen Ebene A wird mit Aut(A.)
bezeichnet.

Beispiel 2.17. A%(IF,) ist eine affine Ebene mit den vier Punkten (g), (g), (g), (%) und ist mit einer
beliebigen bijektiven Zuordnung von Punkten zur affinen Ebene aus Beispiel 2.12 (b) affin isomorph.

2.3 Ubungsaufgaben

Aufgabe 2.1 (proj. Raum). Seidim(V) = 3 und bezeichne Gp v die Menge der projektiven Geraden
inP(V). Zeigen Sie, dass (P(V'), Gp(v)) eine Inzidenzebene ist und untersuchen Sie dort die Giiltigkeit
der Parallelenaxiome (p) und (P).

Aufgabe 2.2 (I). Sei (P, G) eine Inzidenzebene und ¢: P — P ein Isomorphismus von (P, G) nach
(P, G). Zeigen Sie, dass dann auch ¢~ ein Isomorphimus von Inzidenzebenen ist.

Aufgabe 2.3. Zeigen Sie, dass die beiden Inzidenzebenen in Beispiel 2.12 auch das schwache Paralle-
lenaxiom erfiillen. Geben Sie eine Inzidenzebene mit fiinf Punkten an, die das Axiom (p) nicht erfiillt.
Aufgabe 2.4 (aff. Ebene). Sei A = (P, G) eine affine Ebene. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:
(a) Seien g, h € G mit g }f h. Dann ist die Abbildung
» { 1 =g,
foomfng
wohldefiniert und bijektiv.
(b) Seien g,h € G mit g # h. Dann gibt es eine Gerade f € G mit f }f gund f }f h.

(c) Fiir g,h € G gibt es eine bijektive Abbildung ¢: ¢ — h; g und h sind also als Mengen gleich-
miichtig.

Hinweis: Benutzen Sie (a) und (b).
Aufgabe 2.5 (aff. Ebene). Sei A = (P, G) eine affine Ebene. Nach Aufgabe 2.4 sind alle Geraden in

G gleichmiichtig. Diese Michtigkeit heifit die Ordnung der affinen Ebene A. Im Folgenden sei A eine
affine Ebene von endlicher Ordnung n. Nach (1) gilt n > 2. Zeigen Sie:

(a) Jedes Geradenbiischel besteht aus n + 1 Geraden, durch jeden Punkt gehen also n + 1 Geraden.
(b) Es gibt n + 1 Parallelenbiischel.
(c) Jedes Parallelenbiischel besteht aus n Geraden, zu jeder Geraden gibt es also n Parallelen.

(d) Esgilt|G|=n(n+1).
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(e) Esgilt |P| =n>

Aufgabe 2.6 (aff. Ebene). Scien A = (P, G) eine affine Ebene und ¢: P — P ein affiner Isomorphis-
mus. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Fiiralle A B € P gilt (p(iﬁ) = ¢(A)p(B).

(b) Punkte A,B,C € P sind genau dann kollinear, wenn ¢(A), (B), p(C) € P kollinear sind.

© ¢(G):={e(g) |§€ G} =G.

(d) Fiir parallele Geraden g || h € G gilt ¢(g) || ¢(h).



KAPITEL 3

Hilbertebenen

In diesem Kapitel fithren wir zunédchst ausgehend vom Begriff der Inzidenzebene aus Kapitel
2 mit den Anordnungsaxiomen und den Kongruenzaxiomen fiir Strecken und Winkel weitere
Klassen von Axiomen ein. Auf diese Weise erhalten wir in Abschnitt 3.3 die sogenannten Hil-
bertebenen, in denen wir eine Reihe klassischer geometrischer Sitze synthetisch beweisen kon-
nen. Es stellt sich jedoch heraus, dass manche Aussagen, darunter auch einige aus der Schul-
mathematik bekannte, im Kontext von Hilbertebenen nicht allgemein richtig sind. Wir werden
diesen Missstand in Kapitel 4 durch Hinzunahme zweier weiterer Axiome beheben.

3.1 Die Anordnungsaxiome

In diesem Abschnitt wollen wir auf einer Inzidenzebene Axiome einfiihren, vermoge derer wir
angeben konnen, wie gegebene kollineare Punkte auf ihrer gemeinsamen Verbindungsgeraden
angeordnet sind. Hierfiir benotigen wir eine Reihe von Sprechweisen:

¢ Sei M, eine fest gewdhlte Teilmenge von P x P x P, und seien A, B,C € P drei beliebige
Punkte. Liegt das (angeordnete) Tripel (A, B,C) in M,, so sagen wir, der Punkt B liege
beziiglich der Anordnung  zwischen A und C und schreiben A x B x C.

* Sei ¢ € G eine beliebige Gerade, und seien A, B € P \ g zwei beliebige Punkte. Falls
es einen Punkt auf g gibt, der zwischen A und B liegt, so sagen wir, A und B liegen auf
verschiedenen Seiten von g, und schreiben A |, B. Andernfalls sagen wir, A und B liegen
auf derselben Seite von g, und schreiben AB|.

Dieses Konzept einer Anordnung ist noch sehr allgemein gefasst; entgegen unserer naiven geo-
metrischen Vorstellung ist es etwa moglich, dass von drei Punkten A, B,C € P jeder zwischen
den jeweils anderen beiden liegt. Wir fordern daher prézisierend die folgenden Axiome:

Definition 3.1 (I). Das Tripel (P, G, x) erfiillt die Anordnungsaxiome, falls gilt:

96
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(A1) Sind A,B,C € P mit A B*C, dann sind A, B, C kollinear, paarweise verschieden und es gilt

CxBxA.
(Ap) Fiir je zwei Punkte A # B € P gibtes P,Q,R € ABmit Px AxB, AxQxBund AxBxR.
Q R
B

P

(A3z) Sind A, B, C € P paarweise verschieden und kollinear, so gibt es unter diesen drei Punkten genau
einen, der zwischen den beiden anderen liegt.

(A4) Fiir jede Gerade ¢ € G und alle Punkte A,B,C € P\ g gilt

— Aus AB|q und BC|, folgt AC|,.
— Aus A |¢ Bund B | C folgt AC|,.

Fiir ,,Sei (P, G) eine Inzidenzebene, die zusammen mit der Anordnung * die Anordnungsaxiome er-
fiillt.” schreiben wir kiinftig auch kurz ,(I + A)”.

Die Anordnungsaxiome (A1) und (Aj3) sorgen dafiir, dass wir uns Geraden in einer Inzidenze-
bene tatsdchlich so vorstellen konnen wie wir das gerne titen. Axiom (A;) ist eine Reichhaltig-
keitsaussage, die erzwingt, dass es in jeder Inzidenzebene mit Anordnungsaxiomen unendlich
viele Punkte gibt, vgl. Ubungsaufgabe 3.2. Axiom (A4) hat zur Folge, dass wir in der folgenden
Proposition 3.2 das Konzept der Seiten einer Geraden sinnvoll einfithren kénnen:

Proposition 3.2 (I + A). Fiir eine beliebige Gerade § € G ist __|, eine Aquivalenzrelation auf P\ g.

Es gibt genau zwei Aquivalenzklassen S1(g) und Sy(g), die Seiten von g oder die von g begrenzten
Halbebenen. Insbesondere gilt

P =gUS5i(g)US(g).

8
S1(g)

Sy(8)

Abbildung 3.1: Nach (A;) und (A4) hat g Seiten, nach (Az) und (A4) genau zwei Stiick.
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Beweis. Zum Beweis der Reflexivitdat von __|, betrachten wir A € P\ g. Da fiir einen beliebigen
Punkt P € g die drei Punkte A, P, A nicht paarweise verschieden sind, folgt mit (A7), dass es
kein P € g mit A « P x A gibt. Nach Definition gilt also AA|,.

Um die Symmetrie von __|; zu zeigen, betrachten wir zwei Punkte A, B € P \ ¢ mit AB|,. Es
gibt kein P € g mit A x Px B und nach (A;) also auch kein P € ¢ mit Bx P x A. Es folgt BA|,.

Die Transitivitat von __|, ist schliefSlich gerade die erste Aussage von (Ay).

Insgesamt wissen wir jetzt also, dass __|, eine Aquivalenzrelation ist. Es gibt beziiglich __|o
genau zwei Aquivalenzklassen,

denn: Nach Proposition 2.5 bzw. (I,) gibt es Punkte A € P\ ¢ bzw. B € g. Nach (A;) gibt es
ein R € AB mit A+ B* R, so dass A |¢ R gilt und es mindestens zwei Seiten von g gibt.

4 g

R

B

Seinun P € P\ g von A und von R verschieden. Gilt P |, A, so folgt mit der zweiten Aussage
von (A4) sofort PR|,. Ein beliebiger Punkt P liegt also stets auf derselben Seite von g wie A
oder wie R, so dass es nicht mehr als zwei Seiten von g gibt. #

O]

Beispiel 3.3. Wie wir in 1.39 gesehen haben, ist in der affinen Standardebene A%(R) die Verbindungs-
gerade AC zweier voneinander verschiedener Punkte A,C € R2 durch

AC={M+(1-A)C|AeR}
gegeben. Davon motiviert definieren wir fiir je drei Punkte A, B,C € R?
A*xBxC <= A#Cundesgibtein A € (0,1)mitB=AA+(1-A)C. (3.1)

Wir geben nun eine Beschreibung der Seiten einer gegebenen Geraden gp; mit P,t € R? und t # 0 an:
Bezeichnet (- | -) das Standardskalarprodukt auf R?, so nennen wir jeden Vektor n € R? \. {0} mit (¢t |
n) = 0 einen Normalenvektor von gp ;. Da der Translationsvektorraum einer Geraden eindimensional
ist, ist dieser Begriff wohldefiniert. Wie man schnell nachrechnet, gilt

(neRE~ {0} | (n| ) =0} = (+)g ~ {0} mitti:G _01>t.

Mit (t5)+ = —t folgt

Acgpy <= A-Pc(thp <+ (A-P|t')=0,
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so dass wir die Gerade gp ¢ in ihrer Hesse’schen Normalform
gri={AER | (A-P|t) =0} ={AcR | (A|t)) = (P[t)} (32
schreiben kinnen. Fiir A # B in R* \ gp; gilt nun
A lgp, B <= Esgibtein Q € gp; mit AxQx* B.
L4 Es gibt ein A € (0,1) mit AA+ (1 —A) B € gp,.

E2 s gibt ein A € (0,1) mit 0 = ((AA+ (1— A) B) — P | t+).
<= Esgibtein A € (0,1) mit0=A-(A—P|t")+(1—-A)-(B—P|t)
~—— ——
=R~ {0} =:BeR~{0}
1
<= Es gibt eine Nullstelle A € (0,1) der Abbildung 01] =R,
x — ax + B(1—x).

<= « und B haben verschiedene Vorzeichen.

[4¢

Die zwei Seiten von gp; sind somit
{AcR?| (A—P|t') >0} und {AcR*|(A—-P|t") <0}
Wir nutzen nun diese Beschreibung, um zu zeigen, dass A%(R) zusammen mit der Anordnung x die

Anordnungsaxiome erfiillt; ein Beweis dafiir findet sich im verlinkten Zusatzmaterial.

In Beweisen kommt es oft vor, dass drei paarweise verschiedene, kollineare Punkte gegeben
sind und man statt mit den Seiten einer noch zu konstruierenden Gerade lieber mit den Seiten
des mittleren Punktes argumentieren mochte. Dieses Vorgehen wollen wir nun legitimieren:

Definition 3.4 (I + A). Seien A, B, P € P paarweise verschieden und kollinear. Falls A x P x B gilt,
dann sagen wir, A und B liegen auf verschiedenen Seiten von P, und schreiben A |p B. Ist dies nicht
der Fall, dann sagen wir, A und B liegen auf derselben Seite von P, und schreiben AB|p.

Proposition 3.5 (I + A). Fiir drei paarweise verschiedene und kollineare Punkte A, B, P € P sind die
folgenden Aussagen dquivalent.

(i) A und B liegen auf verschiedenen Seiten von P.
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(ii) A und B liegen auf verschiedenen Seiten einer von AB verschiedenen Geraden durch P.

(iii) A und B liegen auf verschiedenen Seiten aller von AB verschiedenen Geraden durch P.

Beweis. Aus (iii) folgt (ii), da es nach (I3) und (I;) eine von AB verschiedene Gerade durch P
gibt.

Gelte nun (ii), und sei & eine von AB verschiedene Gerade durch P mit A | B. Nach Vorausset-
zung gibt es einen Punkt Q € h mit A x Q x B. Nach Konstruktion ist Q = h A AB = P.Es folgt
A |p B, also (i).

Gelte schliefilich (i), also A x P x B. Sei h eine beliebige von AB verschiedene Gerade durch P.
Wegen P € h gilt dann A |;, B. Wegen der freien Wahl von / haben wir somit (iii) gezeigt. [

Korollar 3.6 (I + A). Sei g € G eine beliebige Gerade. Fiir einen beliebigen Punkt P € g ist dann
__|p eine Aquivalenzrelation auf g . { P}. Es gibt genau zwei Aquivalenzklassen S1(P) und Sy(P), die
Seiten von P auf g oder die von P begrenzten Halbgeraden. Insbesondere gilt

g ={PtUsi(P)USy(P).
Beweis. Klar mit den Propositionen 3.2 und 3.5. ]

Definition 3.7 (L + A). Sei n > 3 eine natiirliche Zahl. Gilt A; x Aj Agfiirallel <i<j<k<mn,
so schreiben wir einfacher Ay % ... % Ay.
Proposition 3.8 (I + A). (a) Fiir beliebige vier Punkte A,B,C,D € P gilt

AxBxCund AxCxD <= BxC*xDund AxBxD.

(b) Fiir beliebige vier Punkte A,B,C,D € P gilt
A*xBxCund BxCxD — AxBxDund AxCxD.

(c) Sein > 3 eine natiirliche Zahl, und seien Ay, ..., A, € P. Dann gilt

Aix Ajj1 % Aigp fiirallei € {1,...,n—2} <= Aj*...%A,.

Beweis. Die Beweise der drei Teilbehauptungen sind einander sehr dhnlich. Wir beweisen hier
nur Aussage (b) und verweisen fiir den Rest auf Ubungsaufgabe 3.1

Es gelten A x Bx C und B x C x D. Nach (A;) sind dann die Punkte A, B, C und B, C, D jeweils
kollinear, so dass dies auch auf die vier Punkte A, B, C, D zutrifft. AufSerdem sind wieder nach
(A7) die Punkte A, B,C und B, C, D jeweils paarweise verschieden. Da aus A = D sofort A x
B x C und B x C A folgte, was nach (Aj3) nicht sein kann, sind die vier Punkte A, B, C, D auch
paarweise verschieden.

Wegen unserer Voraussetzungen A x Bx C und B C x D gelten A |g C und CD|g. Mit Korollar
3.6 folgt A |g D, also A x B D. Wieder wegen unserer Voraussetzungen A« Bx C und BxC x D
gelten AB|c und B |¢ D. Mit Korollar 3.6 folgt A |¢ D, also A C x D. O
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Bemerkung 3.9. Eine dquivalente Formulierung des zweiten Anordnungsaxioms (Ajy) ist
(AL) Fiir je zwei Punkte A # B € P gibt es Punkte P, Q,R € AB mit Px A%xQxB*R,

denn: (A%) folgt vermoge Teil (a) von Proposition 3.8 aus (A ). Die andere Richtung ist trivial. #

Definition 3.10 (I + A). Seien A # B € P zwei verschiedene Punkte. Dann heif$en die Mengen

AB:={Pc AB| AxPxB}U{A,B} die Strecke AB mit den Endpunkten A, B,
AB = {P € AB | AxP+xBV AxB%P}U{A,B} der Strahl AB mit dem Ausgangspunkt A.

A/B A/f/

Zwei Strahlen AB und AC heiflen entgegengesetzt, falls A zwischen B und C liegt. Wird im Folgenden
eine der Notationen AB oder AB verwendet, ohne dass wir ausdriicklich A # B voraussetzen, so ist
dies an dieser Stelle als implizit angenommen zu verstehen.

Proposition 3.11 (I + A). Fiir je zwei verschiedene Punkte A, B € P gilt:

AB=BA und ABN BA = AB.

Beweis. Die erste Aussage folgt unmittelbar aus (A;). Im Beweis der zweiten Aussage folgt die
Inklusion O unmittelbar aus Definition 3.10. Sei fiir die andere Inklusion P ein beliebiger Punkt

aus AB N BA.Fur P € {A, B} ist nichts zu zeigen, so dass wir annehmen kénnen, P sei weder
Anoch B. Mit P € AB gilt
A*xPxB oder AxBxP,

so dass A, B, P kollinear und paarweise verschieden sind. Mit P € BA gilt aber auch
BxPxA oder BxAxP.

Falls A x P x B nicht gilt, kann nach (A;) auch B x P x A nicht gelten. Es folgt, dass dann sowohl
A% Bx P als auch B x A x P gelten miissten, was ein Widerspruch zu (A3) wire und deshalb
nicht sein kann. Es folgt also A x P x B, also P € AB, was zu zeigen war. O

Proposition 3.12 (I + A). Fiir drei Punkte A, B,C € P mit B A % C gilt:

(a) AB = ABUAC,
(b) AB N AC = {A}.
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Beweis. Wir zeigen zundchst Behauptung (a). Sei dafiir P € AB \. AB. Nach Definition 3.10 und
(A3) gilt dann P |4 B. Wir kénnen ohne Einschriankung P # C annehmen, da P sonst schon
definitionsgemafd auf AC lage. Es sind dann A, P, C drei kollineare, paarweise verschiedene
Punkte. Wegen P |4 Bund B |4 C gilt PC|4. Es folgt P € AC.

Zum Beweis von Behauptung (b) betrachten wir einen Punkt P € AB N AC. Dieser ist nach
Definition entweder gleich A oder es gilt sowohl PB|4 als auch PC| . Da letzteres aufgrund
der Voraussetzung B x A  C nicht moglich ist, folgt die Behauptung. O

Satz 3.13 (Satz von Pasch, I + A). Seien A, B,C € P drei Punkte in allgemeiner Lage und seig € G
mit g N AB = {P} fiir ein P € P mit Ax P % B. Dann schneidet g eine der Strecken AC und BC. Falls
C nicht auf g liegt, schneidet g genau eine der beiden Strecken.

C /8

A iz B

Beweis. Da fiir C € g nichts zu zeigen ist, konnen wir ohne Einschrankung C ¢ g annehmen.
Wegen Ax PxBgilt A | Bund also entweder CA|; oder CB|¢. Da sich diese beiden Situationen
durch eine Umbenennung von A in B und umgekehrt ineinander {iberfiihren lassen, konnen
wir ohne Einschrinkung annehmen, es gelte CA[,. Dann folgt B |; C, so dass es also einen
Punkt Q € g mit Bx Q x C gibt. Dieser Punkt Q liegt nach Konstruktion im Durchschnitt
g N BC, der somit nicht leer sein kann. Andererseits gilt AC|g, so dass es keinen Punkt R € g
mit A x R x C gibt, der Durchschnitt ¢ N AC ist also leer. O

3.2 Die Kongruenzaxiome fir Strecken

Wir haben im letzten Abschnitt den Begriff der Strecke eingefiihrt, haben bislang aber noch
keine Moglichkeit, solche miteinander zu vergleichen. Wir fithren daher den Begriff der Kon-
gruenz von Strecken als Relation = auf der Menge S aller Strecken in (P, G, x) ein:

Definition 3.14 (I + A). Das 4-Tupel (P, G, x, =) etfiillt die Kongruenzaxiome fiir Strecken, wenn
gilt:

(Ky) istauf S eine Aquivalenzrelation.

(Kz) Sind A # B € Pund A’ # C' € P, so gibt es genau ein B' € A'C' mit AB = A'B/.

B / C
A A& B
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Man sagt, eine beliebige Strecke lasse sich auf einen beliebigen Strahl abtragen.

(K3) Sind A,B,C,A’,B',C' € Pmit AxB%C, A’ xB'xC' und AB = A’B’, BC = B'C/, so gilt

auch AC =2 A’C/.
4\ Cv
B a4 B

Fiir ,Sei (P, G) eine Inzidenzebene, die zusammen mit der Anordnung  die Anordnungsaxiome und
zusammen mit der Relation = auf S die Kongruenzaxiome fiir Strecken erfiillt.” schreiben wir kiinftig
auch kurz ,,I+ A + K)”.

Beispiel 3.15. In der affinen Standardebene A*(R) definieren wir unseren Kongruenzbegriff fiir
Strecken wie folgt: Fiir je vier Punkte A, B,C,D € R? mit A # B und C # D setzen wir

AB=CD :< d(A,B)=d(C,D),

wobet fiir je zwei Punkte A = <Zl) ,B = <Zl> in R? die Zahl
2 2

d(A,B) = [B—A| = \/(B—A|B=4) =/ —b)+ (12 —12)? €R

den aus der Linearen Algebra bekannten euklidischen Abstand zwischen A und B bezeichne. Die
affine Standardebene A%(R) zusammen mit diesem Kongruenzbegriff = erfiillt die Kongruenzaxiome
% fiir Strecken; ein Beweis hierzu findet sich im verlinkten Zusatzmaterial,

Proposition 3.16 (I + A + K). Seien A, B,C € P drei Punkte mit A* BxC und A’,B',C’ € P drei
—_— _ R [ —_ [
Punkte mit C' € A’'B'. Gilt dann AB = A’B' und AC = A'C’, so folgt A’ x B' x C" und BC = B'C’.

Beweis. Nach Ubungsaufgabe 3.3 gibt es einen eindeutig bestimmten Strahl mit Ausgangs-
punkt B/, der dem Strahl B'Al entgegengesetzt ist. Sei P der nach (K;) existente eindeutige
Punkt auf diesem Strahl mit B’P = BC. Daraus und aus A’B’ 2 AB folgern wir mit (K3) die
Kongruenz A’P = AC.

Nun liegen aber sowohl P als auch C’ auf dem Strahl W , denn fiir C’ ist das vorausgesetzt,
und nach Konstruktion von P gilt A’ B’ x P. Da nach Voraussetzung AC = A’C’ gilt, folgt mit
(K1) unmittelbar A’P = A’C’ und mit der Eindeutigkeitsaussage in (K;) schon P = C'. Das
impliziert A’ x B’ x C' und BC = B/C/, also die Behauptung. O
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Definition 3.17 (I + A + K). Seien A,B,C,D € P vier Punkte mit A # B und C # D. Gibt es ein
P € Pmit CPxD und AB = CP, so sagen wir, die Strecke AB sei kleiner als die Strecke CD, bzw.
CD grofder als AB, und schreiben AB < CD bzw. CD > AB.

Proposition 3.18 (I + A + K). (a) Seien A,B,C,D, A',B',C',D’ Punktein Pmit A # B, C # D,
A" #B',C" # D' und AB= A’'B',CD = C'D’. Dann gilt

AB<CD = AB'<CD.

(b) Sind A,B,C,D, E,F Punktein P mit A # B, C # D, E # F, dann gilt

AB<CD und CD<EF — AB<EFE.

(c) Fiir beliebige A, B,C, D in P mit A # B und C # D gilt genau eine der folgenden Aussagen

AB<CD, AB=CD, AB>CD.

Beweis. Wir zeigen zunéchst Behauptung (a). Sei dafiir AB = A’B’ und CD 22 C'D’, und gelte
AB < CD. Dann existiert ein P € P mit Cx Px D und CP =& AB. Nach (K;) existiert auf C'D'
ein Punkt P’ mit C'P’ = CP = AB = A’B’. Aus Proposition 3.16 erhalten wir C’' x P’ x D’ und
damit A’B’ < C'D'.

Aufgrund von (a) und (K;) kénnen wir zum Nachweis von (b) von AB < AC und AC <
AD mit B,C in A—D> ausgehen. Insbesondere existiert ein C' € P mit A x C' x D und AC
AC. Aufgrund von (K;) ist C' = C, es gilt also A x C x D. Analog ergibt sich A x B C. Nach
Proposition 3.8 gilt A x B x D und somit AB < AD.

Zum Nachweis von (c) nehmen wir nach (a) und (K;) ohne Einschrankung AB % AC mit
Ce @n. Wir erhalten entweder A x C x B oder A x B % C, was entweder AC < AB oder
AB < AC zur Folge hat. O

3.3 Die Kongruenzaxiome fiir Winkel

Definition 3.19 (I + A). Seien A, B, C € P drei Punkte in allgemeiner Lage. Dann heifst
/BAC := ABU AC

der Winkel ZBAC, A sein Scheitel und Iﬁ, R seine Schenkel.
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Abbildung 3.2: Wir werden Winkel in Skizzen ab sofort mit einem Bogen wie in (a) darstellen.
Dabei ist anzumerken, dass es fiir jeden Winkel zwei mogliche Wahlen eines solchen Bogens
gibt, von denen wir in der Skizze jeweils einen auswihlen miissen. Gemeint ist unabhingig
von dieser Wahl stets der Winkel selbst. Man bemerke aufserdem, dass die obige Definition
den Nullwinkel (b) und den geraden Winkel (c) ausschliefst.

Proposition 3.20 (I + A). Seien A,B,C € P und A’,B',C’ € P je drei Punkte in allgemeiner Lage.
Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent.

(i) /BAC = /B'A'C,
(i) A = A’ und entweder (B’ € ABund C' € R) oder <B’ € AC und C' € ;@)

Insbesondere hat jeder Winkel einen eindeutig bestimmten Scheitel.
Beweis. Unmittelbar mit Definition 3.19 O

Definition 3.21 (I + A). Seien A,B,C,D € P, so dass A, B, C in allgemeiner Lage sind und D nicht

in der Vereinigung der Geraden AB und AC liegt. Wir sagen, D liege im Inneren von ZBAC oder der
ey

Strahl AD liege zwischen den Strahlen AB und AC, falls DB| und DClyy gilt.

C
‘D
A
B

Lemma3.22 (I+ A). (a) Sei g € G eine Gerade, und seien A € g, B ¢ gund P € AB ~ {A}.
Dann gilt PB|,.

(b) Seien A,B,C € P drei Punkte in allgemeiner Lage und D € P im Inneren von ZBAC. Dann
schneidet der Strahl AD die Strecke BC, und der Schnittpunkt ist ungleich B, C.

(c) Seien A,B,C € Pinallgemeiner Lage und D € P ein weiterer Punkt, der nicht in der Vereinigung
der Geraden AB und AC liegt. Dann sind dquivalent:
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(i) D liegt im Inneren von ZBAC.
(ii) DB|gg und B |45 C.
(iii) DCl4p und B |45 C.

Beweis. Zum Beweis von Behauptung (a) diirfen wir ohne Einschrankung P # B annehmen.
Lédge P auf g, so ware P der Schnittpunkt von g und PB und somit gleich A. Das hatten wir
aber ausgeschlossen. Gilte P |, B, so gabe es einen Punkt auf ¢ zwischen ihnen. Dieser wire
insbesondere der Schnittpunkt der Geraden g und PB und somit gleich A. Es folgte Px A x B
im Widerspruch zu P € AB und (A3). Es gilt also PB,.

Nun zeigen wir Behauptung (b). Nach (A;) gibt es einen Punkt E € AB mit B x A x E. Die
Punkte B, C, E sind offenbar in allgemeiner Lage, und wegen D ¢ AB schneidet die Gerade
g = AD die Strecke BE genau im Punkt A. Nach dem Satz von Pasch 3.13 schneidet also g
eine der Strecken BC und EC. Nach Wahl von E gilt E |4z B. Mit (a) folgt, dass ganz CE - {C}
auf der nicht B enthaltenden Seite von AC liegt. Andererseits liegen nach Voraussetzung D
und B auf derselben Seite von AC, also wieder nach (a) auch B und ganz AD . {A}. Es folgt
AD N CE = @. Seinun AF der zu AD entgegengesetzte Strahl. Nach Voraussetzung liegen D
und C auf derselben Seite von AB, also wieder nach (a) auch C und ganz AD~ {A}. Es folgt,
dass ganz AF {A} auf der anderen Seite von AB liegen muss. Aber EC~ {E} liegt ganzlich
auf derselben Seite von AB wie C, also gilt auch AF N ]?C) = @ und insgesamt, dass g die
Strecke BC schneidet. Ganz dhnlich wie zuvor zeigt man AF 1 BC = @ und somit Behauptung

(b).

Fiir Behauptung (c) langt es aus Symmetriegriinden, die Aquivalenz von (i) und (ii) zu zeigen.

* Es gelte (i). Fiir (ii) gentigt es dann B | 4p C zu zeigen. Aufgrund von (b) existiert der
Schnittpunkt S von AD und BC. Es gilt dann aus B + S x C und somit B lap C.

¢ Gelte umgekehrt (ii). Dann existiert ein Punkt S € AD mit B S C. Es gilt deshalb SC|«3
und SB|4z. Nach Voraussetzung gilt DB|4z. Wir erhalten SD |z, insbsondere gilt nicht

Sx A% D. Somit liegt D auf dem Strahl AS. Aus (a) ergibt sich SD| 47 und schliefslich
DC‘@.
O

Wir fithren nun den Begriff der Kongruenz von Winkeln als Relation ~ auf der Menge W aller
Winkel in (P, G, *, &) ein:
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Definition 3.23 (I + A + K). Das 5-Tupel (P, G, *, =, =) erfiillt die Kongruenzaxiome fiir Winkel,
wenn gilt:

(Ky) =~ ist auf W eine Aquivalenzrelation,

(Ks) Sind A,B,C € Pin allgemeiner Lage und A" # B’ € P, dann gibt es fiir jede Seite S von A'B’
—_—
genau einen Strahl A'C' mit A'C' C SU{A’} und /B'A'C’ ~ ZBAC.

Man sagt, ein beliebiger Winkel lasse sich auf einen beliebigen Strahl abtragen.

(Ke¢) Sind A,B,C € Pund A',B',C" € P je drei Punkte in allgemeiner Lage mit
AB= A’B), AC=A'C' und /BAC~ /B'A'C),
so gilt

BC~B/C’, /ABC~/A'B'C’ und /ACB~/A'C'B.

In diesem Fall nennen wir das 5-Tupel (P, G, *, =, ~) auch eine Hilbertebene. Wir werden, wenn wir
im Folgenden eine Hilbertebene einfiihren und nichts anderes sagen, stets diese Notation annehmen. Fiir
,Sei (P, G, x, =2, ~) eine Hilbertebene.” schreiben wir kiinftig auch kurz ,,(H)".

Beispiel 3.24. Wir definieren nun in der affinen Standardebene A?(R) zusiitzlich zu der bereits einge-
fiihrten Anordnung  und dem bereits eingefiihrten Kongruenzbegriff = fiir Strecken einen Kongruenz-
begriff ~ fiir Winkel. Dafiir halten wir zuniichst fest, dass der Begriff des Winkels aus Definition 3.19
im Fall der affinen Standardebene A%(R) mit dem Winkelbegriff aus Definition 1.59 iibereinstimmt,
so dass wir auf die in (1.14) eingefiihrte Winkelgrofie zuriickgreifen konnen. Wir definieren jetzt, dass
zwei Winkel in der affinen Standardebene genau dann kongruent sind, wenn sie die gleiche Winkelgrofie
haben. Genauer setzen wir fiir je zwei Winkel ZABC und ZA'B'C’

LABC~ /A'B'C’ = «(A—B,C—B)=4(A'—B,C'—B). (3.3)

Wir werden spiiter zeigen, dass die affine Standardebene A2(R) zusammen mit dieser Kongruenz von
Winkeln den Kongruenzaxiomen fiir Winkel geniigt. Zusammen mit Satz 2.6 und den Beispielen 3.3
und 3.15 folgt daraus, dass A?(R) eine Hilbertebene ist.

Wir haben nun einen Begriff dafiir, wann zwei Winkel , gleich grofs” sind — wenn sie ndmlich
kongruent sind. Mit dem Begriff des ,,Dazwischenliegens” von Strahlen mit demselben Scheitel
konnen wir auch angeben, wann ein Winkel ,grofier” bzw. , kleiner” als ein anderer ist:
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Definition 3.25 (H). Seien A, B,C und A’,B’,C’ je drei Punkte in P in allgemeiner Lage. Gibt es

— — —

einen Strahl A'P zwischen A’'B' und A’C' mit ZBAC ~ ZPA'C’, so sagen wir, ZBAC sei kleiner
als ZB'A'C!, bzw. ZB'A'C’ gréfer als ZBAC, und schreiben /BAC < £/B'A'C’ bzw. ZB'A’C" >
/ZBAC.

In Ubungsaufgabe 3.5 beweisen wir die folgende Entsprechung von Proposition 3.18.

Proposition 3.26 (H). (a) Sind a,a’,p, ' € Wmit a >~ o’ und p ~ p/, so ist genau dann « < B,
wenn o' < B gilt.

(b) Sindw,B,y € W, so folgt aus « < B und B < vy, dass auch a < 7y gilt.

(c) Fiir zwei Winkel o, B € W gilt genau eine der drei folgenden Aussagen

a<pB, ax~p, a>Pp.

Definition 3.27 (H). Seien A, B,C € P drei Punkte in allgemeiner Lage. Dann heifit das Tripel
AABC := (A,B,C)

das Dreieck mit den Eckpunkten A,B,C. Die Strecken AB, AC, BC heifien die Seiten des Dreiecks
A ABC und die Winkel Z/ABC, Z/BCA, ZCAB seine Innenwinkel.

Sind A',B',C' € P weitere drei Punkte in allgemeiner Lage, so heiflen die Dreiecke ANABC und
ANA'B'C' zueinander kongruent, in Zeichen ANABC = AA'B'C/, falls die jeweils entsprechenden
Seiten und Innenwinkel jeweils kongruent zueinander sind, falls also gilt:

AB~ A'H, AC >~ A'C, BC~B'C,
/BAC ~ /B'A'C’, /ABC ~ /A'B'C!, /ACB~ /A'C'B.

Wir sagen, ein D € P liege im Inneren des Dreiecks A ABC, wenn D im Inneren seiner drei Innenwin-
kel liegt.

Bemerkung 3.28 (H). (a) Die Dreiecke AABC und ABAC sind nicht zwangsliufig kongruent,
denn aus der Kongruenz dieser Dreiecke folgt sofort AC = BC, d.h. das Dreieck ANABC ist in
diesem Fall gleichschenklig (vgl. 3.53), was nicht fiir jedes Dreieck zutrifft. In der Literatur findet
sich daher oft die Definition des Dreiecks \ABC als die nicht geordnete Menge {A, B, C}. Eine
solche Festlequng zieht jedoch einen merkbar aufwindigeren Kongruenzbegriff nach sich, wihrend
unsere Notation lediglich eine etwas grofiere Wachsambkeit erfordert.

(b) Mit Definition 3.21 sehen wir sofort, dass ein Punkt D € P im Inneren von AABC liegt, wenn er
im Inneren von zweien der drei Winkel ZABC, ZBCA, ZCAB liegt.

Wir konnen nun Axiom (Kg) umformulieren zum SWS-Kriterium
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(K) Sind A,B,C € Pund A’,B',C’ € P je drei Punkte in allgemeiner Lage mit
AB= A'B), AC~A'C' und /BAC~ /B'A'C,
so sind die Dreiecke ANABC und AA'B'C’ kongruent.

Wir wollen nun ein Kriterium fiir die Giuiltigkeit des SWS-Kriteriums herleiten, und fithren
dafiir zunéchst ein paar neue Begriffe ein:

Definition 3.29. Fordert man fiir das Tupel 11 := (P, G, x, =, ~) nicht die Giiltigkeit von Axiomen,
so nennt man es eine ebene Geometrie.!

Definition 3.30. Ein Isomorphismus zwischen zwei ebenen Geometrien
I1:=(P,G,*,%,~) und Il:=(P,G,% %)

ist eine bijektive Abbildung @: P — P mit den folgenden Eigenschaften.

(i)  Fiir alle Teilmengen g C P gilt

g3€G = ¢(g) €G.

(ii)  Fiir je drei Punkte A, B,C € P gilt

AxBxC <= ¢(A)*%¢(B)* ¢(C).

(iii) ~ Fiir je vier Punkte A, B,C,D € P mit A # B und C # D gilt

AB=CD <= ¢(A)¢(B) = ¢(C)9(D).

(iv)  Fiir je sechs Punkte A,B,C,D,E,F € P,sodass A, B,C und D, E, F jeweils in allgemeiner Lage
sind, gilt

ZABC ~ /DEF <<= Z¢(A)¢(B)p(C) = Lo(D)g(E)¢(F).

Ist hierbei T1 = 1, so heifit ¢ ein Automorphismus von I1. Die Menge aller Automorphismen von
IT bezeichnen wir mit Aut(I1). Erfiillt ein Automorphismus ¢ von I1 statt (iii) und (iv) die folgenden
stirkeren Bedingungen (iii)” und (iv)’, so nennen wir ¢ eine Bewegung in I1.

(iii)” Fiir je zwei Punkte A, B € P mit A # B gilt

AB = (A)g(B).

Hierbei ist zu beachten, dass wir bei der Definition der bei der Definition der Relationen 2 und =~ benétigten
Begriffe ,Strecke” und ,Winkel” die Inzidenz- und Anordnungsaxiome vorausgesetzt haben. Rein formal ist dies
jedoch nicht notwendig, so dass wir fiir den Begriff der ,ebenen Geometrie” tatsdchlich auf samtliche Axiome
verzichten kénnen. Sinnvolle Satze lassen sich in einem derart allgemeinen Setting natiirlich nicht zeigen, weshalb
wir fiir alle auftretenden Anwendungen die Inzidenz- und Anordnungsaxiome voraussetzen werden.
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(iv)" Fiir je drei Punkte A, B, C € P in allgemeiner Lage gilt

ZABC ~ Zp(A)@(B)p(C).
Die Menge aller Bewegungen in 11 bezeichnen wir mit Bew (IT).

Vereinfachend konnen wir sagen, dass Bewegungen gerade diejenigen bijektiven Abbildungen
auf P sind, die die bislang von uns eingefiihrte Geometrie im Sinne der Kongruenz unverandert
lassen. Fordern wir, dass = und ~ transitiv sind, so wird Bew (I1) zu einer Gruppe.

Beispiel 3.31. Die Menge Bew((R?, Gg, x, =, ~)) besteht wegen 1.56 und 1.54 genau aus den in
Bemerkung 1.64 betrachteten Bewegungen der analytischen Geometrie

2 L, R?
@: R k mit M € Oy(R) und A € R,
P —M-P+A

Definition 3.32. Sei [T = (P, G, %, 2, ~) eine ebene Geometrie, die die Inzidenz- und die Anord-
nungsaxiome erfiillt. Wir sagen, I habe geniigend viele Bewegungen, wenn gilt:

(i)  Fiir je zwei Punkte A, B € P gibt es ein ¢ € Bew(I1) mit p(A) = B.

(ii)  Fiir beliebige drei Punkte A,B,C € P mit A # B und A # C gibt es ein ¢ € Bew(I1) mit
p(A) = Aund ¢( Kﬁ R

(iii)  Fiir jede Gerade ¢ € G gibt es ein ¢ € Bew(I1), so dass zum einen ¢p(A) = A fiiralle A € g
gilt und zum anderen A |q ¢(A) fiiralle A € P\ g.

(1) 1) C..~ (111) A g
B )
A B— —————

Satz 3.33. Seill =
sowie die Axiome (K
das SWS-Kriterium

(P, G, %, =, =) eine ebene Geometrie, die die Inzidenz- und die Anordnungsaxiome
1), (K2), (Ky), (Ks) erfiillt. Hat dann 11 geniigend viele Bewegungen, so gilt in 1
(KE)-

Beweis. Seien A,B,C € Pund A’, B/,C’ € P je drei Punkte in allgemeiner Lage, und gelte
ABX= A'B,, AC~ A'C’ und /BAC~ /B'A'C'. (3.4)

Nach Definition 3.32 (i) gibt es ein ¢ € Bew(II) mit ¢;(A) = A’. Da andererseits ¢, bijektiv
ist und Anordnungen und Kongruenzen von Strecken und Winkeln erhilt, konnen wir ohne
Einschrankung A = A’ annehmen.
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Nach Definition 3.32 (ii) gibt es ein ¢, € Bew(II) mit ¢2(A) = A und qoz(zﬁ) — AB'. Mit
demselben Argument wie oben kénnen wir daher ohne Einschrankung annehmen, dass neben
A = A’ auch B = B’ gilt.

B
-7
,
,

Schlielich gibt es nach Definition 3.32 (iii) ein ¢3 € Bew(II), das die Gerade AB punktweise
festlasst, und fiir das C |43 ¢3(C) gilt. Wieder ohne Einschréankung kénnen wir annehmen,
dass nicht nur A = A’ und B = B’ gelten, sondern auch CC'[; <. Unsere Voraussetzungen
(3.4) lauten nun

(i) ZBAC ~ /BAC/,
(i) AC= AC,

(iii) CC'|yz

-
Mit (Ks) folgt aus (i) und (iii) sofort AC = AC , mit (K;) daraus und aus (ii) die Gleichheit C =
C’. Insgesamt haben wir gezeigt, dass es unter den gegebenen Voraussetzungen eine Bewegung
in Bew(I1) gibt, die das Dreieck AABC auf das Dreieck AA’B'C’ abbildet. Letztere sind also
kongruent, was zu zeigen war. O

Beispiel 3.34. Im verlinkten Zusatzmaterial zeigen wir, dass die affine Standardebene A?(R) zusam-
men mit dieser Kongruenz von Winkeln den Kongruenzaxiomen (K4), (Ks) fiir Winkel gentigt und
geniigend viele Bewegungen hat. Zusammen mit Satz 3.33, 2.6 und den Beispielen 3.3 und 3.15 folgt
daraus, dass A?(R) eine Hilbertebene ist.

3.4 Erganzungswinkel, Gegenwinkel und rechte Winkel

In diesem Abschnitt wollen wir Winkel in Hilbertebenen noch etwas genauer studieren. Wir
werden Erganzungswinkel, Gegenwinkel und rechte Winkel definieren und in Satz 3.40 zeigen,
dass je zwei rechte Winkel zueinander kongruent sind:

Definition 3.35 (H). Seien A, B, C € P drei Punkte in allgemeiner Lage. Seien weiter B',C’ € P mit
B'x A x B und C' x A x C. Dann heiflen /BAC’" und /B’ AC Erginzungswinkel zu /BAC. Der
Winkel B’ AC' heifit der Gegenwinkel oder auch der Scheitelwinkel von ZBAC.


https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/360/play?time=1
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/360/play?time=1

3.4. Erganzungswinkel, Gegenwinkel und rechte Winkel 112

Proposition 3.36 (H). Fiir «, € W und Ergiinzungswinkel o' bzw. B’ zu a bzw. zu B gilt
a~p = o ~f;
Erginzungswinkel kongruenter Winkel sind also kongruent. Insbesondere sind die Erginzungswinkel
eines gegebenen Winkels zueinander kongruent.
Beweis. Seien AABC und ADEF Dreiecke mit « = ZBAC und B = ZEDF und seien weiter
B',C',E',F € P mit
B xAxB, C'xAxC, E' xDxE, F xDxF.

Die Menge der Ergdnzungswinkel zu « ist dann durch {ZBAC’, ZB'AC} gegeben, die Menge
der Ergdnzungswinkel zu B durch {ZEDF’, ZE'DF}. Wir werden nun zeigen, dass aus « ~
die Kongruenz /B’AC ~ Z/E'DF folgt; die anderen Félle ergeben sich nach Umbenennung
genauso.

Indem wir gegebenenfalls die Punkte E, E/, F durch andere Punkte auf dem jeweils gleichen
von D ausgehenden Strahl ersetzen, kénnen wir vermoge (K;) ohne Einschriankung

AB~DE, ACZ=DF und AB = DF'

C F
B4 B Ep 2

Mit dem SWS-Kriterium (K}) folgt aus AB = DE, AC = DF und ZBAC ~ ZEDF die Kon-
gruenz der Dreiecke AABC und ADEF und insbesondere die Kongruenzen BC = EF und
ZABC ~ ZDEF. Weiter gelten

B xAxB, E xD%E, AB' =2 DE und ABZ2DE,

annehmen.

so dass nach (K3) auch BB’ = EF’ gilt.

CA FA
B4 B E7p
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Wir konnen also wieder das SWS-Kriterium anwenden und erhalteﬂie Kongruenz der Drei-
ecke ABB'C und AEE'F. Hieraus folgen sofort die Kongruenzen B'C = E'F und ZAB'C ~
/DE'F.Zu Beginn des Beweises hatten wir zudem ohne Einschrankung AB’ = DE’ gesetzt.

C F

LABC LDEF,
B A B E D E

Ein letztes Mal konnen wir das SWS-Kriterium (Kf) anwenden und erhalten die Kongruenz
der Dreiecke AAB'C und ADE'F, was insbesondere die Proposition beweist. O

Korollar 3.37 (H). Ein beliebiger Winkel « € W ist zu seinem Gegenwinkel o’ kongruent.

Beweis. Sei /AABC ein Dreieck mit « = Z/BAC, und seien weiter B, C’ € P Punkte mit B’ x A x B
und C' x A *C, sodass ' = ZB'AC’ gilt. Dann sind ZBAC und ZB’AC’ beide Ergénzungswin-
kel zu ZB'AC, also kongruent nach Proposition 3.36. ]

Definition 3.38 (H). Ein Winkel « € W heifSt ein rechter Winkel, wenn er zu einem und somit allen
seiner Erginzungswinkel kongruent ist.

Proposition 3.39 (H). Seien «, 3 € W zwei Winkel. Dann gilt: Ist « ein rechter Winkel, und sind a
und B kongruent, so ist auch B rechter Winkel. Insbesondere ist jeder Erginzungswinkel eines rechten
Winkels wieder ein rechter Winkel.

Beweis. Sei ' bzw. B’ ein Ergénzungswinkel zu « bzw. B. Aus a ~ B folgt mit Proposition 3.36,
dass auch «’ und B’ zueinander kongruent sind. Da « ein rechter Winkel ist, folgt

B~a~a ~p

und somit die Behauptung. O
Satz 3.40 (H). Je zwei rechte Winkel sind zueinander kongruent.

Beweis. Sind « = ZBAC und o’ = ZB’A’C’ zwei nichtkongruente rechte Winkel, so gilt & < &
oder &’ < &; ohne Einschridnkung ersteres. Nach Proposition 3.26 gibt es dann einen Punkt P
im Inneren von /B’ A’C' mit ZPA'B’ ~ a.

C

Bla
Al B D
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Sei nun B’ = ZC'A'D’ ein Ergédnzungswinkel zu a’. Da P im Inneren von ZC'A’B’ liegt, gelten
PC'|45 4y und PB[45. Es folgt P |4= D'. Nach Lemma 3.22 ist dann C’ im Inneren von
ZPA'D’. Daraus folgt sofort f’ < ZPA'D’. Weiter ist ZPA'D’ Ergéanzungswinkel zu ZPA'B’ ~
«, so dass nach Proposition 3.36 jeder Erganzungswinkel p von a kongruent zu ZPA’'D’ ist. Es

folgt B’ < B. Andererseits folgt aus der Rechtwinkligkeit von « und &’
B~a<a ~f,

also B < B/, was nicht sein kann. O

Korollar 3.41 (H). Die rechten Winkel bilden eine Kongruenzklasse in W.

3.5 Orthogonalitat und Parallelitat

Unsere naive Vorstellung sagt uns, dass wir mit dem Begriff des rechten Winkels ein Kriterium
tir Parallelitidt angeben konnen sollten. Dies soll in diesem Abschnitt untersucht werden:

Definition 3.42 (H). Zwei Geraden g,h € G heiffen orthogonal, in Zeichen g L h, wenn sie sich in
genau einem Punkt schneiden (also ¢ }f h) und einer der gebildeten Winkel ein rechter Winkel ist.

Nach den Uberlegungen des letzten Abschnitts sind zwei nicht-parallele Geraden genau dann
orthogonal, wenn alle gebildeten Winkel rechte Winkel sind.

Satz 3.43 (H). Fiir beliebige g € G und A € P gibt es eine Gerade durch A, die orthogonal auf g ist.

Beweis. Fall1: A ¢ g.Nach (I) gibt es zwei Punkte B # C € g. Weiter gibt es nach (Ks) auf der
Seite von g, auf der A nicht liegt, genau einen Strahl BP mit /PBC ~ ZABC. Nach (Kz) gibt
es einen eindeutig bestimmten Punkt Q auf BP mit BQ = BA. Da A und Q nach Konstruktion
auf verschiedenen Seiten von g liegen, gibt es einen Punkt R € g mit Ax R+ Q. Ist R = C, so
ersetzen wir C durch einen Punkt auf g, so dass B, C auf verschiedenen Seiten von R liegen.

Wir zeigen nun, dass ZARC kongruent zu seinem Erganzungswinkel ZQRC ist. Nach Defini-
tion ist er dann ein rechter Winkel und mit 1<4—Q) ist eine auf g orthogonale Gerade gefunden.
Im Fall R = B gilt einfach ZQRC = /PBC ~ ZABC = ZARC. Sind andererseits R und B
verschieden, so erhalten wir mit dem SWS-Kriterium (K}) die Kongruenz AABR = AQBR,

denn: Nach Konstruktion gelten BA = BQ und BR = BR. Es bleibt ZABR ~ ZQBR zu zeigen.
Im Fall B x R = C folgt dies direkt aus ZABR = ZABC ~ /ZPBC = ZQBR. Der Fall B« C x R
geht natiirlich analog. Im Fall R x B x C gilt zu beachten, dass ZABC und ZABR bzw. ZQBC
und ZQBR Erganzungswinkel sind. Aus ZABC ~ ZQBC folgt somit nach Proposition 3.36,
dass auch ZABR und ZQBR kongruent sind. #
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Abbildung 3.3: Die beiden interessanten Fille B x R« C und Rx B C.

Hieraus folgt direkt ZARB ~ ZQRB und mit Korollar 3.37 auch ZARC ~ ZQRC.

Fall 2: A € g. Nach (I3) gibt es ein B € P \ g, und nach Fall 1 dann auch eine Gerade / durch
B, die orthogonal auf g steht. Sei P der Geradenschnittpunkt g A h.

Falls bereits P = A gilt, sind wir fertig. Ansonsten ist nach Konstruktion ZBPA ein rechter
Winkel. Andererseits gibt es nach (Ks) auf derselben Seite von g wie B einen Strahl @ mit
ZBPA ~ ZQAP. Da die rechten Winkel ein Kongruenzklasse bilden, ist also ZQAP ein rechter
Winkel und @ die gesuchte orthogonale Gerade. O

Definition 3.44 (H). Eine Gerade t € G heifit eine Transversale zu gegebenen Geraden g,h € G,
falls sie g und h jeweils genau einmal schneidet und diese Schnittpunkte voneinander verschieden sind.

Setzen wir nun B := g At und B’ := h A t, und wihlen wir Punkte A,C € g und A’,C" € h mit
A*BxCund A’ x B xC', so dass A und A’ auf derselben Seite von t liegen, und Punkte D, D’ € t
mit D x B B' x D'. Dann heiflen

(LABB',Z/C'B'B), (LABD, /C'B'D"), (/CBD,ZA'B'D') und (/CBB', Z/A'B'B)
Paare von Wechselwinkeln beziiglich der Geraden g, h und der Transversalen t und

(£CBD, Z/C'B'B), (LCBB',ZC'B'D'), (LABB',ZA'B'D') und (LABD, ZA'B'B)

Paare von Stufenwinkeln beziiglich der Geraden g, h und der Transversalen t.
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DV

Wechselwinkel Stufenwinkel

Statt ,,(a, B) ist ein Paar von Wechselwinkeln bzw. Stufenwinkeln” werden wir kiinftig auch einfacher
. und B sind Wechselwinkel bzw. Stufenwinkel” schreiben.

Bemerkung 3.45 (H). Sind «, B Wechselwinkel und ist B’ der Gegenwinkel zu B, dann sind w, p’
Stufenwinkel. Sind a, p Stufenwinkel und ist p' der Gegenwinkel zu B, dann sind w, B’ Wechselwinkel.

Satz 3.46 (H). Es gelten die beiden dquivalenten Aussagen.

(i)  Schwacher Wechselwinkelsatz: Haben zwei von einer Transversalen geschnittene Geraden ein
Paar kongruenter Wechselwinkel, so sind sie parallel.

(ii)  Schwacher Stufenwinkelsatz: Haben zwei von einer Transversalen geschnittene Geraden ein
Paar kongruenter Stufenwinkel, so sind sie parallel.

Beweis. Nach Bemerkung 3.45 sind die beiden Aussagen zueinander dquivalent. Wir zeigen
den schwachen Wechselwinkelsatz und benutzen dabei die Notation aus Definition 3.44. Nach
Annahme und Proposition 3.36 gelten dann ZA’B'B ~ Z/CBB’ und ZC'B'B ~ ZABB'.

Wir nehmen nun an, ¢ und h wiren nicht parallel und schnitten sich also in genau einem Punkt
P € P. Ohne Einschrinkung ldge dann P auf derselben Seite von t wie A und A’; sonst ersetzte
man ZA’B'B und ZCBB’ durch ihre Ergénzungswinkel.

BP. Nach dem
~ /A'B'B ~

Nach (K;) gébe es auf dem Strahl B'C’ einen eindeutigen Punkt Q mit B/Q =
SWS-Kriterium (Kj) gélte dann AB'BP = ABB’Q und insbesondere Z/CBB’
/QBB'.

Nach Konstruktion gilte QC|;. Mit (Ks) folgte Q € BC C g, was ein Widerspruch dazu ist,
dass P der einzige Schnittpunkt von g und / ist. Die beiden Geraden sind also parallel. O

Korollar 3.47 (H). Seien f,g,h € Gmitg L fundh L f. Dann gilt g || h.
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Beweis. Fall 1: f ist transversal zu g und h. Sei P := f A g und Q := f A h. Seien auflerdem
A € gund A’ € h auf verschiedenen Seiten von f. Dann sind die Winkel ZAPQ und ZPQA’
Wechselwinkel. Wegen ¢ L f und h L f sind sie aber auch rechte Winkel und somit nach Satz
3.40 zueinander kongruent. Die Behauptung folgt mit dem schwachen Wechselwinkelsatz 3.46.

Fall 2: f, g, haben einen gemeinsamen Schnittpunkt P. Seien A € gund A’ € h auf derselben
Seite von f und Q # P ein weiterer Punkt auf f. Dann sind die Winkel ZAPQ und ZA'PQ
beide rechte Winkel und somit nach Satz 3.40 kongruent. Nach (Ks) liegt also A’ auf Iﬁ, SO

A
dass h = PA' = PA = ¢ und insbesondere g || & folgt. O

Fall 1 f Fall 2  f
A Y A h
N,
O Q

Korollar 3.48 (H). Seien g € G eine Gerade und A € P ein Punkt. Dann gibt es genau eine Gerade
Lo A durch A, die orthogonal zu g ist. Diese heifit das Lot von A auf ¢ und ihr Schnittpunkt Lo A :=
Le A N\ g mit g heifit der LotfufSpunkt von A auf g.

Beweis. Die Existenz des Lots haben wir bereits in Satz 3.43 gezeigt. Zum Nachweis der Ein-
deutigkeit betrachten wir zwei Geraden (gA,(;A € G, die beide durch A gehen und beide
orthogonal auf g stehen. Mit Korollar 3.47 folgt (g A || £, A, was wegen A € (gA N £, A sofort
lgA = (LA impliziert. O

Korollar 3.49 (H). Seien g € G eine Gerade und A € P ein Punkt. Dann gibt es eine (nicht notwen-
digerweise eindeutige) Gerade h € G durch A mit g || h.

Beweis. Es gilt ;A L gund {4 4)A L £z A und somit {(y 4)A || g nach Korollar 3.47. O

Man kann sich nun fragen, ob die Umkehrung des schwachen Wechselwinkelsatzes auch gilt,
dass also Wechselwinkel an parallelen Geraden kongruent sein miissen. Wie wir nun zeigen
werden, ist dies genau dann richtig, wenn die betrachtete Hilbertebene affin ist:

Satz 3.50 (H). Folgende Aussagen sind dquivalent.

(i)  Es gilt das schwache Parallelenaxiom (p).

(i)  Es gilt das starke Parallelenaxiom (P).

(iii) Es gilt der starke Wechselwinkelsatz: Je zwei parallele Geraden haben beziiglich einer beliebi-
gen Transversalen vier Paare kongruenter Wechselwinkel.

(iv) Es gilt der starke Stufenwinkelsatz: Je zwei parallele Geraden haben beziiglich einer beliebigen
Transversalen vier Paare kongruenter Stufenwinkel.
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Beweis. Nach Bemerkung 3.45 sind offenbar der starke Wechselwinkelsatz und der starke Stu-
fenwinkelsatz dquivalent, so dass zum Beweis des Satzes geniigt, die Aquivalenz der Aussagen
(i), (ii) und (iii) zu zeigen.

Wir nehmen zunichst an, es gelte das schwache Parallelenaxiom (p), es gebe also zu je einem
Punkt A € P und einer Gerade g € G nie mehr als eine Parallele zu g durch A. Da es aber nach
Korollar 3.49 stets mindestens eine solche Parallele gibt, folgt das starke Parallelenaxiom (P).

Wir zeigen nun, dass aus dem starken Parallelenaxiom (P) der starke Wechselwinkelsatz folgt.
Sei dazu t € G eine Transversale zu zwei gegebenen parallelen Geraden g || h € G. Da sonst
nichts zu zeigen ist, konnen wir ohne Einschrankung ¢ # h annehmen. Wir nennen die Schnitt-
punkte B := t A g und B’ := t A h und wéhlen Punkte A,C € ¢ mit A x Bx C und Punkte
A’,C" € hmit A’ x B xC' und AA’|;. Der starke Wechselwinkelsatz ist gezeigt, wenn wir die
Kongruenz o« := ZABB' ~ /C'B'B =: B zeigen koénnen, da daraus mit Proposition 3.36 und
Korollar 3.37 die iibrigen Kongruenzen folgen.

A, \B_—

P & c ¢

p
A B\ C h
t

Nehmen wir dafiir im Gegenteil an, es gilte « % B, ohne Einschrankung « > B. Dann gébe es
einen Punkt P im Inneren von a mit ZPBB’ ~ B und nach dem schwachen Wechselwinkelsatz
3.46 wiren die Geraden BP und h parallel. Andererseits ist nach Voraussetzung auch g eine
Parallele zu h durch B. Nach (P) gélte daher BP = g, was nicht sein kann, da P ein Punkt im
Inneren von a ist.

Es verbleibt das schwache Parallelenaxiom (p) aus dem starken Wechselwinkelsatz herzulei-
ten. Seien dafiir ¢ € G und A € P gegeben. Im Fall A € g ist g selbst offenbar die einzige
Parallele zu ¢ durch A. Im Folgenden konnen wir daher ohne Einschrankung A ¢ ¢ anneh-
men. Seien 11, ' € G zwei zu g parallele Geraden durch A und sei B € g beliebig.

\g g
BB h
A h'

Die Gerade AB ist eine Transversale zu g und h. Nach dem starken Wechselwinkelsatz haben
also g, h bzgl. AB ein Paar kongruenter Wechselwinkel & ~ B. Andererseits ist AB auch eine
Transversale zu ¢ und h'. Wieder nach dem starken Wechselwinkelsatz ist der Wechselwinkel
B’ zu « zwischen AB und I zu a kongruent. Es folgt  ~ B/, und mit (Ks) die Gleichheit der
Geraden h und 1. O
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Bemerkung 3.51. Wir nehmen Satz 3.50 zum Anlass, in Hilbertebenen nicht weiter zwischen schwa-
chem und starkem Parallelenaxiom zu unterscheiden und nur noch vom Parallelenaxiom (P) zu reden.
Fiir ,Sei (P, G, %, =, ~~) eine Hilbertebene, in der das Parallelenaxiom (P) gilt.” schreiben wir kiinftig
auch kurz ,,(H + P)”.

3.6 Der Kongruenzsatz fur Dreiecke

Der Kongruenzsatz fasst mehrere Kongruenzkriterien fiir Dreiecke zusammen. Wir werden ihn
benutzen, um in Abschnitt 3.7 zu einer gegebenen Strecke einen Mittelpunkt zu konstruieren.
Wir beginnen mit einigen vorbereitenden Propositionen:

Proposition 3.52 (H). Seien A, B,C < P drei Punkte in allgemeiner Lage und A’ # B’ € P zwei

verschiedene Punkte mit AB = A’B’. Dann gibt es auf jeder Seite von A’'B' genau einen Punkt C' mit
AABC = NA'B'C.

Beweis. Nach (Ks) gibt es auf jeder fest ausgewéhlten Seite von A’B’ genau einen Strahl @ mit
Z/CAB ~ /PA’B’. Weiter gibt es nach (K;) genau einen Punkt C" auf diesem Strahl mit AC =
A’C’. Nach dem SWS-Kriterium (K}) sind die Dreiecke AABC und AA’B'C’ kongruent. [

Definition 3.53 (H). Genau dann heif$t ein Dreieck gleichschenklig, wenn zwei seiner Seiten zuein-
ander kongruent sind. Diese beiden Seiten heiffen dann die Schenkel des gleichschenkligen Dreiecks, die
verbleibende Strecke die Basis.

Proposition 3.54 (H). Seien A, B,C € P drei Punkte in allgemeiner Lage. Dann gilt die Aquivalenz
AB~ AC <= /ABC~ ZACB.

Ein Dreieck ist also genau dann gleichschenklig, wenn zwei seiner Winkel zueinander kongruent sind.
Diese Winkel heifen dann die Basiswinkel des gleichschenkligen Dreiecks.

Beweis. Dass aus der Kongruenz der Strecken die Kongruenz der Winkel folgt, sehen wir sofort
durch Anwenden des SWS-Kriteriums (K} ) auf die Dreiecke AABC und AACB.

Gelte nun umgekehrt ZABC ~ ZACB. Angenommen, es gilte AB % AC, ohne Einschrin-
kung AB > AC. Dann gibe es ein D € AB mit DB = AC und insbesondere A x D x B. Nach
Konstruktion liegt daher D im Inneren des Winkels ZBCA. Da D auf AB liegt, gilt aber anderer-
seits ZABC = ZDBC. Mit dem SWS-Kriterium (K}) folgt ADBC = AACB und insbesondere
ZDCB ~ ZACB. Das ist ein Widerspruch dazu, dass D im Inneren von ZACB liegt. O

Proposition 3.55 (H). Seien A,B,C € P bzw. A’, B',C’ € P drei Punkte in allgemeiner Lage, und sei
D bzw. D' ein Punkt im Inneren von ZBAC bzw. ZB'A'C’. Dann folgt aus je zwei der Kongruenzen

/BAD ~ /B'A'D', /DAC~ /D'A'C’, /BAC ~ /B'A'C’

die jeweils dritte.
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Beweis. Der Beweis zerfillt offensichtlich in drei Fille.

Fall 1: (/BAD ~ /B'A'D’) A (/DAC ~ /D'A'C') = (£4/BAC ~ /B'A’C’). Nach Lem-
ma 3.22 schneidet der Strahl AD die Strecke BC. Indem wir gegebenenfalls D durch diesen
Schnittpunkt ersetzen, konnen wir daher ohne Einschriankung B x D « C annehmen. Weiter
koénnen wir nach (K;) die Punkte B/, C’, D’ jeweils derart durch Punkte auf demselben Strahl
aus A’ ersetzen, dass A’B’ = AB, A’C’ =2 AC und A’D’ = AD gelten. Nach Annahme gelten
auflerdem /B'A’'D' ~ /BAD und £ZD’'A'C' ~ ZDAC. Nach dem SWS-Kriterium (Kj) sind
dann die Dreiecke ABAD und AB’A’D’ bzw. ADAC und AD’A’C’ kongruent.

B B, D
A c A C'

Sei nun E/ ein Punkt auf der Geraden B'D’ mit B/ % D’ x E/ ; so etwas gibt es nach (A;). Dann
ist ZA’D'E’ ein Ergénzungswinkel zu ZA’D'B’ ~ ZADB. Andererseits ist ZADC ein Ergén-
zungswinkel zu ZADB, so dass mit Proposition 3.36 die Kongruenz Z/A'D'E’ ~ ZADC ~
LA'D'C' folgt.

Da C’ und B’ auf verschiedenen Seiten von A’D’ liegen und B’ und E’ ebenso, liegen nach (Ay4)

die Punkte C' und E’ auf derselben Seite von A’D’. Nach (Ks) sind daher die Winkel ZA’D'E’
und ZA’'D'C’ sogar identisch. Insbesondere gilt B’ x D" x C'.

~Y ~/

Da wir mit der Kongruenz der Dreiecke schon vorhin B’'D’ = BD und D’C’ = DC einge-
sehen hatten, folgt mit (K3) die Kongruenz B’C’ = BC. Weiter hatten wir schon ZA'C'B’ =
LA'C'D' ~ ZACD = ZACB erkannt und A’C’ = AC vorausgesetzt. Mit dem SWS-Kriterium
(K}) folgt somit die Kongruenz der Dreiecke AA’B’C' und AABC und insbesondere die Be-
hauptung.

Fall 2: (/BAD ~ /B'A'D') A (/BAC ~ /B'A'C'") = (/DAC ~ /D'A'C'). Nach (K5)
—
existiert ein C”, das auf derselben Seite von A’D’ liegt wie C’' und das ZD’A'C" ~ ZDAC

erfiillt. Wenn wir C’ durch C” ersetzen, haben wir also die Voraussetzungen fiir Fall 1 erfiillt
und erhalten so Z/B’A’C" ~ Z/BAC. Das impliziert

/B'A'C' ~ /BAC ~ /B'A'C"
und somit C” € A’C’. Daraus ergibt sich
/DAC ~ /D'A'C" ~ /D'A'C’

und also die Behauptung.

Fall 3: (/BAC ~ /B'A'C’) A ({DAC ~ £/D'A'C') = (£/BAD ~ /B'A'D’). Dieser Fall ist
nach Umbenennung mit Fall 2 identisch. O
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Satz 3.56 (Kongruenzsatz fiir Dreiecke, H). Seien A, B,C € P und A’,B’,C’ € P je drei Punkte in
allgemeiner Lage. Dann sind folgende Aussagen idquivalent.

(i) AABC=~ AABC,

(i) AB=A'B,, AC=A'C' und BC=B(C (SSS)
(iii) AB=~ A’B/’, AC= A'C’ und /BAC~ /B'A'C/, (SWS)
(iv) AB= A'B’, /BAC ~ /B'A'C' und /ABC ~ LA'B'C (WSW)

SWS C, WSW

ANy S

Beweis. Dass aus (i) die anderen drei Aussagen folgen, ist klar. Dass aus (iii) Aussage (i) folgt,
gilt mit dem SWS-Kriterium (Kf) und somit nach Definition der Hilbertebene.

Wir wollen nun das WSW-Kriterium zeigen, das besagt, dass aus (iv) Aussage (i) folgt. Neh-
men wir dafiir an, es gelten die Kongruenzen aus (iv). Mit (K;) wéhlen wir auf dem Strahl AC
einen Punkt C” mit AC” = A’C’. Da nach Voraussetzung AB =~ A’B’ und Z/BAC"” = /BAC ~
ZB'A'C’ gelten, kénnen wir das SWS-Kriterium auf die Dreiecke AABC” und AA’B'C’ an-
wenden und erhalten deren Kongruenz.

C C
CH
A /) B A B
Daraus und wieder aus (iv) folgt
/ABC" ~ LA'B'C' ~ ZABC. (3.5)

Nach Konstruktion liegen C und C” auf derselben Seite von AB, so dass wegen (3.5) und (K5)
bereits die Identitat der Strahlen BC und BC” gilt. Es folgt

—BCAAC =

und insbesondere AC = A’C’. Wir diirfen also das SWS-Kriterium auf die Dreiecke AABC
und AA’B'C’ anwenden und zeigen so (i).

Am aufwandigsten ist der Beweis des SSS-Kriteriums, dessentwegen wir die Propositionen
3.52, 3.54 und 3.55 gezeigt haben. Nehmen wir dafiir an, es gelten die Kongruenzen aus (ii).
—

Nach Proposition 3.52 gibt es auf der B’ gegentiberliegenden Seite von A’C’ genau einen Punkt
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B" mit AA'B"C' =2 AABC. Wir setzen P := A’C' A B'B”. In Abhiéngigkeit von der Lage von P
—
auf der Geraden A’C’ ergeben sich verschiedene Fille.

Fall 1: P = A’. In diesem Fall sind die Punkte A’, B’, B” kollinear. Da sonst die Punkte
A’,B',C’ kollinear wéren, sind deswegen C’, B/, B” in allgemeiner Lage. Wegen der Kongruenz
B'C’ = BC = B'C ist das Dreieck AC'B’B” gleichschenklig und hat kongruente Basiswin-
kel ZC'B'B" = ZA'B'C' und ZC'B"B’ = ZA’'B"C’ nach Proposition 3.54. Das reicht, um mit
dem SWS-Kriterium die Kongruenz von Dreiecken AABC = AA’B"C' = AA'B'C’ folgern zu
konnen.

Fall 2: P = C'. Dieser Fall ist nach Umbenennung mit Fall 1 identisch.

Fall 3: A’,C’,P paarweise verschieden. Analog zu Fall 1 sind die Dreiecke AC'B'B” und
A A'B'B” gleichschenklig, woraus mit 3.54 die Kongruenzen

/C'B'P~/C'B"P und /A'B'P~/A'B"P

der jeweiligen Basiswinkel folgen. Mit Proposition 3.55 erhalten wir ZC'B’A’ ~ ZC'B" A’, was
mithilfe des SWS-Kriteriums die Behauptung zeigt.

B B '
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3.7 Mittelsenkrechte und Winkelhalbierende

/
i
/
i
/
A

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass jede gegebene Strecke eine eindeutige Mittelsenk-
rechte besitzt und jeder gegebene Winkel eine eindeutige Winkelhalbierende. Fiir beide Ziele
wird es sich als vorteilig erweisen, zu einer gegebenen Strecke einen Mittelpunkt konstruieren
zu konnen. Damit wollen wir beginnen:

Definition 3.57 (H). Gegeben seien drei paarweise verschiedene kollineare Punkte A, B, M € P. Genau
dann heifst M ein Mittelpunkt der Strecke AB, wenn AM = MB gilt.

Lemma 3.58 (H). Seien A,B, M € P paarweise verschieden und kollinear. Ist M ein Mittelpunkt der
Strecke AB, so gilt A x M x B.

Beweis. Gélte M x A x B, so folgte nach DefinitioﬁM = MA < MB. Dies stiinde nach Proposi-
tion 3.18 im Widerspruch zur Annahme AM = MB und kann daher nicht sein. Gilte A x Bx M,
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so folgte nach Definition AM > BM = MB. Dies stiinde genauso im Widerspruch zur Annah-
me AM = MB und kann daher ebenfalls nicht sein. Nach (Aj3) liegt aber genau einer der
Punkte A, B, M zwischen den anderen beiden, so dass wir das Lemma gezeigt haben. O

Satz 3.59 (H). Fiir zwei beliebige Punkte A # B € P hat die Strecke AB genau einen Mittelpunkt.

Beweis. Wir wollen zunéchst die Existenz zeigen. Wie in Proposition 3.2 gilt fiir g := AB die
Aufteilung

P =gUSi(g)USag)

von P in ¢ und die durch g begrenzten Halbebenen. Fiir einen beliebigen Punkt P € S1(g) gibt
es nach Proposition 3.52 genau einen Punkt Q € S>(g) mit AABP = ABAQ und insbesondere

AP~ BQ und PB2QA. (3.6)

Die Punkte A, P, Q sind in allgemeiner Lage,

denn: Nach Konstruktion ist ¢ eine Transversale der beiden Geraden BP und m mit kongru-
enten Wechselwinkeln /PBA ~ ZQAB. Nach dem schwachen Wechselwinkelsatz 3.46 sind
somit die Geraden BP und j‘l‘é parallel. Da sie wegen A # B zudem voneinander verschieden
sind, folgt die Behauptung. #

Analog zeigt man, dass auch die Punkte B, Q, P in allgemeiner Lage sind.

Insgesamt konnen wir das SSS-Kriterium 3.56 auf die Dreiecke AAPQ und ABQP anwenden
und erhalten wegen PQ = QP und (3.6) deren Kongruenz. Insbesondere gelten die Kongruen-
zen von Winkeln

/APQ ~ /BQP und ZAQP ~ /BPQ. (3.7)

Wegen P |, Q schneidet g die Strecke PQ in einem Punkt M. Fiir diesen gilt A x M B,

denn: Da die Punkte A, P, Q bzw. B, Q, P in allgemeiner Lage sind, liegen weder A noch B auf
der Verbindungsgeraden @; es ist also M ¢ {A, B}. Weiter gilt nicht M x A x B, denn sonst
lage A jeweils im Inneren der Winkel ZBPM und ZBQM und es folgte

/APQ = /APM < /BPM = /BPQ

0 40P = /AQM < /BQM = /BQP
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(3.7

~ LAPQ,

was offensichtlich nicht sein kann. Analog zeigt man, dass auch A x B « M nicht sein kann, so
dass die Behauptung mit dem Anordnungsaxiom (As3) folgt. #
Es gilt nun

/ZMAP = /BAP ~ ZABQ = ZMBQ, (AxM~*B, AABP = ABAQ)

(30

AP = BQ,

3.7
ZAPM = ZAPQ D ZBQP = ZBQM (P*xMxQ)

und also mit dem WSW-Kriterium 3.56 die Kongruenz der Dreiecke AAMP und ABMQ. Ins-
besondere folgt die Kongruenz von Strecken AM = MB und somit, dass M ein Mittelpunkt
der Strecke AB ist.

Es verbleibt die Eindeutigkeit des Streckenmittelpunkts zu zeigen. Sei dafiir M’ ein von M
verschiedener Mittelpunkt von AB. Wir kénnen ohne Einschrankung AM < AM’ annehmen,
insbesondere also A x M x M'. Aufgrund von A x M’ * B folgt mit 3.8 die Anordnung M M’ x B
und deshalb BM’ < BM. Insgesamt erhalten wir aber mit den Mittelpunktseigenschaften von
M und M’ die Ungleichungskette

AM < AM'=M'B < MB= AM

und somit nach Proposition 3.18 einen Widerspruch. O

Die Existenz eines eindeutigen Streckenmittelpunkts bedingt die Existenz einer eindeutigen
Mittelsenkrechten und einer eindeutigen Winkelhalbierenden wie folgt:

Definition 3.60 (H). Seien A # B € P zwei verschiedene Punkte. Das Lot des Mittelpunkts von AB
auf AB nennen wir die Mittelsenkrechte m 5 von AB.

Proposition 3.61 (H). Fiir zwei verschiedene Punkte A # B € P gilt

mpp = {P € P | AP = BP}.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass fiir ein beliebiges P € m4p die Bedingung AP = BP gilt.
Da dies fiir den Streckenmittelpunkt M von AB definitionsgemaf richtig ist, konnen wir dabei
ohne Einschrankung P € myup ~\ {M} annehmen. Nach dem SWS-Kriterium sind dann die
rechtwinkligen Dreiecke A AMP und ABMP kongruent, insbesondere gilt AP = BP.

Sei nun umgekehrt P € P mit AP = BP. Im Fall P = M liegt P trivialerweise auf m4p. Im
Fall P # M ist das Dreieck APAB gleichschenklig, woraus ZPAM ~ ZPBM folgt. Mithilfe des
SWS-Kriteriums erhalten wir APAM = APBM, was ZPMA ~ /PMB zur Folge hat. Diese
Winkel sind Ergdanzungswinkel, weshalb ZPMA ein rechter Winkel ist. Aus der Eindeutigkeit
des Lotes folgt wie verlangt P € m 4p. O
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Definition 3.62 (H). Seien A, B,C € P drei Punkte in allgemeiner Lage und g eine Gerade durch A.
Genau dann heifit g eine Winkelhalbierende von ZBAC, wenn B und C auf verschiedenen Seiten von
g liegen und fiir ein (und damit alle) P € g\ { A} die Kongruenz ZPAB ~ /PAC gilt.

Proposition 3.63 (H). Zu je drei Punkten A, B, C € P in allgemeiner Lage gibt es genau eine Winkel-
halbierende w ,c ap des Winkels Z/CAB.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Existenz. Nach (Kj) gibt es einen eindeutigen Punkt C' € AC
mit AC’ = AB. Nach Satz 3.59 hat die Strecke BC’ einen Mittelpunkt M, der definitionsgemfs
BM = MC’ erfiillt.

CNC

Damit konnen wir das SSS-Kriterium auf die Dreiecke AABM und AAC’M anwenden und
erhalten deren Kongruenz. Insbesondere gilt dann auch Z/BAM ~ ZC’'AM, so dass durch die

Gerade m eine Winkelhalbierende des Winkels /C'AB = ZCAB gegeben ist.

Die Eindeutigkeit der Winkelhalbierenden zeigt man analog zur Eindeutigkeit des Strecken-
mittelpunkts im Beweis von Satz 3.59. O

3.8 Innen- und AuBenwinkel im Dreieck

In diesem Abschnitt fithren wir den Begriff des AufSenwinkels eines Dreiecks ein und zeigen
zwei Aussagen iiber das Verhiltnis von Innen- und Auflenwinkeln einerseits und Innenwin-
keln und Dreiecksseiten andererseits. Daraus folgern wir noch ein weiteres Kongruenzkriteri-
um fiir Dreiecke:

Definition 3.64 (H). Ein beliebiger Erginzungswinkel eines Innenwinkels eines gegebenen Dreiecks
heif$t ein Auflenwinkel dieses Dreiecks.

Die folgenden beiden Resultate sind jeweils eine Abschwachung des in euklidischen Ebenen
giiltigen Satzes 1.68 von der Innenwinkelsumme im Dreieck:
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Proposition 3.65 (H + P). Seien a, B,y die Innenwinkel eines Dreiecks /\ und seien o', ', die
Innenwinkel eines weiteren Dreiecks /\'. Dann gilt

(ac:o/ und ﬁ:ﬁ’) = y~ql

Beweis. Wir schreiben A = AABC und A’ = AA’B'C’ und setzen

« := /LCAB, B = ZABC und ¢ := ZBCA,
o =/LC'A'B, B :=ZA'B'C' und o :=ZB'C'A.

Nach (K;) gibt es auf dem Strahl AB einen eindeutigen Punkt B” mit AB” = A’B’. Ohne Ein-
schriankung konnen wir B” # B annehmen, da sonst nach dem WSW-Kriterium die Dreiecke
AABC und AA’B'C’ kongruent und somit nichts zu zeigen wire. Nach Proposition 3.52 gibt
es dann genau einen Punkt C” mit

C"Clgy und AAB"'C"= AA'B'C'. (3.8)
C'V
C
A ) ) "
B B
Insbesondere gilt
3.8

/ABC=p~p = sA'BC' Y saB'C”,

—— —
so dass die beiden Geraden BC und B"C” beziiglich der Transversalen AB = AB" kongruente
S
Stufenwinkel haben. Nach dem schwachen Stufenwinkelsatz 3.46 gilt somit B¢ | B"C".

Andererseits gilt die Kongruenz
JCAB=a~da =,CAB ) ,c"AB" = 2" AB.

Wegen C"C|43 stimmen folglich nach (Ks) die Strahlen AC und AC” iiberein. Wir kénnen da-
her den starken Stufenwinkelsatz 3.50 auf die Transversale AC = AC" der parallelen Geraden

BC und B”C" anwenden und erhalten wie verlangt die Kongruenz der Winkel

3.8
y=/BCA =~ /B"'C'A'L /BCA = .
d
Satz 3.66 (Aulenwinkelsatz, H). Sind «, B,y die Innenwinkel eines Dreiecks und ist v ein Ergiin-

zungswinkel zu 7y, so gilt
<9y und B<o.
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Beweis. Wir schreiben A ABC fiir das Dreieck und setzen
«:=/CAB, B:=ZABC und v :=ZBCA.

Da nach Proposition 3.36 beide Wahlen fiir den AuBlenwinkel 9’ kongruent sind, diirfen wir

zudem ohne Einschrankung einen Punkt D € BC mit B x C x D wahlen und v = LACD
setzen.

Da die Behauptungen « < 9/ und < 9/ unter Umbenennung zueinander dquivalent sind,
gentigt es, die erste der beiden zu zeigen. Sei dafiir M der nach Satz 3.59 existierende eindeutige
Mittelpunkt der Strecke AC. Fiir diesen gilt definitionsgemafs AM = CM. Wir wihlen nun auf
BM einen Punkt B’ mit B x M x B' und BM = MB',

Da die Winkel ZAMB und ZCMB' als Gegenwinkel kongruent sind, kénnen wir dann das
SWS-Kriterium auf die Dreiecke AABM und ACB’M anwenden und erhalten deren Kongru-
enz. Insbesondere folgt die Kongruenz der Winkel « und ZMCB’ = ZACB'. Andererseits liegt
B’ im Inneren des Winkels ZACD = v/,

denn: Nach Konstruktion gilt B |4z B’. Auflerdem gilt AB'|;z, denn es gilt AM|z: wegen
Ax M % C und es gilt B'M|: wegen B x M « B'. Folglich liegt der Punkt A im Inneren des
Winkels ZBCB'. Nach Lemma 3.22 bedeutet dies AB|¢;2 und B |4z B". Wegen B Cx D ist dies

dquivalent zu A |72 D und B'D|4e. Wieder nach Lemma 3.22 ist dies gleichbedeutend dazu,
dass B’ im Inneren von Z/DCA = ZACD liegt. #

O]

Aus dem Auflenwinkelsatz 3.66 folgern wir einen Zusammenhang zwischen Innenwinkeln
eines Dreiecks und den jeweils gegeniiberliegenden Seiten. Dieser Zusammenhang wird fiir
euklidische Ebenen mit dem Sinussatz 1.69 prazisiert:

Satz 3.67 (H). In einem Dreieck A\ ABC gilt

AB>BC <« /BCA > /CAB.
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2,

Abbildung 3.4: Der grofieren Dreiecksseite liegt stets der grofiere Innenwinkel gegentiber.

Beweis. Unter der Annahme AB > BC gibt es einen Punkt P zwischen A und B mit BP = BC.
Da ZCPB ein Auflenwinkel des Dreiecks ACPA ist, ist er nach dem Auflenwinkelsatz 3.66
grofser als der Innenwinkel Z/CAP = ZCAB. Da P im Inneren des Winkels Z/BCA liegt, ist
zudem letzterer grofier als Z/BCP. Da das Dreieck ABCP nach Konstruktion gleichschenklig
ist, sind schliefSlich seine Basiswinkel ZBCP und ZCPB kongruent. Insgesamt haben wir

/BCA > /BCP ~ /CPB > ZCAB

gezeigt und somit die erste Implikation.

c
SA

Gelte nun umgekehrt ZBCA > ZCAB. Da die Basiswinkel eines gleichschenkligen Dreiecks
stets kongruent sind, kann dann nicht AB = BC gelten. Gélte AB < BC, so folgte /BCA <
ZCAB nach dem bereits Gezeigten, was nicht sein kann. Der Satz folgt im Ausschlussprinzip
nach Proposition 3.26. O

Satz 3.68 (H). Seien A,B,C € P und A’,B',C" € P je drei Punkte in allgemeiner Lage und seien
ZBAC und /B’ A’C' rechte Winkel. Dann sind folgende Aussagen iquivalent.

i) AABC= AABC,

(i) AC~AC’' und BC=BC. (SSTW)

C. SSrw

Beweis. Dass (ii) aus (i) folgt, ist trivial. Gelte also umgekehrt (ii). Auf AB gibt es einen eindeu-
tigen Punkt B” mit AB” = A’B’. Fiir diesen gilt nach dem SWS-Kriterium die Kongruenz von
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Dreiecken AAB”C = AA’B'C’ und insbesondere die Streckenkongruenz B”C = B’C’ = BC.
Wir unterscheiden drei Fille fiir die Lage der drei Punkte A, B, B” zueinander.

Fall 1: B’ = B. Es gilt AB = A’B’ und mit (ii) und dem SSS-Kriterium folgt die gewiinschte
Kongruenz der Dreiecke AABC und AA’B'C’.

Fall 2: A x B B”. Sei « ein Ergdnzungswinkel zu ZCAB. Durch Anwendung des Auflenwin-
kelsatzes 3.66 auf das Dreieck AAB"C folgt ZAB"C < a. Aulerdem ist ZCBB” ein Ergin-
zungswinkel zu ZABC, d.h ein Auienwinkel an AABC. Mit dem Auflenwinkelsatz 3.66 und
der Rechtwinkligkeit von « ergibt sich « ~ ZBAC < ZCBB". Dies liefert

/BB"C =/AB"C <« < ZCBB".

Wenden wir Satz 3.67 auf das Dreieck ABB"C an, so folgt BC < B"C, was im Widerspruch zu
der oben gezeigten Kongruenz BC = B”C steht.

Fall 3: A x B” x B. Das ist nach Umbenennung gerade Fall 2. O

3.9 In- und Umkreis

Wir haben gesehen, dass sich in Hilbertebenen gut Geometrie betreiben ldsst. Da die klassische
Geometrie ohne Kreise nicht vorstellbar ist, wollen wir diese nun einfiihren:

Definition 3.69 (H). Seien M # A &€ P zwei verschiedene Punkte. Dann heifst
K(M,A):={P e P| MA = MP}

der Kreis mit Mittelpunkt M und Radius MA.

Proposition 3.70 (H). Sei K C P ein Kreis. Dann gelten die folgenden Aussagen.
(a) Der Kreis K ist nichtleer.

(b) Jede Gerade durch einen Mittelpunkt von K schneidet K in genau zwei Punkten.
(c) Der Kreis K hat genau einen Mittelpunkt.

Beweis. Aussage (a) ist trivialerweise richtig, da fiir K = K(M, A) definitionsgemdfl A € K gilt.

Ist K = K(M, A), so kénnen wir auf jedem Strahl aus M eindeutig den Radius abtragen. Aus-
sage (b) folgt, da sich eine beliebige Gerade g durch M als Vereinigung von genau zwei solcher
Strahlen schreiben ldsst und deren Durchschnitt gerade aus dem Punkt M besteht.
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Es verbleibt Aussage (c) zu zeigen. Nach (a) gibt es einen Punkt A € K. Nehmen wir nun an,
K héatte zwei Mittelpunkte M ﬂ’ . Dann konnten wir K = K(M, A) = K(M’, A) schreiben.
Nach (b) schnitte die Gerade MM’ den Kreis K dann in genau zwei Punkten, die wir B und
C nennen wollen. Diese erfiillten einerseits Bx M x C und BM = MC und andererseits B x
M’ x C und BM’ = M'C. Da der Mittelpunkt der Strecke BC nach Satz 3.59 eindeutig ist, folgte
M = M’, was wir ausgeschlossen hatten. Der Mittelpunkt eines Kreises ist also stets eindeutig
bestimmt und Aussage (c) bewiesen. O

Unter zusétzlicher Voraussetzung des Parallelenaxioms (P) kénnen wir nun mithilfe der Er-
gebnisse aus Abschnitt 3.7 noch zwei bekannte Sitze {iber Kreise herleiten:

Satz 3.71 (Umkreissatz, H + P). Sei /AABC ein Dreieck. Dann schneiden sich die Mittelsenkrechten
der Dreiecksseiten AB, BC und CA in einem gemeinsamen Punkt U. Der Kreis K(U, A) enthiilt die
Punkte A, B, C und ist mit dieser Eigenschaft eindeutig bestimmt. Wir nennen K(U, A) den Umbkreis
und U den Umkreismittelpunkt von \ABC.?

Beweis. Die drei Mittelsenkrechten sind paarweise nicht parallel,

denn: Nach Definition gelten msp L AB und m Ac L AC. Gilte m A || mac, so folgte mac L
iﬁ mit dem starken Wechselwinkelsatz 3.50, was nach Korollar 3.47 sofort die Unmoglichkeit
AB I AC implizierte. #

Je zwei Mittelsenkrechten des Dreiecks AABC schneiden sich also in genau einem Punkt. Sei
U der Schnittpunkt von m 45 und m4c. Nach Proposition 3.61 gilt dann BU = AU = CU, was
wieder nach 3.61 zur Folge hat, dass U in mpc liegt. Es schneiden sich also die drei Mittelsenk-
rechten von AABC in genau einem Punkt, ndmlich in U.

Nach Konstruktion ist dann K(U, A) ein Kreis, der die Punkte A, B, C enthilt. Sei K’ ein weiterer
Kreis, der A, B, C enthilt, und sei U’ der — nach Proposition 3.70 eindeutige — Mittelpunkt von
K'. Dann gilt insbesondere BU’ = AU’ = CU’, und aus Proposition 3.61 folgt U’ = mup A
mac = U. Es folgt also K’ = K(U', A) = K(U, A). dJ

Bemerkung 3.72. Mit dem Umbkreissatz haben wir insbesondere gezeigt, dass je drei Punkte in allge-
meiner Lage einen eindeutigen Kreis bestimmen.

Definition 3.73 (H). Fiir ein Dreieck A ABC heifit das Lot von C auf die Gerade AB die Hohe von

AABC durch C und wird mit he bezeichnet. Der Schnittpunkt he A AB heifSt dabei der Fuf3punkt der
Hohe hc. Analog werden auch die Hohen h 4 und hg und ihre FufSpunkte definiert.

2Diese Namensgebung erhilt ihren tieferen Sinn erst dann, wenn man zeigt, dass mit Ausnahme der Eckpunkte
A, B, C alle Punkte des Umbkreises , auflerhalb” von AABC liegen, was wir allerdings nicht tun werden.
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Satz 3.74 (Hohensatz, H + P). Die Hohen h, hg, hc eines Dreiecks /N ABC schneiden sich in einem
gemeinsamen Punkt H.
Beweis. Seien

a' die Parallele zu BC durch A,

V' die Parallele zu CA durch B,

¢ die Parallele zu AB durch C.

Per Widerspruchsbeweis sieht man schnell ein, dass diese Geraden paarweise nicht parallel
sind. Seien also weiter

A=V A, B:=dnNd, C:=dAl.
Diese Punkte A’, B/, C’ sind in allgemeiner Lage,

denn: Lagen sie auf einer gemeinsamen Geraden g, so auch die Punkte A, B, C, was ausgeschlos-
sen war. #

B¢ C A

AN, B
al bv
Cl

Nach Ubungsaufgabe 3.10 gilt nun
MA/B/ = C, MB/C/ = A, MC/A/ = B.
Wegen hy L BC | @’ folgt daraus hy = mpc und analog hg = mcr 4 und he = map. Der Satz

folgt mit dem Umbkreissatz 3.71 angewandt auf das Dreieck AA’B'C’. O

Satz 3.75 (Inkreissatz, H + P). Sei AABC ein Dreieck. Dann schneiden sich die Winkelhalbierenden
der Innenwinkel « := ZCAB, B := ZABC und v := ZBCA in einem gemeinsamen Punkt I. Der
Kreis K(I, LyyI) enthiilt die LotfufSjpunkte

Lo:=Lygal, Ly:=Lgzl und Lg:= Lyl
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und ist mit dieser Eigenschaft eindeutig bestimmt. Wir nennen K(I, Lyzl) den Inkreis und I den
Inkreismittelpunkt von AABC.?

C

A B

Beweis. Die drei Winkelhalbierenden sind paarweise nicht parallel,

denn: Es langt zu zeigen, dass sich die Winkelhalbierenden w, und wg schneiden; die anderen
beiden Fille ergeben sich analog. Wegen B ¢ w, und B € wg sind w, und wg verschieden.
Wegen B |, C gibt es einen Schnittpunkt A’ von w, und BC. Nach Konstruktion gilt Cx A’ x B,
so dass A’Cly, gilt. Andererseits gilt nach Definition der Winkelhalbierenden A [, C, und mit
(Ay4) erhalten wir A |wﬁ A’. Es muss daher einen Schnittpunkt von wg und AA’ C w, geben. #

Den eindeutig bestimmten Geradenschnittpunkt w, A wg bezeichnen wir im Folgenden als I.
Fallen wir sein Lot auf die drei Seiten des Dreiecks und schreiben

Lo :=Lgel, Ly:=Lgzl und L. := Lyzl,
so erhalten wir kongruente Dreiecke AAIL. = AAIL, und ABIL, = ABIL,,

denn: Da w, Winkelhalbierende ist, gilt /AL, ~ ZIAL.. Andererseits sind nach Konstruktion
ZIL.A und ZIL, A rechte Winkel und nach Satz 3.40 somit ebenfalls kongruent. Nach Propo-
sition 3.65 sind daher auch ZAIL; und ZAIL, kongruent. Da die beiden Dreiecke auflerdem
die Seite AI gemeinsam haben, folgt die erste der gesuchten Kongruenzen mit dem WSW-
Kriterium. Die andere Kongruenz zeigt man analog. #

C

L.=Ligl
Ly=Lizll \/ "

A
L.=Lsgl

3Diese Namensgebung erhilt ihren tieferen Sinn erst dann, wenn man zeigt, dass mit Ausnahme der Lotfuf3-
punkte L,, Ly, Lc alle Punkte des Inkreises ,,innerhalb” von AABC liegen, was wir allerdings nicht tun werden.
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Aus dem gerade Gezeigten folgt insbesondere IL. = IL, = IL,. Man kann zeigen, dass die
Punkte L,, Ly, L. in allgemeiner Lage sind, dies fithren wir hier nicht aus. Nach dem Umkreis-
satz 3.71 ist K(I, L.) der eindeutige Kreis durch die LotfuSpunkte L,, L, und L..

Wir haben den Inkreissatz bewiesen, wenn wir noch ﬁ = w., zeigen konnen. Wegen IL, =1L,
und da ZIL,C, ZIL,C nach Konstruktion rechte Winkel sind, gilt nach dem SSrW-Kriterium
3.68 die Kongruenz von Dreiecken AIL,C = AIL,C und insbesondere

LACI = ZL,CI ~ /L,CI = ZBCI.

Es verbleibt also zu zeigen, dass die Punkte A und B auf verschiedenen Seiten von ﬁ liegen.
Nach Lemma 3.22 gentigt es dafiir zu zeigen, dass I im Inneren des Winkels -y liegt. Dem ist
aber so,

denn: Die Punkte A und C liegen nach Definition der Winkelhalbierenden auf verschiedenen
Seiten von wg und I liegt nach Konstruktion auf der Strecke AA’, weshalb I und A auf der-

selben Seite von BC liegen. Nach Lemma 3.22 liegt I also im Inneren des Winkels B. Dass I
auch im Inneren des Winkels « liegt, zeigt man analog. Die Behauptung folgt mit Teil (b) von
Bemerkung 3.28. #

O]

3.10 Ubungsaufgaben

Aufgabe 3.1 (I + A). Beweisen Sie die Aussagen (a) und (c) von Proposition 3.8.
Aufgabe 3.2 (I + A). Zeigen Sie, dass P unendlich viele Elemente hat.

Aufgabe 3.3 (I + A). Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Seien A # B € P Punkte und AB die sie verbindende Strecke. Dann gibt es in AB keine Punkte
C, D mit Cx A D. Die Endpunkte von AB sind also bis auf ihre Reihenfolge eindeutig bestimmt.

(b) Seien A # B € P Punkte und AB der Strahl von A durch B. Dann gibt es in AB keinen Punkt C
mit C x A x B. Der Ausgangspunkt eines Strahls ist also eindeutig bestimmt. Ist C ein beliebiger,

von A verschiedener Punkt auf zﬁ, dann ist AC = AB.

(c) Seien A # B € P Punkte und AB der Strahl von A durch B. Dann gibt es ein C € P, so dass die
Strahlen AB und AC einander entgegengesetzt sind, und der Strahl AC ist mit dieser Eigenschaft
eindeutig. Zu jedem Strahl gibt es also genau einen entgegengesetzten Strahl.

Aufgabe 3.4. Zeigen Sie, dass die Definition der Anordnung auf A?(R) wie in (3.1) dquivalent zu
folgender Definition ist.

Es gilt Ax B*C, wenn A = (ay,a2),B = (by,b2),C = (c1,¢2) paarweise verschieden und kollinear
sind und mindestens eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

a1 <bp<ci, am<by<c, a>b;>c oder ap>by>co.
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Aufgabe 3.5 (H). Beweisen Sie Proposition 3.26.

Aufgabe 3.6 (I + A). Seien A,B,C,B’,C’ € P derart gegeben, dass A, B,C und A, B',C’ jeweils in
allgemeiner Lage sind. Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden beiden Aussagen.

(i) 4BAC = 4ZB'AC/,

(ii) Ein Punkt P € P liegt genau im Inneren von ZBAC, wenn er im Inneren von ZB' AC' liegt.
Aufgabe 3.7 (I + A). Eine Teilmenge S C P heifst konvex, falls fiir alle A # B € S auch die gesamte
Strecke AB in S enthalten ist. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Beliebige Durchschnitte konvexer Mengen sind wieder konvex. Die Vereinigung zweier konvexer
Mengen ist jedoch nicht notwendig konvex.

(b) Fiir eine beliebige Gerade g € G sind die durch g begrenzten Halbebenen S1(g) und Sy(g) konvex.
(c) Seien A, B,C € P in allgemeiner Lage. Dann sind die Mengen

I gac := {P € P | P liegt im Inneren des Winkels /BAC},
Ipapc := {P € P | P liegt im Inneren des Dreiecks ANABC}

konvex.
Aufgabe 3.8 (H). Zeigen Sie, dass es einen Winkel gibt, der kein rechter Winkel ist.

Aufgabe 3.9 (H). Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen.
(a) Es gilt das Kongruenzkriterium (SSW) fiir Dreiecke, also

AABC = AA'BC" < (AB= A'B', BC=B'C' und /BAC ~ /B'A'C').
(b) Es gilt das Kongruenzkriterium (WWS) fiir Dreiecke, also
ANABC = AA'BC" < (AB= A'B, /BAC ~ /B'A'C" und ZACB ~ LA'C'B’).

Aufgabe 3.10 (H + P). Seien Ay, Ay, A3, Ay € P paarweise verschiedene Punkte, so dass je drei von
ihnen nicht kollinear sind. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) AB| CDund AD | BC.
(ii) AB I CD, AB = DC und die Punkte B, C liegen auf derselben Seite von AD.
Ist dies der Fall, so heifit das 4-Tupel ITA1 Ay A3 Ay := (A1, Az, A3, Ag) ein Parallelogramm.

Aufgabe 3.11 (H + P). Seien Ay, A zwei Punkte auf einer Geraden g, und seien By, Cq, By, Co Punkte
auf derselben Seite von g, so dass A1, B1,Cq und Az, B, Co jeweils in allgemeiner Lage sind. Dann gilt

A131 || A2B2 und A1C1 H A2C2 — ZB1A1C1 ~ ZBzA2C2.
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Aufgabe 3.12 (H). Sei ¢ € G eine Gerade. Die Geradenspiegelung o, an g ist dann die Abbildung
0g: P — P, die die Gerade g punktweise festlisst und einen beliebigen Punkt A ¢ g auf den eindeutigen
Punkt A" € £y A mit

AxLgA%x A" und BLgA= ALA
schickt. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.
(a) Die Abbildung oy, ist bijektiv, genauer gilt o4 o 0 = idp.
(b) Fiir A # B € P gilt AB = g,(A)og(B).

Hinweis: Machen Sie eine Fallunterscheidung in Abhingigkeit von der Lage der Punkte A, B zur
Geraden g.

(c) Fiir A, B € P gibt es eine Gerade g € G mit 04(A) = B.

(d) Fiir A,B,C € Pmit A # Bund A # C gibt es eine Gerade g € G mit 04(A) = A und
oo(AB) = AC.

Aufgabe 3.13 (H). Seien A, B,C € P drei Punkte in allgemeiner Lage, und sei P € P mit A x P % B.

(a) Zeigen Sie, dass im Fall, dass ZBAC ein rechter Winkel ist, die Abschitzung

AC < PC < BC

gilt. Insbesondere ist BC die lingste Seite des Dreiecks /\ABC.
(b) Folgern Sie aus (a), dass ganz allgemein stets PC < AC oder PC < BC gilt.

(c) Sei K= K(M,A) C P ein Kreis. Das Innere Ix von K sei die Menge
Ix :={P€P|P= Moder MP < MA}.

Zeigen Sie, dass Ix U K konvex im Sinne von Ubungsaufgabe 3.7 ist.

(d) Wir nehmen nun an, dass in H zusitzlich (P) gilt. Seien A, B,C € P in allgemeiner Lage und K
der Umkreis von A ABC. Folgern Sie dann aus (c), dass alle von A, B, C verschiedenen Punkte auf
den Seiten von AABC in Ik liegen.

Aufgabe 3.14 (Hohenformel). Sei AABC ein Dreieck in A%(R) mit Winkelgrofien («, B,y) und
Seitenlingen (a,b,c), und seien A’, B, C' die FufSpunkte der Hohen ha, hg, hc. Zeigen Sie, dass dann
die folgenden Aussagen gelten.

|[A—A'||=c-sinf=b-sinvy,
|B—B'|| =a-siny =c-sing,
|IC—C'|| =b-sina =a-sinp.
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AT

Abbildung 3.5: Zum Ablesen markiert: ||[B — B'|| = a - sin .



KAPITEL 4

Euklidische Geometrie

Im Kontext von Hilbertebenen haben wir bereits eine Vielzahl klassischer geometrischer Sitze
gezeigt. Es stellt sich jedoch heraus, dass einige klassische Aussagen in beliebigen Hilbertebe-
nen nicht korrekt sind. So werden wir in Kapitel 5 eine Hilbertebene konstruieren, in der das
Parallelenaxiom und damit auch der starke Wechselwinkelsatz 3.50 nicht gelten. Offensichtlich
miissen wir also unserem Axiomensatz noch weitere Axiome hinzuftigen. So kommen wir zum
Begriff der euklidischen Ebene, in der uns alle Objekte und Schlussweisen zur Verfiigung ste-
hen, die in Euklids Elementen eine Rolle spielen. Uber den Hauptsatz fiir euklidische Ebenen
4.9 sehen wir ein, dass sich alle euklidischen Ebenen in geeigneter Weise identifizieren lassen,
so dass es gentigt, die Geometrie in einem Standardmodell zu untersuchen.

4.1 Das Vollstandigkeitsaxiom

Fiir die Identifikation einer gegebenen Hilbertebene (P, G) mit der euklidischen Standardebene
EE konstruiert man ein Koordinatensystem, das eine gegebene Gerade bijektiv auf die x-Achse
abbildet. Damit dies moglich ist, muss die zugrundeliegende Hilbertebene bestimmte Vollstan-
digkeitseigenschaften erfiillen. Wir erinnern zunichst an das aus der Analysis bekannte

Vollstindigkeitsaxiom der reellen Zahlen Sei (S, T) ein Dedekindschnitt von R, d. h. ein Paar
(S, T) nichtleerer Teilmengen von R mit SUT = R und p < q fiiralle p € S und alle g € T. Dann
gibt es genaueinr € Rmit p < r < qfiiralle p € Sund alle q € T. Insbesondere ist dann

entweder S = (—oo,r) und T = [r, )
oder S = (—oo,r|und T = (r,00).

Wir bemerken, dass die Ungleichung p < g fiir alle p € S und alle g4 € T aus der obigen Defi-
nition eines Dedekindschnitts von R insbesondere impliziert, dass kein Punkt aus S zwischen
zwei Punkten aus T liegt und kein Punkt aus T zwischen zwei Punkten aus S. Die nachfolgende
Ubertragung des Begriffs des Dedekindschnitts in unsere Situation ist daher naheliegend:

137
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Definition 4.1 (I + A). Ein Dedekindschnitt einer Geraden ¢ € G ist ein Paar (s, t) nichtleerer
Teilmengen von g mit

e sUt=g.
* Kein Punkt von t liegt zwischen zwei Punkten aus s, fiir beliebige P # Q € s gilt also PQ C s.

e Kein Punkt von s liegt zwischen zwei Punkten aus t, fiir beliebige P # Q € t gilt also PQ C t.

Definition 4.2 (H). Die Hilbertebene (P, G, x, =, ~) erfiillt das Vollstindigkeitsaxiom, wenn gilt:

(V) Fiir jede Gerade § € G und jeden Dedekindschnitt (s, t) von g gibt es genau einen Punkt P € P,
so dass fiir alle A € s, B € t genau eine der folgenden drei Aussagen gilt.

P=A, P=B oder AxPxB.

Fiir ,,Sei (P, G, x, =2, ~) eine Hilbertebene, in der das Vollstindigkeitsaxiom (V') gilt.” schreiben wir
kiinftig auch kurz ,(H + V)”.

Bemerkung 4.3 (H + V). Ist (s,t) ein Dedekindschnitt einer Geraden g und P der von (V) dazu gelie-
ferte Punkt, dann ist entweder s ein Strahl auf ¢ mit Ausgangspunkt P und t das Komplement von s,
oder t ist ein Strahl auf ¢ mit Ausgangspunkt P und s ist das Komplement von t,

denn: Hier liegen sind zwei Fiille zu betrachten.

Fall 1: P € t. Es existiert ein von P verschiedener Punkt Q € t, andernfalls lige P zwischen zwei
Punkten aus s. Es folgt PQ C t. Sei R € g mit Px Q% R. Wiire R € s, so ergiibe sich ein Widerspruch

zu (V). Somit liegt R in t und es folgt PQ C t. Nach (V) gilt S = P x Q fiir ein beliebiges S € s. Sei
nun R € t \ {P}. Wiederum aufgrund von (V') ergibt sich S x P x R, also QR|p und damit R € PQ.
Insgesamt erhalten wir t = I@ und t = g\ s.

Fall 2: P € s. Dieser Fall ergibt sich analog. #

Beispiel 4.4. (a) AZ2(R) erfiillt das Vollstindigkeitsaxiom (V),

denn: Sei § € Gg eine Gerade, und sei (s, t) ein Dedekindschnitt von g. Fiir beliebige aber feste
A # B € g schreiben wir
g={AM+(1-A)B|AeR}

und setzen
S:={AeR|AM+(1—-A)Bes} und T:={AeR|AA+ (1—-A)B €t}

Wegen ¢ = s Ut gilt hierbei R = S J T. Nun sind entweder alle p € S kleiner als alle g € T oder
umgekehrt, da es sonst p1,p, € Sund q1,q2 € T giibe mit py > q1 und py < qo. Zwangsliufig
liige fiir diese Punkte einer der folgenden drei Fiille vor.
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Fall 1: q1 > po. Dann gilte p1 > q1 > p2, und es folgte schnell die Existenz eines Punktes in t,
der zwischen zwei Punkten von s liegt.

Fall 2: q1 = p,. Unter dieser Voraussetzung wiiren S und T und damit auch s und t nicht disjunkt.

Fall 3: q1 < p>. Hier ergiibe sich q1 < p> < g2, und es folgte schnell die Existenz eines Punktes
in s, der zwischen zwei Punkten von t liegt.

Da alle drei Moglichkeiten zu einem Widerspruch fiihren, miissen tatsiichlich alle p € S kleiner als
alle g € T sein oder umgekehrt. Nehmen wir ohne Einschrinkung an, fiir allep € Sund q € T
gelte p < q. Nach dem Vollstindigkeitsaxiom der reellen Zahlen gibt es genau ein r € R mit
p <r <qfiirallep € Sundalleq € T. Dies ist dquivalent dazu, dass genau ein P € g existiert,
so dass fiir alle A € s und alle B € t genau eine der folgenden Aussagen gilt.

P=A, P=B oder A%xPxB.
Damit ist die Giiltigkeit von (V') nachgewiesen. #
(b) A2(Q N R) erfiillt das Vollstindigkeitsaxiom (V) nicht,
denn: Dort lisst sich die x-Achse als die disjunkte Vereinigung der Mengen
s={(x,0€(QNR)?|x<n} und t={(x0)ec(QNR)?|x>mr}

schreiben. Offenbar ist (s, t) ein Dedekindschnitt der x-Achse. Ein Punkt P wie in (V') gefordert
existiert aber nicht, da v transzendent ist und somit nicht in Q N R liegt. #

Satz 4.5 (Archimedisches Axiom, H + V). Es seien A # B sowie A’ # B’ Punkte aus P. Sei-

en induktiv fiir alle k € Wq die Punkte A} auf dem Strahl A’B" durch folgende Vorschrift eindeutig
bestimmt.

o A=A,

o A] ist der eindeutige Punkt auf dem Strahl A'B’ mit AjA| = AB,

* fiir alle natiirlichen Zahlen k > 2 ist A, der eindeutig bestimmte Punkt auf dem Strahl A'B’ mit
Al *x Ay x A und A]_| A} = AB.

Dann gibt es eine natiirliche Zahl n mit A’ x B’ x Aj,.

. — — —
Beweis. Sei g := A’B' und A’C’ der zu A’'B’ entgegengesetzte Strahl. Wir setzen
. . . / AT
s:={Pecg|Esgibteinn € Nmit A'xPxA,} UA'C,
f:=g~\s.

Im Falle t = @ ist s = g, und insbesondere liegt der Punkt B’ in s. Also gibt es ein n € IN mit
A’ x B’ x A},. Wir nehmen daher im Folgenden t # @ an. Dann ist (s, t) ein Dedekindschnitt von

8
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denn: Offenbar ist ¢ die disjunkte Vereinigung der beiden nichtleeren Teilmengen s und ¢. Dar-
tiber hinaus liegt kein Punkt von s zwischen zwei Punkten von ¢. Sind ndmlich P, P’ € t und
Q € smit Px Q * P/, dann liegt mit P und P’ auch der Punkt Q auf dem Strahl A'B'. Nach Kon-
struktion von s gibt es dann ein n € IN mit A’ x Q x A,. Nach Konstruktion gilt nun entweder
A’ % P*Q* P oder A’ x P’ x Q x P, woraus sich entweder A’ x Px Q x A/, oder A’ x P’ x Q x A,
ergibt, also entweder A’ x P x A}, oder A’ x P’ x A}, im Widerspruch zu P, P’ € t. Analog zeigt
man, dass kein Punkt von ¢ zwischen zwei Punkten von s liegt. #

Aufgrund des Vollstandigkeitsaxioms existiert ein Punkt U € g, so dass fiir alle P € s und alle
Q € t eine der drei Moglichkeiten U = P, U = Q oder P x U x Q gilt.

Der Punkt U liegt nicht in s,

denn: Nehmen wir an, U ldge ins. Wegen A’ € sund t C A’B’ folgte aus der obigen Eigenschaft

U € A’B'. Nach Konstruktion von s gibe es somit ein n € IN mit A’ x U x A),. Sei nun Q ein
Punkt aus der Menge t. Dieser ist insbesondere verschieden von den Punkten A’, A}, und es
gilte offenbar A’ x A}, x Q, denn sowohl Q x A’ x A}, als auch A’ x Q x A;, fiihrten sofort zum
Widerspruch. Wir erhielten A’ x U * A}, x Q und insbesondere U x A}, x Q, was wegen A}, € s
und Q € tim Widerspruch zur charakterisierenden Eigenschaft von U steht. #

Der Punkt U liegt auch nicht in ¢,

denn: Nehmen wir an, U ldge in t und V wire der eindeutig bestimmte Punkt auf dem Strahl

UC mit UV = AB.ImFall V € ¢ lage V auf dem Strahl A’B’. Das lieferte A’ x V x U, was
wegen A’ € s im Widerspruch zur Konstruktion von U steht. Also miisste V in der Menge s

liegen. Lage V speziell auf dem Strahl /Td , so folgte V x A’ x U, also Al < VU = m, SO
dass im Widerspruch zu U € t die Anordnung V « A’ x U x A} gélte. V ldge somit nicht auf dem
Strahl A’C’, und es gdbe eine natiirliche Zahl n mit A’ x V x A},. Wegen U € t gélte weiterhin
A’x A} % U und somit A’ x V x A}, « U. Es folgte A, U < UV, was wegen UV = A} A] | mittels
3.18 zu AU < A A! , fithrte. Das wiederum implizierte Aj, x U x A’

Insgesamt erhielten

n+1 n+l*
wir A’ x Vx Ay x U x A, ; und deshalb A’ x U % A] ;. Weil die Punkte A’ und AJ, ,, in s ligen,
lage auch der Punkt U in s, was ein Widerspruch ist. #
Unsere Annahme t # & ist damit nicht haltbar. O

4.2 Euklidische Ebenen

Wir wollen nun den bereits in der Einleitung dieses Kapitels beschriebenen Begriff der euklidi-
schen Ebene in einer Definition festhalten:

Definition 4.6. Eine Hilbertebene, die das Vollstindigkeitsaxiom (V) und das Parallelenaxiom (P)
erfiillt, heifit euklidische Ebene.

Definition 4.7. Ein Isomorphismus im Sinne von Definition 3.30 zwischen zwei euklidischen Ebenen
heifit ein Isomorphismus euklidischer Ebenen. Ein Isomorphismus von einer euklidischen Ebene I
auf sich selbst heifSt ein Automorphismus von . Die Menge der Automorphismen von I wird mit
Aut([B) bezeichnet.
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Beispiel 4.8. Nach den Beispielen 2.12, 3.24 und 4.4 ist die reelle affine Standardebene |t := A%(R) =
(]RZ,G]R, *, 2, ~) eine euklidische Ebene. Wir nennen sie das kartesische Modell der euklidischen
Standardebene.

Das zentrale Resultat in der Theorie der euklidischen Ebenen ist der folgende Satz:

Satz 4.9 (Hauptsatz fiir euklidische Ebenen). Jede euklidische Ebene ist isomorph zu IE.

Der Beweis dieses Satzes ist sehr aufwandig und wird hier nicht durchgefiihrt. Eine ausfiihr-
lichere Darstellung findet sich in den Abschnitten 4.3 bis 4.8 unseres Lehrbuchs , Grundlagen
der ebenen Geometrie”.

Eine Folgerung ist, dass wir den Beweis einer behaupteten Aussage in einer beliebigen eu-
klidischen Ebene stets in der euklidischen Standardebene [E fiihren diirfen und dabei sowohl
analytische als auch synthetische Methoden heranziehen konnen. Fiir ,Sei IE die euklidische
Standardebene.” schreiben wir kiinftig auch kurz (IE).

Als ein erstes Beispiel wollen wir die synthetisch eingefiihrten Begriffe des Erganzungswinkels
und des Inneren eines Winkels mit dem in Abschnitt 1.3 eingefiihrten analytischen Winkelmafs
quantitativ untersuchen:

Proposition 4.10 (IE). Seien A,B,C,D € R2 vier Punkte, so dass sowohl A, B, C als auch A, B, D in
allgemeiner Lage sind. Dann gilt

(a) Sind LCAB, ZBAD Erginzungswinkel, dann gilt LCAB + {BAD = 1. Insbesondere ist
ZCAB genau dann ein rechter Winkel, wenn L CAB = 7 ist.

(b) Liegt der Punkt D im Inneren von ZBAC, so gilt {BAD + ADAC = £{BAC.

Beweis. Wir beweisen zunéchst (a). Seien also ZCAB und ZBAD Ergéanzungswinkel. Dann gilt
Cx A% D, so dass es eine Bewegung gibt, die A auf den Ursprung und C, D auf Punkte auf der
x-Achse abbildet, die auf verschiedenen Seiten von A liegen. Da Bewegungen Winkelgrofien
unverdndert lassen, konnen wir ohne Einschriankung von dieser Situation ausgehen. Weiter
konnen wir C und D durch beliebige Punkte ihres jeweiligen von A ausgehenden Strahls erset-
zen. Insgesamt konnen wir daher fiir geeignete by, b, € R ohne Einschrankung annehmen, es
gelte
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Mit (1.11) folgt

(C[B) _ b _ (B|D) _ —cos £LBAD.

cos LCAB = = = — =
ICIl- 1Bl [IB] Bl - ID]]

Da beide Winkelmafe im Intervall (0, 77) liegen, haben wir damit (a) gezeigt.

Beim Beweis von (b) konnen wir ohne Einschrankung von

) w0 ()

ausgehen. Da D im Inneren des Winkels ZBAC liegt, liegen B und C nach Lemma 3.22 auf

verschiedenen Seiten der Geraden iﬁ, also der x-Achse. Ohne Einschrankung liege B in der
oberen und C in der unteren Halbebene. Weil wir weiter B und C durch beliebige Punkte ihres
jeweiligen von A ausgehenden Strahls ersetzen konnen, diirfen wir sogar annehmen, es gelte

2= (%) wa = ()

B=())

D=((1))

C=(%)
Wegen CD | folgt mit den Uberlegungen aus Beispiel 3.3

~sgnen+0) =sgn((( 7)1 () =senic | 54)
—sen((D [ B4) =sgn((() | (5, ) =~ sen(D)
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und somit by 4 ¢; > 0. Mit (1.16) erhalten wir

. |det(B D)| 1 ) |det(D C)| 1
sin{BAD = = und sin£DAC = = .
IBIl- DI [IBIl D[ - (Il IC]l

Mit den Additionstheoremen von Sinus und Kosinus folgt nun

sin({BAD + £DAC) = sin {BAD cos £ DAC + cos {BAD sin £ DAC
1 C1 b1 1 1+ bl
= + = > 0,
IBIFIICH  [IBIICl [IBIIC]
cos({BAD + £DAC) = cos £BAD cos ADAC — sin {BAD sin { DAC
o b1 C1 B 1 1 _b1C1—1_<B|C>
IBILIICH[BIIClIIBIICI IBIIIC]

= cos £LBAC.

Hieraus ergibt sich schliefllich wie verlangt £ BAC = LBAD + £DAC. O

4.3 Kreise

Kreise als geometrische Figuren haben wir bereits in Abschnitt 3.9 eingefiihrt. Da wir nun auch
analytisch argumentieren diirfen, bietet sich aber eine etwas eingdngigere Notation an. Von
nun an schreiben wir fiir alle M € R? und alle ¥ € R

K, (M):={PeR?||P—- M| =r}

fiir den Kreis mit Mittelpunkt M und Radius r. Das ist insofern mit der alten Notation kompa-
tibel, als fiir jeden beliebigen Punkt A € K, (M) die Identitdt K, (M) = K(M, A) gilt. Die Punkte
P € R? mit |P — M|| < r liegen innerhalb von K,(M), die Punkte mit ||P — M|| > r auferhalb.

Wir hatten schon in Proposition 3.70 festgestellt, dass ein Kreis mit einer Geraden durch sei-
nen Mittelpunkt immer genau zwei Schnittpunkte hat. Wir wollen nun den Durchschnitt eines
Kreises mit einer beliebigen Geraden studieren:

Proposition 4.11 (E). Sei K = K,(M) ein Kreis mit M € R? und r € R, und sei § = gp,, eine
Gerade in Gg mit P,v € R? und v # 0. Dann gilt:

(@) Genau dann besteht K N g aus zwei Punkten, wenn
IP—M|2 <P+ (P—M| HZH>2

gilt. In diesem Fall nennt man g eine Sekante von K.

(b) Genau dann besteht K N g aus einem Punkt, wenn
IP= M| =7+ (P = M| )

gilt. In diesem Fall nennt man g eine Tangente von K.
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(c) Genau dann ist K N g leer, wenn
IP—M|2 >+ (P—M| HZH>2

gilt. In diesem Fall nennt man g eine Passante von K.

In den Fiillen (b) und (c) besitzt g keine Punkte im Inneren von K.

(Pr]it)
. P3
P

Py
r
M

Abbildung 4.1: Der Durchschnitt von K und g ist zwei-, ein- bzw. nullelementig, falls der Lot-
fuspunkt von M auf g im Kreis bzw. auf dem Kreis bzw. aufierhalb des Kreises liegt.

Beweis. Sei Q = P + Av € ¢ miteinem A € R. Dann gilt:

Q € Ki(M)
—=r=[Q-M|
=r=Q-M*=(Q-M|Q-M)=(P+Av—M|P+Av— M)
= ||P — M|*> +2A(P — M | v) + A?||v|?
= 0= o> A +2(P-M|0v)- A+ (|P - M|*~7?)

Das ist eine quadratische Gleichung in A, deren Losungsmenge in Abhéngigkeit vom Vorzei-
chen € {+,0, —} ihrer Diskriminante

(2(P— M| 0))" ~4-|[o|*- (| P~ M| — )
= —4ljelf* (P = MIP =7 = (P = M| - )?)
zweielementig, einelementig oder leer ist. In den Féllen (b) und (c) gilt wegen Q € ¢ = gg
1Q = MIP 2 7 +(Q = M| ) = 72
so dass g keinen Punkt im Inneren von K besitzt. O]

Korollar 4.12 (E). Sei K = K,(M) ein Kreis mit M € R? und r € R~ und sei § = gp, eine Gerade
in Gg mit P,v € R? und v # 0. Sei weiter Q ein Element im Durchschnitt K N g. Dann sind folgende
beiden Aussagen dquivalent:

(i)  gist Tangente an K,
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(i) £(Q—-M,v)=73.
Beweis. Ohne Einschrankung setzen wir P = Q. Nach Proposition 4.11 gilt dann
g Tangentean K <= [|Q — M|?* =" +(Q— M | HZH>2
Da wir Q als Element des Kreises angenommen hatten, ist ||Q — M|| = r, und wir haben
¢ Tangente an K <= (Q — M | HZH)Z =0
<~ (Q—-M) Lo
= L(Q— M) = g
O
Wir wissen jetzt, wie viele Schnittpunkte eine gegebene Gerade mit einem gegebenen Kreis hat,

und wollen noch etwas tiber die Lage dieser Schnittpunkte in Erfahrung bringen. Zunachst
fithren wir dazu eine Hilfsgrofie ein:

Definition 4.13 (E). Sei K = K, (M) ein Kreis mit M € R? und r € R~o, und sei P € R? ein Punkt.
Dann heifSt
xk(P) == ||P — M|* — 1?

die Potenz von P in Bezug auf K.

Offensichtlich gibt das Vorzeichen der Potenz Auskunft dariiber, ob der Punkt P in K, auf K
oder aufSerhalb von K liegt. Der Betrag der Potenz liefert dafiir Informationen tiber die (relative)
Lage der Schnittpunkte von Sekanten oder Tangenten von K in P.

B

Abbildung 4.2: Eine Sehne eines Kreises K ist die Strecke zwischen den beiden Schnittpunkten
einer gegebenen Sekante von K.

Satz 4.14 (Zwei-Sehnen-Satz, ). Sei K = K,(M) ein Kreis mit M € R? und r € R~ und sei
P € R? \ K ein Punkt. Sei weiter g eine Sekante von K durch P mit g N K = { A, B}. Dann gilt

P — All-|[P = Bl[ = [« (P)],

fiir alle durch P verlaufenden Sekanten von K ist also das Produkt der sogenannten Sehnenabschnitte
gleich.
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Beweis. Sei gpy eine Sekante durch P mit ||v|| = 1. Genau dann liegt Q := P + Av im Durch-
schnitt g¢p, N K, wenn

0= o> A*+2(P—=M|v)- A+ (|P— M|*—7?)
=A24+2(P— M |v) A+ xg(P)

gilt; das ist genau wie im Beweis von Proposition 4.11. Da gp, eine Sekante von K ist, hat diese
quadratische Gleichung in A zwei reelle Losungen A; # A,. Es gilt also kg (P) = A1 - A2 und
ohne Einschrankung A = P + Ajv und B = P + A,v. Es folgt die Behauptung

[P = Al[ - [|P = B[ = [[A12] - [[A20] = |A1 - Aa| = [kk(P)].
O

Satz 4.15 (Sehnen-Tangenten-Satz, ). Sei K = K, (M) ein Kreis mit M € R? und r € R, und sei
P € R? ein Punkt auferhalb von K. Seien weiter g eine Sekante von K durch P mit g N K =: {A, B}
und t eine Tangente an K durch P mit t N K =: {C}. Dann gilt

IP— Al - [P = B| = ||P - C||* = [xx(P)|.

Beweis. Nach dem Zwei-Sehnen-Satz 4.14 ist nur das zweite Gleichheitszeichen zu zeigen. Des-
sen Beweis erfolgt analog, aufier, dass es statt zwei verschiedenen Nullstellen A, A; der qua-
dratischen Gleichung nurmehr eine doppelte Nullstelle y gibt. O

Wir wollen uns jetzt dem Problem des Durchschnitts zweier Kreise widmen und betrachten da-
zu die Menge der Punkte, die beziiglich zweier verschiedener Kreise die gleiche Potenz haben.
Es stellt sich heraus, dass diese eine Gerade ist, deren Durchschnitte mit je einem der betei-
ligten Kreise mit dem Durchschnitt der Kreise untereinander iibereinstimmen. So lasst sich die
Frage des Durchschnitts zweier Kreise auf die bereits behandelte Frage des Durchschnitts eines
Kreises mit einer Geraden zuriickfiihren:

Proposition 4.16 (EE). Fiir je zwei Kreise K1 = K,(M) und K = Ks(N) mit M # N € R? und
r,s € Ry gilt:

(@) pi.k = {P € R? | kg, (P) = xk,(P)} ist eine Gerade in T, die sogenannte Potenzgerade von
Ki und K».

®) pr.k L MN,
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(c) KinNKy=KjnNpkk =Ko pk, k-

Insbesondere schneiden sich zwei verschiedene Kreise in hochstens zwei Punkten.

Beweis. Zum Nachweis von (a) sei P € R?. Dann gilt
P € pk, x, < &k, (P) = xx,(P)
< ||[P—M|*—r*=||P-N|* -5
<= ||P|* = 2(P | M) + [ M[]* = 7* = |[P||> = 2(P | N) + |N|* - 5°
= (PIN-M) = %(rz =+ N2 = [ M]).
Aufgrund von M # N ist pk, k, insbesondere nicht leer. Ist nun A € pg, k, fixiert, so ergibt sich
Pepx, <= (PIN-M)=(A|N-M)<= (P-A|N—-M)=0.

Die obige Gleichung beschreibt genau die Hesse’sche Normalform der Geraden g4 (n_a1)t,
was neben (a) auch (b) impliziert. Die erste Gleichung in (c) ergibt sich nun direkt aus der
Aquivalenz
P € Ki N Ky <= «k,(P) = 0und g, (P) =0
<= kg, (P) = 0und kg, (P) =«
<= P € KN pxk, K,/

Kz(P)

und die zweite Gleichung folgt aus Symmetriegriinden. O

Nachdem wir nun wissen, dass der Durchschnitt zweier verschiedener Kreise hochstens zwei
Elemente hat, wollen wir nun herausfinden, unter welchen Voraussetzungen es keinen, einen
oder zwei Schnittpunkte gibt. Dabei hilft uns das folgende Lemma:

Lemma 4.17 (E). Sei ¢ eine Bewegung der euklidischen Standardebene I, und sei K = K,(M) ein
Kreis mit M € R? und r € R~o. Dann gilt

¢(K:(M)) = K;(¢(M)),

insbesondere bilden also Bewegungen Kreise auf Kreise ab.

Beweis. Sei zundchst P € K,(M) ein Punkt. Dann gilt mit den bekannten Bewegungseigen-
schaften ||p(M) — ¢(P)|| = ||M — P|| = r, so dass ¢(P) in K,(¢(M)) liegt. Es folgt

(K (M)) C K (¢(M)).
Da nach Beispiel 3.31 mit ¢ auch ¢! eine Bewegung ist, gilt analog
¢~ (Ki(@(M))) € Ki(g™" 0 9(M)) = Kr(M).

Zusammengenommen erhalten wir

K. (M) = (¢~ 0 9) (K (M)) = ¢~ (¢(K:(M))) C ¢~ (Ke(@(M))) C K (M),

so dass in allen Teilmengenbeziehungen Gleichheit gelten muss, was das Lemma zeigt. O
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Satz 4.18 (Kreis-Kreis-Schnitt-Eigenschaft, E). Fiir zwei Kreise K1 = K, (M) und K, = K;(N) mit
M,N € R? und r,s € R~ sind die folgenden beiden Aussagen iquivalent.

(i) Ky besitzt einen Punkt innerhalb und einen Punkt auflerhalb von Ky.!
(ii) ’Kl N Kz’ =2
Beweis. Da im Fall M = N stets sowohl Aussage (i) als auch Aussage (ii) falsch ist, konnen wir

fir den Rest des Beweises ohne Einschrankung M # N annehmen, und da die Fragestellung
unter Bewegungen invariant ist, sogar

Ky = K,(<8>) und K = Ks(N) mit N = (’S) fiir ein 1 > 0.

Fiir einen Schnittpunkt S = (;) gilt

SeKiNKy=||S—M| =rund||S—N| =5
= *+yP=rund (x —n)’ +y* =¢°
= 2xn—n*=x*— (x —n)?> =r* -
1?2 —s?+n?
— ="
2n

Die x-Koordinate eines Schnittpunkts ist also eindeutig. Da jeder Schnittpunkt insbesondere
auf Kj liegen muss, folgt daher

s, (P24 n?\? N
KiNKy| =2<«=y " =r"— oy hat zwei Losungen
12 —s? +n?
<:>—1’<T<1’

0
&)—2nr<r2—sz—|—n2<2nr

<:>(n—r)2<52<(n+r)2

() (i) ()

“— <S> liegt innerhalb von K; und (—Or> liegt aufserhalb von Kj.

Es verbleibt zu zeigen, dass dies dquivalent dazu ist, dass es auf K; je irgendeinen Punkt inner-
halb beziehungsweise aufierhalb von K gibt. Dem ist aber so,

denn: Aus der Analysis wissen wir, dass sich ein beliebiger Punkt P € K; in der Form

rcost
rsint

P:H0:<

> mit einem t € R

1 Aus Symmetriegriinden besitzt dann auch K einen Punkt innerhalb und einen Punkt auferhalb von K.
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schreiben ldsst. Durch den Abstand

|P(t) = N|| = \/T’ZSiI’l2t—|— (n—rcost)? = \/r2 — 2nrcos t + n2

ist offenbar eine stetige Funktion in der Variablen t € R gegeben. Wegen n > 0 nimmt diese
ihre (globalen) Minima in t € 2Z7t und ihre (globalen) Maxima in t € (2Z + 1) 7t an. Es ist also
(¢) derjenige Punkt von Kj, der den kleinsten Abstand zu N hat, und (7;") der Punkt von K; mit
dem grofiten Abstand. Gibt es nun irgendwelche Punkte A, B € Kj, so dass A innerhalb und B
auflerhalb von K liegt, dann folgt mit dem soeben Bewiesenen

r —r
o> A= N 2 ()~ NI wnd <[5 N] < ()~

Es liegt also auch () innerhalb und (7;") auflerhalb von K. Da die andere Schlussrichtung
trivial ist, folgt hieraus die Behauptung. #

O]

Die gerade nachgewiesene Kreis-Kreis-Schnitt-Eigenschaft ist nicht besonders gut dafiir geeig-
net, fiir zwei gegebene euklidische Kreise tatsdchlich nachzupriifen, ob sie sich schneiden. In
diesem Kontext ist das folgende, angenehmere Kriterium sehr niitzlich. Es ergibt sich unmittel-
bar aus dem Beweis von Satz 4.18 und macht auch eine Aussage, wenn zwei gegebene Kreise
nur einen oder gar keinen Punkt gemeinsam haben:

Korollar 4.19 (). Fiir K1 = K,(M) und Ky = K¢(N) mit M,N € R?, r > s € R und K; # Ky
qilt

IM—NJ| —r|<s <= |KiNKy| =2,
IM—NJ| —r|=s <= |KiNKy| =1,
IIM—=N| —r]>s <= |KiNKy=0.

Wir wollen im Rest dieses Abschnitts Kreise dazu verwenden, Dreiecke genauer zu studieren:

Satz 4.20 (Peripheriewinkelsatz, E). Seien A # B € R? Punkte auf dem Kreis K,(U) um einen
Punkt U € R? mit einem Radius r € R~g. Seien weiter die Seiten der Gerade AB mit Sy und S,
bezeichnet. Dann gilt fiir einen von A und B verschiedenen Punkt C € K,(U) N Sy

T4 AUB fiirl € Sy,
LACB={1z fir U € AB,
n—LAUB fiirl € S,.

Insbesondere ist die Winkelgrifle £ ACB nicht von der Wahl des Punkts C € K,(U) N Sy abhingig.
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Abbildung 4.3: U und die drei Punkte C;, Cy, C3 liegen auf derselben Seite der Geraden zwi-
schen A und B. Die markierten drei Winkel sind also kongruent.

Beweis. Sei C € K,(U) N S ein beliebiger aber fest gewdhlter Punkt. Dann unterteilt das Drei-
eck AABC das Innere des Kreises in vier durch die Lage auf den verschiedenen Seiten von

zﬁ, AC und BC definierte Teile und die drei Dreiecksseiten AB, AC und BC selbst. So ergeben
sich fiir den Beweis des Satzes sieben Félle, von denen wir hier allerdings nur einen behandeln
wollen. Die iibrigen Falle werden in Ubungsaufgabe 4.4 behandelt.

Liege daftir U im Sinne von Definition 3.27 im Inneren des Dreiecks AABC. Nach dem Satz
von der Winkelsumme 1.68 fiir das Dreieck AAUB gilt

LAUB = m— AUAB — LUBA.

Da U insbesondere im Inneren der Winkel ZCAB und ZCBA liegt, gelten nach Proposition 4.10
AUAB = £CAB — £CAU und 4£UBA = £CBA — £CBU.

Eingesetzt erhalten wir

LAUB = 71 — ({CAB — £CAU) — ({CBA — £CBU)
= (m— £LCAB — LCBA) + (LCAU + £LCBU).

Mit dem Satz von der Winkelsumme 1.68 fiir das Dreieck A ABC folgt
£LAUB = LACB + (LCAU + £CBU).

Nun ist U auch der Umkreismittelpunkt des Dreiecks AABC, so dass ||{U — A|| = ||U — B|| =
|U — C|| gilt und also die Dreiecke AAUC und ABUC gleichschenklig sind.

Insbesondere gilt nach Proposition 3.54

ZCAU ~ ZACU und ZCBU ~ ZUCB.
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Setzen wir dies ein, so erhalten wir
£AUB = LACB+ (£LACU + LUCB) = 2L ACB,

wobei wir fiir das letzte Gleichheitszeichen verwendet haben, dass U auch im Inneren des
Winkels ZACB liegt. Damit ist die Behauptung in diesem Fall bewiesen. O

Korollar 4.21 (Satz des Thales, E). Seien A, U, B € R? drei Punkte mit Ax U x B und |U — Al =
U — BJ|. Ist dann C € R? ein dritter Punkt auf dem Kreis K(U, A), so ist der Winkel / ACB ein
rechter.

Beweis. Das ist gerade der Peripheriewinkelsatz fiir U € AB. O

Satz 4.22 (Verschirfung des Sinussatzes, E). Sei AABC ein Dreieck mit Winkelgrifien (a, B, ),
Seitenlingen (a, b, c) und Umkreis K,(U). Dann gilt

a b c

sina sinf  sinvy’

Beweis. Ohne Einschrankung liege U auf derselben Seite von AB wie C.2 Nach dem bereits
gezeigten Sinussatz 1.69 geniigt es fiir den Beweis des Satzes siny = 5. zu zeigen. Da U und
C auf derselben Seite von AB liegen, liegt der zweite Schnittpunkt C der Geraden BU mit dem
Kreis K, (U) auch auf derselben Seite wie C.

Nach dem Peripheriewinkelsatz 4.20 gilt also weiterhin {ACB = 7. Andererseits ist aber
i := ||C — B|| = 2r leicht zu berechnen, und nach dem Satz des Thales 4.21 ist Z/CAB ein
rechter Winkel. Da nach Korollar 1.70 der Sinus eines Winkels in rechtwinkligen Dreiecken als
Quotient der Langen von Gegenkathete und Hypothenuse ausgedriickt werden kann, gilt die
zu beweisende Beziehung

siny =

ST Y
N
Ly

O]

2Ist dies nicht der Fall, so liegt U zwangslaufig auf derselben Seite von BC wie A, und wir konnen nach einer
Umbenennung der Punkte A, B, C denselben Beweis fiihren. Das schliefit ausdriicklich auch den Fall mit ein, dass
U auf der Strecke AB liegt.
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Satz 4.23 (Eulergleichung, ). Sei AABC ein Dreieck mit Schwerpunkt S, Hohenschnittpunkt H
und Umbkreismittelpunkt U. Dann gilt die Eulergleichung

35 = H+2U.

Beweis. Nach Definition gilt fiir den Schwerpunkt 3S = A + B + C. Es folgt
(3S|B—A)=(A+B+C|B—-A)=(A+B|B—-A)+(C|B—-A).
Nach Definition ist B — A ein Normalenvektor der Geraden /¢ bzw. m 4. Die jeweiligen Hes-
se’schen Normalformen (vgl. Beispiel 3.3) lauten also
he={PeR*|(P|B—A)=(C|B-A)},

map = {PER?| (P| B~ A) = (2(A+B)| B~ A}}.

Mit H € hc und U € m4p folgt
(H|B—A)=(C|B—A),
(U|B—-A)=(A+B|B—A).
Zusammengenommen ergibt sich
(3S|B—A)=QU|B—-A)+(H|B—-A)
und somit
(3—-2U—-H|B—-A)=0.

Analog kann man (35 —2U — H | C — A) = 0 zeigen. Nun sind aber die Punkte A, B, C in
allgemeiner Lage, so dass insbesondere B — A und C — A eine Basis von R? bilden. Da das
Skalarprodukt in der euklidischen Standardebene nicht ausgeartet ist, folgt 3S —2U — H = 0
und somit der Satz. O

In Ubungsaufgabe 4.6 zeigen wir, dass Schwerpunkt, Hohenschnittpunkt und Umkreismittel-
punkt genau dann paarweise verschieden sind, wenn das zugehorige Dreieck nicht gleichseitig
ist. In diesem Fall gilt noch folgende erstaunliche Folgerung;:

Korollar 4.24 (). Sei AABC ein nicht gleichseitiges Dreieck mit Schwerpunkt S, Hohenschnittpunkt
H und Umbkreismittelpunkt U. Dann gelten die folgenden beiden Aussagen.
(a) Esgilt H* S x U, insbesondere sind die Punkte H, S, U kollinear.

JH-s| _
®) s =2

Die Gerade HU heift die Eulergerade von AABC.

Beweis. Aus 3S = H + 2U folgt S = }H + 3U. Da nach Ubungsaufgabe 4.6 in einem nicht
gleichseitigen Dreieck der Hohenschnittpunkt und der Umkreismittelpunkt verschieden sind,
folgt daraus H % S x U sowie

2 2 1 1
H-S|=|sH-Uu|=2-||zH-zU||=2-|S-U| =2-||U-S5]|.
|H =S|l = I5H - SUll =2 | 3H - 3Ull =2+ s — Ul =2 |u - 5|
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4.4 Die Inversion am Kreis

Mit den Methoden von Abschnitt 4.3 studieren wir nun mit den Kreisspiegelungen eine neue
Klasse von Abbildungen in der euklidischen Standardebene. Diese werden wir in Abschnitt
5.1 dazu benutzen, ein Modell einer Hilbertebene ohne Parallelenaxiom zu konstruieren. Wir
werden in diesem Abschnitt nicht alle Resultate beweisen. Die fehlenden Beweise kénnen in
Abschnitt 5.3 unseres Lehrbuchs ,Grundlagen der ebenen Geometrie” nachgeschlagen werden.

Definition 4.25 (E). Zu einem gegebenen Kreis K,(M) definieren wir die Abbildung
oom: REN{M} — R~ {M},

indem wir jedem A € R? \ {M} den eindeutig bestimmten Punkt o, p1(A) auf dem Strahl MA mit
1M — Al [M = m(A)]| =7

zuordnen. Die Abbildung o, heifit die Inversion oder auch Spiegelung am Kreis K,(M), und
o m(A) heifit das beziiglich K, (M) zu A Inverse.

or,M(A)

Wir fixieren fiir den Rest dieses Abschnitts einen Kreis K := K,(M) und schreiben kurz o fiir
0y M- Unmittelbar aus Definition 4.25 folgt:

Proposition 4.26 (E). (a) ¢ o0 = idg>. - Insbesondere ist o bijektiv und zu sich selbst invers.

(b) o bildet Punkte im Inneren von K auf Punkte aufSerhalb von K ab und umgekehrt. Punkte auf K
werden auf sich selbst abgebildet.

Ab sofort verwenden wir fiir einen beliebigen Punkt A € R? \. {M} die abkiirzende Schreib-
weise A’ := ¢(A). Wir geben nun im Fall, dass A innerhalb von K liegt, eine geometrische
Konstruktion fiir A’ an:

Proposition 4.27 (E). Sei A € R? \. {M} ein Punkt im Inneren von K. Seien weiter P und Q die
Schnittpunkte der Lotgeraden {;; A mit K und tx P bzw. txQ die Tangenten an K in P bzw. Q. Dann

schneiden sich die drei Geraden tg P, txQ und AM im Punkt A’,

Beweis. Die drei Geraden txP, txQ und AM haben einen gemeinsamen Schnittpunkt S,

denn: Der Schnittpunkt von m mit txP heiffe Sp, der mit txQ entsprechend Sg. Wegen
MP = MQ ist das Dreieck AMPQ gleichschenklig. Nach dem SSrW-Kriterium 3.68 sind da-
her die Dreiecke AMAP und AMAQ kongruent, insbesondere gilt /PMA ~ ZQMA. Nach
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dem WSW-Kriterium 3.56 sind schliefslich auch die Dreiecke AMPSp und AMQSg kongruent,
insbesondere gilt MSp = MSg und somit die Behauptung. #

Die beiden rechtwinkligen Dreiecke AMAP und AMPS haben dieselbe Winkelgrofie bei M.
Mit Korollar 1.70 folgt

M- Al _ M- P|

IM—=P[  |[M=S]|

also
M —All-[[M =S| = |[M—P|*=r"
Da A’ der einzige Punkt auf dem Strahl MA mit dieser Eigenschaft ist, gilt S = A'.

M ANA'
%

Q

O
Proposition 4.28 (). Sei A € R? ~\ {M}, gm € Gr eine Gerade mit M € gy, §-m € Gr eine
Gerade mit M ¢ g und Ks(N) ein Kreis durch M. Dann gilt:
(@ o(MA~{M})=MA~{M},
(®) olgm~ {M}) = gm ~ {M}.
(c) o(g-m) ist ein Kreis durch M, bei dem der Punkt M entfernt ist.
(d) o(Ks(N)~ {M}) ist eine Gerade, die nicht durch M geht.
Beweis. Behauptung (a) folgt unmittelbar aus der Definition von ¢ und aus ¢ o ¢ = idg2. {1},
und Behauptung (b) folgt direkt aus (a).

Zum Beweis von Behauptung (c) betrachten wir nun L := L,_, M, seinen Spiegelpunkt L’ und
den Kreis

1
Ks(N) mitN := E(M+L/) und s := ||’ — N|[.
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Wir zeigen 0(g-pm) = Ks(N) ~ {M}. Sei dafiir zunéchst P € gy beliebig. Dann hat die Gerade
auler M noch einen zweiten Schnittpunkt Q mit dem Kreis K;(N),

denn: Sonst wire MP die Tangente an Ks(N) in M und stiinde somit senkrecht auf MN =
Ly \wM. Dann wiren g-p und MP parallele Geraden durch P, also identisch. Das kann nicht
sein, da dann M auf g lage. #

Nach dem Satz von Thales 4.21 ist /Z/MQL' ein rechter Winkel. Andererseits ist nach Konstruk-
tion ZMLP ebenfalls ein rechter Winkel, so dass mit Korollar 1.70

IM-Qll _ IM-L|
IM—L| ~ M- Pl

folgt. Mit Definition 4.25 erhalten wir
IM—P|| - [M=Ql = [M—L|-M-L| =7
und somit P’ = Q € Ks(N) ~ {M}.

Fiir einen beliebigen Punkt Q € K;(N) \ { M} sind umgekehrt die Geraden MO und g-m nicht
parallel,

denn: Sonst stiinde m orthogonal auf MN und wire somit eine Tangente an K;(N), was nicht
sein kann, da M( 3 ja zwei voneinander verschiedene Schnittpunkte mit Ks(N) hat. #

Bezeichnen wir den Schnittpunkt von m und ¢-p mit P, dann sind wieder ZMQL’ und
ZMLP rechte Winkel, und mit derselben Argumentation wie gerade eben folgt Q = P’ €
0(g-m)- Insgesamt haben wir somit Behauptung (c) gezeigt.

Behauptung (d) zeigt man analog zu Behauptung (c). O

Auch wenn wir das o-Bild eines Kreises, der nicht durch M geht, noch nicht kennen, legt Propo-
sition 4.28 nahe, im Kontext der Inversion am Kreis Geraden und Kreise in einem gemeinsamen
Oberbegriff zusammenzufassen:

Definition 4.29 (). Eine Teilmenge von R?, die eine Gerade oder ein Kreis ist, nennen wir auch eine
verallgemeinerte Gerade. Fiir eine beliebige verallgemeinerte Gerade g und ein beliebiges P € g heifst

ppo_ )8 fiir g eine Gerade,
£ ) die Tangente an g in P fiir g ein Kreis

die Tangente an die verallgemeinerte Gerade g im Punkt P.
Proposition 4.30 (IE). Fiir eine verallgemeinerte Gerade g mit g N K = {P, Q} gilt:

(@) txP L t,P <> t,P = MP,

(b) txP L tsP <= txQ L t;Q. Im Orthogonalititsfall heifien K und g zueinander orthogonal.
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Beweis. Wir zeigen zundchst Behauptung (a). Nach Korollar 4.12 gilt txP L MP. Gilt nun zu-
nédchst t,P = W, so folgt sofort

txP L MP = T,P.
Gilt umgekehrt tx P | t,P, so folgt daraus

MP L t¢P 1 t,P
und also P || MP. Mit P € teP N MP erhalten wir teP = MP und insgesamt somit Behaup-
tung (a).

Zum Beweis von Behauptung (b) geniigt es offenbar, eine der behaupteten Implikationen zu
zeigen. Gelte also ohne Einschrankung txP L toP. Nach Teil (a) gilt dann ¢, P = MP.

Fall 1: g ist eine Gerade. Nach Voraussetzung gilt Q € ¢ = t,P = MP, also g = m Nach
Korollar 4.12 folgt txQ L m = ¢ = t;Q und somit Behauptung (b) in diesem Fall.

Fall 2: ¢ ist ein Kreis. Schreiben wir § = K;(N), so gilt nach dem SSS-Kriterium 3.56 die
Kongruenz von Dreiecken AMPN = AMQN und insbesondere die Kongruenz von Winkeln
ZMPN ~ ZMQN. Analog zu t,P = MP zeigt man txP = NP, so dass wegen tgP | t,P der
Winkel ZMPN ~ ZMQN ein rechter Winkel ist. Es folgt m il m und mit Korollar 4.12
weiter txQ = m und t,Q = m Das zeigt Behauptung (b) auch in diesem Fall.

K
P

Proposition 4.31 (). Fiir einen Kreis Ks(N) gelten die folgenden Aussagen:

(@) Ist Ks(N) orthogonal zu K, so gilt 0(Ks(N)) = Ks(N) und M ¢ Ks(N).

(b) Gibtesein A € Ks(N) ~ Kmit A" € Ks(N), so ist Ks(N) orthogonal zu K.

Beweis. Sei Ks(N) orthogonal zu K mit Schnittpunkten P und Q. Nach Teil (a) von Proposition

4.30 gilt dann tg ()P = MP und te,n)Q = . Fiir einen beliebigen Punkt A € Ks(N) ~\
{P, Q} schneidet die Gerade AM den Kreis K, (N) in einem weiteren Punkt B,

denn: Hatte die Gerade AM keinen weiteren Schnittpunkt mit Ks(N), so gélte AM = tr,(n)A-
Mit AM, MP und m gdbe es also drei paarweise verschiedene Tangenten an K;(N) durch M.
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Das kann aber nicht sein, denn nach Korollar 4.12 wédren dann ZMAN, ZMPN und ZMQN
allesamt rechte Winkel, so dass nach dem Satz des Thales 4.21 die drei paarweise verschiedenen
Punkte A, P, Q im Durchschnitt von Ks(N) mit dem , Thaleskreis” K (%(M + N),N) ldgen. Da
sich nach Proposition 4.11 eine Gerade und ein Kreis in hochstens zwei Punkten schneiden,
wiren die drei Punkte A, P, Q in allgemeiner Lage. Nach dem Umkreissatz 3.71 stimmten daher
die Kreise Ks(N) und K(3(M + N), N) jeweils mit dem Umkreis des Dreiecks AAPQ und
damit auch miteinander tiberein. Wegen N € K(1(M + N),N) und N ¢ K;(N) kann das aber
nicht sein. #

Nach dem Sehnen-Tangenten-Satz 4.15 gilt jetzt
IM— Al [[M—B|| = |[M—P|}* =7

Nach Definition 4.25 ist also B = A’ € Ks(N). Da A in K;(N) \ {P, Q} beliebig gewihlt war
und mit

PP=PcKy(N) und Q =Q € K(N)

folgt die Inklusion 0(Ks(N)) C Ks(N). Mit 0 o 0 = idg2 qyy erhalten wir auch die umgekehrte
Inklusion und insgesamt (K, (N

Wire schliellich M € K,(N), so lagen nach der gerade erfolgten Diskussion fiir ein beliebiges
A € K;(N) ~ {P,Q} die drei kollinearen Punkte M, A, A’ allesamt auf dem Kreis K;(N), was
nicht sein kann, da sich nach Proposition 4.11 eine Gerade und ein Kreis in hochstens zwei
Punkten schneiden. Zusammengefasst haben wir also Behauptung (a) gezeigt.

Wir zeigen nun Behauptung (b). Da K;(N) mit A und A’ je einen Punkt innerhalb und aufler-
halb von K enthilt, schneiden sich K und K;(N) nach Satz 4.18 in genau zwei Punkten P und
Q. Nach Definition 4.25 gilt

IM— Al - [M—A'|| =r* = [|M - P|.

Mit der Umkehrung des Sehnen-Tangenten-Satzes 4.15% folgt MP =t k,(N)P. Durch zweifache
Anwendung von Korollar 4.12 erhalten wir daraus

MP = ty (P L NP = tP.

Nach Teil (b) von Proposition 4.30 sind also K und K, (N) orthogonal zueinander, und Behaup-
tung (b) ist gezeigt. O



4.4. Die Inversion am Kreis 158

Teil (a) von Proposition 4.31 ldsst sich durch Verwendung einer zentrischen Streckung zu Pro-
position 4.32 verallgemeinern:

Proposition 4.32 (E). Fiir einen Kreis K;(N) mit M ¢ K;(N) ist 0(Ks(N)) wieder ein Kreis.

Aufgrund der Bijektivitit von o gilt fiir je zwei beliebige Teilmengen A, B C R? \ {M}
c(ANB)=0(A)No(B). 4.1)

Wir spezialisieren diese Aussage, indem wir fiir A und B jeweils verallgemeinerte Geraden ein-
setzen, um unter Verwendung der Propositionen 4.28 und 4.32 das ¢-Bild ihrer Schnittpunkte
zu studieren. Hierbei bedienen wir uns eines Tricks und fithren einen zusitzlichen Punkt co
ein. Durch Proposition 4.28 motiviert setzen wir dann die Inversion ¢ durch

P’ fir P € R2\ {M},
0(P):=qo0 fiirP=M,
M firP=oc0

auf eine Bijektion der Menge R? U {co} fort und setzen fiir eine beliebige verallgemeinerte
Gerade g

. JgU{oeo} fiir g eine Gerade,
- 8 fiir g ein Kreis.

Mit (4.1) folgt dann fiir je zwei verallgemeinerte Geraden g, /i sofort
o(gNh)y=06(8) noh). (42)

Wir wollen nun aus (4.2) eine Aussage iiber verallgemeinerte Geraden herleiten und stellen
dafiir zundchst fest, dass nach den Propositionen 4.28 und 4.32 durch die fiir den Rest dieses
Abschnitts fixierte Zuordnung

g 0(8) NR?* =: ¢’ (4.3)

verallgemeinerte Geraden auf verallgemeinerte Geraden abgebildet werden. Fiir je zwei ver-
allgemeinerte Geraden g,  gilt nun

¢ Nk =6(gnh)NR? (4.4)

insbesondere gilt die folgende Spezialisierung dieser Aussage:

Lemma 4.33 (EE). Seien g, h zwei verallgemeinerte Geraden, so dass nicht g und h beide Geraden sind.
Besteht der Durchschnitt von ¢ und h aus genau einem Punkt P € R?, so gilt

) )P} firP# M,
gﬁh_{@ filr P = M.
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Mit einigem Aufwand ldsst sich nun der folgende Zusammenhang zwischen den Tangenten
ty P’ und t, P beschreiben:

Proposition 4.34 (E). Sei g eine verallgemeinerte Gerade. Fiir ein beliebiges P € g~ { M} gilt:
P = Oy (tgP)  fiir P € g\ (KU{M}),
g orep(tP)  fiir P € gNK,
die Tangente des Bilds von g am Bild von P unter der Inversion am Kreis lisst sich also stets durch eine

Geradenspiegelung aus ty P erhalten.

Definition 4.35 (IE). Seien g, h verallgemeinerte Geraden, und sei A € g N h ein Punkt mit t; A #
tyA. Seien weiter B € g~ hund C € h\ g.

(a) Sind g und h Kreise, so gibt es Punkte By, By € teA und C1,Cy € t;, A mit
|AByNh| =1, |ABynh|=2, |ACiNngl=1 und |ACiNg|=2,
und wir setzen
5 {Bl fiir B aufSerhalb von h, = {Cl fiir C auflerhalb von g,

und C:=

B, fiir B innerhalb von h Co  fiir C innerhalb von g.

(b) Ist g eine Gerade und h ein Kreis, so gibt es Punkte By, By € t; A und C € t, A mit
|[ABinh|=1, |[ABynh|=2 und CC|g,

und wir setzen

B By fiir B aufSerhalb von h,
| B, fiir B innerhalb von h.
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Den Fall, dass g ein Kreis und h eine Gerade ist, erhiilt man natiirlich genauso.
(c) Sind g und h Geraden, so setzen wir B := B und C := C.
In allen Fillen definieren wir die verallgemeinerte Winkelgrofie £, ;) BAC beziiglich g und h durch

A(g,h) BAC = KBAC

Mit einigem Aufwand liefle sich nun zeigen, dass Inversionen am Kreis verallgemeinerte Win-
kelgrofien in folgendem Sinne erhalten:

Satz 4.36 (EE). Fiir je zwei verallgemeinerte Geraden g, h und drei von M verschiedene Punkte A €
g§Nhmitts A #t,A,Beg~\hundC e h~\ggilt

é(g/,h/)B/A,CI == K(g’h)BAC
Definition 4.37 (I£). Seien A, B,C,D € R? vier paarweise verschiedene Punkte. Dann heifst

Ja-c| [B-D|
DV(A/B,C.D) = 5D 5—q]

das Doppelverhiltnis der Punkte A, B, C, D.

Proposition 4.38 (IE). Das Doppelverhiiltnis je vier paarweise verschiedener Punkte A,B,C,D &
R? \ {M} ist invariant unter o, es gilt also:

DV(A’,B',C',D') = DV(A,B,C, D).

Beweis. Nach Definition der Inversion gilt

IM—A| _ IM=A]-[|M= A" _ -
M=c| IM=C[-||M—=A"] |[M=C]-[[M—A 45)
M-l M-c _ M-
IM=CJ[- [|M—ar] |[M— A
Hieraus folgt
—A A—
IM-4] _ |A=C]| we)

M=c - flAT=crl’

denn: Wir machen eine Fallunterscheidung.

Fall 1: M, A,C sind in allgemeiner Lage. Da A, A’ bzw. C,C’ jeweils auf demselben von M
ausgehenden Strahl liegen, haben die Dreiecke AMAC und AMC'A’ dieselbe Winkelgrofe
bei M, es gilt also LAMC = £A’MC’. Nach Definition 1.81, einem zum SWS-Kriterium 3.56
analogen Kriterium fiir Ahnlichkeit und (4.5) sind dann die Dreiecke AMAC und AMC'A’
dhnlich, insbesondere gilt (4.6).
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Fall 2: M, A, C sind kollinear. Hier gibt es in Abhédngigkeit von der Anordnung der drei Punkte
M, A, C drei Unterfille. Diese lassen sich alle sehr dhnlich beweisen, und wir fiihren nur den
Fall M x A  C vor. Hier folgt nach der Definition der Inversion am Kreis M « C’ x A’ und also

|A=Cll = [M—=C|[ = [[M—=A| und [A"=C"| =[M—A"||—|M-C.

A C
M c A
Es ergibt sich
[A=Cll _ [IM-C||—[IM—A| @5 [M—A|-[IM—A"|-[M-C'|"— M- A]
far=crflM=Af =M= IM=C[- [M=C- M= A~ - |M-C|
_ M- Al IM=A M =C T -1 as) M- A
M= [M=C[-[M-Al~t-1  [M-C|
und also (4.6).

Ersetzt man im gesamten bisherigen Beweis C und C’ durch D und D’, so erhilt man

IM—Al _ [|[A-D|
M =Dl A" =Dl
Kombiniert gilt
lA=c|l A"=D _ [M=A| [M-D _ |M~-D1
[A"=c jlA=DI  IM=C [M=-A] M-
Ersetzt man im gesamten bisherigen Beweis A und A’ durch B und B/, so erhélt man
|B—C| |B"=D _ [M-D
1B’ =l [IB=D[ M=

Zusammengefiigt ergibt sich

|A-Cll [[A°=D _ |B-C]

, [B"— D'
AT =]

lA=D] — [IB'=C'|l [|B-D|"

was sich leicht in die Behauptung DV(A’, B’,C’,D’) = DV(A, B, C, D) umformen lésst
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4.5 Ubungsaufgaben

Aufgabe 4.1 (E). Seien A ein Punkt auf einem Kreis K, t die Tangente an K in A und s eine Sekante
von K durch A. Sei weiter r derjenige Teilstrahl von s mit Ausgangspunkt A, der nicht den zweiten
Schnittpunkt von s mit K enthilt. Dann liegen r ~ { A} und K~ { A} auf verschiedenen Seiten von t.

Hinweis: Ohne Einschrinkung konnen Sie fiir den Beweis annehmen, der Mittelpunkt des Kreises sei
der Ursprung und A liege auf der positiven x-Achse. Bestimmen Sie eine Geradengleichung von s aus
einer geeigneten Parameterdarstellung des zweiten Schnittpunktes.

Aufgabe 4.2 (E). Sei K = K,(M) ein Kreis mit M € R? und r € R~o, und sei P € R? ein Punkt
auflerhalb von K. Dann gelten die folgenden beiden Aussagen.

(a) Es gibt genau zwei Tangenten t1,t, an K durch P.

(b) IsttyNK=:{A} undt, N K =:{B}, soist MP die Winkelhalbierende von / APB.

Aufgabe 4.3 (Satz von Monge, E). Es seien M, M’, M" € R? paarweise verschieden sowie r, 7', r" €
R~o. Fiir die drei Kreise K := K,(M), K" := K, (M'), K" := K,n(M") gilt

(a) Die Punkte M, M', M" sind genau dann kollinear, wenn die Potenzgeraden px k', px v, Px x» alle
parallel zueinander sind.

(b) Die Punkte M, M', M" sind genau dann in allgemeiner Lage, wenn sich die drei Potenzgeraden
PKK'» PKK", Pr kv in genau einem Punkt schneiden.

Aufgabe 4.4 (E). Zeigen Sie die iibrigen Fiille im Beweis des Peripheriewinkelsatzes 4.20.

Aufgabe 4.5 (E). In der Situation von Proposition 4.27 ist der Inkreismittelpunkt 1 des Dreiecks
APQuoy pm(A) durch den Schnittpunkt des Strahls MA mit dem Kreis K, (M) gegeben.

Aufgabe 4.6 (E). Sei AABC ein Dreieck mit Schwerpunkt S, Hohenschnittpunkt H und Umbkreis-
mittelpunkt U. Dann sind die folgenden Aussagen idquivalent.

(1)  Zwei der drei Punkte S, H, U stimmen tiberein.

(i) S=H=U.

(i) AABC ist gleichseitig, es gilt also ||A — B|| = ||B—C|| = ||C — A]||.



KAPITEL 5

Nichteuklidische Geometrie

Schon seit Euklid war die Notwendigkeit des Parallelenaxioms in der euklidischen Geometrie
umstritten. Jedoch konnte diese Frage erst im 19. Jahrhundert endgiiltig geklart werden. Dies
gelang durch Angabe eines Modells einer Geometrie, die mit Ausnahme des Parallelenaxioms
allen von Euklid geforderten Eigenschaften genitigt, in unserer Sprache also durch Angabe ei-
nes Modells einer Hilbertebene, die das Vollstindigkeitsaxiom (V) aber nicht das Parallelenaxi-
om (P) erfiillt. Wir werden in Abschnitt 5.1 mit dem Poincaré’schen Kreismodell ein solches
Modell einfithren und in Abschnitt 5.2 die Geometrie darin studieren.

5.1 Das Poincaré’sche Kreismodell

Definition 5.1. Eine Hilbertebene, die das Vollstindigkeitsaxiom (V') und das hyperbolische Axiom

(H) Ist A ein Punkt und g eine Gerade, die nicht durch A geht, dann gibt es unendlich viele zu g
parallele Geraden durch A.

erfiillt, heifSt hyperbolische Ebene.

Wir fixieren fiir den Rest dieses Abschnitts
¢ den Ursprung O := (8) der euklidischen Standardebene,
e den Einheitskreis K := K;(O) in der euklidischen Standardebene [,
¢ die Inversion ¢ := 07,0 an K.

Dann heifSt das Paar Hy := (Py, G¢) mit

P, := {A € R? | A liegt im Inneren von K},
Gy := {g NPy | g € G orth. zu K} U {K;(M) N Py | K;,(M) zu K orth. Kreis}

163
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das Poincaré’sche Kreismodell. Die Elemente von P, nennen wir hierbei k-Punkte, die Ele-
mente von Gy heifSen k-Geraden. Die k-Geraden, die von euklidischen Geraden herstammen,
nennen wir auch k-Geraden vom ersten Typ, diejenigen, die von euklidischen Kreisen herstam-
men, k-Geraden vom zweiten Typ.

K

Zur besseren Unterscheidbarkeit von den Konstruktionen in der euklidischen Standardebe-
ne E werden wir die entsprechenden Konstruktionen in Hj kiinftig immer mit einem Index
,k” kennzeichnen. So bezeichnen wir beispielsweise die k-Verbindungsgerade zweier k-Punkte

A, B € P, mit ABK.

Definition 5.2 (IE). Die zu einer beliebigen k-Geraden vom ersten Typ gehorige euklidische Gerade und
der zu einer beliebigen k-Geraden vom zweiten Typ gehorige euklidische Kreis haben jeweils genau zwei
Schnittpunkte mit K. Diese Schnittpunkte nennen wir die Endpunkte der k-Geraden.

Wir weisen nun schrittweise nach, dass Iy ausgestattet mit geeigneten Anordnungs- und Kon-
gruenzbegriffen eine hyperbolische Ebene im Sinne von Definition 5.1 ist:

Proposition 5.3 (IE). Das Poincaré’sche Kreismodell Hy = (Py, Gy) ist eine Inzidenzebene.

Beweis. Als erstes zeigen wir das Inzidenzaxiom (1), dass also durch je zwei k-Punkte genau
eine k-Gerade geht. Seien dafiir zwei k-Punkte A # B € Py gegeben.

Fall 1: A, B, O sind kollinear in IE. Dann ist iﬁ N Py eine k-Gerade durch A und B. In E gilt
(I), so dass jede weitere k-Gerade durch A und B vom zweiten Typ wire, also ein Durchschnitt
eines zu K orthogonalen Kreises K, (M) durch A, B mit Py. So etwas gibt es aber nicht,

denn: Nach Teil (a) von Proposition 4.31 ligen dann mit A, B auch A’, B’ auf K,(M). Wegen
——
AA = A0 = AB = OB = BB
enthielte also K, (M) vier kollineare Punkte, was nach Proposition 4.11 nicht sein kann. #

Fall 2: A, B,O sind in E in allgemeiner Lage. Offensichtlich geht dann keine k-Gerade vom
ersten Typ durch A, B. Andererseits enthélt nach Teil (a) von Proposition 4.31 jeder zu K ortho-
gonale Kreis K, (M) C E durch A, B auch den Punkt A’. Die Punkte A, A’, B sind in allgemeiner
Lage, da sonst mit O, A, A’ auch O, A, B kollinear wéren. Nach dem Umkreissatz 3.71 gibt es
also einen eindeutig bestimmten Kreis K,(M) C E durch A, A’, B. Nach Teil (b) von Proposi-
tion 4.31 sind wegen A, A’ € K,(M) die Kreise K und K, (M) orthogonal zueinander, so dass
K, (M) N Py die eindeutig bestimmte k-Gerade durch A, B ist.
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Fir (I;) miissen wir zeigen, dass auf jeder k-Geraden mindestens zwei k-Punkte liegen. Fiir
eine k-Gerade vom ersten Typ ist dies einfach, denn diese ist der Durchschnitt einer Geraden
g € Gr durch O mit dem Inneren des Kreises K. Fiir einen beliebigen Schnittpunkt P von g mit
K ist dann beispielsweise (O + P) neben O ein zweiter k-Punkt. Eine k-Gerade vom zweiten
Typ ist der Durchschnitt eines zu K orthogonalen Kreises K, (M) mit dem Inneren von K. Der
Mittelpunkt M von K, (M) liegt dabei auerhalb von K,

denn: Ist P einer der Schnittpunkte von K und K, (M), so hat das Dreieck AOPM nach Defini-
tion der Orthogonalitdt einen rechten Winkel ZOPM. Mit dem Satz von der Winkelsumme im
Dreieck 1.68 und Satz 3.67 gilt dann OP < OM. #

Seien P, Q die Endpunkte von K, (M) N Py. Dann liegen zwischen den Strahlen MP und MO
unendlich viele euklidische Strahlen aus M, die paarweise verschiedene Schnittpunkte mit
K, (M) aufweisen. Unendlich viele solcher Schnittpunkte S liegen im Inneren von K,

denn: Ohne Einschrankung seien S, O, M nicht kollinear und das Dreieck AOSM somit wohl-
definiert. Nach Anwendung des Kosinussatzes 1.66 auf AOSM und des Satzes von Pythagoras
1.67 auf AOPM erhalten wir

10— 5> = |0 = M|* + IS = M||* =2+ |0 = M|| - ||S — M]| - cos £SMO

(5.1)
=1+ +r>—2r /1412 cos £SMO.

Aus Symmetriegriinden und da nach Konstruktion der Strahl MS zwischen den Strahlen MD
und ]\w liegt, gilt mit Korollar 1.70

,
V142

Eingesetzt in (5.1) erhalten wir ||O — S||?> < 1 und somit die Behauptung. #

c0s £LSMO > cos £PMO = cos £LQMO =

Es folgt, dass unendlich viele solcher Schnittpunkte S k-Punkte auf der gegebenen k-Geraden
vom zweiten Typ sind, so dass wir (I») auch in diesem Fall nachgewiesen haben.

Zuletzt zeigen wir (I3), dass es also drei k-Punkte in k-allgemeiner Lage gibt. Seien dafiir A, B €

P, zwei k-Punkte, so dass A, B, O in IE in allgemeiner Lage sind. Dann ist ABK der Durchschnitt

eines zu K ortho%lalen Kreises K,(M) durch A, B mit Pi. Nach Teil (a) von Proposition 4.31
A

liegt O nicht auf k so dass A, B,O auch in Hy in k-allgemeiner Lage sind. O

Um Hj, zu einer Hilbertebene zu machen, miissen wir als ndchstes eine Anordnung xj einfiih-
ren. Hierzu definieren wir fiir drei k-kollineare k-Punkte A, B, C € P}:
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¢ Liegen A, B, C auf einer k-Geraden vom ersten Typ, so setzen wir
A*Bx Ci<= AxBxC.
* Liegen A,B,C auf einer k-Geraden g € Gy vom zweiten Typ, so gibt es einen zu K

orthogonalen Kreis K, (M) mit gy = K,(M) N Py. Wie schon im Beweis von Proposition
5.3 eingesehen liegt der Mittelpunkt M von K, (M) auSerhalb von K.

Wir bezeichnen die Endpunkte von g mit P und Q, die nach Teil (b) von Lemma 3.22
existenten Schnittpunkte der Strahlen aus M durch A, B, C mit der Strecke PQ mit

{A}:=MANPQ, {B}:=MBNPQ und {C}:=MCnPQ (5.2)
und setzen
AxpBxCi= AxB*C

<~ B liegt im Inneren des (euklidischen) Winkels /AMC
<= B liegt im Inneren des (euklidischen) Winkels ZAMC.

Proposition 5.4 (IE). Das Poincaré’sche Kreismodell Hy = (Py, Gy, *) erfiillt die Anordnungsaxiome
(A1) - (Ag).!

Einen Beweis fiir diese Proposition fithren wir nicht durch.

Als néchstes wollen wir nun auf Hy einen Kongruenzbegriff = fiir k-Strecken einfithren. Seien
dafiir A # B zwei k-Punkte und seien P, Q die Endpunkte der k-Gerade ABk. Wir definieren
dann zunichst den hyperbolischen Abstand di(A, B) der k-Punkte A, B durch

lA-Qll  [[B—P]
0 fir A = B.

llogDV(A, B, P,Q)| = |log ( |4-P| . HB_Q”>| fir A # B,

di(A,B) := { (5.3)

Dies gibt eine wohldefinierte Abbildung dj : Py x P, — R>o mit den folgenden Eigenschaften.
(@) dy(A,B)=0 < A =B,

10bwohl wir das Poincaré’sche Kreismodell Hy nur als das Paar (P, Gy) definiert haben, nennen wir auch das
Tripel (Py, G, *x) das Poincaré’sche Kreismodell und schreiben auch hier Hy. Ahnliches gilt spéter, wenn wir die
weiteren Strukturen einer Hilbertebene hinzuftigen.
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(b) di(A,B) =di(B,A) fir alle A, B € Py.

Al P2

7 Q2

Einen Beweis fiir diese Aussage fiihren wir nicht durch. Tatsdchlich erfiillt di auch die Dreiecks-
ungleichung und ist somit eine Metrik auf P;. Unter Verwendung von d konnen wir folgende
sehr niitzliche Charakterisierung von %, angeben:

Lemma 5.5 (E). Fiir drei k-Punkte A, B, C € Py sind die folgenden beiden Aussagen idquivalent.

(i) A *i B % C,

(ii) A, B, C sind paarweise verschieden, k-kollinear und es gilt

di(A,C) = di(A, B) + d(B,C).

Einen Beweis fiir dieses Lemma fithren wir nicht durch. Fiir zwei Paare verschiedener k-Punkte
A1 # By und A; # B, setzen wir

AlBlh gk Aszl\ e dk(Al, Bl) = dk(Az, Bz). (54)

Proposition 5.6 (IE). Das Poincaré’sche Kreismodell Hy = (Py, Gy, *x, =) erfiillt die Kongruenzaxio-
me fiir Strecken (K7) - (K3).

Einen Beweis fiir diese Proposition fithren wir nicht durch.

Einen Kongruenzbegriff ~ fiir k-Winkel fiihren wir tiber die verallgemeinerte Winkelgrofie aus
Abschnitt 4.4 ein: Fiir je drei k-Punkte A, B, C in k-allgemeiner Lage ist der k-Winkel /,BAC
als Vereinigung

/.BAC = AB U AC"

definiert. Die k-Strahlen AB und AC" liegen auf zwei eindeutig bestimmten k-Geraden ABF #*
ACk und es gibt eindeutig bestimmte zu K orthogonale verallgemeinerte Geraden ¢ # h mit

AB*=¢n P, und ACK=hN Py

Nun gilt zum Einen t;A # t;, A,
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denn: Wir unterscheiden drei Fille.
Fall 1: g, h sind beide Geraden. Dann gilt t,A = ¢ # h = t, A.

Fall 2: g ist eine Gerade und / ein Kreis. Wegen A € P; folgt wie im Beweis von Proposition
4.31, dass die Gerade g = OA den Kreis / in zwei Punkten schneidet. Mit Proposition 4.11 folgt
g= tgA 7& thA.

Fall 3: g, sind beide Kreise. Nach Voraussetzung ist A = AB* Nk ACk. Da g und h unter o
jeweils auf sich selbst abgebildet werden, ist A" ein Schnittpunkt von ¢ und  auerhalb von
K; insbesondere gilt |¢ N k| = 2. Galte nun t,A = t, A, so lagen nach Korollar 4.12 der Punkt
A und die Mittelpunkte von ¢ und & auf einer gemeinsamen Geraden, die senkrecht auf t; A
stiinde. Wegen x4 (A) = 0 = x;,(A) lage A zudem auf der Potenzgeraden p, ;. Nach Teil (b) von
Proposition 4.16 gélte also t;A = p, 5, und nach Teil (c) derselben Proposition folgte daraus

§Nh=gNpen=gNtsA={A}.
Das steht im Widerspruch zu |g N h| = 2 und kann also nicht sein. #

Zum Anderen ldsst sich dem k-Winkel Z,BAC wegen der Eindeutigkeit von g bzw. h wohl-
definiert die in Definition 4.35 eingefiihrte verallgemeinerte Winkelgrofie £, ;) BAC zuordnen.
Wir schreiben

LkBAC := 4 (3))BAC

und nennen diesen Wert das k-Bogenmaf$ bzw. die k-Winkelgrofie des k-Winkels /,BAC. Fiir
weitere drei k-Punkte D, E, F in k-allgemeiner Lage definieren wir so

Z/tBAC =~ £ EDF <= £BAC = £EDF.

Proposition 5.7 (IE). Das Poincaré’sche Kreismodell Hy = (Py, Gy, *x, =k, =) etfiillt die Kongruenz-
axiome fiir Winkel (Ky) - (Kg).

Einen Beweis fiir diese Proposition fithren wir nicht durch. Wir wollen aber nun nachweisen,
dass Hy das Vollstandigkeitsaxiom erfiillt. Dafiir miissen wir zundchst etwas ausholen:

Proposition 5.8 (E). Fiir A € Py beliebig gibt es eine k-Bewegung ¢ mit p(A) = O und g o ¢ = idp,.

Beweis. Wir erinnern an die Konstruktion des Spiegelpunkts A’ im Beweis von Proposition
4.27: Sind P, Q die Schnittpunkte der Lotgeraden /54 A mit K, so ist A’ der Schnittpunkt der

Tangenten an K in P und Q mit dem Strahl OA.

s

Q
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Wegen ZPA'O ~ ZPA’A und dem Satz iiber die Winkelsumme im Dreieck 1.68 sind die recht-
winkligen Dreiecke AA’PO und A A’ AP &hnlich zueinander. Es folgt

A=Al _ [|A" =P
| =Pl |JA"= O]

und also
|A"—P|]> = | A" = A[|| A" - O]|.

Aus O x A x A’ folgt zudem O € A"A. Der Punkt O ist also das Bild von A unter der Kreisspie-
gelung 0y 4/_p|,a- Unter Verwendung von Satz 4.36 kann man zeigen, dass Einschrdnkungen
auf P, von euklidischen Kreisspiegelungen an zu K orthogonalen Kreisen k-Bewegungen sind.
Die Proposition folgt also, wenn wir ¢ := 0 4r_p|, a/ |p, setzen. O

Proposition 5.9 (IE). Das Poincaré’sche Kreismodell Hy, erfiillt das Vollstindigkeitsaxiom (V).

Beweis. Wir miissen zeigen, dass es zu jeder k-Gerade g und jedem k-Dedekindschnitt (s, t)
von gx genau einen k-Punkt P gibt, so dass fiir alle k-Punkte A € s, B € t genau eine der drei
Aussagen P = A, P = B oder A % P x; B gilt. Wahlen wir einen k-Punkt Q € g aus. Nach
Proposition 5.8 gibt es eine k-Bewegung, die Q auf den Ursprung O abbildet und somit g, we-
gen Q € g auf eine k-Gerade vom ersten Typ. Es geniigt daher, das Vollstindigkeitsaxiom (V)
tiir eine k-Gerade g; vom ersten Typ nachzuweisen. Da die hyperbolische Anordnung x; auf
k-Geraden vom ersten Typ durch die euklidische Anordnung erklart ist, folgt dies unmittelbar
aus der Giiltigkeit desselben in der euklidischen Standardebene IE. O

Proposition 5.10 (E). Das Poincaré’sche Kreismodell Hy. erfiillt das hyperbolische Axiom (H).

Beweis. Zu zeigen ist, dass es zu jedem k-Punkt A und jeder k-Geraden g, die nicht durch A
geht, unendlich viele k-Geraden durch A gibt, die g nicht schneiden. Nach Proposition 5.8
gibt es eine k-Bewegung, die A auf den Ursprung O abbildet und gy wegen A ¢ g auf eine
k-Gerade vom zweiten Typ. Es langt also zu zeigen, dass es zu jeder k-Geraden g; vom zweiten
Typ unendlich viele k-Geraden vom ersten Typ gibt, die g, nicht schneiden.

Sei also g eine fest gewdhlte Gerade vom zweiten Typ, sei K,(M) der zu K orthogonale Kreis
mit g = K;(M) N Pi, und seien P, Q die Endpunkte von gj.
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Die Geraden O<HP und 6@ sind die beiden Tangenten des Kreises K, (M), die durch O gehen. Es
folgt, dass alle Punkte in K, (M) ~\ {P} auf derselben Seite von Op liegen wie M,

denn: Lige ein B € K,(M) auf der M entgegengesetzten Seite von OB, so gdbe es ein S €
MB N OP mit M x S + B. Es gilte dann |M — S|| < ||M — BJ| = r, so dass S ein innerer Punkt
von K, (M) wire. Da OP eine Tangente an K, (M) ist und Tangenten nach Proposition 4.11 keine
Punkte im Inneren des zugehorigen Kreises besitzen, kann es ein solches B nicht geben. #

Wegen Q € K,(M) ~ {P} folgt, dass alle Punkte in K,(M) \ {P} auf derselben Seite von oP
liegen wie Q. Analog zeigt man, dass alle Punkte in K,(M) \ {Q} auf derselben Seite von 00
liegen wie P. Mit Ausnahme von P, Q liegen also alle Punkte von K,(M) im Inneren des Win-
kels ZPOQ. Es folgt, dass ein Strahl aus O hdchstens dann einen Schnittpunkt mit K, (M) hat,
wenn er im Inneren von /POQ verlduft oder mit einem der Strahlen (ﬁ’, (TQ> tibereinstimmt.

Der von P verschiedene Schnittpunkt von OP und K ist —P. Es ist ZQO(—P) ein Erginzungs-
winkel von ZPOQ, und fiir jeden Punkt A im Inneren von ZQO(—P) ist die Gerade OA die
Vereinigung zweier Strahlen, die mit Ausnahme des Punktes O jeweils im Inneren eines Er-
ganzungswinkels zu ZPOQ liegen. Fiir jeden Punkt A im Inneren von ZQO(—P) hat also die
Gerade OA keinen Schnittpunkt mit K, (M). Auf der Strecke Q(—P) liegen wegen (A,) unend-
lich viele Punkte, von denen bis auf Q und —P alle im Inneren des Winkels ZQO(—P) liegen.
Da die Verbindungsgeraden durch O und jeweils einen Punkt von Q(—P) \ {Q, —P} paarwei-
se verschieden sind, erhalten wir durch Schneiden derselben mit P; unendlich viele k-Geraden
vom ersten Typ, die K, (M) und insbesondere g nicht schneiden. O

Zusammengefasst erhalten wir:

Satz 5.11 (EE). Das Poincaré’sche Kreismodell Hy ist eine hyperbolische Ebene.

5.2 Hyperbolische Geometrie

In diesem Abschnitt werden wir exemplarisch einige wichtige Aussagen der hyperbolischen
ebenen Geometrie im Poincaré’schen Kreismodell H; beweisen. Wir schreiben dabei kurz (IHy)
fur ,Sei Hy = (Py, Gg, *k, =k, =) das in Abschnitt 5.1 eingefiihrte Poincaré’sche Kreismodell.”

Zunichst erinnern wir aber an die aus der Analysis bekannten Hyperbelfunktionen

sinh:{]R - R, . COSh:{R - R tanh:{R - R, N

eX—e” ete* ef—e”
X s X = 5 X = oare=-

Folgende, leicht zu tiberpriifende Rechenregeln fiir diese werden wir im weiteren Verlauf die-
ses Abschnitts noch benétigen:

cosh(x £ y) = cosh x coshy £ sinh x sinh y furallex,y € R, (5.5)
cosh? x —sinh?x = 1 fiir alle x € R. (5.6)
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Lemma 5.12 (Hy). Fiir einen beliebigen k-Punkt A gilt di.(O, A) = log i”i”

Beweis. Sind P,Q die Endpunkte der k-Gerade OAF, so ergibt sich unabhingig von der Wahl
ihrer Anordnung aus der Definition von dj

10— P [[A-Q 1+ [A]

= log 1+ 4]
jo=al [4=P] ¥ 4]

1— Al

di (O, A) = |logDV(O, A, P, Q)| = |log
O

Lemma 5.13 (Hy). Fiir einen beliebigen k-Punkt A gilt

2]|A]
1—|lAJP

1+ [|AlP

Slnhdk(O,A) = W

und coshdi(0,A) =

Beweis. Es gilt

elOA) — o= dlOA) 5101 (14 A 1— A 2| Al
sinhd, (0, A) = 12 1 ( _ ) _ ,
2 2\1- Al 1+ [4] 1—[[A]?
eOA) 4 emdlOA) 5101 (14 A 1- A 1+ Al
coshdi (O, A) = = ( + > _ '
2 2\1— A~ 1+ [|A] 1—|[A]?

O

Lemma 5.14 (Hy). Sei gi eine k-Gerade vom zweiten Typ mit Endpunkten P,Q, und sei K,(M) der
zu K orthogonale Kreis mit g = K,(M) N Py. Fiir jeden k-Punkt A € g gibt es einen eindeutig
bestimmten Punkt A mit

{A} = PQ n OA.

Fiir diesen gilt

Al =tanhdi (0, A) = ————.

Beweis. Der k-Strahl 07’( liegt im k-Inneren von /;POQ und somit der Strahl OA im Inneren
von ZPOQ. Nach Teil (b) von Lemma 3.22 gibt es dann einen eindeutig bestimmten Schnitt-
punkt A von OA und PQ.

Im Beweis von Proposition 4.31 haben wir bereits gesehen, dass A’ der von A verschiedene
zweite Schnittpunkt von OA mit K, (M) ist. Weiter gilt

U'(A): (A+A/) =: MAA/r

N —
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~ 2
denn: Im Spezialfall A = 1 (P + Q) geht die Gerade OA = OA durch den Kreismittelpunkt M.
Insbesondere sind A, A’, M kollinear, und es gilt M 4» = M. Da die Kreise K und K, (M) ortho-

==
gonal zueinander sind, ist daher M4/ der Schnittpunkt der Geraden OA mit den Tangenten
an K in P und in Q. Mit Proposition 4.27 folgt die Behauptung in diesem Fall.

Im Folgenden sei A # 1 (P + Q) =: Mpg. Da M als Mittelpunkt von K, (M) auf der Mittelsenk-
rechten m—; = 6 M aa liegt, ist ZMM 440 genau wie LAM pQO ein rechter Winkel. Da

zudem die Winkel AAOMPQ und ZMOM 4 4 libereinstimmen, sind nach dem Satz tiber die
Winkelsumme im Dreieck 1.68 die Dreiecke AOAMPQ und AOMM 4 4 dhnlich zueinander.
Insbesondere gilt

JAI _ M)
IMpgll [[Maal]
und also
LA M|l = [IMpol| - [ M| =1,
wobei sich die letzte Gleichung aus dem vorher betrachteten Spezialfall ergibt. #
Wir erhalten
1A = — 1 2 2 _ 24l a0, A).

IManll — TAT+TAT ~ 1A+ 1+ 1Al

O]

Satz 5.15 (Hy). Sei AyABC ein rechtwinkliges k-Dreieck mit k-Seitenlingen (a,b,c) und k-
Winkelgrofien (a, B, 5 ). Dann gelten die folgenden Aussagen.

. sinha ) sinh b
(@) sina = sinhe und sinf = sinhc’
tanh b tanha
(b) cosa = tanhc und cosp = tanhc’
(c) cosha = OS%  und coshb = C,O—Sﬁ,
sin sinw

(d) coshc = cosha-coshb = cota - cotf.

Beweis. Wir zeigen zundchst Aussage (b). Nach Proposition 5.8 gibt es eine k-Bewegung, die
A auf den Urs%mg O abbildet, so dass wir ohne Einschrankung A = O annehmen konnen.

Die k-Gerade ist dann vom zweiten Typ, so dass es einen eindeutig bestimmten zu . K
orthogonalen Kreis K, (M) mit K,(M) N Py = BCk gibt. Der Punkt C liegt auf dem Strahl OM,

denn: Nach Voraussetzung ist Z,OCB ein rechter k-Winkel, weshalb die Tangente t (5 C or-
thogonal zur Geraden OC ist. Andererseits ist tk,(m)C auch orthogonal zu MC, so dass wir
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Oc I MC und also OC = MC erhalten. Es folgt C € OM. Da O auferhalb von K, (M) liegt, gilt
zudemr = ||[M — C|| < ||O — M]||, so dass C x O x M ausgeschlossen ist. #

Sind P, Q die Endpunkte von BCkund B := OB A j’@, ¢:=0CA T’—é, so hat daher das Dreieck
AOCB einen rechten Winkel bei C, vgl. Teil (b) von Proposition 4.16. Mit Korollar 1.70 folgt

dann R
M 514 tanh b

|B|  tanhc’

cosux =

und damit die erste Teilbehauptung von (b). Die zweite Teilbehauptung folgt durch Umbenen-
nung der Variablen.

Fiir den Beweis von Behauptung (a) setzen wir B’ := ¢(B), C' := ¢(C) und Mg := 1 (B+ B’).
Es gilt dann O x B * Mpp * B'. Sind D, E zwei Punkte auf der Tangente an K, (M) in B, so dass
C und D auf derselben Seite von OB liegen und E x B x D gilt, so folgt nach Definition des
hyperbolischen Bogenmafies

Da das k-Dreieck A OBC rechtwinklig ist, folgt mit dem Auflenwinkelsatz 3.66
KEBMgp = B < ;
Der Punkt Mpp liegt also im Inneren des rechten Winkels ZEBM, und es folgt

B = LEBM — Mgy BM = g — AMpyBM = 1 — g — A MpgBM.

Da Mpp und M beide auf myz; liegen, ist ZBMpp M ein rechter Winkel, und mit dem Satz tiber
die Winkelsumme im Dreieck 1.68 angewandt auf das Dreieck ABMpp' M erhalten wir

,B =7 — KBMBB/M — KMBB/BM = KBMMBB/.
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Nach Korollar 1.70 ergibt sich

sing = 1B~ Mowll _ 3B-Bl _ BB
IM=B[ ~ Ljc—c| lc-C]

Hierbei ist

1 1—||B|? 2
IB—Bl =B - |IB] = B = 1= 1B 50

e B =T T SR
1 1—|[C|? 513 2
—C = "l — = — — = =
IC=CI =Nl =l = e — €l il e

und somit sin = $Mhb Dag st die zweite Teilbehauptung von (a). Die erste Teilbehauptung

ergibt sich durch Umbenennung der Variablen.

Fiir den Nachweis von Behauptung (d) bemerken wir zunéchst

inh®a  tanh?b
sinh? ¢ = sinh? ¢(sin” & + cos” ) @b) G h?e. s%n . a4 tan ;
sinh“c tanh”c¢

= sinh?a + cosh? ¢ - tanh? b.
Mit (5.6) folgt daraus
cosh? ¢ = 1 + sinh? ¢ = cosh? a + cosh? ¢ - tanh? b
und somit
cosh? ¢ - cosh? b = cosh? a - cosh? b + cosh? ¢ - sinh? b.
Erneutes Anwenden von (5.6) liefert
cosh? ¢ = cosh? ¢ (cosh? b — sinh? b) = cosh? a - cosh? b.

Mit der Positivitdt von cosh folgt hieraus das erste Gleichheitszeichen in (d) und also

coshc  sinhc tanhb (a)b) cosa

cosha = = . ,
coshb  sinhb tanhc sin 8
coshb — coshc  sinhc tanha (a) ) cos B
"~ cosha sinha tanhc  sina’

und somit Behauptung (c). Hieraus ergibt sich schliefSlich mit

cosa cospf

coshc = cosha - coshb = —— - —
sinf sina

= cota - cot B
auch das zweite Gleichheitszeichen in (d). O

Satz 5.16 (Hy). Sei ArABC ein k-Dreieck mit k-Seitenlingen (a,b, c) und k-Winkelgrofien («, B, 7).
Dann gelten die folgenden Aussagen:
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(@) Der hyperbolische Seitenkosinussatz

cosha = coshb - coshc —sinh b - sinh ¢ - cos «,
coshb = coshc - cosha —sinhc-sinha - cos 3,

coshc = cosha - coshb — sinha - sinh b - cos .

(b) Der hyperbolische Winkelkosinussatz
cosa = cosha-sinf-sin‘y — cos - cos 7,
cosf = coshb -sinvy -sina — cosy - cosa,

cosy = coshc -sinw -sin f — cosa - cos B.

(c) Der hyperbolische Sinussatz

sin« sin 8 siny

sinha sinhb sinhc¢’

Beweis. Wir betrachten den LotfufSpunkt L := LgB und setzen
h:= dk(B, L), p = dk(A, L), q .= dk(L, C), ‘31 = KkABL, ‘32 = AkLBC.

Im Folgenden werden wir nur den Fall A % L x; C betrachten, die anderen Fille lassen sich
analog behandeln. In diesem Fall gelten

b=p+q und B =p1+p2, (5.7)

denn: Die erste Teilbehauptung folgt direkt mit Lemma 5.5. Da es nach Proposition 5.8 eine
selbstinverse k-Bewegung gibt, die B auf O abbildet, konnen wir fiir den Beweis der zweiten
Teilbehauptung ohne Einschrankung B = O annehmen. Nach Voraussetzung liegt dann der

k-Strahl Ojk zwischen den k-Strahlen Cﬁk und OTk. Da die Winkelmafle in diesem Fall mit
den zugehorigen euklidischen Winkelmafien {ibereinstimmen, folgt die zweite Teilbehauptung
mit Proposition 4.10. #

Zum Beweis des hyperbolischen Seitenkosinussatzes (a) gentigt es, die letzte Gleichung zu
zeigen, da sich die anderen Gleichungen durch Umbenennung erreichen lassen. Hier gilt

cosh ¢ "2 cosh p-coshh D cosh(b — g) - cosh h
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G2 (coshb - coshg —sinh b - sinhg) coshh

= coshb - coshq - coshh —sinhb - sinhq - coshh

5.15:(01) coshb - cosha — sinh b - sinhq ) cosha
coshg
= coshb - cosha —sinha - sinhb - Cf)sha—-smhq
sinha - coshg
= coshb - cosha — sinha - sinh b - tanhg
tanha

S12(®) coshb - cosha — sinha - sinh b - cos 7.

Genauso geniigt es in (b), die zweite Gleichung zu zeigen. Hier gilt

coshb 2 cosh(p +¢) % cosh p - coshg + sinh p - sinhg

515 (a),(c) COS B1  COS B2

- - + sinh ¢ - sinh 35 - sinha - sinh
sina  sinvy

_cos 1 - cos Bz + sin B - sin B - sina - sinh ¢ - sinha - siny

sina - sin

5.15 (a) €OS 1 - cos P2 + sin By - sin By - sinh? h
B sina - sin 7y

_cos(B1 + B2) +sin By - sin By (1 + sinh? h)

N sina - siny

(5.7)(5.6) cos B+ sin B1 - sin B - cosh? h
N sina - sin 7y
515 (c) COS B + cos - cos 7y
N sina-siny

Zum Beweis des hyperbolischen Sinussatzes (c) berechnen wir

sina 515@ 1 sinh /1 515 @) sin<y
sinha ~  sinha sinhc ~  sinhc’
die andere Gleichung ergibt sich analog. O

Satz 5.17 (Winkelsumme im Dreieck (hyperbolisch), Hy). Fiir ein beliebiges k-Dreieck Ny ABC mit
k-Winkelgrifen («, B, v) gilt
a+p+y<m,

die Summe der k-Innenwinkelgrofien eines k-Dreiecks ist also stets kleiner als 7.
Beweis. Sei D € ACK ein k-Punkt mit A *k C x; D. Nach dem Aufienwinkelsatz 3.66 gilt dann

/CBA < /,BCD.

Nach Proposition 5.8 gibt es eine selbstinverse k-Bewegung, die den Scheitel eines gegebenen
k-Winkels auf den Ursprung abbildet. Aus den entsprechenden Uberlegungen in der eukli-
dischen Standardebene folgt daher zum Einen, dass ein k-Winkel genau dann kleiner als ein
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anderer k-Winkel ist, wenn dieselbe Relation zwischen den zugehorigen k-Winkelgrofsen gilt,
und zum Anderen, dass sich die k-Winkelgroflen eines gegebenen k-Winkels und eines seiner
k-Erganzungswinkel zu 7t aufaddieren. Es folgt daher

B = 4£xCBA < £xBCD = m — £yBCA = 7 — 7. (5.8)
Nach dem hyperbolischen Winkelkosinussatz 5.16 gilt
cosx = cosha-sinf-siny —cos B - cos .
Nach (5.6) ist cosh?a = 1+ sinh?a > 1. Mit cosha > 0 folgt daraus cosha > 1 und somit

cosx >1-sinf-siny —cos - cosy
= —(cos B - cosy —sinp-siny)
= —cos(B+7)
= cos( — (B +7))-

Da « und nach (5.8) auch 7w — (B + 7) im Intervall (0, 77) liegen und da der Kosinus dort streng
monoton fallt, folgt wie behauptet

a<m—(B+7).

5.3 Ubungsaufgaben

Aufgabe 5.1 (E). Sei gi eine k-Gerade vom ersten Typ, und sei g eine zu K orthogonale Gerade mit
8k = § N Py. Zeigen Sie, dass dann die Einschriinkung auf Py der Spiegelung an g eine Bewegung im
Poincaré’schen Kreismodell Hy, ist.

Aufgabe 5.2 (E). In dieser Aufgabe fiihren wir mit der Poincaré-Halbebene H), ein weiteres Modell
einer hyberbolischen Ebene ein. Das Paar Hy, := (P, Gy,) mit

P, :={z € C|Im(z) > 0},
G,:={¢gNP,|g€Grorth. zu R} U{K NPy, | K C R?zu R orth. Kreis }
heif$it die Poincaré-Halbebene. Hierbei (und im Weiteren) identifizieren wir wie iiblich die Menge der

komplexen Zahlen C mit R? und die Menge der reellen Zahlen R mit der x-Achse darin. Die Elemente
von Py, nennen wir h-Punkte, die Elemente von Gy, heiffen h-Geraden. Zeigen Sie:

(@) Die Cayley-Abbildung

zZ—1
zZ —> poe]

(P:{(D\{—i} - e~ {1,

ist eine Bijektion.

(b) Die Einschrinkung von ¢ auf R liefert eine Bijektion ¢ : R — {w € C | |w| =1} ~ {1}.
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(c) Die Einschrinkung von ¢ auf Py, liefert eine Bijektion ¢ : P, — {w € C | |w| < 1} = Py.
(d) Esgilt ¢|p,(z) = —i- U\/E,—i(z)'
(e) Fiiralle g, € Gy, gilt ¢(g1,) € Gy, und fiir alle ¢, € Gy gilt 1 (gx) € Gy,

Offensichtlich wird Hj, zu einer hyperbolischen Ebene, wenn die Anordnung und die Kongruenzbegrif-
fe fiir Strecken und Winkel dadurch erklirt werden, dass die Cayley-Abbildung ¢ die entsprechenden
Vertriiglichkeiten eines Isomorphismus wie in Definition 3.30 erfiillen soll.

Aufgabe 5.3 (Hy). Seien A,B,P,Q € Py mit A # P und B # Q, und seien R, S € K. Zeigen Sie die
folgenden Aussagen.

(a) Es existieren genau zwei k-Bewegungen ¢ mit p(A) = A und ¢(ﬁk) — ap"
(b) Es existieren genau zwei k-Bewegungen ¢ mit ¢(A) = B und qb(;ﬁ’k) = @k.

(c) Es existieren genau zwei k-Bewegungen ¢ mit ¢(A) = B und <p(zﬁk) — BS".

Aufgabe 5.4 (Hy). Zeigen Sie, dass sich jede k-Bewegung als Komposition von hiochstens vier k-
Geradenspiegelungen schreiben lisst.
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		MaMpf-Label		satz:Verbindungsraum-als-Vereinigung-von-Verbindungsgeraden		Satz		1.14		Verbindungsraum als Vereinigung von Verbindungsgeraden		1		1.1		1.1.0		12

		MaMpf-Link		98

		MaMpf-Label		satz:Dimensionsformel-fuer-affine-Unterraeume		Satz		1.15		Dimensionsformel für affine Unterräume		1		1.1		1.1.0		13

		MaMpf-Label		defn:parallel-und-windschief		Definition		1.16		parallel und windschief		1		1.1		1.1.0		13

		MaMpf-Label		bem:keine-windschiefen-Hyperebenen		Bemerkung		1.17		eine Hyperebene ist zu keinem affinen Unterraum windschief		1		1.1		1.1.0		14

		MaMpf-Label		bem:Verbindungsraum-als-Vereinigung-von-Verbindungsgeraden		Bemerkung		1.18				1		1.1		1.1.0		14

		MaMpf-Label		sect:Affine-Abbildungen		Abschnitt		1.2		Affine Abbildungen		1		1.2		1.2.0		15

		MaMpf-Label		defn:affine-Abbildung		Definition		1.19		affine Abbildung		1		1.2		1.2.0		15

		MaMpf-Label		affine-Abbildung		Gleichung		1.4				1		1.2		1.2.0		15

		MaMpf-Label		bsp:affine-Abb		Beispiel		1.20		affine Abbildungen		1		1.2		1.2.0		15

		MaMpf-Label		prop:Kriterium-fuer-affine-Abbildung		Proposition		1.21		Kriterium für affine Abbildung		1		1.2		1.2.0		15

		MaMpf-Label		satz:Zusammenhang-affine-und-lineare-Abbildungen		Satz		1.22		Zusammenhang zwischen affinen und linearen Abbildungen		1		1.2		1.2.0		16

		MaMpf-Label		coro:affiner-Raum-bis-auf-Iso		Korollar		1.23		affiner Raum ist isomorph zu assoziiertem affinen Raum zu Translationsvektorraum		1		1.2		1.2.0		16

		MaMpf-Label		coro:affine-Abbildungen-fuer-Standardraeume		Korollar		1.24		affine Abbildungen für assoziierte affine Räume		1		1.2		1.2.0		16

		MaMpf-Label		bsp:affine-Abbildungen-in-der-affinen-Standardebene		Beispiel		1.25		affine Abbildungen in der affinen Standardebene		1		1.2		1.2.0		16

		MaMpf-Label		W-Bahn		Gleichung		1.5				1		1.2		1.2.0		17

		MaMpf-Label		prop:Parallelprojektion		Proposition		1.26		Parallelprojektionen		1		1.2		1.2.0		17

		MaMpf-Label		defn:kollinear		Definition		1.27		kollinear		1		1.2		1.2.0		18

		MaMpf-Label		defn:n-Eck		Definition		1.28		n-Eck		1		1.2		1.2.0		18

		MaMpf-Label		defn:Parallelogramm		Definition		1.29		Parallelogramm		1		1.2		1.2.0		19

		MaMpf-Label		prop:affine-Abbildungen-erhalten-Parallelogramme		Proposition		1.30		affine Abbildungen erhalten Parallelogramme		1		1.2		1.2.0		19

		MaMpf-Label		affine-Abbildungen-erhalten-Parallelogramme		Gleichung		1.6				1		1.2		1.2.0		19

		MaMpf-Label		Bild-ist-Parallelogramm-1		Gleichung		1.7				1		1.2		1.2.0		19

		MaMpf-Label		Bild-ist-Parallelogramm-2		Gleichung		1.8				1		1.2		1.2.0		20

		MaMpf-Label		gegenueberliegende-Seiten-im-Parallelogramm-schneiden-sich-nicht		Gleichung		1.9				1		1.2		1.2.0		20

		MaMpf-Label		sect:Affine-Koordinaten		Abschnitt		1.3		Affine Koordinaten		1		1.3		1.3.0		20

		MaMpf-Label		defn:affine-Basis		Definition		1.31		affine Basis		1		1.3		1.3.0		20

		MaMpf-Label		bsp:Standardbasis-des-affinen-Standardraums		Beispiel		1.32		Standardbasis des affinen Standardraums		1		1.3		1.3.0		21

		MaMpf-Label		bsp:affine-Basis		Beispiel		1.33		Beispiel affine Basis		1		1.3		1.3.0		21

		MaMpf-Label		bem:affine-Unabhaengigkeit		Bemerkung		1.34		affine Unabhängigkeit hängt nicht von der Reihenfolge ab		1		1.3		1.3.0		22

		MaMpf-Label		satz:affine-Abbildung		Satz		1.35		Existenz u. Eindeutigkeit der affinen Abbildung mit gegebenen Bildern einer affinen Basis		1		1.3		1.3.0		22

		MaMpf-Link		104

		MaMpf-Label		defn:affines-Koordinatensystem		Definition		1.36		affines Koordinatensystem		1		1.3		1.3.0		23

		MaMpf-Label		prop:affine-Koordinaten-explizit		Proposition		1.37		Koordinaten via Translationsvekorraum		1		1.3		1.3.0		23

		MaMpf-Label		bsp:affine-Koordinaten		Beispiel		1.38		Beispiel zu affinen Koordinaten		1		1.3		1.3.0		24

		MaMpf-Label		prop:Affinkombinationen		Proposition		1.39		Affinkombinationen		1		1.3		1.3.0		24

		MaMpf-Label		defn:Teilverhaeltnis		Definition		1.40		Teilverhältnis		1		1.3		1.3.0		25

		MaMpf-Label		Teilverhaeltnis		Gleichung		1.10				1		1.3		1.3.0		25

		MaMpf-Label		bem:Teilverhaeltnis-in-Standardraum		Bemerkung		1.41		Teilverhältnis im affinen Standardraum		1		1.3		1.3.0		25

		MaMpf-Label		prop:TV-affine-Invariante		Proposition		1.42		Teilverhältnis ist affine Invariante		1		1.3		1.3.0		26

		MaMpf-Label		satz:affiner-Strahlensatz		Satz		1.43		Strahlensatz		1		1.3		1.3.0		26

		MaMpf-Label		bem:Strahlensatz-Streckung		Bemerkung		1.44		zentrische Streckung im Strahlensatz		1		1.3		1.3.0		27

		MaMpf-Label		defn:Mittelpunkt		Definition		1.45		Mittelpunkt		1		1.3		1.3.0		28

		MaMpf-Label		satz:Diagonalensatz		Satz		1.46		Diagonalensatz		1		1.3		1.3.0		28

		MaMpf-Label		satz:Schwerpunktsatz		Satz		1.47		Schwerpunktsatz		1		1.3		1.3.0		29

		MaMpf-Label		satz:Satz-von-Ceva		Satz		1.48		Satz von Ceva		1		1.3		1.3.0		30

		MaMpf-Link		110

		MaMpf-Label		satz:Satz-von-Menelaos		Satz		1.49		Satz von Menelaos		1		1.3		1.3.0		31

		MaMpf-Label		sect:Euklidische-Raeume		Abschnitt		1.4		Euklidische Räume		1		1.4		1.4.0		32

		MaMpf-Label		defn:euklidischer-Raum		Definition		1.50		euklidischer Raum		1		1.4		1.4.0		32

		MaMpf-Label		bsp:euklidischer-Raum		Beispiel		1.51		Beispiel euklidischer Raum		1		1.4		1.4.0		32

		MaMpf-Label		bem:norm-metrik-winkelgroesse		Bemerkung		1.52		Norm, Metrik, Winkelgröße		1		1.4		1.4.0		32

		MaMpf-Label		euklidisches-Winkelmass		Gleichung		1.11				1		1.4		1.4.0		32

		MaMpf-Label		defn:Homs-euklidischer-Räume		Definition		1.53		Homomorphismen euklidischer Räume		1		1.4		1.4.0		33

		MaMpf-Label		prop:Homs-euklidischer-Raeume		Proposition		1.54		Eigenschaften von Homomorphismen euklidischer Räume		1		1.4		1.4.0		33

		MaMpf-Link		10

		MaMpf-Label		defn:Isometrie		Definition		1.55		Isometrie		1		1.4		1.4.0		34

		MaMpf-Label		prop:Isometrien-euklidischer-Raeume		Proposition		1.56		Homomorphismen euklidischer Räume sind genau die Isometrien		1		1.4		1.4.0		34

		MaMpf-Label		Normerhaltung		Gleichung		1.12				1		1.4		1.4.0		34

		MaMpf-Label		defn:Aehnlichkeit		Definition		1.57		Ähnlichkeit		1		1.4		1.4.0		35

		MaMpf-Label		prop:Aehnlichkeiten		Proposition		1.58		Charakterisierung von Ähnlichkeiten		1		1.4		1.4.0		36

		MaMpf-Label		defn:Winkel-affin		Definition		1.59		Strecke, Strahl und Winkel		1		1.4		1.4.0		36

		MaMpf-Label		Winkelgroesse		Gleichung		1.14		Winkelgröße		1		1.4		1.4.0		37

		MaMpf-Label		bem:aehnlichkeit-winkelgroesse		Bemerkung		1.60		Ähnlichkeiten erhalten Winkelgrößen		1		1.4		1.4.0		37

		MaMpf-Label		defn:ONB-euklidischer-Raum		Definition		1.61		Orthonormalbasis		1		1.4		1.4.0		37

		MaMpf-Label		bem:existenz-ONB		Bemerkung		1.62		Existenz von Orthonormalbasen		1		1.4		1.4.0		37

		MaMpf-Label		bem:euklidische-Raeume-bis-auf-Iso		Satz		1.63		Euklidische Räume bis auf Isomorphie		1		1.4		1.4.0		37

		MaMpf-Label		bem:Bewegungen-Aehnlichkeiten-Standardebene		Bemerkung		1.64		Bewegungen und Ähnlichkeiten in der euklidischen Standardebene		1		1.4		1.4.0		38

		MaMpf-Link		10

		MaMpf-Label		defn:Seitenlaengen-und-Innenwinkelgroessen		Definition		1.65		Seitenlängen und Innenwinkelgrößen eines Dreicks		1		1.4		1.4.0		38

		MaMpf-Label		satz:Kosinussatz		Satz		1.66		Kosinussatz		1		1.4		1.4.0		39

		MaMpf-Label		coro:Pythagoras		Korollar		1.67		Satz des Pythagoras		1		1.4		1.4.0		39

		MaMpf-Label		satz:Winkelsumme-im-Dreieck		Satz		1.68		Winkelsumme im Dreieck		1		1.4		1.4.0		39

		MaMpf-Label		Winkelsumme-Kosinuswerte		Gleichung		1.15				1		1.4		1.4.0		39

		MaMpf-Label		Sinus-des-Winkelmasses		Gleichung		1.16				1		1.4		1.4.0		40

		MaMpf-Label		Rechnung-zu-Cauchy-Schwartz		Gleichung		1.17				1		1.4		1.4.0		40

		MaMpf-Label		Winkelsumme-Sinuswerte		Gleichung		1.19				1		1.4		1.4.0		40

		MaMpf-Label		satz:Sinussatz		Satz		1.69		Sinussatz		1		1.4		1.4.0		41

		MaMpf-Label		coro:Hypothenuse-und-Katheten		Korollar		1.70		Sinus und Kosinus als Quotient der Kathetenlängen durch die Hypothenusenlänge		1		1.4		1.4.0		41

		MaMpf-Label		sect:Polytope		Abschnitt		1.5		Polytope		1		1.5		1.5.0		42
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		MaMpf-Label		defn:Polytop		Definition		1.71		Konvexes Polyeder und Polytop		1		1.5		1.5.0		42

		MaMpf-Label		bsp:Durchschnitt-von-Halbraeumen		Beispiel		1.72		Durchschnitte orthogonaler Halbräume		1		1.5		1.5.0		42

		MaMpf-Label		bem:Rand-eines-Polytops		Bemerkung		1.73		Rand eines Polytops		1		1.5		1.5.0		43

		MaMpf-Label		defn:Ecken-Kanten-Flaechen		Definition		1.74		Ecken, Kanten, Flächen eines Polytops		1		1.5		1.5.0		43

		MaMpf-Label		bsp:Wuerfel		Beispiel		1.75		Ecken, Kanten, Flächen beim Würfel		1		1.5		1.5.0		43

		MaMpf-Label		satz:Polyederformel		Satz		1.76		Euler'sche Polyederformel		1		1.5		1.5.0		43

		MaMpf-Label		defn:Platonischer-Koerper		Definition		1.77		regelmäßige n-Ecke und Platonische Körper		1		1.5		1.5.0		48

		MaMpf-Label		bsp:platoischer-Koerper		Beispiel		1.78		Beispiel platonischer Körper		1		1.5		1.5.0		48

		MaMpf-Label		prop:Polytop		Proposition		1.79		Beschreibung regulärer Polytope durch Grad und Anzahl der Kanten pro Ecke		1		1.5		1.5.0		48

		MaMpf-Label		coro:Platonische-Koerper		Korollar		1.80		Platonische Körper		1		1.5		1.5.0		49

		MaMpf-Label		defn:Aehnlichkeitsabbildung-analytisch		Definition		1.81		Ähnlichkeit für Teilmengen des euklidischen Raumes		1		1.5		1.5.0		50

		MaMpf-Label		satz:Klassifikation-der-Platonischen-Koerper		Satz		1.82		Klassifikation der Platonischen Körper		1		1.5		1.5.0		50

		MaMpf-Label		sect:Projektive-Raeume		Abschnitt		1.6		Projektive Räume		1		1.6		1.6.0		52

		MaMpf-Label		defn:projektiver-Raum		Definition		1.83		projektiver Raum		1		1.6		1.6.0		55

		MaMpf-Label		bsp:projektiver-Standardraum		Beispiel		1.84		projektiver Standardraum		1		1.6		1.6.0		55

		MaMpf-Label		bsp:Einbettungen-projektiver-Standardraeume		Beispiel		1.85		Veranschaulichung projektiver Standardräume der Dimension 1 und 2 als affine Einbettungen		1		1.6		1.6.0		55

		MaMpf-Label		defn:projektiver-Unterraum		Definition		1.86		projektiver Unterraum		1		1.6		1.6.0		57

		MaMpf-Label		prop:projektive-Unterraeume-Korrespondenz		Proposition		1.87		Korrespondenz projektive Unterräume zu Untervektorräumen		1		1.6		1.6.0		57

		MaMpf-Label		defn:projektive-Unterraeume-Dimension		Definition		1.88		Dimension projektiver Unterräume		1		1.6		1.6.0		58

		MaMpf-Label		bsp:projektive-Gerade		Beispiel		1.89		projektive Gerade		1		1.6		1.6.0		58

		MaMpf-Label		prop:Durchschnitt-und-Verbindungsraum-projektiv		Proposition		1.90		Durchschnitt und Verbindungsraum projektiver Räume		1		1.6		1.6.0		58

		MaMpf-Label		Beschreibung-projektiver-Verbindungsraum		Gleichung		1.20				1		1.6		1.6.0		58

		MaMpf-Label		satz:Dimensionsformel-fuer-projektive-Unterraeume		Satz		1.91		Dimensionsformel für projektive Unterräume		1		1.6		1.6.0		59

		MaMpf-Link		98

		MaMpf-Label		sect:Projektive-Abbildungen		Abschnitt		1.7		Projektive Abbildungen		1		1.7		1.7.0		59

		MaMpf-Label		defn:projektive-Abbildung		Definition		1.92		projektive Abbildung		1		1.7		1.7.0		59

		MaMpf-Label		prop:Uneindeutigkeit-der-lin-Abb-zu-einer-proj-Abb		Proposition		1.93		Zusammenhang zwischen den linearen Abbildungen zu einer gegebenen projektiven Abbildung		1		1.7		1.7.0		60

		MaMpf-Label		bsp:kanonische-Einbettung		Beispiel		1.94		kanonische Einbettung		1		1.7		1.7.0		60

		MaMpf-Label		defn:Zentralprojektion		Definition		1.95		Zentralprojektion		1		1.7		1.7.0		61

		MaMpf-Label		Wohldefiniertheit-Zentralprojektion-1		Gleichung		1.21				1		1.7		1.7.0		62

		MaMpf-Label		Wohldefiniertheit-Zentralprojektion-2		Gleichung		1.22				1		1.7		1.7.0		62

		MaMpf-Label		bem:Beschreibung-Zentralprojektion		Bemerkung		1.96		Wohldefiniertheit des Begriffs der Zentralprojektion		1		1.7		1.7.0		62

		MaMpf-Label		prop:Zentralprojektionen-sind-Projektivitaeten		Proposition		1.97		Zentralprojektionen sind Projektivitäten		1		1.7		1.7.0		62

		MaMpf-Label		satz:projektiver-Abschluss		Satz		1.98		projektiver Abschluss		1		1.7		1.7.0		63

		MaMpf-Label		bsp:projektiver-Abschluss		Beispiel		1.99		projektiver Abschluss einer Hyperebene in $K^3$		1		1.7		1.7.0		64

		MaMpf-Label		ZcapX		Gleichung		1.23				1		1.7		1.7.0		65
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		MaMpf-Label		dim-ZcapX		Gleichung		1.24				1		1.7		1.7.0		66

		MaMpf-Label		sect:Projektive-Koordinaten		Abschnitt		1.8		Projektive Koordinaten		1		1.8		1.8.0		68

		MaMpf-Label		defn:projektive-Basis		Definition		1.100		projektive Basis		1		1.8		1.8.0		68

		MaMpf-Label		bsp:kanonische-projektive-Basis		Beispiel		1.101		Standardbasis des projektiven Standardraums		1		1.8		1.8.0		68

		MaMpf-Label		abb:projektive-Standardbasis		Abbildung		1.3				1		1.8		1.8.0		69

		MaMpf-Label		lemma:Zusammenhang-zwischen-projektiver-Basis-und-VR-Basis		Lemma		1.102		Zusammenhang zwischen projektiver Basis und Basis des zugrunde liegenden Vektorraums		1		1.8		1.8.0		69

		MaMpf-Label		satz:projektive-Raeume-gleicher-Dimension-sind-kanonisch-isomorph		Satz		1.103		Konstruktion von Projektivitäten über Basen		1		1.8		1.8.0		70

		MaMpf-Label		defn:projektives-Koordinatensystem		Definition		1.104		projektives Koordinatensystem		1		1.8		1.8.0		70

		MaMpf-Label		defn:Doppelverhaeltnis-projektiv		Definition		1.105		Doppelverhältnis		1		1.8		1.8.0		71

		MaMpf-Label		prop:DV-projektive-Invariante		Proposition		1.106		Doppelverhältnis ist projektive Invariante		1		1.8		1.8.0		71

		MaMpf-Label		prop:DV-Berechnung		Proposition		1.107		Berechnung des Doppelverhältnisses aus den homogenen Koordinaten		1		1.8		1.8.0		72

		MaMpf-Link		110

		MaMpf-Label		bem:Zusammenhang-DV-und-TV		Bemerkung		1.108		Zusammenhang zwischen Doppelverhältnis und bestimmten Teilverhältnissen		1		1.8		1.8.0		74

		MaMpf-Label		satz:projektiver-Desargues		Satz		1.109		projektiver Satz von Desargues		1		1.8		1.8.0		74

		MaMpf-Label		bem:affiner-Desargues		Bemerkung		1.110		affine Sätze von Desargues		1		1.8		1.8.0		78

		MaMpf-Label		sect:Computergraphik		Abschnitt		1.9		Computergraphik		1		1.9		1.9.0		78

		MaMpf-Link		491

		MaMpf-Label		Transformationen-in-R3		Gleichung		1.25				1		1.9		1.9.0		80

		MaMpf-Label		defn:Quader		Definition		1.111		Quader		1		1.9		1.9.0		81

		MaMpf-Label		defn:Kegelstumpf		Definition		1.112		Rechteckkegelstumpf		1		1.9		1.9.0		81

		MaMpf-Label		sect:Uebungsaufgaben-Analytische-Geometrie		Abschnitt		1.10		Übungsaufgaben		1		1.10		1.10.0		82

		MaMpf-Label		aufg:Eigenschaften-affiner-Abbildungen		Aufgabe		1.5				1		1.10		1.10.0		82

		MaMpf-Label		aufg:Tangenssatz		Aufgabe		1.11		Tangenssatz		1		1.10		1.10.0		84

		MaMpf-Label		aufg:Heronsche-Formel		Aufgabe		1.13		Heron'sche Formel		1		1.10		1.10.0		84

		MaMpf-Link		491

		MaMpf-Label		aufg:Vergleich-rechtwinkliger-Dreiecke		Aufgabe		1.15				1		1.10		1.10.0		85

		MaMpf-Label		aufg:Durchschnitt-Gerade-mit-Einheitssphaere		Aufgabe		1.16				1		1.10		1.10.0		85

		MaMpf-Link		491

		MaMpf-Label		aufg:fast-jede-Projektivitaet-ist-Zentralprojektion		Aufgabe		1.22		Jede Projektivität, die den Durchschnitt von Start- und Zielraum punktweise festlässt, ist eine Zentralprojektion		1		1.10		1.10.0		87

		MaMpf-Label		aufg:projektiver-Pappos		Aufgabe		1.24		projektiver Satz von Pappos		1		1.10		1.10.0		87

		MaMpf-Label		chap:Inzidenzgeometrie		Kapitel		2		Inzidenzgeometrie		2		2.0		2.0.0		88

		MaMpf-Label		sect:Inzidenzebenen		Abschnitt		2.1		Inzidenzebenen		2		2.1		2.1.0		88

		MaMpf-Label		defn:Inzidenzebene		Definition		2.1		Inzidenzebene		2		2.1		2.1.0		89

		MaMpf-Label		bsp:Inzidenzebene		Beispiel		2.2		Inzidenzebene		2		2.1		2.1.0		89

		MaMpf-Label		prop:Geradenschnittpunkt		Proposition		2.3		nicht-parallele Geraden besitzen eindeutigen Schnittpunkt		2		2.1		2.1.0		89

		MaMpf-Label		prop:Kriterium-Punkt-auf-Gerade		Proposition		2.4		Kriterium dafür, ob ein Punkt auf einer Geraden liegt		2		2.1		2.1.0		90

		MaMpf-Label		prop:Trennung-von-Punkt-und-Gerade		Proposition		2.5		Trennung von Punkt und Gerade		2		2.1		2.1.0		90

		MaMpf-Label		satz:A2(K)-Inzidenzebene		Satz		2.6		affine Standardebene ist Inzidenzebene		2		2.1		2.1.0		90

		MaMpf-Label		bem:Parallelitaet-in-A2(K)		Bemerkung		2.7		Parallelitätsbegriffe in der affinen Standardebene stimmen überein		2		2.1		2.1.0		91

		MaMpf-Label		defn:Isomorphismus-von-Inzidenzebenen		Definition		2.8		Isomorphismus von Inzidenzebenen		2		2.1		2.1.0		91

		MaMpf-Label		bsp:affine-Ebenen-sind-Inzidenzebenen		Beispiel		2.9		affine Ebenen (analytisch definiert) sind Inzidenzebenen		2		2.1		2.1.0		91

		MaMpf-Label		sect:affine-Ebenen		Abschnitt		2.2		Affine Ebenen		2		2.2		2.2.0		91

		MaMpf-Label		defn:Parallelenaxiome		Definition		2.10		Parallelenaxiom		2		2.2		2.2.0		91

		MaMpf-Label		defn:affine-Ebene		Definition		2.11		affine Ebene		2		2.2		2.2.0		92

		MaMpf-Label		bsp:Parallelenaxiome		Beispiel		2.12		Parallelenaxiom		2		2.2		2.2.0		92

		MaMpf-Link		349

		MaMpf-Label		prop:Parallelitaet-Aequivalenzrelation		Proposition		2.13		Parallelität ist Äquivalenzrelation		2		2.2		2.2.0		93

		MaMpf-Label		defn:Parallelenbueschel-und-Geradenbueschel		Definition		2.14		Parallelenbüschel und Geradenbüschel		2		2.2		2.2.0		93

		MaMpf-Label		bsp:Parallelenbueschel-und-Geradenbueschel		Beispiel		2.15		Parallelenbüschel und Geradenbüschel in der affinen Standardebene		2		2.2		2.2.0		93

		MaMpf-Label		defn:affiner-Isomorphismus		Definition		2.16		affiner Isomorphismus		2		2.2		2.2.0		94

		MaMpf-Label		bsp:affiner-Isomorphismus		Beispiel		2.17		affiner Isomorphismus		2		2.2		2.2.0		94

		MaMpf-Label		sect:Uebungsaufgaben-Inzidenzgeometrie		Abschnitt		2.3		Übungsaufgaben		2		2.3		2.3.0		94

		MaMpf-Label		aufg:Isomorphismen-von-Inzidenzebenen		Aufgabe		2.2				2		2.3		2.3.0		94

		MaMpf-Label		aufg:affine-Ebene-mit-fuenf-Punkten		Aufgabe		2.3				2		2.3		2.3.0		94

		MaMpf-Label		aufg:Geraden-in-affiner-Ebene-sind-gleichmaechtig		Aufgabe		2.4				2		2.3		2.3.0		94

		MaMpf-Label		chap:Hilbertebenen		Kapitel		3		Hilbertebenen		3		3.0		3.0.0		96

		MaMpf-Label		sect:Anordnungsaxiome		Abschnitt		3.1		Die Anordnungsaxiome		3		3.1		3.1.0		96

		MaMpf-Label		defn:Anordnungsaxiome		Definition		3.1		Anordnungsaxiome		3		3.1		3.1.0		96

		MaMpf-Label		prop:Seiten-einer-Geraden		Proposition		3.2		Seiten einer Geraden		3		3.1		3.1.0		97

		MaMpf-Label		abb:Geradenseiten		Abbildung		3.1		Seiten einer Geraden		3		3.1		3.1.0		97

		MaMpf-Label		bsp:affine-Standardebene-und-Anordnung		Beispiel		3.3		Anordnung in der affinen Standardebene		3		3.1		3.1.0		98

		MaMpf-Label		Anordnung-fuer-affine-Standardebenen		Gleichung		3.1				3		3.1		3.1.0		98

		MaMpf-Label		Hessesche-Normalform		Gleichung		3.2		Hesse'sche Normalform		3		3.1		3.1.0		99

		MaMpf-Link		350

		MaMpf-Label		defn:Lage-auf-verschiedenen-Geradenseiten		Definition		3.4		Lage auf verschiedenen Seiten einer Geraden		3		3.1		3.1.0		99

		MaMpf-Label		prop:Seiten-von-Geraden-und-Punkten		Proposition		3.5		Seiten von Geraden und Punkten		3		3.1		3.1.0		99

		MaMpf-Label		coro:Seiten-eines-Punktes		Korollar		3.6		Lage auf gleicher Seite ist Äquivalenzrelation		3		3.1		3.1.0		100

		MaMpf-Label		defn:Anordnung-vieler-Punkte		Definition		3.7		Erweiterung des Anordnungsbegriffs auf beliebig viele kollineare Punkte		3		3.1		3.1.0		100

		MaMpf-Label		prop:Anordnung-von-Punkten-auf-Geraden		Proposition		3.8		Anordnungen von Punkten auf Geraden		3		3.1		3.1.0		100

		MaMpf-Label		bem:alternatives-Anordnungsaxiom		Bemerkung		3.9		alternatives Anordnungsaxiom (A'2)		3		3.1		3.1.0		101

		MaMpf-Label		defn:strecke-und-strahl		Definition		3.10		Strecke und Strahl		3		3.1		3.1.0		101

		MaMpf-Label		prop:Strecken-und-Strahlen		Proposition		3.11		Strecken und Strahlen		3		3.1		3.1.0		101

		MaMpf-Label		prop:gerade-vereinigung-von-strahlen		Proposition		3.12		Gerade als Vereinigung von Strahlen		3		3.1		3.1.0		101

		MaMpf-Label		satz:Pasch		Satz		3.13		Satz von Pasch		3		3.1		3.1.0		102

		MaMpf-Label		sect:Die-Kongruenzaxiome-fuer-Strecken		Abschnitt		3.2		Die Kongruenzaxiome für Strecken		3		3.2		3.2.0		102

		MaMpf-Label		defn:Kongruenzaxiome-fuer-Strecken		Definition		3.14		Kongruenzaxiome für Strecken		3		3.2		3.2.0		102

		MaMpf-Label		bsp:affine-Standardebene-und-Kongruenzen-von-Strecken		Beispiel		3.15		Streckenkongruenzen in der affinen Standardebene		3		3.2		3.2.0		103

		MaMpf-Link		351

		MaMpf-Label		prop:Streckensubtraktion		Proposition		3.16		Streckensubtraktion		3		3.2		3.2.0		103

		MaMpf-Label		defn:<-fuer-Strecken		Definition		3.17		Vergleich von Strecken		3		3.2		3.2.0		104

		MaMpf-Label		prop:<-fuer-Strecken		Proposition		3.18		Vergleich von Strecken		3		3.2		3.2.0		104

		MaMpf-Label		sect:Kongruenzaxiome-fuer-Winkel		Abschnitt		3.3		Die Kongruenzaxiome für Winkel		3		3.3		3.3.0		104

		MaMpf-Label		defn:Winkel		Definition		3.19		Winkel		3		3.3		3.3.0		104

		MaMpf-Label		abb:Winkel		Abbildung		3.2		Winkel		3		3.3		3.3.0		105

		MaMpf-Label		prop:winkel		Proposition		3.20		Identitätskriterium für Winkel		3		3.3		3.3.0		105

		MaMpf-Label		defn:Inneres-eines-Winkels		Definition		3.21		Inneres eines Winkels		3		3.3		3.3.0		105

		MaMpf-Label		lemma:im-Inneren-eines-Winkels		Lemma		3.22		Kriterium für die Lage im Inneren eines Winkels		3		3.3		3.3.0		106

		MaMpf-Label		defn:Kongruenzaxiome-fuer-Winkel		Definition		3.23		Kongruenzaxiome für Winkel		3		3.3		3.3.0		107

		MaMpf-Label		bsp:affine-Standardebene-und-Kongruenzen-von-Winkeln		Beispiel		3.24		Winkelkongruenzen in der affinen Standardebene		3		3.3		3.3.0		107

		MaMpf-Label		Kongruenz-von-Winkeln-in-der-affinen-Standardebene		Gleichung		3.3				3		3.3		3.3.0		107

		MaMpf-Label		defn:<-fuer-Winkel		Definition		3.25		Vergleich von Winkeln		3		3.3		3.3.0		108

		MaMpf-Label		prop:<-fuer-Winkel		Proposition		3.26		Vergleich von Winkeln		3		3.3		3.3.0		108

		MaMpf-Label		defn:Dreieck		Definition		3.27		Dreieck		3		3.3		3.3.0		108

		MaMpf-Label		bem:dreieck		Bemerkung		3.28		Kongruenz von Dreiecken		3		3.3		3.3.0		108

		MaMpf-Label		defn:ebene-Geometrie		Definition		3.29		ebene Geometrie		3		3.3		3.3.0		109

		MaMpf-Label		defn:Bewegung		Definition		3.30		Bewegung		3		3.3		3.3.0		109

		MaMpf-Label		bsp:Bewegungen-in-der-affinen-Standardebene		Beispiel		3.31		Bewegungen in der affinen Standardebene		3		3.3		3.3.0		110

		MaMpf-Label		defn:gvB		Definition		3.32		genügend viele Bewegungen		3		3.3		3.3.0		110

		MaMpf-Label		satz:genug-Bewegung		Satz		3.33		Existenz genügend vieler Bewegungen impliziert (K'6)		3		3.3		3.3.0		110

		MaMpf-Label		Voraussetzungen-SWS		Gleichung		3.4				3		3.3		3.3.0		110

		MaMpf-Label		bsp:affine-Standardebene-ist-Hilbertebene		Beispiel		3.34		affinen Standardebene ist Hilbertebene		3		3.3		3.3.0		111
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		MaMpf-Label		sect:Ergaenzungswinkel,-Gegenwinkel-und-rechte-Winkel		Abschnitt		3.4		Ergänzungswinkel, Gegenwinkel und rechte Winkel		3		3.4		3.4.0		111

		MaMpf-Label		defn:Ergaenzungswinkel-Gegenwinkel		Definition		3.35		Ergänzungswinkel und Gegenwinkel		3		3.4		3.4.0		111

		MaMpf-Label		prop:Ergaenzungswinkel		Proposition		3.36		Ergänzungswinkel kongruenter Winkel sind kongruent		3		3.4		3.4.0		112

		MaMpf-Label		coro:Gegenwinkel		Korollar		3.37		ein Winkel ist zu seinem Gegenwinkel kongruent		3		3.4		3.4.0		113

		MaMpf-Label		defn:rechter-Winkel		Definition		3.38		rechter Winkel		3		3.4		3.4.0		113

		MaMpf-Label		prop:rechter-Winkel		Proposition		3.39		Ergänzungswinkel eines rechten Winkels ist rechter Winkel		3		3.4		3.4.0		113

		MaMpf-Label		satz:Viertes-euklidisches-Postulat		Satz		3.40		rechte Winkel sind zueinander kongruent		3		3.4		3.4.0		113

		MaMpf-Label		coro:rechte-Winkel		Korollar		3.41		die rechten Winkel bilden eine Kongruenzklasse		3		3.4		3.4.0		114

		MaMpf-Label		sect:Orthogonalitaet-und-Parallelitaet		Abschnitt		3.5		Orthogonalität und Parallelität		3		3.5		3.5.0		114

		MaMpf-Label		defn:orthogonal		Definition		3.42		orthogonal		3		3.5		3.5.0		114

		MaMpf-Label		satz:Orthogonale-Gerade		Satz		3.43		Existenz des Lots		3		3.5		3.5.0		114

		MaMpf-Label		abb:Orthogonale		Abbildung		3.3		Existenz des Lots		3		3.5		3.5.0		115

		MaMpf-Label		defn:Wechselwinkel-und-Stufenwinkel		Definition		3.44		Wechselwinkel und Stufenwinkel		3		3.5		3.5.0		115

		MaMpf-Label		bem:Wechselwinkel-und-Stufenwinkel		Bemerkung		3.45		Zusammenhang zwischen Wechsel- und Stufenwinkel		3		3.5		3.5.0		116

		MaMpf-Label		satz:Schwacher-Wechselwinkelsatz-und-schwacher-Stufenwinkelsatz		Satz		3.46		schwacher Wechselwinkelsatz		3		3.5		3.5.0		116

		MaMpf-Label		coro:zum-schwachen-wws		Korollar		3.47		zweifaches Lotfällen gibt Parallele		3		3.5		3.5.0		116

		MaMpf-Label		coro:Lot-eindeutig		Korollar		3.48		Eindeutigkeit des Lots		3		3.5		3.5.0		117

		MaMpf-Label		coro:Existenz-von-Parallelen		Korollar		3.49		Existenz von Parallelen		3		3.5		3.5.0		117

		MaMpf-Label		satz:Parallelenaxiom-in-Hilbertebenen		Satz		3.50		starker Wechselwinkelsatz		3		3.5		3.5.0		117

		MaMpf-Label		sect:Kongruenzsatz		Abschnitt		3.6		Der Kongruenzsatz für Dreiecke		3		3.6		3.6.0		119

		MaMpf-Label		prop:eindeutiges-Dreieck		Proposition		3.52		Abtragung eines Dreiecks		3		3.6		3.6.0		119

		MaMpf-Label		defn:gleichschenkliges-Dreieck		Definition		3.53		gleichschenkliges Dreieck		3		3.6		3.6.0		119

		MaMpf-Label		prop:gleichschenkliges-Dreieck		Proposition		3.54		gleichschenkliges Dreieck		3		3.6		3.6.0		119

		MaMpf-Label		prop:Winkeladdsubtraktion		Proposition		3.55		Winkeladdition und -subtraktion		3		3.6		3.6.0		119

		MaMpf-Label		satz:Kongruenzsatz-fuer-Dreiecke		Satz		3.56		Kongruenzsatz für Dreiecke		3		3.6		3.6.0		121

		MaMpf-Label		wsw-1		Gleichung		3.5				3		3.6		3.6.0		121

		MaMpf-Label		sect:Mittelsenkrechte-und-Winkelhalbierende		Abschnitt		3.7		Mittelsenkrechte und Winkelhalbierende		3		3.7		3.7.0		122

		MaMpf-Label		defn:Streckenmittelpunkt		Definition		3.57		Streckenmittelpunkt		3		3.7		3.7.0		122

		MaMpf-Label		lemma:Mittelpunkt-liegt-zwischen-Randpunkten		Lemma		3.58		Streckenmittelpunkt liegt zwischen den Randpunkten der Strecke		3		3.7		3.7.0		122

		MaMpf-Label		satz:Mittelpunkt		Satz		3.59		Existenz und Eindeutigkeit des Streckenmittelpunkts		3		3.7		3.7.0		123

		MaMpf-Label		Mittelpunkt-1		Gleichung		3.6				3		3.7		3.7.0		123

		MaMpf-Label		Mittelpunkt-2		Gleichung		3.7				3		3.7		3.7.0		123

		MaMpf-Label		defn:Mittelsenkrechte		Definition		3.60		Mittelsenkrechte		3		3.7		3.7.0		124

		MaMpf-Label		prop:Charakterisierung-Mittelsenkrechte		Proposition		3.61		Charakterisierung der Mittelsenkrechten		3		3.7		3.7.0		124

		MaMpf-Label		defn:Winkelhalbierende		Definition		3.62		Winkelhalbierende		3		3.7		3.7.0		125

		MaMpf-Label		prop:Existenz-der-Winkelhalbierenden		Proposition		3.63		Existenz der Winkelhalbierenden		3		3.7		3.7.0		125

		MaMpf-Label		sect:Innen-und-Aussenwinkel-im-Dreieck		Abschnitt		3.8		Innen- und Außenwinkel im Dreieck		3		3.8		3.8.0		125

		MaMpf-Label		defn:Innenwinkel		Definition		3.64		Innenwinkel		3		3.8		3.8.0		125

		MaMpf-Label		prop:schwache-Winkelsumme-im-Dreieck-1		Proposition		3.65		schwache Winkelsumme im Dreieck		3		3.8		3.8.0		126

		MaMpf-Label		schwache-Winkelsumme-im-Dreieck		Gleichung		3.8				3		3.8		3.8.0		126

		MaMpf-Label		satz:Aussenwinkelsatz		Satz		3.66		Außenwinkelsatz		3		3.8		3.8.0		126

		MaMpf-Label		satz:grosse-Dreiecksseite-hat-grossen-Winkel		Satz		3.67		der größeren Dreiecksseite liegt der größere Winkel gegenüber		3		3.8		3.8.0		127

		MaMpf-Label		abb:grosse-Dreiecksseite-hat-grossen-Winkel		Abbildung		3.4		der größeren Dreiecksseite liegt der größere Winkel gegenüber		3		3.8		3.8.0		128

		MaMpf-Label		satz:SSrechterWinkel		Satz		3.68		SSrW-Kriterium		3		3.8		3.8.0		128

		MaMpf-Label		sect:Kreise		Abschnitt		3.9		In- und Umkreis		3		3.9		3.9.0		129

		MaMpf-Label		defn:Kreis		Definition		3.69		Kreis		3		3.9		3.9.0		129

		MaMpf-Label		prop:Kreise-haben-genau-einen-Mittelpunkt		Proposition		3.70		Eindeutigkeit des Kreismittelpunkts		3		3.9		3.9.0		129

		MaMpf-Label		satz:Umkreissatz		Satz		3.71		Umkreissatz		3		3.9		3.9.0		130

		MaMpf-Label		defn:Hoehe		Definition		3.73		Höhe		3		3.9		3.9.0		130

		MaMpf-Label		satz:Hoehensatz		Satz		3.74		Höhensatz		3		3.9		3.9.0		131

		MaMpf-Label		satz:Inkreissatz		Satz		3.75		Inkreissatz		3		3.9		3.9.0		131

		MaMpf-Label		sect:Uebungsaufgaben-Hilbertebenen		Abschnitt		3.10		Übungsaufgaben		3		3.10		3.10.0		133

		MaMpf-Label		aufg:Anordnung-von-Punkten-auf-Geraden		Aufgabe		3.1				3		3.10		3.10.0		133

		MaMpf-Label		aufg:unendlich-viele-Punkte-mit-I-+-A		Aufgabe		3.2				3		3.10		3.10.0		133

		MaMpf-Label		aufg:Anordnung-Modell-alternativ		Aufgabe		3.4				3		3.10		3.10.0		133

		MaMpf-Label		aufg:<-fuer-Winkel		Aufgabe		3.5				3		3.10		3.10.0		134

		MaMpf-Label		aufg:Inneres-bestimmt-den-Winkel		Aufgabe		3.6				3		3.10		3.10.0		134

		MaMpf-Label		aufg:konvexe-Mengen		Aufgabe		3.7				3		3.10		3.10.0		134

		MaMpf-Label		aufg:Parallelogramm-synthetisch		Aufgabe		3.10				3		3.10		3.10.0		134

		MaMpf-Label		aufg:Spiegelungen-in-Hilbertebenen		Aufgabe		3.12		Geradenspiegelung		3		3.10		3.10.0		135

		MaMpf-Label		aufg:Abschaetzung-Abstand-Punkt-Gerade		Aufgabe		3.13				3		3.10		3.10.0		135

		MaMpf-Label		aufg:Hoehenformel		Aufgabe		3.14		Höhenformel		3		3.10		3.10.0		135

		MaMpf-Label		chap:Euklidische-Geometrie-kurz		Kapitel		4		Euklidische Geometrie		4		4.0		4.0.0		137
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