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KAPITEL 1

Mobius-Transformationen

In diesem Kapitel behandeln wir mit den Mobius-Transformationen eine spezielle Klasse von
Abbildungen, die fiir die Theorie der Modulformen von grundlegender Bedeutung sind. Erst-
mals systematisch untersucht wurden die Mobius-Transformationen von ihrem Namensgeber
AUGUST FERDINAND MOBIUS (1790 - 1868).

1.1 Die Gruppe der Mobius-Transformationen

Fiir eine beliebige invertierbare komplexe (2 x 2)-Matrix

M := (i b) € GLy(C) = {A € C**? | detA # 0}

d
ist durch
Z;ig fﬁrzEC\{—% ,
§0M(Z) =N fir z = _%/
a2 fiir z = 0.

fiir ¢ # 0 beziehungsweise

aztb  fiirz € C,
pm(z) == { a

00 fiir z = oo,

fiir ¢ = 0 eine meromorphe Funktion ¢y auf C gegeben,

denn: Im Fall ¢ = 0 ist ¢ offensichtlich ein Polynom von Grad n = 1 und insbesondere eine
meromorphe Funktion auf C. Im Fall ¢ # 0 ist g ]C\ (—1 holomorph, und —% wegen

az+b_az—|—b 1
cz+d c — (=9

fiir alle z € Ur(—g), r hinreichend Kklein,

o[
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ein Pol erster Ordnung. Hierbei ist zu beachten, dass @ furz = —% wegen M € GL,(C) von
Null verschieden ist. ¢ | ¢ ist also eine meromorphe Funktion auf C. Desweiteren gilt auf einer

kleinen Umgebung vonz =0in C = C

oai(2) = 1 _a%+b_a+b2ﬂ)>g
PMiz) =M Cclyd ctdz ¢’
die Singularitdt von ¢ in oo ist also hebbar. #
Definition 1.1. Fiir M € GL,(C) beliebig heifit die so definierte meromorphe Funktion ¢ eine
Moébius-Transformation.
Nach Konstruktion gilt offensichtlich

oam = @m  furalle M € GLy(C) und A € €~ {0}.

Es gibt insbesondere keinen Eins-zu-eins-Zusammenhang zwischen Matrizen aus GL,(C) und
Mobius-Transformationen.

Beispiel 1.2. Wiihlen wir

M= (g é) € GLy(C),

so erhalten wir die Mobius-Transformation z — 1, die insbesondere M(0) = oo und M(oo) = 0 erfiillt.

o

1
z

Veranschaulichen konnen wir uns diese als Hintereinanderausfiihrung der Spiegelung an der reellen
Achse und der Inversion am Einheitskreis.

Proposition 1.3. (a) Fiiralle M, N € GL,(C) gilt p10 N = PMN-

(b) Fiir alle M € GL,(C) ist g bijektiv mit Umkehrabbildung (¢op) ! = a1

(c) Die Mobius-Transformationen bilden beziiglich der Hintereinanderausfiihrung eine Gruppe.
Beweis. Behauptung (b) folgt aus (a), wenn man dort M~! fiir N einsetzt, und Behauptung (c)
folgt aus (a) und (b),

denn: Die Assoziativitdt der Hintereinanderausfiihrung folgt aus (a) und der Assoziativitat der
Matrizenmultiplikation. ¢, = id ist offensichtlich das neutrale Element. Nach (b) hat jede
Mobius-Transformation schliefilich ein Inverses. #
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Behauptung (a) kann man schliefslich direkt nachrechnen. Mit

a b a v
M= (c d> und N = <c’ d’)
gilt ndmlich aufierhalb der Sonderfille

, /
ﬂ/Z+b/ . a?/;j;g/ +b

Terd) ~ crh
_a(@z4+V)+b(dz+d")  (ad +bc)z+ (al +bd')
Cc(@z+b)+d(dz+d)  (ca +dc)z+ (cb +dd)
= pmn(2).

Den Rest rechnet man analog nach. (vgl. Ubungsaufgabe 1.1) O

(pmoon)(z) = @a(

Geometrisch sind drei spezielle Typen von Mobius-Transformationen interessant, die wir nun
untersuchen wollen. Da man alle anderen Mobius-Transformationen auf diese zurtickfiihren
kann, nennt man sie Elementartypen. Diese sind

Die Inversion. Der erste Elementartyp ist die bereits studierte Inversion aus Beispiel 1.2.

Drehstreckungen. Fiir

M = (g (1)> mita = re'? € C ~ {0}

ist durch
az fiurz e C,

oo filirz=oc0

pm(z) = {

eine Drehstreckung mit Drehwinkel ¢ € R und Streckungsfaktor r € R gegeben.

L\
N

<
S
\

Verschiebungen. Fiir

M = <(1) l;) mit einem beliebigen b € C
ist durch

1) fiir z = oo.

z+b firzeC,
om(z) =

eine Verschiebung um den festen Vektor b gegeben.
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Proposition 1.4. Die Gruppe der Mobius-Transformationen wird von den Elementartypen erzeugt.

Beweis. Wir betrachten die Matrix
a b
M = (C d) € GLz(C).

Ist hierbei ¢ = 0, so gilt
Lz4+ Y fiirz # oo,

1) fiirz =

pm(z) = {

und wir konnen ¢y als Hintereinanderausfiihrung einer Drehstreckung und einer Translation
darstellen.

Ist ¢ # 0, so errechnet man sofort

bc—ad - d
% + C(Ez—id) fir z ¢ {_E’oo}’
d

firz = -2,

fiir z = oo.

3

pm(z) =

a
c

Dies lasst sich auf folgende Weise aus Inversionen, Drehstreckungen und Translationen zusam-
mensetzen.

1 bc—ad a bc—ad

) = q)M(Z);

=z d— — = -4+ ——-
FrocEmozt cz+d clcz+d) ¢ +c(cz+d

die beiden Sonderfille {iberpriift man wieder separat. (vgl. Ubungsaufgabe 1.2) O

1.2 Mobius-Transformationen und verallgemeinerte Kreise

Proposition 1.5. Kreise und Geraden lassen sich einheitlich schreiben als
az> +Bz+Pz+v=0 mita,y €R, B € CundBp > ay.

Im Fall der Kreislinien ist & # 0, im Fall der Geraden ist x = 0. Die Menge aller solchen Kreise und
Geraden nennt man auch verallgemeinerte Kreise.

Beweis. Sei

Ki(zg) :={z€C||z—2z0| =r} mitr € Rygundzy € C
ein beliebiger Kreis. Dann gilt
2 > — Zoz — 20Z + (|z0]* — 7?) = 0.

lz—z| =1 <= |z—z)*=1r = |z

Mita :=1#0, B := —Zo und 7y := |z0|?> — r? ist also wegen

BB = |zo|* > |zo* —1* = ay
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eine Darstellung von K, (zg) wie gewtiinscht gefunden.

Sei nun
z=a+bt mita,be C,b#0undt e R

eine beliebige Gerade. Ohne Einschrankung kénnen wir in der Geradengleichung a € biR
annehmen,

denn: Im Fall a € bR koénnen wir wegen
{zeClz=a+bt} ={z€C|z= (a+bty) + bt} (1.1)
ohne Einschrankung a = 0 € biR annehmen, so dass nichts zu zeigen ist.

Im Fall a ¢ bR bildet {a,b} eine R-Basis von C. Mit a = x, + y,i und b = x;, + y,i gilt

ab+ab (xa> <xb)
= XgXp + Yq = ’
> vy =, )1, )

wobei (- | -) das Standardskalarprodukt im R-Vektorraum R? bezeichne. Mit dem Orthogona-
lisierungsverfahren von E. SCHMIDT! finden wir ein ty € R mit

<<Xa + th0> | (Xb>> —o.
Ya + Yuto Yo

Mit der obigen Identifikation und mit (1.1) konnen wir daher ohne Einschrankung

ab+ab
=

annehmen. Das ist dquivalent zu ab = —ab und somit zu a € biR, was zu zeigen war. #

Wegen a € biRR gilt insbesondere abi € R und es folgt

abi

{ze@|z-a+bt}—{z€C|72—E+t}
= {z€C|Re(;2) =T}
:{ze(D|éz+?l %zo}.
Mitwa :=0, §:= % und v := —%“i folgt wegen
= b2 >0=ay
die Behauptung. O

Satz 1.6. Mobius-Transformationen bilden verallgemeinerte Kreise auf verallgemeinerte Kreise ab.

TErhard Schmidt (1876 - 1959)
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Beweis. Es geniigt, die Behauptung fiir die Elementartypen zu zeigen. Fiir Translationen und
Drehstreckungen ist dies aus geometrischen Griinden klar.

Die Inversion bildet definitionsgeméfs 0 auf co und co auf 0 ab. Seien also diese beiden Punkte
in der folgenden Uberlegung als Werte von z zunichst ausgenommen. Nach Proposition 1.5
lassen sich alle verallgemeinerten Kreise durch eine Gleichung der Form

alzP+Bz+PZ+7=0 mita,y€R, BeCundBp>anry

beschreiben. Setzen wir fiir z € C \ {0} als neue Variable w := 1 und multiplizieren mit |w|?,
so erhalten wir fiir alle w € C \ {0}

ywP+pw+Bw+a=0 mita,y€R, f€CundBp>ar.

War 0 Punkt des urspriinglichen verallgemeinerten Kreises, so gilt offensichtlich y = 0, und die
neue Gleichung beschreibt nach Proposition 1.5 eine Gerade, auf der zwangslaufig der Punkt
oo liegt. War co Punkt des urspriinglichen verallgemeinerten Kreises, so ist dieser eine Gerade,
und es gilt &« = 0, so dass 0 eine Losung der neuen Gleichung ist. O

Definition 1.7. Sei M € GL(C). Ein Punkt zo € C heif$t Fixpunkt beziiglich der Mibius-Transfor-
mation @, falls p(zo) = zo gilt.

Beispiel 1.8. (a) Fiir M = I, ist jeder Punkt Fixpunkt von @;.

(b) Fiir M = <(1) 1) hat @ genau einen Fixpunkt, nimlich zg = oo.

(c) Fiir M = <é }) hat @ genau zwei Fixpunkte, niamlich zg = co und z; = —1.

Proposition 1.9. Jede von der Identitit verschiedene Mobius-Transformation hat entweder genau einen
oder genau zwei Fixpunkte.

Beweis. Sei M = <bcl Z) € GLy(C) mit ¢pr # id.

Fall 1: ¢ = 0. Nach Definition ist dann oo ein Fixpunkt von ¢ und wegen d # 0 konnen wir

om(z) :%z—{—g fur alle z # oo

schreiben. Fiir a = d hat dies keinen weiteren Fixpunkt,

denn: Fir b # 0 ist dies klar, da wir so eine Translation um % # 0 erhalten. Andererseits
kann nicht gleichzeitig ¢ = 0, 4 = d und b = 0 gelten, da sonst M als skalares Vielfaches der
Einheitsmatrix trivial operierte, was wir in unserer Voraussetzung ausgeschlossen hatten.  #

Nehmen wir also a # d an. Dann gilt

. a b b
zg € C Fixpunkt von ¢y <= HZO+H:ZO = zp=
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In diesem Fall hat also @)1 genau einen oder genau zwei Fixpunkte.

Fall 2: ¢ # 0. In diesem Fall ist weder co noch —% ein Fixpunkt von ¢j;. Betrachten wir also
z ¢ {—%,00}. Ahnlich wie in Fall 1 gilt dann

b
zo Fixpunkt von ¢y <= jzgi_ 7 = 29
— cz5+(d—a)zg—b=0
d— b
= Z+ ”zo—E:o
e (410 2—?+L_a)2
0 2c o 4c2

Diese Gleichung hat genau dann zwei komplexe Losungen fiir zo + % und somit auch fiir
2o, falls die rechte Seite ungleich Null ist. Ist andererseits die rechte Seite gleich Null, so ist
d—a

offensichtlich zp = —%* die einzige Losung. Auch in diesem Fall hat also @) genau einen

oder genau zwei Fixpunkte. O
Korollar 1.10. Jede Mobius-Transformation ist durch die Angabe der Bilder dreier verschiedener Punk-
te eindeutig festgelegt.

Beweis. Seien ¢ und 1 Mdbius-Transformationen und seien z1, 2, z3 € C mit

¢(zk) = P(z) furk e {1,2,3}.

Da die Mobius-Transformationen nach Proposition 1.3 eine Gruppe bilden, ist ! o ¢ wieder
eine Mobius-Transformation. Diese hat nach Konstruktion die drei Fixpunkte z1, z5, z3, ist nach
Proposition 1.9 also die Identitét. Es folgt ¢y = ¢ und somit das Korollar. O

An dieser Stelle ist die offensichtliche ndchste Frage, ob es andersherum auch fiir vorgegebe-
ne Bilder von drei Punkten z,z5,z3 € C immer eine Mobius-Transformation gibt, die diese
annimmt. Zur Beantwortung dieser Frage miissen wir ein wenig ausholen.

Proposition 1.11. Seien z1,25,23 € C paarweise verschiedene Punkte und z € C ein weiterer Punkt.
Seien weiter Abbildungen gegeben wie folgt:

Fiir z1,2o,2z3 € C:

z—z3)(
DV(z,21,22,23) := } o0 fiir z = z3,
an Jrz—o,
fiir zq = oo:
o fiirz € C~{zs},
DV(z,00,25,23) := {00 fiirz = z3,

1 fiir z = oo,



1.2. Mdbius-Transformationen und verallgemeinerte Kreise 10

fiir zo = oco:
2 firz € C\{z},
DV(z,21,00,23) := } o0 fiir z = z3,
0 fiir z = oo,
fiir z3 = oco:

2722 i cC ,
DV(Z,Zl,Zz, OO) = {;1)—22 ;Z:i - OO\ {23}

In jedem Fall ist DV (z, z1, 22, z3) eine Mobius-Transformation mit
DV(z1,21,22,23) =1, DV(z,21,22,23) =0 und DV(z3,21,22,23) = 0. (1.2)
Fiir z ¢ {z1, 22,23} heifit die Zahl DV (z, z1, 23, z3) das Doppelverhiltnis der Punkte z, z1, 25, z3.

Bemerkung 1.12. (a) Die Spezialfiille fiir z; = oo mit einem k € {1,2,3} ergeben sich aus dem
endlichen Fall durch den Grenziibergang zj — oo.

(b) Nach Korollar 1.10 ist DV (z, z1, z2, z3) fiir gegebene z1, z2, z3 die einzige Mobius-Transformation,
die (1.2) erfiillt.
Beweis (Proposition 1.11). Wir zeigen die Proposition nur im Fall zj,z5,z3 € C. Die Fille, in

denen einer der Punkte z1, 2y, z3 gleich o ist, behandelt man genauso (vgl. Ubungsaufgabe 1.3).

Wir betrachten die Matrix

M — <Z1 —z3 —z2(z1 — Z3)> c 2x2,
z1—2p —2z3(z1 — 22)
Da nach Voraussetzung die Punkte z1, z, z3 paarweise verschieden sind, gilt
detM = (z1 —z2)(z1 — z3)(z2 — 2z3) #0
und somit M € GL,(C). Wegen

(z1 —2z3)z —22(z1 —23) _ (z—22)(21 — 23)
(z1 —22)z — z3(2z1 — 22)  (z—23)(21 — 22)

firz € C\ {z3}

stimmt DV(z, z1, 23, z3) in diesem Fall offensichtlich mit der Mébius-Transformation ¢ tiber-
ein und erfiillt bereits nach Definition

DV(Z3I 21,22, 23) = oo.
Durch Einsetzen in die Formel der Proposition sieht man zudem sofort

(z1 — 22)(z1 — 23)

DV(ey 2y, 22,7) = (1= A =1,
oy B (Zz - ZZ)(Zl — 23) =
(22,21,22/ ZB) - (Zz — 23)(21 - ZZ) -
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Korollar 1.13. Sind (z1,z2,23) und (wy, wa, w3) jeweils Tripel paarweise verschiedener Punkte aus C,
so gibt es genau eine Mobius-Transformation ¢ mit

¢(zx) = wy  fiirk € {1,2,3}.

Beweis. Nach Proposition 1.11 gibt es durch Doppelverhiltnisse definierte Mobius-Transfor-
mationen ¢ und ¢, mit

P1(z1) =1, ¢1(z2) =0, ¢1(z3) = o0,

g2(w1) =1, @2(w2) =0, @a(w3) = co.
Da die Mobius-Transformationen nach Proposition 1.3 unter Hintereinanderausfiithrung eine

Gruppe bilden, ist auch ¢, ' o ¢; eine Mébius-Transformation. Nach Konstruktion erfillt diese
die verlangten Eigenschaften. Mit Korollar 1.10 folgt die Eindeutigkeit. O

Bemerkung 1.14. Korollar 1.13 hat eine wichtige geometrische Anwendung, denn es gilt:

Verallgemeinerte Kreise sind durch drei paarweise verschiedene Punkte, die ihre Gleichung
erfiillen, eindeutig festgelegt.

Zu je zwei verallgemeinerten Kreisen Ky und Ky gibt es daher und nach Satz 1.6 eine Mobius-
Transformation ¢ mit (K1) = Ky. Diese ist allerdings nicht eindeutig; so lassen beispielsweise die
Mobius-Transformationen z — z + 1 und z — z + 2 beide die reelle Achse in der komplexen Ebene fest.

Proposition 1.15 (Invarianz des Doppelverhéltnisses). Seien z1,z,z3 € C paarweise verschieden
und z € C beliebig, und sei ¢ eine beliebige Mbius-Transformation. Dann gilt

DV(¢(2), 9(21), 9(22), ¢(23)) = DV (2,21, 22, 23)-

Beweis. Wie im Beweis von Korollar 1.13 eingesehen lésst sich jede Mobius-Transformation
¢ schreiben als ¢ = ¢@,! o ¢; mit zwei durch Doppelverhéltnisse gegebenen Mdbius-
Transformationen ¢; und ¢, die

g1(z1) =1, ¢i1(22) =0,  ¢1(z3) = oo,
P2(9(z1)) =1, ¢2(9(22)) =0, @a2(9(23)) = co.
erfiillen. Das ist dquivalent zu
92(9(2)) = ¢1(2),
was nach Einsetzen der Definitionen von ¢; und ¢, die Behauptung ergibt. ]

1.3 Gruppenaktionen via M6bius-Transformationen

Definition 1.16. Sei G = (G, x) eine Gruppe und S eine Menge. Man sagt dann, G operiere (von
links) auf S,? falls es eine Abbildung
.. GxS — S,
“1(g,8) > gos

2Um nicht mit der Verwendung des Wortes ,,Operation” ungute Assoziationen zu wecken, werden wir im Fol-
genden stets von der Aktion der Gruppe G auf der Menge S sprechen, wenn G auf S operiert. Umgekehrt klingt
es auch nicht besonders schon zu sagen, die Gruppe G ,agiere” auf S. Unsere Notation ist in diesem Fall also eine
zusammengesetzte.
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gibt mit
(i)  Das neutrale Element e von G erfiillt e o s = s fiir alle s € S.
(i) Esgilt (¢xh)os=go(hos)fiiralleg,h € Gundalles € S.
Weiter nennt man

o G;:={g € G| gos=s} den Stabilisator von s in G,

e Gos:= {gos| g€ G} die Bahn von s unter G.

Durch t ~ s :<= t € G os ist eine Aquivalenzrelation auf S gegeben, und man hat eine disjunkte
Zerlequng

5=|_|<GOS]'),

]

wobei s; ein Vertretersystem der verschiedenen Bahnen durchliuft. Gibt es dabei nur eine Bahn, so nennt
man die Aktion von G auf S auch transitiv.

Beispiel 1.17. Die Gruppe GLy(C) operiert via Mobius-Transformationen
GLz((D) X @ — @,
(M, 2) = gm(2)
transitiv auf der RIEMANN schen Zahlenkugel® C,
denn: Dass GLy(C) auf C operiert, folgt mit Teil (a) von Proposition 1.3 und da die Einheitsmatrix
offensichtlich trivial operiert. Die Transitivitit folgt mit Korollar 1.13. #
Wir wollen nun die Elemente von GL;(C) danach klassifizieren, wie sie auf C operieren.

Nach dem Satz iiber die JORDAN’sche Normalform* aus der Linearen Algebra ist jedes M €
GL;(C) zu einer der folgenden Matrizen konjugiert:

G (;)mitA e,
(i) (5)) mitA € C%,
(i) (gl0) mit Ay # Ay € C,

In Fall (i) ist hierbei ¢y trivial. In Fall (ii) ist @) im Wesentlichen® eine Translation

00 fir z = oo,

{z+/\_1 firz € C,
Z

3Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866)

4Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922)

5Bis auf den Beitrag der Konjugationsmatrizen: Mobius-Transformationen sind im Allgemeinen nicht konjuga-
tionsinvariant. Eine offensichtliche Ausnahme bildet Fall (i), in dem die betrachteten Matrizen im Zentrum liegen.


https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/21/display/?page=3
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/21/display/?page=3
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und M heifst parabolisch. In Fall (iii) ist die Transformation im Wesentlichen eine Homothetie

{cz firz € C,
Z

A _
mitc:= -1 € C~{0,1,00},
oo fiirz=o0 A2

und M heift elliptisch, falls |c| = 1, hyperbolisch, falls ¢ € R~ und loxodromisch sonst. Diese
Bezeichnungen gelten nicht nur fiir die jeweilige Matrix M sondern auch fiir die zugehorige
Mobius-Transformation ¢yy.

Wir beschréanken uns nun auf Matrizen aus SL,(C) — das ist keine starke Einschrinkung, da
das Zentrum C - I, ja trivial operiert — und kénnen so die Mobius-Transformationen iiber die
Spur der zugehorigen Matrizen klassifizieren.®

Proposition 1.18. Sei M € SL,(C) \ {£1>}. Dann gilt

parabolisch <= tr(M) € {£2},
M ist elliptisch < tr(M) € Rund |tr(M)| < 2,
hyperbolisch <= tr(M) € Rund |tr(M)| > 2,
(M) ¢

loxodromisch <= tr(M

Beweis. Wegen detM = 1und M ¢ {+£D} ist die Jordan’sche Normalform von M von der

Gestalt
+1 1 A0 . x
< 0 j:l) oder (O /\1> mit A € C* ~ {£1}.

Die erste Aquivalenz ist damit offensichtlich und wir miissen uns nur noch mit Matrizen be-
schiftigen, deren Normalform vom zweiten Typ ist.

Ist nun M elliptisch, so gilt fiir das zugehdrige A nach Definition [A|> = [4;] = 1; es liegt also
auf dem Einheitskreis. Mit A ¢ {£1} folgt

tr(M) =A+ A1 =A4+A=2Re(A) € (-2,2) CR.

Ist M hyperbolisch, so gilt fiir das zugehorige A nach Definition A2 = % € R und insbeson-
dere A € R\ {0}. Es folgt

[tr(M)| = A+ AT > 2 <= AP +1>2A] <= (]A|-1)*>0.

Letztere Aussage ist korrekt wegen A ¢ {+1}.

Sei nun umgekehrt M konjugiert zu (OA A 9) mit reeller Spur A + A1 Falls A reell ist, muss M

nach Definition hyperbolisch sein. Ist A nicht reell, so folgt mit A~! = 5 sofort |A| = 1und M

MI
ist elliptisch.

Nebenbei haben wir mit dem letzten Argument gezeigt, dass M nicht loxodromisch sein kann,
wenn seine Spur reell ist. Die letzte Aquivalenz folgt, da die vier Bedingungen auf der rechten
Seite sich paarweise gegenseitig ausschliefen. O

®Das ist naheliegend, da die Spur einer Matrix bekanntlich konjugationsinvariant ist.
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Wir schrianken uns nun noch weiter auf Matrizen aus SL;(R) ein. Dann gilt:
Proposition 1.19. (a) Die Gruppe SLy(R) operiert transitiv auf der oberen Halbebene .
(b) Die Gruppe SLy(R) operiert transitiv auf R U {oo}.

(© SLa(R); = SO2(R).

(d) Die Abbildung
SLz(R)/ SO, (R) — H,
M- SOz(R) — M<l>

ist eine Bijektion von Mengen.”

Beweis. Als Untergruppe von GLy(C) operiert SL,(R) auf der Riemann’schen Zahlenkugel C.
Um zu zeigen, dass SL;(R) auf der oberen Halbebene H operiert, langt es daher zu zeigen,
dass fir jedes M = (*}) € SLy(R) und jedes z € H der Bildpunkt M(z) wieder in H liegt. Das
ist der Fall, denn in dieser Situation gilt

az+b m ac|z|? 4+ adz + bez 4+ bd \ detm=1 Im(z)
cz+d) lcz +d|? ez +dJ?

Im(M(z)) = Im ( >08  (1.3)

Um die Transitivitdt der Gruppenaktion zu zeigen, geniigt es zu zeigen, dass es fiir alle z =
x +iy € Hein M € SLy(R) mit M(i) = z gibt. Das ist der Fall, denn in dieser Situation gilt

(4 ) - 2
) -
0 = %

Insgesamt haben wir somit Behauptung (a) gezeigt.

=x+iy =z

Zum Beweis von Behauptung (b) stellen wir zunédchst fest, dass Matrizen aus SL,(R) wegen
ihrer reellen Eintrage offensichtlich Elemente aus R U {co} wieder in diese Menge abbilden und
SLy(R) somit auf R U {oo} operiert. Die Transitivitit der Aktion folgt, da ein beliebiges s € R
von ((1] :i) nach oo geschickt wird.
Wir wollen nun Behauptung (c) zeigen. Zum Einen gilt fiir ein M = ({ Z) € SLy(R)

M(i)=i < a=dund b = —c.
Zum Anderen folgt in dieser Situation aus det(M) = 1 auch a® + b* = 1 und wir sind fertig.

Behauptung (d) ergibt sich schliefilich wie folgt:

HZ [{MeSLy(R) | M(i) = 2} | z € HY'2 {M-SO(R) | M € SLy(R) ).
]

7Versieht man SLy(IR) mit der Teilraumtopologie von R2*2 = R*, so wird diese Bijektion sogar zu einem Ho-
moomorphismus.
8Da wir z € H gewdhlt haben, entfillt die bei Mobius-Transformationen sonst {ibliche Fallunterscheidung und

wir kénnen einheitlich M(z) = Zgig schreiben.
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Es féllt nun auf, dass es in SL;(R) nach Proposition 1.18 keine loxodromischen Elemente geben
kann. Die restlichen Typen lassen sich tiber die Fixpunkte der zugehorigen Mobius-Transfor-
mationen klassifizieren.

Proposition 1.20. Sei M € SLy(R) \ {£L}. Dann gilt

parabolisch <= @ hat genau einen Fixpunkt und dieser liegt in R U {oo},
M ist elliptisch <= @ hat genau zwei Fixpunkte, diese sind zueinander konjugiert
und einer von ihnen liegt in H,

hyperbolisch <= @ hat genau zwei Fixpunkte und diese liegen in R U {oo}.

Beweis. Nach Teil (a) von Proposition 1.19 gibtes zujedem z € Hein M € SLy(R) mit M(i) = z.
Nach Teil (c) derselben Proposition gilt

SLy(R), = M-SO(R) - M~}

:M'{(Z _ab) |la,b € Rmita® + 0> =1} -M!

— M-{<COS(P _51“9”> g e[0,2)t- M.

sing cos @

Der Stabilisator von z in SL;(IR) besteht also ausschliefSlich aus Matrizen, die in GL,(C) konju-
giert zu einer Matrix der Form

ip
(eo e—oiq)) mit ¢ € [0,27)

sind. Mit der Ausnahme von £1I, haben daher Elemente von SL;(R), die ein z € H festlassen,
je zwei verschiedene Eigenwerte von Betrag 1, sind definitionsgemaf also elliptisch.

Andererseits ist SO, (R) auch der Stabilisator von —i, und mit M (i) = z gilt offensichtlich auch
M(—i) = z. Ein Element von SL,(R), das ein z € H stabilisiert, ldsst also auch dessen komplex
Konjugiertes Z € T fest.” Nach Proposition 1.9 hat jede nichttriviale Mébius-Transformation
hochstens zwei Fixpunkte in C. Es folgt, dass jedes Element von SL,(R) \ {£L,} h6chstens ein
z € H stabilisieren kann.

Zusammengefasst: Wenn ein Element von SL;(R) ein z € H stabilisiert, dann ist es entweder
£1, oder elliptisch. In letzterem Fall sind z und z die einzigen Fixpunkte.

Sei nun s € R U {oo}. Da SL,(R) nach Teil (b) von Proposition 1.19 transitiv auf R U {oo}
operiert, gibt es ein M € SL,(R) mit M(co) = s. Wie fiir die Stabilisatoren in der oberen
Halbebene gilt

SLy(R)s = M -SLy(R)eo - M1, (1.4)

9H bezeichnet hier die untere Halbebene der komplexen Zahlen mit negativem Imaginarteil.
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Der Stabilisator von oo ldsst sich leicht aus Definition 1.1 ablesen; es gilt ndmlich

SLy(R)eo = {<g a’il) |a e R*,beR}.

Ein Element von SLy(R) \ {£I>} mit mindestens einem Fixpunkt in R U {co} hat demnach
reelle Eigenwerte, ist also entweder parabolisch oder hyperbolisch. Eine parabolische Trans-
formation hat als Konjugat einer Translation offensichtlich nur einen Fixpunkt in R U {co},
eine hyperbolische Transformation als Konjugat der Multiplikation mit einem ¢ € R~ ~\ {1}
zwei.

Da die Zerlegung von SL(R) . {1} in elliptische, parabolische und hyperbolische Elemente
disjunkt ist, folgt die Proposition. O

Korollar 1.21. Seien M € SLy(R) \ {£L} und m € Z mit M™ # +I,. Dann gilt: M™ ist genau

dann elliptisch bzw. parabolisch bzw. hyperbolisch, wenn M es auch ist.

Beweis. Die Riickrichtung folgt unmittelbar aus Proposition 1.20 und der Tatsache, dass we-
gen (1.4) jede Potenz einer parabolischen Matrix wieder parabolisch ist. Die Hinrichtung folgt
dann mit der vollstindigen Zerlegung von SL,(R) \ {+L} in elliptische, parabolische und
hyperbolische Elemente. 0

Definition 1.22. SeiI' C SL,(RR) eine Untergruppe. Dann definieren wir

(a) Ein Punkt z € H heifst ein elliptischer Punkt beziiglich I, wenn es ein elliptisches Element
M €T gibt mit M(z) = z.

(b) Ein Punkt s € R U {co} heifit ein parabolischer Punkt oder eine Spitze beziiglich T', wenn es
ein parabolisches Element M € T gibt mit M(s) = s.

Proposition 1.23. SeiI' C SLy(R) eine Untergruppe, und seiz € HUR U {co} ein elliptischer bzw.
parabolischer Punkt beziiglich T mit einem elliptischen bzw. parabolischen M € T mit M(z) = z. Dann
ist fiir alle A € T auch A(z) wieder elliptisch bzw. parabolisch.

Beweis. Mit M ist auch AMA~! elliptisch bzw. parabolisch, und es gilt
(AMA™)(A(z)) = Alz).
O

Definition 1.24. Eine Teilmenge F C H heif$st Fundamentalbereich fiir die Aktion einer Untergruppe
I' C SLy(R) auf H, wenn sie die folgenden Bedingungen erfiillt.

(i)  F ist zusammenhingend und abgeschlossen in T.'°
(ii)  Jeder Punkt z € H ist zu einem Punkt in F dquivalent.

(iii)  Je zwei verschiedene Punkte aus dem Inneren von F sind indquivalent.

10T ist mit der Teilraumtopologie beziiglich C = R? ausgestattet.
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1.4 Die volle Modulgruppe

Wir wollen in diesem Abschnitt die gegen Ende von Abschnitt 1.3 eingefiihrten Begriffe fiir die
Aktion der vollen Modulgruppe SL,(Z) explizit bestimmen.

Proposition 1.25. (a) Die Menge der Spitzen von SLy(Z) ist durch Q U {co} gegeben.
(b) Jedes parabolische Element von SLy(Z.) ist von der Form M - A - M~ mit M € SLy(Z) und

A € SLa(Z)e ~ {£ D} = {j: <(1) ’;) Ihe Z\{O}}.

Beweis. Sei M = (E’Z) ein beliebiges parabolisches Element von SL,(Z). Nach Proposition 1.20
hat dann ¢y genau einen Fixpunkt s. Ist s # oo, so folgt sofort ¢ # 0'! und es gilt

as+b
S:M<S>:cs+d'

Der Punkt s ist also eine Nullstelle des quadratischen Polynoms

1—ad

cX?+(d—a)X—b=cX*+(d—a)X+ (ad — bc = det(M) = 1)

c
(a+d)? — 4ad
4c
(a—d)?
4c

=cX?+(d—a)X + ((a+d)? = tr(M)? = 4)

=cX?+(d—a)X +
a—d

2
=c (X 2c )"
also offensichtlich in Q. Es folgt, dass die Menge der Spitzen in Q U {oo} enthalten ist.

Umgekehrt ist der Punkt oo tatsdchlich eine Spitze von SL,(Z), denn es gilt

<(1) 1) (00) =00 und tr(é 1>:2.

Ist weiter g € Q mit p,q € Z und ggT(p,q) = 1, so finden wir mit dem erweiterten eukli-

dischen Algorithmus aus der Linearen Algebra zwei ganze Zahlen u,t mit pt — ug = 1. Es [a]t

folgt
pou pou _P
<q t) €SLy(Z) wund <q t) (00) = 7

Mit Proposition 1.23 ist dann auch g eine Spitze, so dass wir nun insgesamt Teil (a) der Propo-
sition gezeigt haben.

Mgt e =0, s0 liegt M in

SLy(Z)e = {+ <(1) ’11) \hez).

Da parabolische Elemente genau einen Punkt aus R U {co} stabilisieren, folgt entgegen unserer Annahme s = co.
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Teil (b) folgt sofort, da jedes parabolische Element (genau) eine Spitze stabilisiert und die Sta-
bilisatoren der Spitzen gerade die SL,(Z)-Konjugate von SL;(Z )« sind. O

Bemerkung 1.26. Im Beweis von Proposition 1.25 haben wir sogar mehr gezeigt als behauptet, wir
haben nimlich gezeigt, dass die Menge der Spitzen von SLy(Z) nichts anderes als die SLy (Z)-Bahn von
oo ist. Die Spitzen von SLy(Z) bilden also beziiglich der in Definition 1.16 eingefiihrten Aquivalenzre-
lation eine Aquivalenzklasse. Nach Bemerkung 18.9 aus der Algebra gilt zudem

SL2(Z)/ SLa(Z)eo = SLa(Z)(00) = QU {oo}. (1.5)

Proposition 1.27. (a) Die Menge der elliptischen Punkte von SLy(Z) ist durch SLy(Z)(i) U
SLy(Z){0) mit o = e*™/3 gegeben.

(b) Jedes elliptische Element von SL(Z.) ist von der Form M - A - M~! mit M € SL,(Z) und
0 -1 0 -1 -1 -1
AE(SLz(Z)iUSLQ(Z)Q)\{ﬂ:Iz}:{:t (1 0>}U{ﬂ: <1 1>,:t(1 0)}

Beweis. Ist M ein elliptisches Element von SL;(Z), so ist
tr(M) € {-1,0,1}
nach Proposition 1.18. Fiir das charakteristische Polynom von M folgt somit
charpoly(M) = X*> — tr(M)X +det(M) € {X* +1,X>*+ X +1}.
Nehmen wir nun an, es gelte charpoly (M) = X? + 1, das heifit tr(M) = 0 und det(M) = 1. Zu

zeigen ist dann, dass jede Matrix M = (ff;) mit det(M) = —a? — bc = 1 konjugiert zu einer

der Matrizen j:((i*&) ist. Wir konnen dabei ohne Einschrankung annehmen, dass a von allen
Zahlen a + ¢Z den kleinsten Absolutbetrag hat und also |c| > 2|a] gilt,

denn: Hat a + ck mit k € Z den kleinsten Absolutbetrag aller Zahlen a + cZ, so betrachten wir
statt M die dazu konjugierte Matrix

(6 ) )

#
Ohne Einschriankung diirfen wir dann aulerdem |b| < |a| annehmen,
denn: Gilt ndmlich |b| > |a|, so folgt
1 =det(M) = —a* — bc 0 g2y b| || > —a®+2]a||b] > —a® +24a® = a®
und somit a = 0. Es folgt M € {£(} )}, und wir sind fertig. #

Es gibt daher eine Zahl ¢ € {1}, fiir die die Diagonaleintrége der zu M konjugierten Matrix

(L9020 (aldn o)
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einen echt kleineren Absolutbetrag haben als a. Ist dieser Betrag gleich Null, so ist die neue
Matrix in {j:((i*&)} enthalten, und wir sind fertig. Ansonsten wiederholen wir die gesamte
Argumentation rekursiv mit der jeweils neu erhaltenen Matrix. Da der Absolutbetrag der Dia-
gonaleintrdge dabei in jedem Schritt echt kleiner wird, terminiert dieser Algorithmus, und die
Behauptung ist bewiesen.

Ganz dhnlich zeigt man den Fall charpoly(M) = X? 4+ X + 1 (Ubung!) und somit Behauptung
(b). Behauptung (a) folgt, indem man fiir jedes elliptische Element M - A - M~! die quadratische
Gleichung MAM~1(z) = z 1ost. Wegen

MAM Y {M(z)) = M(z) <= Afz)=z
geniigt es dabei, die speziellen Matrizen aus Aussage (b) zu betrachten. ]

Bemerkung 1.28. Analog zur Bemerkung nach Proposition 1.25 stellen wir fest, dass es zwei Aquiva-
lenzklassen elliptischer Punkte von SLy(Z) gibt, die durch i und o vertreten werden.

Satz 1.29. Die Menge
1
F:={ze€H||z| >1und |Re(z)| < E}

ist ein Fundamentalbereich fiir die Aktion von SLy(Z) auf H und wird auch als Standardfundamen-
talbereich bezeichnet.

Ly

1 10 1

N—=

Beweis. Wir miissen die drei Bedingungen (i)-(iii) aus Definition 1.24 tiberpriifen. Bedingung
(i), also der Zusammenhang und die Abgeschlossenheit, ist klar.

Wir wollen nun Bedingung (ii) tiberpriifen und erinnern uns daran, dass nach (1.3)

m(az+b) _ Im(z)
cz+d’ ez +d|?

" a b
fur alle (c d) € SL,(Z)

gilt. Jede Bahn SL,(Z)(z) in H enthilt Punkte maximalen Imaginérteils und diese sind charak-
terisiert durch

Im(w) maximal in SL,(Z)(z) <= |cw+d|>1furallec,d € Z mit ggT(c,d) =1,
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denn: Fiir ein festes z € H definiert die Ungleichung |cz + d| < 1 ein Kompaktum in R2. Der
Durchschnitt dieses Kompaktums mit dem Gitter Zz + Z ist endlich, so dass die Ungleichung
nur endlich viele Lésungen (c,d) € Z? hat. Es gilt andererseits

*

lcz4+d| <1 <= Im(M(z)) >Im(z) fur alle M = C d) € SLy(Z).

Da der Imaginarteil von M(z) nur von der zweiten Zeile von M abhingt, gibt es innerhalb
einer Bahn Punkte maximalen Imaginérteils.

Sei nun w € SLy(Z)(z). Dann gilt

Im(w) maximal in SLy(Z)(z) <= Im(w) > Im(M(z)) fir alle M € SL,(Z)
<= Im(w) > Im(M(w)) fiir alle M € SL,(Z)

*

= |cw+d| > 1 fiir alle (j d> € SLy(7),

wobei wir fiir die zweite Aquivalenz benutzt haben, dass w und z in derselben Bahn liegen.
Die Behauptung folgt mit

<LC1 Z) €SLy(Z) = ad—bc=dettM)=1 = ggT(cd)=1

und

(c,d) € Z* mit ggT(c,d) =1 = Ja,b € Zmitad —bc = 1und also (? Z> € SLy(Z),

wobei sich die letzte Folgerung aus dem erweiterten euklidischen Algorithmus aus der Linea-
ren Algebra ergibt. #

Nun nutzen wir aus, dass der Imaginérteil unter Anwendung von Translationen ((1) i’) mith € Z
unverdndert bleibt. Offensichtlich gibt es fiir jedes w € H ein b € Z mit

10 1
Re((y 1) Dl = [Re(eo +)] < 5.
Wir haben also gezeigt, dass jeder Punkt z € HH zu einem Punkt in

F:={ze€eH||ez+d| > 1firallec,d € Zmit ggT(c,d) =1und |Re(z)| <

}

N =

dquivalent ist. Bedingung (ii) folgt, wenn wir 7/ = F zeigen konnen. Dem ist aber so,
denn: Wegen ggT(1,0) = 1 ist offensichtlich 7' C F.

Sei jetzt umgekehrt z = x + iy € F, und seien ¢,d € Z mit ggT(c,d) = 1. Dann gilt

lcz4+d|* = (cx +d)> + 2y? = A(x® + y?) + 2cdx + d* = 2|z|* + 2cdRe(z) + d?
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zeF
> % — |cd]+d2 >1,
wobei die letzte Abschitzung gilt, weil die quadratische Form X? — XY + Y? positiv definit
ist.!? #

Es verbleibt Bedingung (iii) zu zeigen. Seien dafiir z, w zwei Punkte aus dem Inneren von F
mit w = M(z) fiir ein M = (°}) € SL,(Z). Ohne Einschrénkung kénnen wir annehmen, es
gelte

Im(z)
< = —
Im(z) < Im(w) 2+ dP?
und somit
lc| - Im(z) = [Im(cz+d)| < |cz+d| < 1. (1.6)

Nach Definition von F gilt Im(z) > Im(¢) = ? Nach (1.6) folgt daraus |c| < 1.
Fall 1: |c| = 1. Aus (1.6) erhalten wir sofort |z £ d| < 1. Andererseits gilt
|z+d| >1 firalle (z+d) € (F+d) mitd € 7,
so dass der Fall |c| = 1 nicht eintreten kann.
Fall 2: c = 0. Wegen det(M) = ad = 1 giltdanna = d € {£1} und somit
w=M(z) =z+b.
Da z und w beide im Inneren von F liegen, folgt b = 0 und somit w = z.

Insgesamt folgt, dass z und w aus dem Inneren von F nur dann dquivalent sein konnen, wenn
sie ibereinstimmen. O

Korollar 1.30. Die Gruppe SLy(Z) wird erzeugt von den Matrizen

0 -1 11
s= (0 ) i 1= (1),

12Eine (bindre) quadratische Form (X, Y) heifit positiv semidefinit, wenn

g(x,y) > Ofirallex,y € R

gilt. Erfiillt sie zusatzlich

q(x,y) =0 <= (x,y) = (0,0),
so heifdt die Form positiv definit. Das ist die von uns benutzte Eigenschaft. In Definition 22.13 aus der Linearen E .
Algebra ist festgelegt, dass g(X,Y) = aX? + bXY + cY? genau dann positiv (semi-)definit ist, wenn die Darstel-

lungsmatrix
a % 2%2
<b 2) c R~
3 C

diese Eigenschaft hat. Im Fall von q(X,Y) = X? — XY + Y? lassen sich die Eigenwerte leicht zu A; = % > 0 und
Ay = % > 0 berechnen; die quadratische Form ist also tatsachlich positiv definit.
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Beweis. Sei (S, T) C SLy(Z) die von S und T erzeugte Untergruppe und z € H. Dann gibt es
ein M € (S, T) mit M(z) € F,

denn: Wie im Beweis von Bedingung (ii) in Satz 1.29 sehen wir ein, dass jede (S, T)-Bahn in H
Elemente maximalen Imaginirteils enthélt, und wahlen ein M € (S, T), fiir das M(z) maxi-
malen Imaginérteil hat. Wieder wie im Beweis von Bedingung (ii) in Satz 1.29 finden wir eine
nattirliche Zahl b mit

[Re((T"M) (2))] <

N —

Die Behauptung folgt, wenn wir zeigen konnen, dass der Betrag von w := (T’ M)(z) minde-
stens 1 ist. Nehmen wir dafiir an, es gélte |w| < 1. Dann erhielten wir nach Anwendung von
Se(ST)

Im(w)
was nicht sein kann, da ja der Imaginérteil von w als maximal in (S, T)(z) gewé&hlt war. #

Wir wihlen nun einen festen Punkt zy im Inneren von F und eine Matrix M € SL,(Z). Nach
der soeben gezeigten Behauptung gibt es dann ein M € (S,T) mit (MM)(z) € F.Da F
insbesondere Bedingung (iii) fiir Fundamentalbereiche erfiillt und zp im Inneren von F gewahlt
war, folgt (MM)(zp) = zp. Da es nach Proposition 1.27 und der Definition von F im Inneren
von F keine elliptischen Punkte gibt, folgt (MM) € {41} nach Proposition 1.20 und somit

S2=—1
Me (—I,S,T)” =2 (S,T).

Korollar 1.31. Fiir einen Punkt z € F ist der Stabilisator in SL,(Z) gegeben durch

(S)y  fallsz =i,
_J(ST) fallsz = o,
SLo(2): (TS) fallsz = —p,
(=I) sonst

Die Ordnung der erzeugenden Gruppenelemente ist hierbei 2 im Falle von —Io, 4 im Falle von S und 6
im Falle von ST bzw. TS.

Beweis. Folgt direkt aus Satz 1.29 und Proposition 1.27. O

1.5 Kongruenzuntergruppen

In diesem Abschnitt wollen wir eine besonders wichtige Klasse von Untergruppen der vollen
Modulgruppe SL,(Z) betrachten, die sogenannten Kongruenzuntergruppen. Um diese einzu-
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fithren miissen wir ein wenig ausholen. Sei N € IN,!3 und sei

. 7, — 7Z/NZ,
ln —7

die kanonische Projektion modulo N. Dann ist durch

a b\ , (a b
c d c d
ein Gruppenhomomorphismus - : SL,(Z) — SL(Z/NZ) mit Kern

['(N):={M €SLy(Z) | M=L mod (N)}

gegeben. Nach Bemerkung 2.10 aus der Algebra ist daher I'(N) ein Normalteiler, also eine
Untergruppe von SL,(Z) mit M~'TM =T fiir alle M € SL,(Z).

Definition 1.32. Die oben eingefiihrten Gruppen T'(N) fiir N € IN heifien die Hauptkongruenz-
untergruppen von SLy(Z). Eine Untergruppe T C SL,(Z), die eine Hauptkongruenzuntergruppe
enthilt, nennt man Kongruenzuntergruppe von SL,(Z).

Beispiel 1.33. Fiir jedes N € N sind

To(N) : {(i Z)GSLZ(ZHCEOmod (N)},

T1(N) := {(Z Z) €SLy(Z) | c=0mod (N), a=d =1 mod (N)}

Kongruenzuntergruppen.

Nach Ubungsaufgabe 1.10 haben Kongruenzuntergruppen endlichen Index'* in SL,(Z), es gibt
also fiir jede Kongruenzuntergruppe I' C SL(Z) ein n € IN und Matrizen A;, ..., A, € SLy(Z)
mit

n

SLy(Z) = | | TA,. (1.7)

v=1

Da die negative Einheitsmatrix —I; trivial operiert, aber nicht in jeder Kongruenzuntergruppe
enthalten sein muss, ist es fiir viele Anwendungen von Vorteil, sich dieser Matrix zu entledigen.
Fiir eine beliebige Untergruppe G C SL,(Z) fithren wir daher die Notation

é =G- {:tlz}/{:l:[z}

13Tn diesem Skript ist null keine natiirliche Zahl und wir schreiben stets N := {n € Z | n > 0} und INy :=
N U {0}.

4Der Index [G : H| einer Untergruppe H in einer Gruppe G ist definiert als die Machtigkeit der Menge (sic!)
H\G der Linksnebenklassen, siehe Definition 2.5 aus der Algebra.
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ein. Hat G endlichen Index in SL,(Z), so folgt offensichtlich

- [SLa(Z) : G] = [SL2(Z) : G] mite € {1,2}.

Sei nun I' C SL,(Z) eine Kongruenzuntergruppe. Statt der Zerlegung (1.7) von SL»(Z) in I'-
Nebenklassen betrachten wir nun eine Zerlegung von SL,(Z) in T-Nebenklassen

m
SLy(Z) = | |[TA, mitA,..., Ay € SLy(Z), (1.8)
u=1

wobei in der oben eingefiihrten Notation m = n/e gilt.

Da die Kongruenzuntergruppen Teilmengen von SL,(Z) sind, miissen auch die zugehdrigen
Mengen von elliptischen und parabolischen Elementen in den entsprechenden Mengen zu
SL,(Z) enthalten sein. Das trifft dann nach Definition auch auf die elliptischen bzw. paraboli-
schen Punkte zu. Tatsdchlich stimmt die Menge der Spitzen beziiglich einer Kongruenzunter-
gruppe mit derjenigen beziiglich SL,(Z) tiberein.

Proposition 1.34. Die Menge der Spitzen beziiglich einer beliebigen Kongruenzuntergruppe I' C
SL(Z) ist durch Q U {oo} gegeben.

Beweis. Die eine Inklusion ist klar: Jede Spitze beziiglich I ist nach Definition insbesondere eine
Spitze beziiglich SL;(Z) und somit nach Proposition 1.25 in Q U {oo}.

Wir wollen nun zeigen, dass umgekehrt auch jedes s € Q U {oo} tatsdchlich eine Spitze beziig-
lich T ist. Da I' eine Kongruenzuntergruppe ist, gibt es ein N € N, fiir das die Hauptkongru-
enzuntergruppe I'(N) in T enthalten ist. Mit derselben Argumentation wie gerade eben langt
es dann zu zeigen, dass s von einem parabolischen Element aus I'(N) stabilisiert wird. Sei
M = (“}) € SL(Z) eine Matrix mit M(co) = s. Dann gilt

-1
1 N 1 _[(a b 1 N\ (a b\ _ (1—Nac Na?
M'<O 1>.M _<c d>'<0 1>.(c d> _<—Nc2 1+Nuc>€r(N)’
wobei wir im letzten Schritt ad — bc = det(M) = 1 verwendet haben. Die Behauptung folgt, da
(10111 ) den Punkt oo stabilisiert. O

In Bemerkung 1.26 haben wir gezeigt, dass alle Spitzen in Q U {co} in derselben SL,(Z)-Bahn
liegen. Fiir eine beliebige Kongruenzuntergruppe I' stimmt das nicht mehr: Hier kann die Men-
ge der Spitzen in mehrere I'-Bahnen zerfallen. Jede solche I'-Bahn nennt man eine Spitzenklasse
beziiglich I'. Zu einer gegebenen Spitze s beziiglich I nennen wir die Spitzenklasse s := I'(s);
die Menge der Spitzenklassen beziiglich I bezeichnen wir mit Cusps(T').

Beispiel 1.35. Die Punkte oo und 0 liegen beziiglich T'o(2) nicht in derselben Spitzenklasse,

denn: Die Menge der Matrizen in SL,(Z), deren Mobius-Transformationen oo auf 0 schicken, ist durch

(¢ 5) esta@ 1a=0)

gegeben, und es ist offensichtlich, dass diese Menge leeren Durchschnitt mit To(2) hat. #
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Proposition 1.36. Die Menge der Spitzenklassen in Q U {co} beziiglich einer beliebigen Kongruenz-
untergruppe I ist endlich.

Beweis. Da der Index von I in SL(Z) endlich ist, kénnen wir in der Notation von (1.8)
m p—
QU {co} =SLy(7) UF u

schreiben. Offensichtlich enthilt also die Menge { A1 (c0), ..., Ay (o)} ein Vertretersystem der
Spitzenklassen beziiglich I', und die Proposition ist gezeigt. O

Einer gegebenen Spitzenklasse ldsst sich mit der sogenannten Breite eine quantifizierende In-
variante zuordnen. Diese wollen wir nun einfiithren und miissen dafiir zunédchst ein wenig
ausholen.

Lemma 1.37. Sei s € Cusps(I') und seien s € s und M € SLy(Z) mit M{co) = s beliebig. Dann
hingt die Menge
Hy:= M 'TM N SLy(Z) e

nicht von der Wahl von s und M ab und trigt die Struktur einer Untergruppe von endlichem Index in
SLy(Z) o

Beweis. Seien fiir diesen Beweis s € Cusps(I'), s € s eine beliebige Spitze und M € SL,(Z) eine
beliebige Matrix mit M(oo) = s fest gewdahlt. Es folgt

MeT;, <= M({s)=s <= M IMM(x)=c0 <= M MM €SLy)(Z)e

und somit auch
I, =T N MSLy(Z)owM .

Offensichtlich erhalten wir so eine injektive Abbildung
T\ (MSLy(Z)eM ™) < T\ SLy(Z)

und wir erkennen, dass die Untergruppe T's endlichen Index in M SL,(Z)sM ! hat. Wir kon-
jugieren mit M und sehen, dass

M ' TsM = M'TM N SLy(Z)e = Hs
eine Untergruppe von endlichem Index in SL;(Z) ist.

Zum Beweis des Lemmas verbleibt zu zeigen, dass H, als Menge nicht von der Wahl von s und
M abhingt. Seien dafiir § € s eine weitere Spitze und M € SL,(Z) eine beliebige Matrix mit
M(oo) = 5. Wegen § ~ s gibt es ein S € I mit S(3) = s. Mit diesem gilt (SMM~1)(s) = s und
somit SMM ™! € Ts. Es folgt

Hy = M TsM = MY (SMM D) ITy(SMMY)M = M~1S7IT,SM = M~ 'T'sM,

was das Lemma zeigt. O
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Lemma 1.38. Die Untergruppen H C SLy(Z)« von endlichem Index sind gegeben durch:
(i) (T"YmitheN,

(i) (—(T7")) mith € NN,

(iii) (T" —L) mith € IN.

In allen drei Fiillen gilt h = [SLy(Z)w : HJ.

Beweis. Bekanntlich gilt

ﬂxmm:{C? fJ|beZ}:UﬂM¢b}

Die Untergruppen von endlichem Index in (T) sind gerade diejenigen von Typ (i), da bekann-
termafsen die Untergruppen von endlichem Index in der zyklischen Gruppe Z von der Gestalt
hZ mit einem h € IN sind. Die erste Teilbehauptung folgt daraus sofort. Da weiter in allen drei
Féllen H = (T") gilt, erhalten wir stets

h=[(1) ("] = (La(Z)w : H]
und somit auch die zweite Teilbehauptung. O
Definition 1.39. Seis € Cusps(I') und s € s beliebig. Dann heifit die natiirliche Zahl
hr(s) := hr(s) := [SLa(Z)e : Hy]
die Breite der Spitze s bzw. der Spitzenklasse s. Gilt in der Fallunterscheidung von Lemma 1.38
He = (—(T7r) = (~(T77(@)),
so heif$t die Spitze s bzw. die Spitzenklasse s irreguldr, ansonsten regulir.

Bemerkung 1.40. Ist I C SL,(Z) ein Normalteiler, so haben offensichtlich alle Spitzenklassen von T
dieselbe Breite und sind entweder alle requlir oder alle irregqulir.

Die Breiten der Spitzenklassen der gegebenen Kongruenzuntergruppe I erfiillen eine erstaun-
liche Eigenschaft, fiir deren Beweis wir noch ein gruppentheoretisches Lemma benotigen, eine
Verallgemeinerung der Bahnengleichung 18.10 aus der Algebra:

Lemma 1.41. Sei (G, ) eine Gruppe, S eine Menge, auf der G iiber eine Abbildung o : G x S — S
transitiv operiert, und U C G eine Untergruppe von endlichem Index. Dann gilt:

(a) Fiir jedes s € S hat U endlichen Index in Gs und es gibt eine Einbettung
U;\Gs — U\G

mit Bild U\ (U x Gs).
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(b) Fiir ein festes so € S ist durch
Uxg— (Uxg)osy=Uo(goso)
eine Surjektion U\G — U\S gegeben und fiir jedes s € S hat das Urbild von U o s unter dieser
Surjektion die Kardinalitiit |G : Us).

(c) Esgilt
Z [GS : US] = [G : U],
seU\S

wobei s in der Summe links ein Vertretersystem der Aktion von U auf S durchlaufe.

Beweis. Im Spezialfall, dass U < G ein Normalteiler ist, folgt Behauptung (a) unmittelbar mit
dem Ersten Isomorphiesatz fiir Gruppen aus der Algebra. Auf den Fall einer beliebigen Unter-
gruppe U C G lasst sich der Beweis dort leicht anpassen.

Wir zeigen nun Behauptung (b). Wegen der Transitivitidt von o existiert fiir jedes s € S ein
gs € G mit gs 059 = s, so dass die angegebene Abbildung tatsdchlich surjektiv ist. Bezeichne
nun

Fiyos := {Uxg € U\G [ U o (gosy) = Uos}

das Urbild von U o s unter dieser Surjektion. Da G auf sich selbst via Rechtstranslation transitiv
operiert, durchlduft mit ¢ auch § := ¢ x ¢; ! ganz G und es gilt

Fuos = {Uxg e U\G | Uo ((§xgs)0s0) = Uos}
={UxgeU\G|[Uo(Zos) =Uos}
= U\ (U * Gs)

(@)
Insbesondere ergibt sich die Behauptung iiber die Kardinalitdt und somit Behauptung (b).
Behauptung (c) erhalten wir nun durch
b
G:u]=\Gl= Y sl € ¥ [Gs ],
selU\S sel\S

wobei s jeweils ein Vertretersystem der Aktion von U auf S durchlaufe. O

Proposition 1.42. Es gilt

E hr(ﬁ) = [SLz(Z) T]

s5€Cusps(T)

Beweis. Setzen wir in Teil (c¢) von Lemma 1.41

G=SL,(z), U=T, S=QuU{cw},
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so erhalten wir

= ¥ [CL@):T)]
se€T\(QU{o})

= )Y [SL(Z),: T

s€l\(QU{eo})

= Y [SL(@)w:H)] =Y h(s),

s€l\(QU{eo})

[SL2(Z)

wobei wir beim vorletzten Gleichheitszeichen die beteiligten Gruppen mit einer Matrix M €
SL,(Z) mit M (o) = s konjugiert haben, was den Wert des Index erhilt. O

Bei den elliptischen Punkten kann verschiedenes passieren, bis dahin, dass es tiberhaupt keine
mehr gibt. Das sieht man gut an dem folgenden Beispiel.

Beispiel 1.43. Fiir N € IN-q gibt es beziiglich T (N) keine elliptischen Punkte,

denn: Nach Proposition 1.27 sind alle elliptischen Elemente von SLy(Z) zu einer der Matrizen

L0 9) =0 7)== G D)

konjugiert. Fiir N > 1 liegt keine dieser Matrizen in I (N), denn sie sind modulo N nicht kongruent zur
Einheitsmatrix Ip. Die Behauptung folgt, da T (N) als Normalteiler von SLy(Z) die SL,(Z)-Konjugate
seiner Elemente enthiilt. #

Fundamentalbereiche fiir die Aktion von Kongruenzuntergruppen kann man aus dem aus Satz
1.29 bekannten Fundamentalbereich F gewinnen. Tatsdchlich ist in der Notation von (1.8)

U Au(F) (1.9)

p=1

nach Ubungsaufgabe 1.13 ein Fundamentalbereich fiir die Aktion von I auf H.

Beispiel 1.44. Ein Rechtsvertretersystem von T'o(2) in SLy(Z) ist durch {I,S,ST} gegeben, siehe
Ubungsaufgabe 1.12. Die folgende Abbildung stellt also einen moglichen Fundamentalbereich von T'p(2)
dar:



29 Kapitel 1. Mébius-Transformationen

2 LY

]
N =
(e}
N =

1.6 Ubungsaufgaben

Aufgabe 1.1. Beenden Sie den Beweis von Proposition 1.3.
Aufgabe 1.2. Beenden Sie den Beweis von Proposition 1.4.
Aufgabe 1.3. Beenden Sie den Beweis von Proposition 1.11.

Aufgabe 1.4. Seien zq,z, € C, und sei ¢ eine Mobius-Transformation mit ¢(z1) = 0 und ¢(zp) = oo.
Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(@) ¢ ist von der Form
zZ—1Z1

plz)=c-—
mit einer Konstanten ¢ € C \ {0}.
(b) Die Urbilder unter ¢ der Geraden durch z = 0 sind verallgemeinerte Kreise durch zq und z,.
Aufgabe 1.5. In Proposition 1.5 wurde fiir verallgemeinerte Kreise die Schreibweise

wlz]* +pz+pz+y =0 mita,y €R, € Cund Bp > ay

eingefiihrt. Rechnerisch ist es oft geschickter, dies als
4 . x B
z 1)-C- =0 mtC= |+
¢ vef) G )

(a) Sei M € GLy(C) eine Matrix mit zugehoriger Mobius-Transformation ¢p1. Zeigen Sie, dass ¢

einen durch C beschriebenen verallgemeinerten Kreis auf den durch t(M_l) -C - (M~1) beschrie-
benen schickt.

zu schreiben.

Hinweis: Beweisen und verwenden Sie fiir z € C und M = (?Z) € GLy(C) mit cz +d # 0 die

Gleichung
M (i) = (cz+d) (w/ll(z)) .
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(b) Sei speziell
M= G 7) € GLy(C).
Zeigen Sie, dass dann ¢p(RU {c0}) = {z € C | |z| = 1} gilt.

Aufgabe 1.6. In der komplexen Ebene seien vier paarweise verschiedene Geraden mit gemeinsamem
Schnittpunkt P € C gegeben und weiter eine Gerade g, die nicht durch P geht und die anderen Geraden
wie in der Abbildung dargestellt in Punkten A, B, C, D € C schneidet.

Zeigen Sie, dass fiir das Doppelverhiltnis der Punkte A, B, C, D dann die Identitit
DV(A, B,C, D) — sin(a + B) - sin(B + )
T sin(a 4+ B+ ) - sin(B)

gilt, wobei die Winkel «, B und y wie in der Abbildung definiert seien. Insbesondere hiingt also das
Doppelverhiltnis DV (A, B, C, D) nicht von der genauen Lage von g ab.

Hinweis: Im Beweis diirfen Sie den Sinussatz aus der Elementargeometrie verwenden, der besagt,
dass in einem beliebigen Dreieck mit Ecken X,Y,Z € C und Innenwinkeln ¢ bei X und  bei Y die
Gleichung

sin(p)  sin(¢)

Y-Z| |X-Z]

gilt.

Aufgabe 1.7. Sei s € C, und sei M € SLy(Z) hyperbolisch mit M(s) = s. Zeigen Sie, dass dann
s € R\ Qgilt.

Aufgabe 1.8. Seien z1,z, zwei Punkte in H, und seien Uy bzw. U, offene Umgebungen von z, bzw.
2o, deren kompakte Abschliisse in H liegen. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

a) Fiir alle bis auf endlich viele teilerfremde Paare (c,d) € 7= ¢ilt die Abschiitzun
(a) lle bi dlich viele teil d d 2g'l die Absch g

sup{Im(M(z)) | M = <: Z) €SLy(Z)undz € Uy} < Zierg2 Im(z).

(b) Es gibt nur endlich viele Matrizen M € SLy(Z.) mit
M<U1> N U, 7A .
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Hinweis: Benutzen Sie die Tatsache, dass Mobius-Transformationen zu Matrizen aus SLy(R) als
Homdomorphismen auf H operieren.

Aufgabe 1.9. Zeigen Sie, dass fiir N € N und p t N prim durch

() oo (¢ )

eine Kongruenzuntergruppe von SLy(Z) gegeben ist.

Aufgabe 1.10. Zeigen Sie die folgenden Aussagen, um zu zeigen, dass fiir ein beliebiges N € IN der
Index [SLy(Z) : T(N)] endlich ist.

(@) Der Gruppenhomomorphismus mod (N) : SLy(Z) — SLy(Z/NZ) ist surjektiv, und es folgt

[SLy(Z) : T(N)] = [SLa(Z/NZ)|.

Sei N = [ 1, prim p'? die Primfaktorzerlegung von N. Nach dem Chinesischen Restsatz gilt dann
SLa(2/NZ)| = [T ISLa(Z/p"Z)].
p prim
(b) |GLa(Z/pZ)| = p*r(1 = p~H) (1= p7?).
() [SLa(Z/pZ)| = p*v (1= p2).
Insgesamt haben wir sogar etwas mehr gezeigt, nimlich
[SL(Z) :T(N)] =N>- J] (1—p72).

p prim
pIN

Auflerdem folgt nun leicht:
(d) Jede Kongruenzuntergruppe I C SLy(Z) ist von endlichem Index.

Aufgabe 1.11. In dieser Aufgabe iiberpriifen wir durch konkretes Nachrechnen Proposition 1.42 im
Spezialfall T = T'o(p) fiir eine Primzahl p. Zeigen Sie dafiir die folgenden Aussagen:

(@) [SL2(Z) :To(p)] =p+1
(b) To(p)(co) ={5|r€Zs€Z~ {0} mit ggT(r,s)=1undp|s}U{oo} und hr (o) =1.
(© To(p)(0) ={%|re€ZsecZ~ {0} mit ggT(r,s) = Lund p |/s} und hr,(,(0) = p.

Aufgabe 1.12. Zeigen Sie, dass {1, S, ST} ein Rechtsvertretersystem von I'o(2) in SLy(Z) ist. Ist es
auch ein Linksvertretersystem?

Aufgabe 1.13. Essei I' C SLy(Z) eine Kongruenzuntergruppe und sei

m
SLZ(Z) = I_l TAV mit Aq,..., Ay € SLz(Z)
u=1
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eine Zerlegung von SLy(7Z) in T-Nebenklassen wie in (1.8), so dass Fr := Uy Ax(F) zusammenhiin-
gend ist. Zeigen Sie, dass dann Fr ein Fundamentalbereich der Aktion von I' auf H ist.

Hinweis: Verwenden Sie beim Nachweis der Eigenschaft (iii) eines Fundamentalbereichs den Satz von
Baire, der besagt, dass fAijr eine nicht-leere offene Menge U C Jr, die eine abziihlbare Vereinigung von
in U abgeschlossenen Mengen Uy ist, ein k mit Uy # O existiert.



KAPITEL 2

Der Begriff der Modulform

In diesem Kapitel fithren wir mit den Modulformen das Hauptstudienobjekt unserer Vorlesung
ein. Diese sind meromorphe Funktionen auf der komplexen oberen Halbebene I, die sich unter
Mobius-Transformationen wohlverhalten und deshalb eine Fourier-Entwicklung aufweisen. In
Abschnitt 2.1 werden wir daher zunédchst Fourier-Entwicklungen in diesem Kontext studieren,
was uns erlaubt, in Abschnitt 2.2 den Begriff der Modulform zu definieren. Interessante Bei-
spiele werden wir erst in Kapitel 3 kennenlernen; in Abschnitt 2.3 werden wir aber mit der
Valenzformel eine beschreibende Eigenschaft fiir Modulformen nachweisen, mit deren Hilfe
wir immerhin zeigen konnen, zu welchen Parametern es keine Modulformen geben kann.

2.1 Fourier-Entwicklungen

Sei D C C offen und f : D — C periodisch, es gebe also eine Periode w € C ~\ {0} mit
{z4w|z€eD}CD und f(z+w)= f(z)firallez € D.

Beispiel 2.1. e* hat Periode 27ti und sin z, cos z haben Periode 27t.

Bemerkung 2.2. Hat eine gegebene Funktion f : D — C Periode w € C ~\ {0}, so hat

LD =¢
g z — f(zw)

Periode 1, denn offenbar gilt
g(z+1) = f(z+Nw) = f(zw +w) = f(2w) = g(2).
In diesem Abschnitt beschrinken wir uns daher auf die Untersuchung 1-periodischer Funktionen.

33
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Wir betrachten nun fiir —co < g < b < oo das Gebiet
D,y :={z€C|a<Im(z) < b}. (2.1)

Dieses wird offensichtlich durch die Abbildung

Da,b —)@,
e: i
z —q ="

auf das Ringgebiet
DR:={gecC|r:=e? < g <e ¥ =R}

in der komplexen g-Ebene abgebildet, wobei wir die Rechenregeln e~ = 0 und ¢~ 27(~®) =
oo verwenden.

Seinun f : D,;, — C speziell eine holomorphe, 1-periodische Funktion. Dann ist die durch
fe 0 = f gegebene Funktion fs : DX — C wohldefiniert,

denn: Fiir z # 2 mit ¥™2 = ¢ gilt z — z € Z und somit f(z) = f(Z). #

Auferdem ist fo : DX — C holomorph,

[ee]

denn: Fiir qo € DR beliebig sei (g,)%_; eine Folge in DX \ {go} mit Grenzwert go und g, = 2™
fir alle v € IN mit je einem geeigneten z, € D, ;. Wegen

27wiz, eZm’zo _ eZm’zo (62ni(zv—20) _ 1)

Qv —4qo =¢
geht ¢27(2~20) fiir v — co gegen 1. Stetige Funktionen respektieren Grenzprozesse; nach
Anwendung des Hauptzweigs des Logarithmus geht also Loge?™(?~%) fiir v — oo gegen
Log1 = 0. Nach Definition des Logarithmus gibt es andererseits fiir jedes v > 1 eine ganze
Zahl m, mit

271i(zy—20)

Loge = 27i(zy — 20) + 27tim, = 27i(z, + my) — 27Tiz.

Ersetzen wir also z, durch Z, := z, 4+ m,, so geht Z, fiir v — oo gegen zg. Mit der 1-Periodizitat
von f und z — 2 folgt

tig Jo(@v) = feo(q0) _ . f(zv) = f(20)

V—y00 Jv — 4o V00 2Mizy _ p2Tizg

e J2) ~ f20)

v—y00 @2MiZy _ p27izg

Zy—z0 f(2v) — f(20)

= lim S o —
V=0 e TTZy e TT1Z ZV . ZO
1 /

und somit die komplexe Differenzierbarkeit von fo in go. #
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Nach Satz 6.20 aus der Funktionentheorie hat f« also eine auf Kompakta in DX gleichméfig
absolut konvergente LAURENT-Entwicklung'®> um g = 0 von der Form

folq) = Y. anq" furalleq e D}
n——oo
mit Koeffizienten
1 feo(q)

= . ——>dg fureing € (r,R),
"2mi Jg=e gt I Q€ (k)
wobei iiber die Kreislinie genau einmal im positiven Sinne integriert wird. Setzen wir in der
Koeffizientenformel die Parametrisierung der Integrationskurve ein, so erhalten wir

_ 1t feolee™) ot gy [ ity () 2mity —n
"= OW-nge dt—/ofoo(ge ) (e )T dt.

log o

Setzen wir zg := %

, so haben wir insgesamt den folgenden Satz gezeigt.

Satz 2.3. Gelte —oo < a < b < oo, und sei f : D, — C holomorph mit Periode 1. Dann hat f eine
FOURIER-Entwicklung'®

fE) = Y alE = Y a(f)g = fulg) firallez € Dy

n=—oo n=—oo

mit eindeutig bestimmten Koeffizienten a,(f) € C. Die Reihe ist gleichmiifSig absolut konvergent auf
Kompakta in D, j, und es gilt die Formel

an(f) = /f(z)e’zmnz dz fiirallen € Z,
g
mit y(t) = zo + t fiirt € [0,1].

Das folgende Beispiel einer Fourier-Entwicklung werden wir in Abschnitt 3.1 benétigen:

Beispiel 2.4. Sei k > 2 eine ganze Zahl, und sei Dy o, = H die obere Halbebene. Dann gilt

_ 2w &y, L
Y (z—n) k:H HZ:lnk g™ fiiralle z € H,

nez

denn: Fiir eine beliebige kompakte Teilmenge K C C \ Z gibt es ein ¢ € R~ mit K C U.(0), also mit

z—nZn—zZn—cZﬁ tir alle n > 2c.
2 > ]~ el > ] e > !

15Pjerre Alphonse Laurent (1813-1854)

167ean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830)

7Wir werden manchmal diese Gleichungskette ausnutzen und etwas schlampig f(z) = Yoo ., ax(f)q" fiir die
Fourier-Entwicklung einer 1-periodischen Funktion f schreiben.
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Es folgt
1
k.
nez nez
|n|>2c [n|>2c

und somit die gleichmiifSig absolute Konvergenz der Reihe auf der linken Seite unserer Behauptung
auf dem beliebigen Kompaktum K C C \ Z. Insbesondere stellt diese Reihe eine auf H holomorphe
Funktion dar. Wegen der absoluten Konvergenz konnen wir sie auch umordnen und sehen so ein, dass
die untersuchte Funktion 1-periodisch ist. Nach Satz 2.3 hat daher die linke Seite als holomorphe, 1-
periodische Funktion auf I eine Fourier-Entwicklung.

Mit dem Satz von MITTAG-LEFFLER'® aus der Funktionentheorie liisst sich die Partialbruchzerlegung

N =R ML
n=1

z—n n nez

7t cot(mz) = 1+ )
neZ~{0}

des Kotangens und deren absoluter Konvergenz herleiten. Andererseits gilt fiir alle z € T

cos(7z) M e 41
7T cot(mz) = 7 sin(nz) =T g U e2miz _ 1
2i
:niw = 711 (]—|—2>
g—1 q—1
:ni<1—224>_m Zqu,
n=0

2.2)

wobei wir die Formel fiir die geometrische Reihe anwenden diirfen, da fiir z € H die Voraussetzung
|q| < 1 erfiillt ist. Fiigen wir diese beiden Resultate zusammen, so erhalten wir

Z:(z—n)’1 =mi—2mi Y q" fiirallez € H.

nez n=0

Da beide Seiten dieser Gleichung auf Kompakta in H gleichmiif$ig absolut konvergieren, diirfen wir sie
beliebig oft ableiten. Wie man leicht iiberpriift, ergibt (k — 1)-maliges Ableiten nach z

(D) k—1)r' Y o (27ti)* an L

nez (Z o Tl) n=
und somit die Behauptung. #
Wenn wir darauf achtgeben, dass fw(g) in g = 0 keine nicht-isolierte Singularitat erhilt, konnen

wir Satz 2.3 auf eine meromorphe Funktion f : H — C mit ganzzahliger Periode anwenden,
um fiir eine solche Funktion eine Fourier-Entwicklung zu erhalten. Wir definieren nun:

8Magnus Gosta Mittag-Leffler (1846-1927)
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Definition 2.5. (a) Zu einer holomorphen, 1-periodischen Funktion f : D, — C gibt es nach Satz
2.3 eine holomorphe Funktion fe : D} — C mit fooe = f, wobei wir die dort eingefiihrte
Notation benutzen. Wir nennen f holomorph bzw. meromorph in z = co, wenn fo in g = 0
holomorph bzw. meromorph ist.

(b) Seih € IN. Zu einer holomorphen, h-periodischen Funktion f : D, — C ist nach Bemerkung 2.2
die Funktion g(z) := f(hz) holomorph und 1-periodisch. Die Funktion f heifit holomorph bzw.
meromorph in z = oo, wenn dies im Sinne von (a) auf die Funktion g zutrifft.

(c) Sei nun speziell a = 0, und sei f : H — C eine meromorphe, h-periodische Funktion mit h € IN.
Wir nennen f holomorph bzw. meromorph in z = oo, wenn

o die Menge
{y € R | es gibt eine Polstelle von f mit Imagindrteil y}

nach oben beschrinkt ist, so dass die Einschrinkung von f auf ein geeignetes D, . holomorph
ist,

e diese Einschrinkung f|p, ., im Sinne von (b) holomorph bzw. meromorph in z = oo ist.

2.2 Die elementare Theorie

In diesem Abschnitt wollen wir den Begriff der Modulform beziiglich einer beliebigen, fest
vorgegebenen Kongruenzuntergruppe I' C SL,(Z) einfithren. Modulformen sind meromorphe
Funktionen auf der komplexen oberen Halbebene H, die sich unter den in Kapitel 1 behandel-
ten Mobius-Transformationen wohlverhalten bzw. invariant unter dem mit diesen verwandten
PETERSSON’sche Strichoperator!? sind, den wir nun definieren werden.

Proposition 2.6. Fiir beliebiges k € 7. ist iiber die Zuordnung (M, f) — f | M mit

(fleM)(z) == det(M)? (cz +d) FfF(M(z))

eine Aktion von
GLy(R)" := {M € R**? | det(M) > 0}

auf der Menge der auf H meromorphen Funktionen gegeben, wobei die Potenz der Determinante iiber
den Hauptzweig des Logarithmus definiert ist.”’ Der zugehorige Operator -|; heifit der (k-te) Peters-
son’sche Strichoperator.

Beweis. Fiir ein beliebiges z € HHund M = (“}) € GLy(R)™ setzen wir j(M, z) := cz +d.2! Wie
man leicht {iberpriift, gilt dann fiir beliebige M, M € GL,(R)" und alle z € H die Kozykelbe-
dingung

j(MM, z) = j(M, M(z))j(M, z).

9Hans Petersson (1902-1984)

20Man beachte, dass die Potenz der Determinante so gewdhlt wurde, dass das Zentrum von GLy(R)™ trivial
operiert. Wir lassen allerdings in diesem Kapitel nur Matrizen mit Determinante 1 operieren, wo dieser Faktor
keine Rolle spielt.

21Djese Schreibweise ist in der Theorie der Modulformen etabliert und hat den Vorteil, ohne Namen fiir die
Eintrdge der Matrix M auszukommen.
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Es folgt fiir dieselben Matrizen M, M und alle z € H

(fle(MM))(z) = det(MM)?j(MM, z

= det(M)? det(
— det(W1)5(W,2) ™ (det(M)} (M, M(z))~* f(M<M<Z>>)>
= det(M)2j(M,z) ™ (f|M)(M(z))

= ((fleM)]cM) (2)-
Da offensichtlich fiir alle z € H die Beziehung (f|yL)(z) = f(z) gilt, folgt die Proposition. [

Lemma 2.7. Ist f : H — C eine meromorphe Funktion mit
(flxM)(z) = f(z) fiiralle M €T,

so hat f| M fiir M € SLy(Z) mit M(oo) = s € s € Cusps(T') die Periode

hr(s)  fiir s regulir,

hr(S) = flr(ﬁ) = {

2hr(s) fiir s irrequlir.

Beweis. Im Beweis von Lemma 1.37 haben wir H; = M~!T;M eingesehen. Fiir ein beliebiges
M~IMM € H, gilt daher nach Voraussetzung

(FlxM) [ (M7 MM) = fle(MM ™' MM) = f[x(MM) = f[;M.
Das Lemma folgt daher unmittelbar aus Definition 1.39. O

Lemma 2.7 belegt die Sinnhaftigkeit der folgenden Definition:

Definition 2.8. Sei k € Z beliebig. Eine meromorphe Funktion f : H — C mit

(V1) (FlM)(z) = f() firalle M €T,

(V2) flkM ist meromorphinz = co  fiir alle M € SL,(Z),

heifSt eine (meromorphe) Modulform von Gewicht k beziiglich T'.

Nach Definition ist die Nullfunktion f = 0 eine meromorphe Modulform beziiglich I' und
beliebigen Gewichts. Fiir f # 0 ist dies anders:

Bemerkung 2.9. Das Gewicht einer meromorphen Modulform f # 0 beziiglich T ist eindeutig be-
stimmt,

denn: Sei f eine Modulform beziiglich I sowohl von Gewicht k als auch von Gewicht { mitk # £ € 7.
und sei M = (¢ Z) € I. Nach Axiom (V1) gilt dann

(cz+d)f(z) = fFIM(2)) = (cz+d) f(z) fiirallez € H
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und also auch
(cz+d)* = (cz+d)" fiirallez € Hmit f(z) # 0, (2.3)

wobei nach Korollar 1 des Identititssatzes aus der Funktionentheorie die Nullstellenmenge von f in H
abgeschlossen ist und aus isolierten Punkten besteht.

Als Kongruenzuntergruppe hat T nach Ubungsaufgabe 1.10 endlichen Index in SLy(Z.). Wegen (1.5)
ist daher I nicht vollstindig in

SLy(Z)eo = {(i Z) € SLy(Z) | ¢ = 0}

enthalten, weshalb wir ohne Einschrinkung M & SLy(Z)e, also ¢ # 0, annehmen konnen. Wenden
wir auf Gleichung (2.3) den Identititssatz fiir Potenzreihen aus der Funktionentheorie an, so folgt ins-
besondere die Gleichheit der Grade k = ¢ und somit unsere Behauptung. #

Axiom (V3) lasst sich noch etwas hiibscher formulieren. Dafiir miissen wir ein wenig ausholen:

Lemma 2.10. Sei f : H — C eine meromorphe Funktion, die Axiom (V1) beziiglich T' mit einem
Gewicht k erfiillt. Seien weiter s € Cusps(T) eine Spitzenklasse, 5,5 € s und M, M € SLy(Z) mit
M{c0) = s und M({co) = 3. Dann gilt:

Ist f|xM meromorph in z = oo, so auch f|;M.

Beweis. Da fiir f = 0 nichts zu zeigen ist, konnen wir ohne Einschrankung annehmen, f und
damit auch f|;M und f|;M seien nicht konstant null. Nach Definition 2.5 und Lemma 2.7 hat
f kM dann eine Fourier-Entwicklung

1

(fleM)(z) = }_ an(fleM)(q"r@))" (2.4)

=
= I

mit einem N € Z und Koeffizienten a,(f|yM) € C. Da s und 5 nach Voraussetzung I'-
dquivalent sind, gibt es ein A € T mit A(3) = s. Offenbar liegt M~'AM in SL,(Z)«, es gibt
also ein k € Z mit M—'AM = +T*. Es folgt

(FeM)(2) = (FI(AND)) (2)
= (/MM AND)

)
((f\kM (M~ AM)) (2)
2min(z+k)
— 4+ Z an(fliM)e @
n=N
0 2mink 2minz
= Z (ian(fykM)ew))eﬁr(s),
n=N

Damit haben wir die wegen der Eindeutigkeit der Laurent-Entwicklung eindeutig bestimmte
Fourier-Entwicklung von f|;M gefunden. Die Funktion f|;M ist also meromorph in z = oo
und das Lemma bewiesen. O



https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/3023/display/?page=5
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/3023/display/?page=5
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/3023/display/?page=3
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/3023/display/?page=3

2.2. Die elementare Theorie 40

Im Beweis von Lemma 2.10 haben wir noch etwas mehr bewiesen, denn wir haben auch ge-
zeigt, dass der kleinste Index n € Z, fiir den der n-te Fourier-Koeffizient nicht verschwindet,
in beiden Fourier-Entwicklungen tibereinstimmt. Insbesondere konnen wir wohldefiniert die
folgenden Begriffe einfiihren:

Definition 2.11. Sei f : H — C eine meromorphe Funktion, die Axiom (V1) beziiglich T mit einem
Gewicht k erfiillt. Seien weiter s € Cusps(T'), s € s und M € SLy(Z) mit M(o0) = s.

(@) Ist dann (f|xM)(z) in z = oo holomorph bzw. meromorph, so nennen wir f holomorph bzw.
meromorph in der Spitze s bzw. der Spitzenklasse s.

(b) Den kleinsten Index n € Z, fiir den der Fourier-Koeffizient a,, (f| M) in (2.4) nicht verschwindet,
nennen wir die Ordnung ordr(f;s) bzw. ordr(f;s) von f in der Spitze s bzw. der Spitzenklasse
s.

In dieser Sprache fordert Axiom (V;) also Meromorphie in allen Spitzen beziiglich I' ein und
nach Lemma 2.10 ist dies dquivalent zu dem folgenden, leichter zu {iberpriifenden Axiom:

(V) f ist meromorph injedem s € Cusps(T).??

Im fiir uns wichtigsten Fall T = SL,(Z) gibt es nach Bemerkung 1.26 nur eine Aquivalenzklasse
von Spitzen. Nach (V]) geniigt es in diesem Fall also, die Meromorphie einer meromorphen
Funktion f : H — C in z = oo zu {iberpriifen.

Die Menge der meromorphen Modulformen festen Gewichts zur gegebenen Kongruenzunter-
gruppe I tragt offensichtlich die Struktur eines C-Vektorraums. Diesen und einige wichtige
Untervektorraume wollen wir nun benennen.

Definition 2.12. (a) Fiir den C-Vektorraum der meromorphen Modulformen von Gewicht k beziig-
lich T schreiben wir Vi (T).

(b) Den Unterraum der auf ganz HU Q U {oo} holomorphen Modulformen aus Vi (') bezeichnen wir
mit My (T') und nennen seine Elemente die (ganzen) Modulformen von Gewicht k beziiglich T

(c) Fiir den Unterraum der in allen Spitzen verschwindenden Modulformen aus My (T') schreiben wir
Sk(T'); seine Elemente heifSen die Spitzenformen von Gewicht k beziiglich T.

Im Spezialfall T = SLy(Z) schreiben wir auch einfacher Vi, My, Sy statt Vi(SLa(Z)), M(SL2(Z)),
Sk(SL2(Z)).

Multipliziert man zwei meromorphe Modulformen beziiglich T, so erhdlt man wieder eine
meromorphe Modulform beziiglich I'. Die jeweiligen Gewichte addieren sich hierbei auf. Wir
formalisieren diese Entdeckung und erinnern dazu zunéchst an ein Konzept aus der Algebra:

Definition 2.13. Seien K ein Korper und (M, +) ein kommutatives Monoid. Eine M-Graduierung
auf einem gegebenen K-Vektorraum V ist ein System (Vi) mem von Untervektorriumen von V mit

V==@ Va

meM

22Nach Proposition 1.36 ist dies eine endliche Menge.
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Eine M-Graduierung auf einer gegebenen K-Algebra A ist eine Graduierung auf A als Vektorraum mit
Am - Am C Apgm  flirallem,m € M.
Proposition 2.14.
V(I): =@ Vi), M) :=P M) und S(T):=P S((T)
keZ keZ keZ
sind Z-graduierte C-Algebren. Im Spezialfall T = SL,(Z) schreiben wir auch einfacher V, M, S statt
V(SLy2(Z)), M(SLa2(Z)), S(SL2(Z)).

Beweis. Nach Bemerkung 2.9 ist das Gewicht einer nichttrivialen meromorphen Modulform
eindeutig. Damit folgt, dass

V() =@ W), MT)=@PM() und S(I) =P ST
keZ keZz keZ

jeweils direkte Summen von C-Vektorrdumen sind. Auf V(I') — und analog auf M(T') bzw. S(T')

— lasst sich durch
Vi(T) x Vo(T)  — Viyo(T),

(f.8) = fg

eine Multiplikation definieren,

denn: Als Produkt zweier auf Il meromorphen Funktionen ist fg wieder auf I meromorph.
Zudem gilt fiir alle M € T’

(f&)(M(z)) = f(M(z)) - §(M(z))
= j(M,2)*f(2) - j(M,2)'g(2)
= j(M,2)""(f3)(2),

so dass fg Axiom (V) beziiglich I mit Gewicht k + ¢ erfiillt. Die Fourier-Entwicklung von fg
ergibt sich als das Produkt der jeweiligen Fourier-Entwicklungen von f und g. Die Meromor-
phie in z = co von f g folgt also aus der entsprechenden Eigenschaft von f und g. Das Produkt
fg erfiillt daher auch Axiom (V}), so dass insgesamt die Behauptung folgt. #

Also haben wir eine wohldefinierte Multiplikation, beziiglich derer sich das Gewicht additiv
verhilt, was V(I') —und analog auf M(T') bzw. S(T') — zu einer Z-graduierten C-Algebra macht.
O

Wir haben noch keine Beispiele fiir Modulformen angegeben und werden dies auch erst in
Kapitel 3 nachholen, weil die Konstruktion der klassischen Beispiele recht aufwiandig ist. Erste
Uberlegungen zu Modulformen kénnen wir jedoch schon hier anstellen.

Proposition 2.15. Gilt —I, € T, so folgt Vi(T') = {0} fiir alle ungeraden Werte von k.
Beweis. Ist —I, € T, so gilt nach (V;) fiir ein beliebiges f € Vi(T)
f(2) = (fl(=L))(z) = (0-z+ (1)) f((~L){z)) = (~1)* f(z) firallez € H.

Fiir ungerades k folgt sofort f = 0, wie behauptet. O
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Proposition 2.16. Seien f € Vi(T') mit einem beliebigen k € Z, n := [SLo(Z) : T| und As, ..., Ay
ein Vertretersystem von I in SLy(Z) wie in (1.7). Dann gelten die folgenden Aussagen:

(@) Fiirallev € {1,...,n}ist A;'TA, C SLy(Z) eine Kongruenzuntergruppe und es gilt
flkAy € Vi(A['TA,).

(b) Esgilt
n n
tr(f) = Ef’kAv eVy und F:= Hf|kAV € Vi

v=1 v=1

Die durch f — tr(f) induzierte Abbildung Vi(T') — Vi wird als Spurbildung bezeichnet.

Beweis. Fiir den Beweis von Behauptung (a) sei v € {1,...,n} fest gewdhlt. Da I eine Kon-
gruenzuntergruppe ist, gibt es ein N € N, fiir das die Hauptkongruenzuntergruppe I'(N) in T’
enthalten ist. Fiir ein beliebiges M € T'(N) gilt

M=A (A MA;H)A, und AMA,'=A,A;' =L mod (N),
also M € A, 'T(N)A,. Es folgt
I'(N) C A'T(N)A, C A, 'TA,

und somit, dass die Gruppe A, 'T A, eine Kongruenzuntergruppe von SLy(Z) ist. Die Funktion
flxAy ist meromorph auf H nach Proposition 2.6, erfiillt Axiom (V;) beziiglich A, 'T' A, mit
Gewicht k wegen

(fleAn[k(ATMA)) = flk(AVA,TMA,) = fli(MA)) = (fliM) Ay = flxA, firalleM €T,
und Axiom (V,) wegen

(flxAv) kM = f|x(AyM) meromorph in z = oo fiir alle M € SL,(Z)
<= f|yM meromorph in z = oo fiir alle M € SL,(Z).
Insgesamt haben wir nun Behauptung (a) gezeigt.

Zum Beweis von Behauptung (b) stellen wir zunéchst fest, dass wir im Beweis von Aussage (a)
insbesondere gezeigt haben, dass es ein N € IN mit

flkAy € Vi(T(N)) furallev e {1,...,n}

gibt. Nach Proposition 2.14 gelten tr(f) € Vi(I'(N)) und F € V(I (N)). Es verbleibt zu zeigen,
dass tr(f) und F Axiom (V;) beziiglich SL;(Z) — und nicht nur beziiglich I'(N) - erfiillt. Dies
gilt aber, denn fiir alle M € SL,(Z) gilt

n n

tr(f)(M(z)) = ;(f|kAv><M<z>> F(M(z)) = 1j1<f|kAv><M<z>>
= fj(Mz)"((frkAmkM) (z) -T J(M,2)5 - ((FleAv) kM) (2)

v=1 v=1
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n

- L (F(AM) ) = 2 TT(h(AM)) 2

= j(M,2)" - te(f)(2) = j(M,z)" - F(2),

wobei die jeweils letzte Gleichheit gilt, da mit A, auch A,M ein Vertretersystem von I in
SL,(Z) durchliuft,

denn: Offensichtlich gilt

SLy(Z) = SLy(Z <|_| TA > |i| T(A,M). (2.5)

v=1

Es folgt Behauptung (b). O

2.3 Die Valenzformel

Fiir meromorphe Modulformen beziiglich der vollen Modulgruppe gilt die folgende bemer-
kenswerte Formel:

Satz 2.17. Seik € Z und 0 # f € Vi. Dann gilt die Valenzformel, auch 5-Formel genannt, die

besagt:

Ord(f}00>+%'0rd(f;i) —l—%.ord(f;g)—i— ; ord(f;z) = %
29,0

Hierbei laufe z tiber die Elemente eines Vertretersystem modulo SL,(Z) in H, die weder zu i noch zu o
dquivalent sind.

Beweis. Wir zeigen zundchst, dass die Summe in der Valenzformel stets endlich ist: Nach Defi-
nition 2.8 ist jedes f € Vi meromorph in z = co und nach Definition 2.5 gibt es ein C; € R~
mit

Cy >y furalley € R, die Imaginérteil einer Polstelle von f sind.

Zudem gibt es ein C; € R~ mit
C, >y furalley € R, die Imaginérteil einer Nullstelle von f sind,

denn: Bekanntermafien ist f holomorph auf D¢, , und hat Periode 1. Nach Satz 2.3 hat f daher

eine Fourier-Entwicklung, es gibt also eine holomorphe Funktion f : Dsfzncl — C mit

(fooe)(z) = f(z) furallez € D¢, co,

die sich wegen f € Vi meromorph nach U,-2xc, (0) fortsetzen ldsst. Gibe es kein C, wie in
der Behauptung, lige in jeder noch so kleinen Umgebung von g = 0 eine Nullstelle von fo,
so dass g = 0 kein Pol von f. sein konnte. Der Punkt g = 0 wére also ein Haufungspunkt
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von Nullstellen der auf U,-2-c, (0) holomorphen Funktion fo, die dort nach Korollar 1 des
Identitatssatzes aus der Funktionentheorie konstant null sein miisste.

Dies trdfe dann offensichtlich auch auf die Einschrankung von f auf D¢,  und nach dem-
selben Korollar auch fiir f auf ganz H ohne die Polstellenmenge von f zu. Im Widerspruch
zur Voraussetzung des Satzes erhielten wir nach dem Riemann’schen Hebbarkeitssatz aus der
Funktionentheorie f = 0. #

Insgesamt folgt, dass simtliche Null- und Polstellen von f im Gebiet Dy c mit
C := max{Cy, G}

liegen. Nach der Definition von Meromorphie und dem bereits oben verlinkten Korollar des
Identitédtssatzes sind die Null- und die Polstellenmenge von f jeweils abgeschlossen in Dy »c
und bestehen nur aus isolierten Punkten. Die Menge Dy ¢ N F ist offensichtlich abgeschlossen
in Dg>c und beschrankt, also kompakt. Es folgt, dass f nur endlich viele Null- bzw. Polstellen
in Dgc N F hat. Die Endlichkeit der Summe in der Valenzformel folgt, da Doc N F nach
Konstruktion ein Vertretersystem modulo SL;(Z) samtlicher Punkte in H mit ord(f;z) # 0
enthalt.

Fiir den Nachweis der Valenzformel nehmen wir nun zunichst an, f habe auf dem Rand dF
keine Null- und Polstellen mit der moglichen Ausnahme der Punkte i und ¢ (und dann auch
—0). Sei 7y die in Abbildung 2.1 rot dargestellte stiickweise glatte geschlossene Kurve, die in
mathematisch positiver Richtung einfach durchlaufen werde.

1 L0 11

Abbildung 2.1: Die Punkte A und E sind so gewéhlt, dass es — mit moglicher Ausnahme von oo,
das wir uns hier als limyﬁoo iy vorstellen sollten — keine Null- oder Polstelle von f mit Imagi-
nirteil grofer Im(A) = Im(E) gibt. Die Punkte By, B, bzw. Cy, C; bzw. Dy, D, sind so gewéhlt,
dass das Kurvenstiick von ¢ bzw. i bzw. —p bis zu ihnen Lange ¢ > 0 hat. Hierbei ist € so klein
gewdhlt, dass im Inneren der Kurve 7 von jeder Null- und Polstelle von f — mit moglicher
Ausnahme von ¢ und i — jeweils genau ein Vertreter modulo I' liegt.
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Nach Konstruktion und dem Argumentprinzip aus der Funktionentheorie gilt

27‘[Z/f/ = ) ord(f;z).

zeF
z9b1,0

Wir wollen das Integral nun auch abschnittsweise per Hand ausrechnen und das Ergebnis mit
dieser Formel vergleichen.

(i)

Die Geradenstiicke AB; und ED; werden unter Anwendung von T aufeinander abgebil-
det. Es folgt

L e 1 f(TE)

2 Jeos f(2) = 2t Jamy f(T(z)) 9T
1 fllz+1) 4
2mi JaB, f(z+1)

1 fG),

= i Jaw f(2)

Der Kreisbogen Bﬁ%’z von B; nach B, wird parametrisiert durch z = o + eelt fur t € []%
[a(g), 5] mit einem geeigneten Winkel a(e). In einer den Kreisbogen ganz enthalten-
den punktierten Kreisscheibe um ¢ kénnen wir f nach dem Satz von der Laurent-
Entwicklung aus der Funktionentheorie schreiben als

f(z) = (z—0)"g(2)

mit m = ord(f;e) und einer in der ganzen Kreisscheibe holomorphen Funktion ¢ mit
¢(0) # 0.In dieser Notation gilt

und somit

/ a(e) / it .
1' N f(z)dzzl.ﬁ <m+w>iseltdt
2

27i JBiB, f(2) 27ti ee’t g0+ ee)
m ro e M0 glgreet)
- 27[(0((8) 2)+271/72r g(g—l—eeif)e dt
e—0 m 7T TT
“arle )0

1
76 ord(f;0),
denn der Integrand im zweiten Term ist beschrankt. Analog gilt

1 fi(z) , es0 1 .
77 s F(2) dz = —=-ord(f;0),

o)}
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(iii)

(iv)

wobei wir ausgenutzt haben, dass die Ordnungen in —g wegen der Aquivalenz dieselben
wie in ¢ sind, und

L[ 8 a0 L)

27ti C?CZ f(Z)

% m
Die Kreisbogen B,C; und D;1C, werden unter Anwendung von S aufeinander abgebildet,
denn auf der Einheitskreislinie gilt

1 z
z |z

Es folgt

1 f@),, _ 1 F1(56) 450y = 1 f1(542)) <35<Z>>dz (2.6)
) @

27ti Jpic, f(z) “T 27i B¢ f(5(2))

- 2mi [y, ZKf(2)
Leiten wir die gerade schon benutzte Beziehung f(S(z)) = zFf(z) ab, so erhalten wir

s = 2 psy) = k() + 21102,

Eingesetzt in (2.6) ergibt sich

L fla, _ 1 k21 f(2) + 2 (2)
27 Joie, Fz) 2711'/32%1 2*f(2) &

1 K f’(2)>
i e, (5 7))
1 k 1 f'(z)
27Ti /Bzc1 27T o B,Ci f(2) z
Fiir das erste Integral auf der rechten Seite gilt hierbei

1/ kdzejf]k/gdt_k T_2my __k
271i /B, 2 2 Jp 2 \2 3 ) 12

Die Abbildung ¢ : z — ¢*™ bildet das Geradenstiick EA auf eine genau einmal negativ
durchlaufene Kreislinie K um g = 0 ab, in deren Inneren mit der moglichen Ausnahme
von g = 0 keine Null- und Polstellen von f o e~ ! liegen. Mit dem bekannten Zusammen-

hang '
f2) =) an(f)e™™ =) an(f)g" = (foe ) (q)

n>N n>N

zwischen der Fourier-Entwicklung von f bei z = oo und der Laurent-Entwicklung von
foe lumg =0 gilt dann

f(z) =2mi ) nay(f)e*™ = 2miq ) nay(f)q""" = 2miq(foe ") (q)

n>N n>N
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und somit

1 @y, 1/ 2miq(foe ') (q) dg
2mi JEA f(z) ~  2miJk  (foel)(q) 2rmig

L Uee

2mi J (Foe ) ™
— —ord((foe™);0)
= —ord(f;c0),

wobei die vorletzte Gleichheit mit dem Satz vom Null- und Polstellen zédhlenden Integral
folgt.

Offensichtlich haben wir hiermit die Valenzformel fiir den Fall bewiesen, dass f auf 0 mit der
moglichen Ausnahme von i und ¢ keine Null- und Polstellen hat. Fiir den Fall, dass es doch
solche Null- und Polstellen gibt, modifiziert man die Integrationskurve wie in Abbildung 2.2
angegeben und verfahrt entsprechend.

Ly

1 10 I 1

Abbildung 2.2: Die Punkte z; und z; reprasentieren die beiden mdéglichen Typen von Null- bzw.
Polstellen, die nun noch hinzukommen. Man beachte, dass die jeweiligen Kreisbogen unter T
bzw. S aufeinander abgebildet werden.

O

Die Valenzformel 2.17 ldsst sich auf meromorphe Modulformen beziiglich der beliebigen Kon-
gruenzuntergruppe I' verallgemeinern.

Satz 2.18. Seik € Z und 0 # f € Vi(T'). Fiir ein beliebiges s € Cusps(T') setzen wir zudem

2 —I, € T oder s ist irrequliir,
€rs ‘=
1 sonst.

Dann gilt die Valenzformel

y ord(f;z) . ordr(f;s) k- [SLa(Z) : T]

’ FZ | €rs N 24 ’

zeT\H s€Cusps(T)
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wobei z ein Vertretersystem modulo I' in I durchliuft.

Beweis. Seien n := [SLZ(Z) :T } und Aj,..., A, ein Vertretersystem von I in SL,(Z) wie in
(1.7). Nach Teil (b) von Proposition 2.16 gilt dann

n
F .= Hf‘kAv € Vi,
v=1

so dass wir die bereits bewiesene Valenzformel 2.17 auf F anwenden konnen. Es gilt dann

1 1 k
ord(F; o0) + 5 ord(F;i)+ = -ord(F;0) + ).  ord(F;z) = g,
3 2€SLy(Z)\H
z941,0

wobei z iiber die Elemente eines Vertretersystem modulo SL,(Z) in H laufe, die weder zu i
noch zu ¢ dquivalent sind. Mit Korollar 1.31 ldsst sich dies umformulieren zu

L ord(F;z)  kn
Srord(Feo)+ ) s = 2.7)
2 26SL,(Z)\H ISLy(Z).| 24

wobei z ein komplettes Vertretersystem modulo SL,(Z) in H durchlaufe.

Fiir ein festes z € H gilt

ord(F;z) = i ord(f|xAv;z) = f ord(f; Av(z)) = ) [SLa(Z)w : T -ord(f;w),  (2.8)
v=1 v=1 wel'\ SLy(Z)(z)

wobei wir im letzten Schritt ausgenutzt haben, dass die Ordnung von f an der Stelle A, (z)
nicht von der Wahl von A, abhdngt, und Teil (b) von Lemma 1.41 auf

G=SLy(Z), U=T, S$=SLy(Z){z)

angewendet haben. Da SL,(Z),, endlich und unabhéngig von der Wahl von w € T'\ SL,(Z)(z)
ist, gilt

SLy(Z
[SLZ(Z)W . rw} — M
T
und eingesetzt in (2.8) somit
ord(F;z) Y ord(f;w)
|SLa(Z):| weT\ SLy (Z) (z) ol
Summieren wir iiber ein Vertretersystem der Aktion von SL;(Z) auf H, so erhalten wir
01{1(13;2) -5 y ordlgf;w) . ordlgf;w)' (2.9)
z€SL,(Z)\H ‘S Q(Z)Z‘ z€SLy(Z)\H weT\ SLy(Z) (z) ’ w’ wel'\H ’ w‘
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Die Valenzformel folgt nun aus (2.7) und (2.9), wenn wir

cord(F;e0) = ¥ ordr(f;s)

(2.10)
s€Cusps(T) €rs

N —

zeigen konnen. Daftir miissen wir ein wenig ausholen: Wir betrachten den Quotienten
SLy(Z)/(T) mit der natiirlichen Aktion von SL,(Z) tiber Linkstranslation und die Abbildung

- { SLy(Z)/(T) — SLa(Z)/SLa(Z)es = SLa(Z)(00) = QU {eo},
"\ M- (T) — M -SLy(Z) e — M(c0).

Diese ist offensichtlich surjektiv, vertrdaglich mit den jeweiligen Aktionen von SL,(Z) und bildet
die Klasse I, - (T) = (T) auf co ab. Faktorisieren wir iiberall von links I' heraus, erhalten wir
die surjektive Abbildung

- { I'\SLy(Z)/(T) — I'\SL2(Z)/SL2(Z)ec — Cusps(I),
Y r-M(T) T - M-SLy(Z)eo — T(M(c0)).

Fiir ein beliebiges s € Cusps(I') gilt nach Definition von er
|7 (s)| = — @.11)

Betrachten wir nun noch die surjektive Abbildung

[ T\SLy(Z) —T\SLx(Z)/(T),
””'{F-M —T-M-(T).

Fiir s € Cusps(I'), s € s und M € SL,(Z) mit M(oo) = s gilt dann

hr(s)  fiir s regulér,

[ p (T M- (T))| = hr(s) := { (2.12)

2hr(s) fur s irreguldr,
denn: Aus der Definition von 7t v konnen wir

|7 p (0 M -(T))| = [(T) - (M™'TM) N (T)]
ablesen. Nach Lemma 1.37 gilt

Hy, = M™'TM N SLy(Z)o = MTITM N (T, — 1)

und nach Lemma 1.38 lassen sich drei Fille unterscheiden:
Fall 1: H, = (T"r()), Dann gilt M~'TM N (T) = (T ) 0 (T) = (Tr6),
Fall 2: H, = (—(T~"r(®))). Dann gilt M~'TM N (T) = (—(T")) 0 (T) = (T2},
Fall 3: H, = (T"t(5), — ). Dann gilt M~'TM N (T) = (T""), — L) 0 (T) = (T ),
Mit Definition 1.39 folgt hieraus die Behauptung. #
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Nach Definition 1.32 gibt es ein N € INmit I'(N) C I' C SL,(Z). Nach Konstruktion ist T'(N)
normal in SL,(Z), so dass nach Bemerkung 1.40 fiir alle s € Cusps(I'(N)) der Wert fzr(N) (s)
tibereinstimmt, so dass wir auf die Kennzeichnung der jeweiligen Spitzenklasse verzichten und
kurz fzr( n) schreiben konnen. Betrachten wir nun noch die surjektive Abbildung

[ T(N)\SL2(Z) — TI'\SL2(Z),
T r { T(N)-M T+ M.

Wie man anhand des Beweises des Zweiten Isomorphiesatzes fiir Gruppen aus der Algebra
leicht einsieht, gilt dann fiir alle M € SL,(Z)

\”E(lw),r(r -M)| = [T : T(N)]. (2.13)

Insgesamt erhalten wir

% -ord(F; o0)

B 1 ord(F; o)

B 2 ESLZ(Z)

Aufgabe 2.4 1 ' ordr () (F; (7r(ny © rowy, 1) (T(N)M))

2-[SLy(Z) : T(N)] I'(N)MET(N)\ SLy(Z) EF(N)

_ 1 ' ordr(n) (H?:l fleAv; (7Tr(N) © ”F(N),T)(F(N)M))
2 [SL2(Z) : T(N)] I'(N)MET(N)\ SLy(Z) EF(N)

_ 1 . y Yoy ordrn (flkAv; (7tr(ny © ey, ) (T(N)M))
2 [SL2(Z) : T(N)] I'(N)MET(N)\ SLy(Z) EF(N)

Nach Teil (b) von Definition 2.11 gilt
ordr(n) (flxAv;sn) = ordrn) (f; Av(sn)) fir alle sy € Cusps(I'(N)).

DaTI'(N) normal in SL,(Z) ist, gilt
Av((tr(n) © 7iren), ) (TIN)M)) = (AT (N)M)

(
= (F(N)AM)(
= (7Tr(N) © nF(N),T)(F(N)AVM)'

co)

o)
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Es folgt
1
5 ord(F; co)
_ 1 Y Y1 ordr(n) (f; (7tr(ny © 7row, ) (T(N) Ay M)
2: [SLZ( ) : F(N)] I'(N)MeI(N)\ SLy(Z) hrv)
_ 1 Z”: ¥ ordr(n) (f; (7tr(w) © ”r(N),T)(r(N)AvM>)>
2 [SLy(Z) v=1 \I'(N)MeT (N)\ SLs(Z) hrv)
_ [SLy(Z ) : 1"] ' y ordr(n) (f; () © 7r(n), ) (T(N)M))
2. [SL2(Z) : T(N)] I'(N)MEeT(N)\ SLy(Z) hrv)
Aufgabe24 1 y ordr (f; (7tr o 71,1 © 7tr (), r ) (T(N) M)
2 [T:T(N)] ponmer o staz (o 7mr o gy p) (T(N)M))
e 1 ordr (f; (7tr o 7tr,r) (TM))
2 I MeT\ SL,(Z) hr ((7tr o 7tr,7) (TM))
@12) % ordr (f; 7t (TM(T)))

FM(T)GF\SL(Z( )/)(T)
@11) Z ordr(f;s

€rs

7

s€Cusps(T)

also (2.10) und somit auch die Valenzformel. O

Eine wichtige Anwendung der Valenzformel ist, dass wir mit ihr eine Aussage tiber die Struk-
tur der Vektorraume M (T') und Si(T) treffen konnen. Fiir nicht-positive Werte von k werden
wir dies gleich durchfiihren und zeigen, dass es dort nicht sehr viele holomorphe Modulformen
gibt. In Kapitel 3 werden wir diese Methode wieder aufgreifen und im Spezialfall T' = SL,(Z)
mithilfe der sogenannten EISENSTEINreihen?® interessantere Aussagen fiir allgemeines k be-
weisen.

{0} fiirk <o,

Korollar 2.19. Es gilt My(T') = {(D fiirk =0
iir k = 0.

Beweis. Gabe es fiir ein k < 0 eine ganze Modulform f € M;(I') ungleich 0, so wére aufgrund
der Holomorphie von f die linke Seite der Valenzformel 2.18 nicht-negativ, die rechte nach
Voraussetzung jedoch negativ. Ein solches f kann es also nicht geben.

Die Inklusion C C My (T') ist klar. Andererseits liegt fiir jedes f € My(I') und jedes zp € H auch

8(z) :== f(z) — f(z0) € Mo(T).

Wegen der Holomorphie von g und g(zg) = 0 kann g die Valenzformel 2.18 nicht erfiillen. Es
folgt ¢ = 0 und somit f = f(zp) € C. O

ZFerdinand Gotthold Max Eisenstein (1823-1852)
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2.4 Das Petersson-Skalarprodukt

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist die Konstruktion eines ,natiirlichen” Skalarprodukts auf
dem C-Vektorraum Si(T') der Spitzenformen von Gewicht k € Z beziiglich der fest vorgege-
. benen Kongruenzuntergruppe I' C SL,(Z). Hierzu benétigen wir zunichst ein I'-invariantes
Maf3 (vgl. hier) auf H.

Lemma 2.20. Die Differentialform

dx A
2

dw(z) := dy fiirallez = x+iy € H

ist invariant unter GLp(R) ™, es gilt also

dw(M(z)) = dw(z) fiiralle M € GLy(R)" und allez = x + iy € H.

Beweis. Einerseits gilt fiir allez = x +iy € H

_ 1

dw(z) 5

(dx Ady)

<

=—-(0—i-dxAdy—i-dxAdy+0)
=_—-(dxAdx—i-dxAdy+i-dyAdx+dyAdy) (2.14)
=_—-(dx+i-dy) A(dx—i-dy)
= — - (dzAdz).
Andererseits gilt fiir ein beliebiges M € (*}) € GLy(R)* und ein beliebiges z € H
dM(z) d?jis a(cz+d) — (az+b)c _ det(M)

dz =~ dz (cz+d)? (M, z)? @15)

Es folgt

(2.14) i

= 2

(2.15) i .(det(M)-dz det(M)-dlz)
2-Im(M(z))2 \ j(M,2)2 " j(M,z)?

) i-]i(Mz)["  det(M)>
2-det(M)2-y* |j(M,z)[*

@19 dw(z)

dw(M(z)) dM(z) A dM(z))

(dz A dz)

und somit das Lemma. O
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Lemma 2.21. Seien F; und F, Fundamentalbereiche fiir die Aktion von I auf I, so dass die Rinder oF,
von Fy und oF, von F, Nullmengen, also Mengen von Maf Null, sind. Sei g : H — C messbar (vgl.
hier) und T-invariant, gelte also g(M(z)) = g(z) fiir alle M € T. Weiter gelte

/. ls() dez) < o,

also dass |g| iiber Fy integrierbar ist — dies impliziert, dass auch g iiber Fy integrierbar ist. Dann ist g
auch iiber F, integrierbar und es gilt

[ 8@ dw) = [ slz)dwz)

Beweis. Nach Eigenschaft (ii) in Definition 1.24 gilt

H= | M(R) = {J M(R), (2.16)
MeT MeT
nach Eigenschaft (iii) zudem
M(E)) N M(F)) =@ firalleM # +MinT. (2.17)

Da mit dF; auch fiir alle M, M € T die Translate M (9F;), M(9F;) Nullmengen sind, trifft dies
folglich fiir M # +M auch auf

M(F) N M(F) = M(F; UdF,) N M(F; UdF, )
(M(H) U M(0F) ) N ( UM(SH))

CD (M(F) 0 M@R)) U (M@F) N M(E)) U (M(3F) N M(F))

zu. Es gilt

[ s@dw) = [ slz)da()

(2.16) /
(Uner M(R)) Ny

= z)dw(z),
Uper(M(F2) ﬂFl)g( ) ( )

g(z) dw(z)

wobei zu beachten ist, dass es sich hierbei um eine abzihlbare Vereinigung messbarer Mengen
handelt. Da die paarweisen Durchschnitte nach der obigen Uberlegung jeweils Nullmengen
sind, gilt die abzédhlbare Additivitdt des Integrals und somit

/Fl Z/ M(F) ﬂa 2)dw(z)

Mel

- L oy SM() deo(M(2))
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2.20
= E z)dw(z
Mer/FzmMWFl)g( ) z)

=...= Fzg(z)dw(z).
O

Beispiel 2.22. Der Rand des in Satz 1.29 eingefiihrten Standardfundamentalbereichs F fiir die Aktion
von SLy(Z) auf H ist offensichtlich eine Nullmenge. Weiter gilt

vol(F) = /fdw(z) =2 <o,

denn: Setzen wir fiir ein beliebiges ¢ € R~

Fe=Fn{z=x+iyecH|y<c},

so gilt
/dw(z) = lim/ dx/\2dy
F C—00 ]_‘C y
20 . 2.y —
~ lim dox -y 2dy/\dx_i_z,.cly y 2dy/\dy
c—00 ]:C y y

— lim d(d”ldy)
C— 0 -FC y

= lim d(dz>
C— 0 ]:C y

i dz
= lim —,
= JoF. Y

wobei sich die letzte Gleichheit mit dem Satz von Stokes aus der Hoheren Analysis ergibt. Fiir das
Integral iiber die Strecke

11
z(t) =t+ic mitt e [_E’E]

gilt

/% d(t +ic) :1%%&:_;{@)@&

1
2 ¢ ¢ 2

Die Integrale iiber die beiden Strecken

V3

1
z(t) = ié +it mitt e [7’6]

heben sich auf, da letztere in entgegengesetzer Richtung durchlaufen werden und der Integrand offen-
sichtlich invariant unter der Ersetzung z — z + 1 ist. Es verbleibt das Integral iiber den Kreisbogen

2T 1w

z(t) = ¢ = cost +isint mitt € [?,g]
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Dieses Integral muss reellwertig sein und hat damit den Wert

2z dt sint e sin t

3 icost —sint
_ [ Re <) dt
7 sint

 Jor

37[

3
:/23/7(—1)&
_ 27

/’3‘ dz(t) 1 5 icost —sint
2

7T 7T

3 3 3
#

Nach Lemma 2.21 stimmt das Volumen siamtlicher Fundamentalbereiche fiir die Aktion von SLy(Z)
auf H, deren Rand eine Nullmenge ist, iiberein, so dass sich der Wert vol(F) auch als Volumen der
kompakten Riemann’schen Fliche

SLy(Z)\H 2 SL,(Z)\ SLo(R)/ SO»(R)

interpretieren ldsst.
Wir suchen nun nach einem aus Modulformen bzgl. I' zusammengesetzten Integranden, der
I-invariant und auf H beschrankt ist.

Proposition 2.23. Fiir k € Z und f € My(T') setzen wir

Q(z) = yg |f(z)| fiirallez € H.
Es gelten nun die folgenden Aussagen:
(a) g ist I'-invariant.

(b) Ist speziell f € Si(T'), so ist g auf H beschriinkt.

Beweis. Behauptung (a) konnen wir einfach nachrechnen. Tatsdchlich gilt fiir jedes M € I' und
jedesz=x+iy c H

[STE
=
—
=
~
N—

I

<
=
.
E
N
N—
<
-
—
N
-

I
<

STE
=
—

N
-

I
oQ
—~

N
N—

§(M(z)) = Im(M(z))

Zum Beweis von Behauptung (b) gentigt es nach (2.16) und Aussage (a), die Beschranktheit
von g auf einem Fundamentalbereich der Aktion von I' auf H nachzuweisen. Sei

m m
Fri=J AulF) fir Ay,..., Ay € SLo(Z) mitSLo(Z) = | | TA,
n=1 et
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ein solcher Fundamentalbereich, wie wir ihn in (1.9) eingefiihrt haben. Sei nun ¢ € R~ belie-
big. Dann ist g als stetige Funktion auf dem Kompaktum

(fr)c = LmJ Ay<fc
u=1

beschrénkt. Es verbleibt also zu zeigen, dass g fiirz — Ay (o) mit u € {1,...,m} beschrankt ist,
wobei wir z € Fr annehmen diirfen. Wir verlagern diese Fragestellung fiir die verschiedenen
Werte von i durch Anwenden der jeweiligen Matrix A, !in den Standardfundamentalbereich
F. Die Proposition folgt nun, wenn wir fiir alle p € {1,...,m}

Im(Apjl(z)) — oo fiir A;1<z> eF = g(z)—0

zeigen konnen. Tatséachlich hat nach (V) fiir jedes € {1,...,m} die Funktion f|tA, in co eine
Fourier-Entwicklung der Form

(flcAu) Z (fleAu)g'r AT fiir alle z € H.

Lassen wir auf beiden Seiten Aljl operieren, so erhalten wir

27inAy < )

fz) = Z (fkAy)e rtAute=) fiir alle z € H.

Fiir ein beliebiges z € A, (F) \ A, (F.) folgt Im(A’j1 (z)) > ¢ und somit

8(2)| = ly2| - | £ (2)]

k ZmnA} ()
= [yl - li(A, \Zan (flkAp)e T |
(13) 1 f’ﬂm<A#<z> oo M
< [Im(A )| e B Y [ay(feAy)| e
n=1
' 727T1m( i <Z>) ) 2(n—1)c
<Im(A,'(z))2 e Tt |an(FleAp)| - e FriautD
n=1
71 k N n
_ Im(Ay (@) < T 5 o (FleAg)| e ,,ﬂi:;(»)
ZnIm(A; (z)) =
e Ir(Ap(ee)) "=
Im(A;(z))%
ZnIm(Ay (z))
e hr(Au(e))
Im(A;1(z))—
m( V%<Z>) ~)

Es folgt Behauptung (b). O
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Definition 2.24. Fiir k € 7Z und f,g € M) mit f-g € Sy(I') ist das PETERSSON-
Skalarprodukt®* definiert durch

(f 1 g)r: SLZ 5SS o), @.18)

wobei F einen Fundamentalbereich fiir die Aktion von I' auf H bezeichne, dessen Rand eine Nullmenge
in Hist. Im Fall T = SLy(Z) schreiben wir auch kurz (- | -) statt (- | -)s1,(z)-

Satz 2.25. Seien k € Z und f,g € M(T') mit f - g§ € Sor(T'). Dann gelten die folgenden Aussagen:

(@) Das Integral in (2.18) konvergiert absolut und ist unabhiingig von der Wahl des benutzten Funda-
mentalbereichs F.

(b) Die Zuordnung
Sk(F) X Sk(l“) — C,
(f.8) = (f18)r
definiert ein Skalarprodukt auf S.(T').

(c) Gilt zusiitzlich f,g € My(T) fiir eine weitere Kongruenzuntergruppe I C SLy(Z), so gilt

(fl8)r= (18

das Petersson-Skalarprodukt ist in diesem Sinne also unabhingig von der Wahl von T'.

Beweis. Wegen |f(z)g(z)v*| = y* - |(fg)(z)| konnen wir daher Proposition 2.23 anwenden und
erhalten die I'-Invarianz und Beschrinktheit des Integranden f(z)g(z)y* auf H. Da Fr eine end-
liche Vereinigung von Kopien des Standardfundamentalbereichs F ist, ergibt sich mit Beispiel

2.22
dw z < (e0]

[ @@ deo(z) < oo

r

und daher auch

Die Unabhéngigkeit von der Wahl des Fundamentalbereichs und somit auch Behauptung (a)
folgt nun mit Lemma 2.21.

Behauptung (b), dass also das Petersson-Skalarprodukt eingeschrankt auf Si(I') x S(T) die
Eigenschaften eines Skalarprodukts erfiillt, ist schnell tiberpriift und soll hier nicht vorgefiihrt
werden.

Es verbleibt Behauptung (c) zu zeigen. Da fiir je zwei Kongruenzuntergruppen I', T ihr Durch-
schnitt I' N T wieder eine Kongruenzuntergruppe ist, kdnnen wir dabei ohne Einschrankung
[ C T annehmen. Analog zu (1.8) gilt dann

r ~ —
|_|f mitBy,...,B, €T

Z4Hans Petersson (1902-1984)
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und fiir einen beliebigen Fundamentalbereich Fr fiir die Aktion von I' auf H ist analog zu (1.9)
durch

Fr = |J Bo(Fr)
0=1

ein Fundamentalbereich fiir die Aktion von I auf H gegeben. Wegen der in Teil (a) gezeigten
Wohldefiniertheit des Petersson-Skalarprodukt unter der Wahl eines Fundamentalbereichs gilt
nun

1
<f|g>f_W/f g2y dw(z)
_ T s
"o T /Ume<fr>f< T del)
f:8€M(T) [T f
[SL2(z) : T / f(2)g(2)y" dw(z)
1
dw
T BL(2) 1] f()()y (2)
(f1g)
und somit Behauptung (c). O

2.5 Ubungsaufgaben

Aufgabe 2.1. Zeigen Sie fiir eine beliebige Kongruenzuntergruppe I C SLy(Z) und ein beliebige
Gewichte k, ¢ € Z die folgenden Aussagen iiber Modulformen und Ableitungen:

@ fe W) = f W)
(b) feVi(l),geVi(l) = Lf'g—kfg' € Vigrsa(T).
© feVl),geVil)=Ll+1)f"g—2(k+1)((+1)f'g" +k(k+1)fg" € Virr44(T).

Bemerkung: Die aufgefiihrten Modulformen sind Beispiele sogenannter RANKIN-COHEN-Klam-
mern.?> Diese wurden 1994 von ZAGIER? benannt, als dieser Rankin-Cohen-Algebren als theoretischen
Uberbau fiir diese einfiihrte.

Aufgabe 2.2. Sei k € IN. Zeigen Sie, dass jede Modulform f € My \ Sy mindestens eine Nullstelle in
H besitzt.

Aufgabe 2.3. Zeigen Sie, dass die Funktion

8(z)= ) "% fijralle z € H

n=—oo

25Robert Alexander Rankin (1915-2001), Henri Cohen (* 1946)
26Don Bernard Zagier (* 1951)
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eine holomorphe Funktion darstellt, fiir Im(z) > 1 beschriinkt ist und den Transformationsformeln

8(z+2) = 0(z) und 19(—%) = /%000
geniigt, wobei die Quadratwurzel aus % iiber den Hauptzweig des Logarithmus definiert ist. Folgern Sie
daraus

8% € My((T?%,5)).

Aufgabe 2.4. Seien T C T zwei Kongruenzuntergruppen von SLy(Z) und sei f € Vi(T) C Vi (T)
fiir ein k € Z. Seien weiter 5 € Cusps(I') und s das Bild von & unter der natiirlichen Abbildung
Cusps(T') — Cusps(T). Zeigen Sie:
@) hr(s) | hy(8) und hr(s) | he(3).
) ordg(f;8)  ordr(f;s)

Iy (5) hr(s)
Aufgabe 2.5. (a) Seien T C SLy(Z) eine Kongruenzuntergruppe, s € Cusps(I'), s € s und M €

SL,(Z) mit M(oo) = s. Seien weiter k € Z und f € My(T) mit Fourier-Entwicklung

(FleM) (z) = ioan<frkM)<thl<s>>".

Zeigen Sie: Gilt

k- €rs* [SL2<Z) : T]
24 7

an(flxM) =0 firn=0,...,|

so folgt bereits f = 0.

(b) Zeigen Sie fiir eine Kongruenzuntergruppe —Ip ¢ T C SLy(Z), die mindestens eine reguliire
Spitze besitzt, die Abschitzung

. [SLZ(Z) . F]

k
dime My(T) <1+ | . .

Aufgabe 2.6. Sei I' C SLy(Z) eine Kongruenzuntergruppe, sei k eine ganze Zahl und seien f,g €
My (T) mit f - g € Syi(T). Sei weiter

O(f, 8)(z) == f(2)g(z)(Imz)* dw(z) fiiralle z € H.
Zeigen Sie die folgenden Aussagen:
(a) Fiiralle M € GLy(R)™ gilt

Q(fleM, glkM)(z) = Q(f, 8) (M(z))-

(b) Fiiralle M € GLy(Q) " mit MTM~! C SL,(Z) gilt

[SL2(Z) : T] = [SL2(Z) : MTM™1].
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Seien ab sofort f und g bereits beide Spitzenformen. Zeigen Sie dann auch die folgenden Aussage:

(c) Fiiralle M € GLy(Q)* mit MTM ™! C SL,(Z) und f,g € My(MITM™1), sowie ihre Adjunkte
M* .= det(M) - M1 gilt

(fleM | gliM)r = (f | g)r und (fliM | g)r = (f | glkM*)r.



KAPITEL 3

Modulformen zur vollen Modulgruppe

In Kapitel 2 haben wir den Begriff der Modulform eingefiihrt, aber keine interessanten Bei-
spiele kennengelernt. Mit den Eisenstein-Reihen und den Thetareihen gibt es zwei Hauptklas-
sen holomorpher Modulformen beziiglich der vollen Modulgruppe, aus denen sich jeweils die
komplette Algebra dieser Modulformen erzeugen ldsst. In diesem Kapitel studieren wir die
Eisenstein-Reihen und leiten mit ihrer Hilfe aus der Valenzformel 2.17 mit den Struktursiatzen
3.12 und 3.22 explizite Beschreibungen der Vektorraume My und Vj der holomorphen bzw. me-
romorphen Modulformen von Gewicht k beziiglich der vollen Modulgruppe her. In Abschnitt
3.3 verallgemeinern wir die Eisenstein-Reihen zu POINCARE-Reihen?” und zeigen, dass sich
mit diesen und dem in Abschnitt 2.4 eingefiihrten Petersson’schen Skalarprodukt die Fourier-
Koeffizienten von Spitzenformen auslesen lassen.

3.1 Eisenstein-Reihen

In Proposition 2.16 haben wir mit der Spurbildung eine Méglichkeit kennengelernt, aus einer
Modulform beziiglich einer Kongruenzuntergruppe I' eine Modulform beziiglich der vollen
Modulgruppe SL;(Z) zu konstruieren. Der Gedanke hierbei war, durch Summation tiber ein
Vertretersystem die Invarianz unter dem Petersson’schen Strichoperator und also Axiom (V1)
beziiglich der vollen Modulgruppe zu erzwingen.

Mit einer dhnlichen Idee betrachten wir fiir ein gerades k € Z*® die Reihe

Y. (1M)(z) firallez € H.
MeSLy(7)

27Henri Poincaré (1854-1912)
2Da wir ein nichttriviales Element von M suchen, diirfen wir uns nach Proposition 2.15 ohne Einschrankung
auf gerade Werte von k beschranken.

61
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In ihrem Konvergenzgebiet erfiillt diese automatisch Axiom (V7). Da wegen (1|,T?)(z) = 1
fir alle b € Z unabhingig von z unendlich viele Summanden Betrag 1 haben, ist dieses Kon-
vergenzgebiet allerdings leer. Wir wollen dies verbessern. Tatsachlich gilt fiir zwei Matrizen
M, M € SLy(Z):

(1M)(z) = (1yM)(z) furallez € H <= SLy(Z)ew M = SLy(Z)w - M,
denn: Die linke Seite der Behauptung ist offensichtlich dquivalent zu
(MM, 2)™F = (MM ™1))(z) =1 fiirallez € H.
Da wir k als gerade vorausgesetzt haben, ist dies dquivalent zu
MM € (T, —1,) = SLo(Z) e,
was die Behauptung zeigt. #

Davon inspiriert definieren wir:

Definition 3.1. Sei k > 4 eine gerade ganze Zahl. Dann heifst

Ei(z) := ) (1/xM)(z) fiir alle z € H,
MESLy(Z)w\ SLa (Z)

wobei M ein Vertretersystem von SLy(Z)e\ SLa(Z) durchliuft, die (normierte) Eisenstein-Reihe
vom Gewicht k.

Mit den Eisenstein-Reihen erhalten wir unsere erste nichttriviale Klasse von Beispielen holo-
morpher Modulformen:

Satz 3.2. Fiir jede gerade ganze Zahl k > 4 liegt die Eisenstein-Reihe Ey in M.

Wir beweisen Satz 3.2 in den folgenden Resultaten, fiihren aber keinen geschlossenen Beweis.

Wieder mit den Argumenten aus dem Beweis von Proposition 2.16 sehen wir, dass auch die
durch Ei(z) gegebene Funktion in ihrem Konvergenzgebiet Axiom (V;) erfiillt. Wir untersu-
chen daher nun die Konvergenz von Ei(z) und stellen dafiir zunéchst

Ex(z) = ) i(M,z) K =1+ ) (cz+d)* furallez € H (3.1)
MESLy(Z) o\ SLo (Z) (c,d)ez?
ggT(c,d)=1,c>0

fest. Dies gilt,

denn: Offensichtlich hat jeder Summand links die Gestalt (cz + d)~* mit ggT(c,d) = 1. An
dieser Stelle ladsst sich auch die Wohldefiniertheit von Ej kldren: Da k als gerade vorausgesetzt
war, gilt

j(=M,z)™* = j(M,2)7

Dass auf beiden Seiten tiber dieselben Paare (¢, d) aufsummiert wird, ergibt sich nun unmittel-
bar aus (1.5). #
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Lemma 3.3. Fiir jede gerade ganze Zahl k > 4 konvergiert Ey gleichmiifSig absolut auf Bereichen der
Form

D;:={z € H|Im(z) > ¢ Re(z)* < %} fiir alle e > 0.

Insbesondere ist die durch Ey gegebene Funktion auf H holomorph.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass fiir ein festes z € H die Reihe E;(z) konvergiert. Dafiir be-
trachten wir die Funktion

f.{]RZ\{(O,O)} — R,
| (vy) — | ZEE

xi+y
Diese hat offensichtlich die folgenden Eigenschaften:
e f(x,y) > 0fiiralle (x,y) € R~ {(0,0)}.
e f(Ax,\y) = f(x,y) firalle A € R~ {0} und alle (x,y) € R2~ {(0,0)}.

e f nimmt auf dem Kompaktum S! = {(x,y) € R? | x2 + y? = 1} sein Minimum an, ist El Aol
dort also durch eine Konstante C > 0 nach unten beschrankt.

Erinnern wir uns an die Polarkoordinatendarstellungin R? . {(0,0)} aus der Funktionentheo- [&]%
rie und wenden diese drei Eigenschaften von f an, so erhalten wir

f(x,y) > C firalle (x,y) € R>~ {(0,0)}.

Diese Abschitzung gilt natiirlich insbesondere fiir (x,y) = (c,d) € Z? mit ggT(c,d) = 1, so
dass wir

_ 1 _
lcz+d| 7 < & lei+d] k

erhalten. Die Konvergenz von Ey(z) fiir festes z € H folgt also mit dem Majorantenkriterium
aus der Analysis, wenn wir
Y. ei+ d 7" < oo

(c,d)e7Z?
ggT(cd)=1

zeigen konnen. Hierbei haben wir die euklidische Norm |ci + d| = V/¢? 4 d? verwendet. Das
miissen wir jedoch nicht, da in R? alle Normen dquivalent sind. Insbesondere diirfen wir statt
der euklidischen die Maximumsnorm

1C¢ y)lleo = maxd|x], |y[}
verwenden, und es geniigt

v e Z |{(c,d) € Z* | ggT(c,d) =1und ||(c, d)||oo—N}‘
(c,d)ezz Nk
ggT(cd)=1

zu zeigen. Wie man der Abbildung
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(0,N)
&V, 0)

entnimmt, gilt hierbei
{(c,d) € Z* | ggT(c,d) = 1und ||(c,d)||cc = N}| < 8N.

Die Konvergenz von Ej(z) fiir festes z € H folgt mit

[e0]

8- Y N'"f<oo firk>2.
N=1

Zum Beweis des Lemmas gentigt es wegen k > 2, der soeben gezeigten Konvergenz von Ey(z)
fur festes z € H und dem Majorantenkriterium zu zeigen, dass es ein § > 0 gibt mit

lcz+d* > 8|ci+d|* = 6(c> +d?) firrallez € D, und alle ¢,d € Z.

Schreiben wir wie tiblich z = x + iy, so ldsst sich dies dquivalent umformen dazu, dass es ein
0 > 0 gibt mit

(* +y* —0)c®> +2xed + (1 —6)d*> >0 fiirallez € D, und alle ¢,d € Z.

Etwas algebraischer formuliert heifit das nichts anderes als, dass es ein 6 > 0 gibt, so dass fiir
alle z € D, die quadratische Form

(x® +y* = 0)X* 4+ 2xXY + (1 —6)Y?
positiv semidefinit ist.!? Es gilt also zu zeigen, dass es ein § > 0 gibt, so dass fiir alle z € D, die

Matrix
X+y?—-5  x
X 1-6

positiv semidefinit ist, also fiir die Hauptminoren gilt
(1) x2+y2_520/
(i) (P+y>—=6)(1-08)—x>=—6x2+(1—-6)y>—5(1—6) > 0.

Nach Definition von D, geniigt es § < &2 zu setzen, um Bedingung (i) zu erfiillen. Fiir Be-

dingung (ii) nehmen wir nun ohne Einschriankung 6 < 1 an. Dann gilt fiir alle z € D, die
Abschitzung

0+ (1=0)y* —6(1—=0) > =g L+ (1—-06)e> — 5(1 —9),
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und Bedingung (ii) folgt, wenn wir zeigen konnen, dass es ein 6 € (0,1) gibt mit

14 (1-0)
25 5 € +( .
€20 1-6

Das Lemma folgt, da die rechte Seite offensichtlich fiir 6 — 0 gegen Null geht. O

Zum Beweis von Satz 3.2 verbleibt (V}), also die Holomorphie von E in z = oo, nachzuweisen.

Lemma 3.4. Fiir jede gerade ganze Zahl k > 4 ist die Eisenstein-Reihe Ej holomorph in z = oo und es
gilt
lim Ek (Z) =1.

Z—00

Beweis. Zu zeigen ist nach Definition 2.5 und dem Riemann’schen Hebbarkeitssatz aus der
Funktionentheorie, dass Ex o ¢! in einer kleinen Umgebung von g = 0 beschrénkt ist. Das ist
sicherlich richtig, wenn

lim(Egoe')(q) = lim E

qli%( koe)(q) = lim Ey(z)
existiert. Sei also (z,){"_; eine Folge in H mit lim, . Im(z,) = oo. Wegen Ei(z + 1) = Ei(z)
fiir alle z € H konnen wir ohne Einschrankung |Re(z,)| < 1 fiir alle n € IN annehmen. Dann
liegen alle Punkte z,, ab einem hinreichend grofsen 7 in

Dy = {z € H|Im(z) > 1,Re(z)* < 1}.

Nach Lemma 3.3 konvergiert die Eisenstein-Reihe E; auf D; gleichméfiig, so dass wir den
Grenziibergang gliedweise vollziehen diirfen. Wir erhalten

. T - . —k _
}1_{{)10 Ex(z) = r}1_r>ro10 Ex(zn) =1+ ) nh_r){)lo(czn +d) =1,
(c,d)cz?
ggT(c,d)=1,c>0

womit das Lemma gezeigt ist. [
Da nun Satz 3.2 bewiesen ist und wir wissen, dass die Eisenstein-Reihe Ej fiir jede gerade ganze

Zahl k > 4 in M liegt, interessieren wir uns fiir ihre Fourier-Entwicklung, die interessante
zahlentheoretische Informationen kodiert.

Satz 3.5. Die Fourier-Entwicklung der Eisenstein-Reihe Ey mit k > 4 ganz und gerade ist durch

Nk oo
Ex(z) =1+ @’(k()z(;:lzl)' nglok_l(n)q” fiirallez € H

gegeben, wobei
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den Wert der Riemann’schen Zetafunktion an der Stelle k bezeichnet und

o1 (n) == Y 41
d|n

d>0

die (k — 1)-te Teilersummenfunktion definiert.

Beweis. Da die Reihe nach Lemma 3.3 absolut konvergiert, diirfen wir sie in einen Teil mit ¢ = 0
und einen Teil mit ¢ # 0 aufspalten und erhalten so

Ex(z) =1+ ) (cz+d)_k:1+€(1k)-22(cz+d)_k.

(c,d)cz? c=1dez
ggT(c,d)=1,c>0
Desweiteren gilt fiir alle ganzen k > 2
_oiyk ® ,
Y (w+d) "= ((k27rlz;' Yo a1 fir alle w € H,
ez Tt d=1

wie wir in Beispiel 2.4 eingesehen haben. Wenden wir dies mit w = cz an, und nutzen wieder
aus, dass k gerade ist, so erhalten wir

B (mi)k & k=11 gn
Ek(Z)—1+g(k)(k—1)!,§1 %d !
d>0

Nach Definition der (k — 1)-ten Teilersummenfunktion haben wir somit den Satz bewiesen. []

Mithilfe der im Folgenden eingefiihrten BERN OULLI-Zahlen? lisst sich die Fourier-Entwick-
lung aus Satz 3.5 noch etwas systematischer darstellen.

Lemma 3.6. Die Bernoulli-Zahlen B, fiir n € IN sind definiert durch die Taylor-Entwicklung von

= B
z 7= Y n—’: Z" fiiralle z € Up(0).
- n=0 """

eZ

Fiir sie gelten die folgenden Eigenschaften.
(i)  Bn € Q fiirallen € IN. Speziell gelten By = 1 und By = —3.

2Yakob 1. Bernoulli (1655-1705), wobei die Bezeichnung ,1.“ zur Abgrenzung von seinem ebenfalls in der Mathe-
matik tatigen Grofineffen Jakob II. Bernoulli (1759-1789) dient.



67 Kapitel 3. Modulformen zur vollen Modulgruppe

(ii)  Es gilt die Rekursionsformel (—1)"B, = Y_y_o ()B, fiirallen € IN.
(iii)  Fiir ungerades n > 1 gilt B,, = 0.

(iv)  Fiir gerades n > 2 gilt B, = % Z(n).

Beweis. Zuniachst gilt es den Konvergenzbereich der Taylor-Reihe aus dem Lemma zu bestim-
men. Dafiir betrachten wir die Funktion f(z) = z*5. Diese hat in zy = 0 eine hebbare Singulari-
tdat und nimmt dort den Wert 1 an. Desweiteren hat sie Polstellen in den Punkten z, = 27riv fiir
alle v € Z ~. {0}. Das sind alle Singularititen von f. Nach dem Potenzreihenentwicklungssatz

aus der Funktionentheorie konvergiert also die Taylor-Reihe von f um z = 0 in Up(0).

Sei also z € Up,(0). Dann gilt zum einen

. z . =B, , & B.,
1 =1lim zllmZ—z:Z—hmz = By.
z—0e% —1 z—0 =0 n! =0 n! z—0

Zum anderen haben wir

L, 1—¢* _, 1 _ e* _, 1 _ 1 _ .z -~z
o ez—1) ez—1 e2—1/) e2—1 1—e2) -1 e2-1

= B = 2B
=Y i0-Ce= Y e
" nurrllg_erade

so dass wir nach Koeffizientenvergleich

1
By = —5 und B, = 0 fiir alle ungeraden n > 1

und insbesondere (iii) erhalten. Daraus, aus By = 1 und aus der Rekursionsformel (ii) fiir n + 1
folgt B, € Q fiir alle n € IN und somit Behauptung (i).

Die Rekursionsformel (ii) wiederum folgt mit Koeffizientenvergleich aus

n=0v=0 n=0v=0
(e o0 By +
=0 u=
_ o0 B v [ee] ZI,[
= X wE X ul
v=0 u=0
z
T e—1 e
—Zz



https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/3014/display/?page=1
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/3014/display/?page=1

3.1. Eisenstein-Reihen 68

Es verbleibt Behauptung (iv) zu zeigen. Dafiir setzen wir z = 27riw. Fiir w € U;(0) gilt dann

> B, 27w
Z n— Qrniw)'= ——— =mn

e2mw 1 1w eZm’w -1
‘ eZm’w +1 eZm’w -1 ‘ em’w + e—m’w
= 7w 5 — 5= =mw | —————1
e2miw _ | e2miw _ 1 v _ p—Tiw

= ntw (cot(mtw) — i).

Mit By = —3 folgt

> (—=1)"?*(2m)"B
mwcot(mw) =1+ Y (=1) n(' )" B w"  furallew € Up(0).
nge:razde .

Andererseits gilt mit der Partialbruchzerlegung (2.2) des Kotangens

w—m w—m w+m

mweot(mw) =1+w ) <1+ >:1+w i( 1 + 1 )

mezZ~{0} m=1
= 1 = 1 1
=1+ 2uw? = 1-2u? -
mZ::l w? — m? mzz:l m? 11— ()
m=1 m? n=o \'" n=0 \m=1 m2n2
=1-2 ) {(n) "
n ge;ade
Behauptung (iv) folgt aus einem weiteren Koeffizientenvergleich. O

Nach Lemma 3.6 ist die Fourier-Entwicklung der Eisenstein-Reihen durch

2k &
E(z) =1-5" ), oka(m)q" (3.2)
k p=1
gegeben. Mit By = —31—0 und B = é gilt also im Speziellen

E4(z) =1+240 ) o3(n)q" und E¢(z) =1—504 ) o5(n)q"
n=1 n=1

Bemerkung 3.7. Da die Bernoulli-Zahlen nach Lemma 3.6 rationale Zahlen sind, trifft dies auch auf
die Fourier-Koeffizienten der normierten Eisenstein-Reihen Ey mit k > 4 ganz und gerade zu. In den
Spezialfillen E4 und Eg sehen wir, dass die Koeffizienten sogar ganzzahlig sind.
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3.2 Der Struktursatz fur holomorphe Modulformen

Eine wichtige Anwendung der Valenzformel 2.17 ist, dass wir mit ihr und unserem Wissen
um die Eisenstein-Reihen eine Aussage tiber die Struktur der Vektorraume My und Sy treffen
konnen. Um diese tibersichtlicher prasentieren zu konnen, fithren wir zundchst eine weitere
Modulform ein:

Proposition 3.8. Die Diskriminante

Az) = 171728 (E2—E2) firallezc H

ist eine Funktion in Sqy. Ihre Fourier-Entwicklung ist von der Form

A(z) = 0+ q — 24 g* + Terme hoherer Ordnung.

Beweis. Wegen der Algebrenstruktur von M liegen E; und EZ und somit auch A im Vektor-
raum Mjip. Der Rest der Proposition ergibt sich, wenn wir die explizit bekannten Fourier-
Entwicklungen von E4 und Eg dazu benutzen, um ebensolche fiir Ez und Eg zu bestimmen.
In der Tat gelten

E3(z) =1+ 720 g+ 179280 g* + Terme hoherer Ordnung,
E%(z) =1 — 1008 g + 220752 g* + Terme hoherer Ordnung.

In Ubungsaufgabe 3.2 zeigen wir, dass die Fourier-Koeffizienten von A ganze Zahlen sind.

Proposition 3.9. (a) Fiir gerades® k gilt

{0} fiirk < 0,
M = C fiirk =0,
{0} fiirk = 2,

CE @ S fiirk > 4.

(b) Die Abbildung f — f - Aist ein C-Vektorraumisomorphismus von My._1, nach Sk.

Beweis. Wir zeigen zundchst Behauptung (a). Die Félle fiir k < 0 haben wir bereits in Korollar
2.19 gezeigt. Im Fall k = 2 ist die Losbarkeit der Valenzformel gleichbedeutend damit, nicht-
negative ganze Zahlen n,, n; und nsonst mit

3 2 sonst—6

30Dass die Vektorrdume M fiir ungerades k nur aus der Null bestehen, hatten wir schon in Proposition 2.15
eingesehen.
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zu finden. Da es solche Zahlen nicht gibt, folgt die Behauptung auch in diesem Fall. Fiir k > 4
betrachten wir eine Modulform f € Mj mit Fourier-Entwicklung f(z) = Y, a,(f)g" und
setzen ¢ := f — ao(f)E. Nach Definition hat E; konstanten Fourier-Koeffizienten 1, so dass g
in Sy liegt. Es folgt f = ao(f)Ex + § € CEx & Sk.

Zum Beweis von Behauptung (b) geniigt es, die Surjektivitit der Zuordnung f — f-A zu
tiberpriifen; die Injektivitat ist klar. Fiir eine beliebige Spitzenform g € S setzen wir f := g/A.
Es gilt

0-ord(A;00) =1 und 0-ord(A;z) =0 fiirallez € H, (3.3)

denn: Nach Proposition 3.8 ist der Koeffizient von g bei der Fourier-Entwicklung von A gera-
de 1; es gilt also 0-ord(A; o0) = 1. Der Rest der Behauptung ist eine direkte Anwendung der
Valenzformel 2.17. #

Es folgt zum einen die Holomorphie von f auf H. Zum anderen folgt wegen g € S
0-ord(f; 00) = 0-ord(g; o) — 0-ord(A;00) = 0-ord(g;00) —1 >0

und somit die Holomorphie von f in co. Wegen ¢ € M und A € My, gilt f € My_1», und wir
haben ein Urbild gefunden. O

Korollar 3.10 (Dimensionsformel). Sei k > 0 gerade. Dann gilt

| 1k fiir k =2 mod (12),
dim M; = { LEJ +1 fiirk #2mod (12).

Beweis. Nach Proposition 3.9 gilt
St = {0} undsomit M; = CE; firk € {4,6,8,10}.

Zusammen mit den in der Proposition explizit angegebenen Fillen k € {0,2} folgt so die Be-
hauptung fiir 0 < k < 10. Wieder nach Proposition 3.9 gilt

dim My =1+4+dim S, =1+ dim My_q1, fiurallek > 4
und somit induktiv die Behauptung. O
Korollar 3.11. Sei k > 4 gerade. Dann gilt beziiglich des Petersson-Skalarprodukts

CEy=Si :={f €M |{f|g) =0firalleg € S}.

Beweis. Nach Teil (b) von Satz 2.25 ist das Petersson-Skalarprodukt eingeschrankt auf Sy ein
Skalarprodukt und somit insbesondere nicht ausgeartet. Daher folgt

St NS, ={0}.
Andererseits gilt nach Teil (a) von Proposition 3.9

My = CE; & Sy.
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Damit und wegen der Linearitdt des Petersson-Skalarprodukts geniigt es zum Beweis des Ko-
rollars

(¢ | Ex) =0 firalleg € S
zu zeigen. Nach den Definitionen 2.24 und 3.1 gilt

@I E) = [ E@g@) dwlz)
- /. ( <1|kM><z>g<z>Im<z>k) da(2)
MeSLy(Z \SLZ( )

—/ ( (1|kM)(Z)g(M<Z>)(1|kM)(Z)1m(M<Z>)k|(1!kM)(Z)!2) dew(z)
MeSL, Z) \SL»(Z)

N / ( )y g(M<z>)Im(M<z>)k> dw(z).

MGSLZ )m\SLz(Z)

Wegen der absoluten Konvergenz der Reihe gilt

GlE = ¥ ([ smE)meme)) dof:)

MESLy(Z) e\ SLa(Z)

= ¢(z)Im(z)F dw(z).
Unest, ()0 SLy (z) M{F)

Fiir geeignete Wahlen eines Vertretersystems von SL(Z)e in SLy(Z) ist analog zu Ubungsauf-
gabe 1.13 die Menge

Feoi= U M(F) = U M(F)
MEST,(Z)w\SI2(Z) MESLy(Z)w\ SLa(Z)

ein Fundamentalbereich fiir die Aktion von SL;(Z)e auf H, wobei analog zu Lemma 2.21 das
Integral nicht von der Wahl dieses Vertretersystems abhdngt. Wahlen wir speziell

Fo={z € H|[Re(z)| < 1),

so erhalten wir mit g(z) = Y ;71 a,(g)q"

gIE) = [ [ gz mz) do()
_ /O°° /% (i a, (g)eznnyyk282ninx> dx A dy
_ ©0 i </% p2inx dx) an(g>6727myyk72 dy
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Satz 3.12 (Struktursatz fiir holomorphe Modulformen). Fiir k > 0 gerade gilt

My= @ CEE.
«,BeEIN
4a+-6B=k

Beweis. Wir zeigen zundchst, dass die angegebenen Funktionen den C-Vektorraum My erzeu-
gen.

Fall 1: k < 6. Das haben wir bereits im Beweis von Korollar 3.10 eingesehen.

Fall 2: k = 8. Nach Korollar 3.10 gilt dim Mg = 1. Andererseits sind die konstanten Terme der
Fourier-Entwicklungen von Eg, EZ € Mg definitionsgemaf3 beide 1. Es folgt Eg = EZ und somit
die Behauptung fiir k = 8.

Fall 3: k = 10. Nach Korollar 3.10 gilt dim M9 = 1. Andererseits sind die konstanten Terme
der Fourier-Entwicklungen von Eqg, EsEs € Mg nach Definition beide 1. Es folgt E;gp = E4Es
und somit die Behauptung fiir k = 10.

Fall 4: k > 12. In diesem Fall gibt es offenbar stets &, p € IN mit 4a + 6 = k, und die Fourier-
Entwicklung der zugehorigen Modulform g := Ej Eg hat den konstanten Term 1. Sei nun f €
M eine beliebige Modulform mit Fourier-Entwicklung f(z) = Yo ax(f)g". Dann ist f —
ao(f)g € Sk, nach Teil (b) von Proposition 3.9 gibt es also ein i € Mj_1, mit

f—ao(f)g = hA.

Nach Definition ist die Diskriminante eine C-Linearkombination von Ei und E%. Wir konnen
nun annehmen, schon gezeigt zu haben, dass sich & als C-Linearkombination von ,Monomen”
EZEg mit 4 + 60 = k — 12 schreiben lasst. Tatsdchlich stellt dieser Fall den Schritt von k — 12
auf k eines Induktionsbeweises dar, dessen Anfang wir in den Féllen k < 10 behandelt haben.

Nun wollen wir zeigen, dass die Menge
{ESEP | o, p € N mit 4a + 68 = k}

C-linear unabhingig ist. Fiir den Beweis unterscheiden wir die Félle k = 0 mod (4) und k =
2 mod (4). Wir zeigen hier nur den ersten Fall; der zweite geht sehr dhnlich und soll in der
Ubung gezeigt werden. Nehmen wir also an, es gelte

Y AepESEL =0 mitgewissen Ay 4 € C. (3.4)
«,BEIN
da+6B=k

Wegen 4a + 68 = k ist im von uns behandelten Fall § gerade, es gibt also ein f/ € IN mit
B = 2p'. Fiir dieses gilt dann &« = £ — 3p und somit

K_ / ’ k E2 ﬁ,
EsEf — Ei P EX — E] (Eg) .
4
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Eingesetzt in (3.4) erhalten wir so

T Ay (B) -0
4 k_ 128/ ey = U.
g 3p'.28 EZ’

Nehmen wir nun an, es gidbe einen Koeffizienten ungleich Null in dieser Gleichung. Dann
wiire E2 / ES Nullstelle eines von Null verschiedenen Polynoms aus C[X] und somit gleich einer
Konstanten,

denn: Die meromorphen Funktionen auf H bilden nach Proposition 6.23 aus der Funktionen-
theorie einen Korper M (IH), der C umfasst. Ein von Null verschiedenes Polynom P € C[X] hat
also in M (H) hochstens deg(P) Nullstellen.

Es folgt, dass alle Nullstellen von P in M () konstant sind, da es nach dem Fundamentalsatz
der Algebra aus der Funktionentheorie bereits deg(P) Nullstellen von P in C gibt. #

Diese Konstante ware gleich Null,

denn: Zum einen gilt

L = B

E¢(i) = (Eel6S)(i) = i_6E6(—;

und somit E¢ (i) = 0. Zum anderen gilt nach (3.2)

E4(i) =1+240 ) o3(n)e >™ > 0.

n=1

#

Es folgte Es = 0, was nicht sein kann. Es gibt also keinen Koeffizienten ungleich Null, und wir
haben die lineare Unabhingigkeit im Fall k = 0 mod (4) bewiesen. O

3.3 Poincaré-Reihen

In diesem Abschnitt wollen wir ein Phdnomen untersuchen, dem wir in einem Spezialfall be-
reits in Abschnitt 3.2 begegnet sind. In Korollar 3.11 haben wir fiir gerades k > 4

a0(g) =0= (g | Ex) furalleg e S

festgestellt, wobei a9(g) den 0-ten Fourier-Koeffizienten von g bezeichne. Mit Methoden aus
der Funktionalanalysis stellt man fest, dass sich dieser Zusammenhang verallgemeinern lasst:
Fiir jedes n € IN ist die Abbildung

S, — C,
g > ay(g) = n-ter Fourier-Koeffizient von g

ist ein lineares Funktional. Nach dem Darstellungssatz von FRECHET-RIESZ>!existiert fiir jedes
n € N ein eindeutig bestimmtes P, ; € Sy mit der (n, k)-Fréchet-Riesz-Eigenschaft

an(g) = (g | B,x) furalle g € Sy.
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Wir geben nun B, ; explizit an und weisen diese Eigenschaft nach.

Definition 3.13. Seien k > 4 eine gerade ganze Zahl und n € INo. Dann heif$t die formale Reihe

Pn,k(z) = Z (62nin-’kM) (Z) — Z ](M, Z)fke2m'nM<z>’
MESLZ(Z)W\SLQ(Z) MESLZ(Z)OO\SLZ(Z)

wobei M ein Vertretersystem von SLy(Z)« \ SL2(Z) durchliuft, die n-te Poincaré-Reihe vom Gewicht
k beziiglich SLy(Z.).

Der Begriff der Poincaré-Reihe ist wohldefiniert, also unabhéngig von der Wahl des Vertreter-
systems, das M durchlduft, da die Matrizen in SL;(Z)« als Translationen um ganze Zahlen
operieren und die Exponentialfunktion 27ri-periodisch ist.

Beispiel 3.14. Offensichtlich gilt Py = Ex € My \ Sy; nach dem eingangs erwihnten Korollar 3.11
etfiillt Py y also die (0, k)-Fréchet-Riesz-Eigenschaft.

Satz 3.15. Fiir n > 1 und gerades k > 4 gilt P, . € Sk.

Beweis. Wie schon im Fall der Eisenstein-Reihe ist nach Konstruktion klar, dass die durch P, x
gegebene Funktion in ihrem Konvergenzgebiet Axiom (V;) erfiillt. Tatsdchlich konvergiert P,
auf ganz H,

denn: Wegen M(z) € H fiir alle M € SL,(Z) und alle z € H gilt

‘eZm'nM<z>’ <1

und daher auch

(M, )| K2 < )3 (M, 2)|~*
MGSLz(Z)oo\SLz(Z) MeSLZ(Z)m\SLZ(Z)
sodass die Reihe der Absolutbetrdge bzgl. P, ; durch die Reihe der Absolutbetrége bzgl. E; ma-
jorisiert wird. Letztere konvergiert nach Lemma 3.3 auf Kompakta in I gleichméfsig. Da die
Teilsummen in P, ; offensichtlich auf H holomorphe Funktionen darstellen, folgt die Holomor-

phie von P, ; auf H mit dem Approximationssatz von Weierstrafs aus der Funktionentheorie.
#

Es verbleibt zu zeigen, dass P, x in z = oo verschwindet. Wegen der gleichméfiigen Konvergenz
gilt fir z € F:

lim P, ;(z) D Jim | e27inz 4 ) (cz 4 d) ki i
Z—00 Z—00
(c,d)ez?
ggT(c,d)=1,c>0 (3.5)
ad—bc=1
=0+ ) lim ((cz + d)’kezningiis) .
(cdezz T
ggT(c,d)=1,c>0
ad—bc=1

3Maurice René Fréchet (1878-1973) und Frigyes Riesz (1880-1956)
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Summiert wird hierbei iiber die Paare (c,d), und zu jedem Paar ist ein Paar (a,b) € Z? mit
ad — bc = 1 zu bestimmen. Dies ist unabhidngig von der Wahl von a,b € Z, denn ist auch
(a,b) € 7? ein solches Paar, so giltd =a+mcund b = b+ md fiireinm € Z,

denn: Fur k, { € Z gilt
ad —bc = (a+k)d— (b+{)c = (ad —bc)+ (kd — bc) <= kd—Llc=0.
Wegen ggT(c,d) = 1 bedingt dies ¢ | k und d | ¢, wir erhalten also

k l N 4
E-cd—g-cd—o mit E—E—.mGZ.

Die Behauptung folgt, da umgekehrt die angegebenen Werte fiir 4,b € Z offensichtlich die
Determinantenbedingung erfiillen. #

In (3.5) gilt
az+b
cz+d

i, 0z+b
€H undalso |e¥"e| <1,

so dass wegen (cz +d)~% — 0 jeder einzelne Summand verschwindet. Insgesamt haben wir
den Satz gezeigt. O

Satz 3.16. Fiir n > 1 und gerades k > 4 erfiillt

- (4rn)k-1
P = - P
n,k (k — 2)' n,k

die (n, k)-Fréchet-Riesz-Eigenschaft.

Beweis. Fiir ein beliebiges

- /E (Z am(g)ezmmzemmzyk2> dx A dy
0
o 00 1

:/ Z (/2 p2ri(m—m)x dx) am(g)efZH(ern)yyku dy.
0
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Fiir je zwei ganze Zahlen a,b € Z ist bekanntlich das KRONECKER-Delta32gegeben durch

{1 firm = n,
Ompn 1=
0 sonst.

Damit gilt offenkundig
/ P o2y qy = 0,0 furaller € Z

und somit auch
(8| Pug) = /0 Y Gmnam(g)e VY2 dy

" (g)e—4nnyyk—2 dy

_ a(g) Ly k-
= 7(47_[”)](71 /0 e yy Zdy

Il
c\g
)

Nach Ubungsaufgabe 3.7 nimmt das Integral auf der rechten Seite den Wert (k—2)!an, so dass
wir den Satz gezeigt haben. O

Korollar 3.17. Fiir k > 4 gerade gilt

Sk = (Pux | n € N)c.

Beweis. Dass die Poincaré-Reihen Spitzenformen sind, haben wir in Satz 3.15 gezeigt. Nehmen
wir nun an, die P, ; erzeugten nicht ganz Si. Nach Satz 22.9 aus der Linearen Algebra gibe es
dann eine Spitzenform g(z) = Y 5_1 am(g)q9™ € Sk ~ {0} mit

(g| Pux) =0 fiirallen € IN.

Nach Satz 3.16 gilte fiir diese
a,(g) =0 furallen € NN,

also g¢(z) = 0, was wir ausgeschlossen hatten. O

Bemerkung 3.18. Nach Ubungsaufgabe 3.4 bildet sogar {Pyy, ..., P} mit d = dime Sy eine Basis
von Sk.

Satz 3.19. Fiir n > 1 und k > 4 gerade hat die Poincaré-Reihe P,y die Fourier-Entwicklung

Pup(z) = ) gm(n,k)g"
m=1

mit

G (1K) 1= Gy + 277 (—1)2 - <m> : : i C -K(m,n,c) - ]k1(47T\/W)> ,

n =1 C

32Leopold Kronecker (1823-1891)
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wobei
K(mn,c):= Y 2T it dd’ = 1 mod (c)  (KLOOSTERMAN-Summe)>
d mod (c)
ggT(cd)=1
A\ k1 e (_aj)e .
_ == . —_— = BESSEL-Funkti .
Jr-1(x) (2> g) Ak—1+0) ( unktion)
seien.

Beweis. Es gilt

3.5 i _ - az+b
Pn,k(z) (:) eZmnz + Z (CZ—i—d) keZng;rd
(c,d)eZ?
ggT(c,d)=1,c>0
ad—bc=1

2 3 = AN —k 2zin WEMAD (3.6)
= inz -+ Z Z (C(Z + m) =+ d)i e c(z+n1)+d’

denn: Zu einem festen ¢ > 0 und einem festen Vertretersystem d mod (c) schreiben wir jedes
d € Z mit ggT(c,d) = 1in der Form

d =d+mc mitdim vorgegebenen Vertretersystem und m € Z.
Mit b = b — ma folgt
1=ad—bc = a(d+mc) — (b+ma)c = ad — bc
und die obige Darstellung folgt durch Ausklammern von ¢ und a. #

Im Folgenden schreiben wir wieder d und b statt d und b. Wir wollen nun die innere Summe auf
der rechten Seite von (3.6) genauer untersuchen und holen dafiir ein wenig aus. Fiir beliebiges
v € R>p und alle z € H gilt zunéchst

N>

i (z+ m)’ke’zm"’z%m =2m-(-1)2- i <711/1) Tjk—l(‘hn/%) - ATimz, 3.7)

m=—o0 m=1

denn: Die linke Seite von (3.7) konvergiert gleichméfsig absolut auf Kompakta in I und geht
fiir z — oo gegen null — das zeigt man wie im Beweis von Satz 3.15. Sie hat daher nach Satz 2.3
eine Fourier-Entwicklung

[e]

o0 ric+1 . .
) cu mite, = / ( Y, (z+ m)_kt’_zmvw> ¥z 4z,
y:l 1c

m=—oo

33Hendrik Douwe Kloosterman (1900-1968)
34Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846)
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Man kann nachweisen, dass es sich hierbei im Wesentlichen um eine Integraldarstellung eines
bestimmten Wertes der Bessel-Funktion handelt, genauer gilt

k-1

ey =21+ (~1)} (T) T]1<71(47T\/@),

was die Behauptung zeigt. Die benétigten Formeln finden sich in den tiblichen Integraltabellen;
der Nachweis ist uns hier zu miihsam. #

Sei nun (£ Z) eine beliebige Matrix in SL;(R). Ersetzen wir in (3.7) erst z durch z + d und v

durch ; und multiplizieren dann mit c~ke?mvE, 50 erhalten wir fiir beliebiges v € IR>0
© . a(z+m)+b
Y (c(z+m)+ d)’kezmvﬁ
m—=—oo
b e 1 (3.8)
_ 2m- (_1)2 . E <m> : Ji 1(47TV mv) i Va+md) 27timz
c =\v
denn: Die linke Seite von (3.7) wird so zu
s, a s d —Zﬂilil
—k 2miv —k 2 . d
c "e c . z4+ —)4+m e cc (z4%)+m
L () +m)
= Z Z + m) —+ d) —k 2711]/7 27IZC cz+d+cm
m=—oo

a(cz+d+cm)—1

= Z Z+m)+d) k 2mig ( cztd+cm )

= m_f_: (2 + m) + dy e ()

C Y (o m) + )k ()
m=—oo

P (el tm) )
m=—oo

und die rechte Seite zu
o—kp2mivt o (_1)§ i <m;2>k_21]k1(471 %) 2rtim(z+4)
m=1
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Setzen wir nun (3.8) mit v = 7 in (3.6) ein, so erhalten wir unter Beachtung von ad =1 — bc =
1 mod (c)

k—
; — 2 (—1)F & (m\ T 4rt\/mn mi ;
Pn,k(z) = 27Nz + Z Z # . Z <> Jie 1( ) o) (na+md) ,2mimz

c=1 dmod (c) ¢ m=1 \"
ggT(cd)=1
ad—bc=1
k-1
- > o1 /m\ 7 4/ mn 2mi
=y Yo (<Df 2 (0) T (T e g
c=1 m=1 d mod (c)
ggT(cd)=1
ad—bc=1
k-1
Zmnz k = 1/m\ 2 47t\/mn m
2 2. [ — _ -K(m,n,c) - .
om0 2L () T R (T KOm o) g

Wegen der absoluten Konvergenz lassen sich die Summen {iber ¢ und tiber m vertauschen. Das
fithrt zu

Pn,k(z) = i (‘Sm,n + i27‘[- <_1)§ ’ % <Z:> T]k 1(47T\C/W) -K(m,n,c)) qm
m=1 c=1
= il <5m,n + 27 - (_1)§ (Z:) N ' ili 'K(m,n,c) Jk— 1(47TW)> 5]

3.4 Der Struktursatz fir meromorphe Modulformen
Mithilfe der Eisenstein-Reihen lassen sich ohne Miihe auch meromorphe Modulformen einfiih-
ren.

Proposition 3.20. Die j-Invariante oder auch absolute Invariante

). Ea(®)
](Z) T A(Z)

liegt in Vy, ist holomorph auf H und hat einen einfachen Pol in z = oo.

Beweis. Wegen A(z) # 0 fiir alle z € H ist j holomorph auf H. Zudem gilt
ord(j;00) = ord(E3; ) — ord(A;00) =0—1= —1.
Da sowohl E} als auch A in My, liegen, folgt j € Vp aus der Algebrenstruktur von V. ]

Vermoge der j-Invarianten und des Struktursatzes 3.12 konnen wir die Vektorrdume Vj der
meromorphen Modulformen von Gewicht k beziiglich der vollen Modulgruppe beschreiben.
Dazu holen wir ein wenig aus.



3.4. Der Struktursatz fiir meromorphe Modulformen 80

Proposition 3.21. j liefert eine Bijektion SL,(Z)\H == C.

Beweis. Nach Proposition 3.20 liegt fiir ein beliebiges A € C die Funktion j, := j — A in V), ist
holomorph auf H und hat einen einfachen Pol in z = cc. Es langt offensichtlich zu zeigen, dass
j fir jedes A € C eine modulo SL,(Z) eindeutig bestimmte Nullstelle hat. Dafiir wenden wir
auf j, die Valenzformel 2.17 an und erhalten

' . 1 PN | . . 0
-1+ g + % +n" = ord(jx; ) + 5 ord(jy; i) + 3 ord(j;0) + ) ord(ja;z) = 5= 0
z944,0

mit drei geeigneten Zahlen n,n’,n” € INy. Man kann leicht iiberpriifen, dass die einzigen
Losungen (n,n',n") € ]NS dieser DIOPHANTischen Gleichung®® durch (2,0,0), (0,3,0) und
(0,0,1) gegeben sind. Die Proposition folgt. O

Satz 3.22 (Struktursatz fiir meromorphe Modulformen). Fiir k gerade gilt

Beweis. Wir zeigen etwas mehr, dass namlich fiir eine meromorphe Funktion f : H — C die
folgenden Aussagen dquivalent sind:

@H f€Vk

(i) Esgibtein/ € Zmit f € M”k.

(i) feC()- 5.

>
E6

Gelte zundchst Aussage (iii). Dann gibt es Polynome

Zayxﬂ Q(X Zb X" e C[X]

Setzen wir die Definition der j-Invarianten ein, so erhalten wir

m E3\ 1 k n m 3\ AM—U k
Zy—oau(f) CEf AT Yoau(E)FATTEEf
3 [ 3 —v kv

ioby (%) 2 A" Lu—obu(E)ATY ps

Wir unterscheiden nun in Abhédngigkeit von Vorzeichen von k zwei Flle:

%Diophantos von Alexandria (Lebensdaten nicht genau bekannt, zwischen -100 und 350)
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Fall 1: k > 0. Dann sind Zihler und Nenner holomorphe Modulformen vom Gewicht 12(m +
n) + 4k bzw. 12(m + n) + 3k.

Fall 2: k < 0. Dann schreiben wir

—k
AT au (E)FAT B
A 23:0 bv(Ez)vAnﬂ/ E4—k

f=

Hier sind Zahler und Nenner holomorphe Modulformen vom Gewicht 12(m + n) — 3k bzw.
12(m + n) — 4k.

In beiden Féllen folgt sofort Aussage (ii).
Dass Aussage (ii) Aussage (i) impliziert, ist klar.

Es verbleibt noch zu zeigen, dass aus Aussage (i) wieder Aussage (iii) folgt. Sei dafiir f € Vi
nicht konstant null und seien weiter zy,...,z, € C Vertreter der Aquivalenzklassen modulo
SL»(Z) der Polstellen von f sowie —m, := ord(f;z,) fiir ¢ € {1,...,r}. Dann erfiillt die Funk-

tion
.

P(z) = [](j(z) = j(z))™ € C(j) S Vo

o=1
furalle o € {1,...,r} die Eigenschaft

ord(P;zg) = ord ((j(z) — j(z4))";2) = mg - ord (j(z) — j(zg)i2g) > .

Es folgt, dass Pf in Vj liegt und auf H holomorph ist. Wegen P € CJj] diirfen wir daher zum
Beweis von Aussage (iii) ohne Einschrankung annehmen, f sei auf H holomorph, und sonst P f
statt f untersuchen. Wegen ord(A; o) = 1ist g := A~°(f/®) f in z = co holomorph und somit
eine Modulform aus My _13ord(f.00)- Nach dem Struktursatz 3.12 ist ¢ daher eine Linearkombi-

nation von Monomen EZ‘E? mit 4a + 68 = k — 12 ord(f; ).>® Wegen f = A% geniigt es
also, die Behauptung fiir Funktionen vom Typ
E4E(

zu zeigen. Fiir Zahlen «, B, die hier vorkommen, gilt insbesondere
a« =kmod (3) und 2B = —kmod (4),

so dass wir a« = 3% + kund g = 2 — k schreiben konnen. Es folgt

EfEf  _ <E3>&E£< 2)PE,
A—ord(f; ) B

N\>T‘

3650 etwas gibt es nach Konstruktion. Man bemerke, dass wegen der vorausgesetzten Holomorphie von f in H

die Valenzformel 2.17 fiir f

ord(f;e0) <

N

besagt.
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AT AP pR
6
pB BBy
k
A A E:
& 5 Ej . B
= (i-1728)P- = e C()- —
E E
und somit die Behauptung. O

Bemerkung 3.23. Schreiben wir kurz H* := HU Q U {oo}. Dann gilt: Der Quotient SLy(Z)\H*
liisst sich auf natiirliche Weise mit der Struktur einer kompakten Riemann’schen Fliche ausstatten,
indem man die Rinder des Standardfundamentalbereichs F identifiziert. In dieser Sprache besagt Pro-
position 3.21, dass j einen Isomorphismus Riemann’scher Flichen

SL,(Z)\H* = C

liefert, so dass sich SLy(Z)\0* topologisch mit der 2-Sphiire S* in R? identifizieren lisst. Im Spezialfall
k = 0 entspricht Satz 3.22 dann der Tatsache, dass die einzigen meromorphen Funktionen auf S* die
rationalen Funktionen sind.

3.5 Ubungsaufgaben

Aufgabe 3.1. Sei f(z) = Y51 a,(f)q" in Sy mit k € Z. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Es gibt eine Konstante ¢ mit

SES

1f(z)] <c-e ™G fiiralle z € H mit Im(z) >

(b) Es gibt eine Konstante C > 0 mit
lan(f)| < C-ns fiir allen > 1.
Aufgabe 3.2. Zeigen Sie, dass die Fourier-Koeffizienten der Spitzenform A € S ganze Zahlen sind.
Hinweis: Zeigen Sie dafiir zuniichst
o3(n) = o5(n) mod (12) fiir allen € IN.

Aufgabe 3.3. (a) Driicken Sie Eq4 als Polynom in E4 und Eg aus.

(b) Nach Ubungsaufgabe 2.1 gilt
f = E£2A — Ele/ € V.

Zeigen Sie f € My und driicken Sie f als Polynom in E4 und Eg aus.



83 Kapitel 3. Modulformen zur vollen Modulgruppe

Aufgabe 3.4. Sei k > 4 eine gerade ganze Zahl. Nach Korollar 3.17 erzeugen die Poincaré-Reihen P, x
mit n > 1 den Raum Sy. Zeigen Sie, dass

{Pii, Pog, .., Pax} mitd = dime(Sk)
eine Basis von Sy bildet.

Aufgabe 3.5. Sei A(z) = Y, T(n)q" die Fourier-Entwicklung der Diskriminante A € S1y. Zeigen
Sie fiir alle n € N die Aquivalenz

T(n) =0 <= P,1n=0 <= g,(n,12) =0.

Bemerkung: Die Zuordnung n — t(n) nennt man die RAMANUJAN-T-Funktion.®” Einer Vermutung
von LEHMER® zufolge gilt T(n) # O fiir allen € .

Aufgabe 3.6. In dieser Aufgabe zeigen wir die Ramanujan-Kongruenz
T(n) = oq1(n) mod (691) fiirallen € N
fiir die Fourier-Koeffizienten T(n) der Diskriminante A € Sip. Zeigen Sie dafiir zunidchst die Aussagen
(@) Ena(z) =1+ G- Loy ou(n)g".
(b) 691- (E1p — E2) = (65520 4 691 - 1008) - A.

und folgern Sie die Behauptung durch Vergleich der Fourier-Koeffizienten auf beiden Seiten. Beachten
Sie hierbei Ubungsaufgabe 3.2.

Aufgabe 3.7. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:
(@) Das Integral
I(z):= / e~ fFldt
0

konvergiert absolut fiir alle z € C mit Re(z) > 0 und stellt dort eine holomorphe Funktion dar.
Diese nennen wir die Gammafunktion.

Hinweis: Zerlegen Sie das Integral in ein Integral von 0 bis 1 und eines von 1 bis co und behandeln
Sie diese gesondert.

(b) Es gilt die Funktionalgleichung T'(z + 1) = zT'(z).
Hinweis: Benutzen Sie partielle Integration.

(c) EsgiltT(1) =1 und mit (b)alsoT(n+ 1) = n! fiirallen € IN.

37Srinivasa Ramanujan (1887-1920)
38Derrick Henry Lehmer (1905-1991)



KAPITEL 4

Hecke-Theorie zur vollen Modulgruppe

Die HECKE-Theorie® studiert spezielle Operatoren auf der Menge der holomorphen Modul-
formen eines festen Gewichts k. Zu diesen Operatoren gehort eine Algebra, die sogenannte
Hecke-Algebra. Letztere stellt ein recht allgemeines Konzept dar, das wir in Abschnitt 4.1 in
grofierer Allgemeinheit behandeln wollen. In Abschnitt 4.2 studieren wir dann den Spezial-
fall einer Hecke-Algebra zur vollen Modulgruppe und wenden in den Abschnitten 4.3 und 4.4
deren Elemente auf holomorphe Modulformen zur vollen Modulgruppe an. Als Anwendung
der Hecke-Theorie leiten wir im abschlieSfenden Abschnitt 4.5 Algebraizitatsaussagen tiber die
Fourier-Koeffizienten geeigneter holomorpher Modulformen her.

4.1 Die allgemeine Hecke-Algebra

Definition 4.1. Ein Paar (R, S) aus einem Monoid S und einer darin enthaltenen Gruppe R C S,
so dass fiir alle s € S die Doppelnebenklasse RsR aus nur endlich vielen R-Linksnebenklassen besteht,
nennen wir ein Hecke-Paar.

Beispiel 4.2. Ein Paar (R, S) zweier Gruppen R C S ist trivialerweise ein Hecke-Paar, wenn eine der
folgenden Bedingungen erfiillt ist:

(@) R ist eine endliche Untergruppe von S,
(b) Ristin S normal.

Wir fiihren in Beispiel 4.4 ein erstes interessantes Beispiel eines Hecke-Paares ein, benotigen
dafiir aber zunéchst das folgende Lemma:

3Erich Hecke (1887-1947)

84
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Lemma 4.3. Fiirn € N gilt

M":={Me7>?|det(M) =n} = || SL(Z)- (‘Z b) ,

wobei b ein volles Vertretersystem modulo d durchliuft, also etwa b € {1,2,...,d}.

Beweis. Offensichtlich ist die rechte Seite in der linken enthalten. Wir zeigen nun die umge-
kehrte Inklusion und betrachten dazu eine beliebige Matrix

_(a b "
M= (" B e

Wegen ad — bc = n > 0 kénnen a und ¢ nicht gleichzeitig Null sein. Mit g := ggT(a,c) € N
sind daher —§ und g teilerfremd und nach dem erweiterten euklidischen Algorithmusaus der [W]EATA#

Linearen Algebra gibtes e, f € Z mit eg + § f=1und

(L8 a)-(2)

so dass wir ohne Einschrankung ¢ = 0 annehmen konnen. Wegen det M = n gilt dann ad = n.
Nach moglicher Multiplikation mit —I, diirfen wir zudem ohne Einschrankung d > 0 anneh-
men. Fiir ein beliebiges I € Z gilt weiter

Th.ab_ab%—dh
04/ \0o 4 )’

so dass wir ohne Einschrankung annehmen konnen, dass b in einem geeigneten Restesystem
modulo d liegt.

Es verbleibt zu zeigen, dass die Vereinigung in der Behauptung disjunkt ist — die Endlichkeit
ist nach Konstruktion klar. Angenommen, fiir zwei Matrizen

(5 0) (3 )

mitad = n = dd, d,d > 0 und b, b Vertreter zweier Restklassen modulo d bzw. d existiere ein

U € SLy(Z) mit
i b a b
(0 d)-u( a)

Dann folgt, dass der untere linke Eintrag von U Null ist, also U € SL;(Z). Es gibt also ein
Vorzeichen + und ein /1 € Z mit

a b\ _(£1 h\ (a b\ _ (+a +b+hd
0 d/\0 =1 0 d)\o +d )

Einerseits folgt d = +d und wegen d,d > 0 bereits d = d und somit U = T". Andererseits gilt
dann auch b = b + hd. Wegen d = d stammen b, b aus dem gleichen Restesystem modulo d.
Da sie sich nur um ein Vielfaches von d unterscheiden, folgt b = bund U = . Insbesondere
haben wir die behauptete Disjunktheit nachgewiesen. O


https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/17/display/?page=2
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Beispiel 4.4. Sei
GL2(Q)" := {Q € @¥? | det(Q) > 0}.
Dann ist (SLy(Z),GLy(Q) ™) ein Hecke-Paar,

denn: Fiir ein beliebiges Q € GLy(Q) ™" gibt es ein m € N mit mQ € Z>*? und n := det(mQ) > 0.
Es gilt deshalb

SLy(Z) - Q-SLa(Z) = % SLy(Z) - (mQ) - SLa(Z) € — - ",

SR

Die SL,(Z)-Doppelnebenklasse SLy(Z) - Q - SLy(Z) zerfillt (disjunkt) in SLy(Z)-Linksnebenklassen.
Nach Lemma 4.3 ist diese Zerlequng endlich und explizit bekannt. #

Beziiglich eines gegebenen Hecke-Paares (R, S) schreiben wir

e Z(R,S) fiir den Z-Modul aller formalen endlichen Z-Linearkombinationen von R-
Linksnebenklassen von S,

e /(R,S) fir den Z-Modul aller formalen endlichen Z-Linearkombinationen von R-
Doppelnebenklassen von S.

Nach Voraussetzung ist jede R-Doppelnebenklasse RsR in S die disjunkte Vereinigung endlich
vieler R-Linksnebenklassen

RsR = Rs;U...URs, fiir ein geeignete sy,...,s; € S.

Wir ordnen RsR das Element

4
((RsR):= ) _Rs; € Z(RS)
j=1

zu und setzen  zu der eindeutig bestimmten Z-linearen Abbildung
1: H#(R,S) = Z(R,S)

fort. Letztere ist offenkundig injektiv; wir wollen nun ihr Bild studieren. Die Gruppe S operiert
per Rechtsmultiplikation auf der Menge ihrer R-Linksnebenklassen und in Z-linearer Fortset-
zung auf .Z (R, S). Den Untermodul der R-Invarianten unter dieser Aktion bezeichnen wir mit
Z(R,S)R. Dann ist

1: #(R,S) = Z(R,S)R

ein Isomorphismus von Z-Moduln,
denn: Ein Element

Y aRs € Z(R,S)
sER\S

ist genau dann R-rechtsinvariant, wenn fiir alle s, t mit RsR = RtR die Koeffizienten a; und 4,
ubereinstimmen. Genau dann kénnen wir

Z asRs = Z Z asRs; = Z ast(RsR) =1 ( Z asRsR> 4.1)
SER\S sER\S/R s;eR\S s€R\S/R s€R\S/R
stgRsR
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schreiben. #
Wir werden von nun an .7 (R, S)R mit 7#(R, S) identifizieren.
Wir definieren ein Produkt
(RsR)(Rt) : |_| Rs;)(Rt) ZRs] € Z(R,S) (4.2)
j=1

von R-Doppelnebenklassen mit R-Linksnebenklassen. Dieses hingt offensichtlich nicht von
der Wahl der Vertreter s; und t ab und ldsst sich Z-bilinear zu einer Verkniipfung

H#(R,S) x Z(R,S) = Z(R,S) (4.3)

fortsetzen.

Proposition 4.5. Sei (R, S) ein Hecke-Paar. Dann ist die in (4.3) definierte Verkniipfung in dem Sinne
assoziativ, dass

(D)L =D(DL) fiiralle®,® € #(R,S)und £ € Z(R,S)

Qilt. AufSerdem ist das Produkt zweier Elemente aus 7 (R, S) wieder in 7 (R, S) enthalten. Es folgt,
dass (R, S) die Struktur einer assoziativen Z-Algebra mit Einselement R = RegR triigt. Diese
nennen wir ab sofort die Hecke-Algebra des Hecke-Paares (R, S).

Beweis. Das Produkt zweier R-Doppelnebenklassen RsR = | | Rsj und RtR = | | R, wird durch
die Formel
(RsR)(RtR) ZRs]tk

gegeben. Die Assoziativitdt ist nun klar. Rechtsmult1pl1kat1on mit einem Element r € R per-
mutiert nur die R-Linksnebenklassen Rf;, das Produkt bleibt also invariant und liegt somit in
Z(R,S)R = #(R,S) wie behauptet. O

Wir wollen das Produkt in der Hecke-Algebra noch ein wenig besser kennenlernen.

Proposition 4.6. Sei (R, S) ein Hecke-Paar. Das Produkt zweier R-Doppelnebenklassen RsR = | | Rs;
und RtR = | | Rty wird durch die Formel

(RsR)(RtR) =Y _a,RuR

gegeben. Dabei durchliuft u ein Vertretersystem derjenigen R-Doppelnebenklassen, die in RsRtR ent-
halten sind, und es gilt
ay = ‘{ j, k)| Ru= Rs]tk}‘

ay hiingt nicht von der Wahl der Vertreter s;, ty und u ab und ist von 0 verschieden, wenn RuR in
RsRtR enthalten ist.

Beweis. Mit den Uberlegungen von (4.1) ist das trivial. O
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Bemerkung 4.7. Man kann die Koeffizienten a, des Produkts in Proposition 4.6 auch wie folgt be-
schreiben. Sei deg(u) die Anzahl aller in RuR enthaltenen Linksnebenklassen. Dann gilt

deg(u)a, = |{(j k) | RuR = Rsjt;R}|.

Definition 4.8. Sei (R, S) ein Hecke-Paar. Ein Antiautomorphismus von (R, S) ist eine Abbildung

S — S,
s +— s
mit den Eigenschaften
o () =s, (Involutoriszitit)
o (st) =t¢, (Antihomomorphie)
e sc R=s"eR (R-Abgeschlossenheit)

Ausgehend von einer R-Doppelnebenklasse ©® = RsR = | | Rs; ist auch
D':={seS|s €D} =RsSR=||Rs

wieder eine R-Doppelnebenklasse. Die so gegebene Zuordnung © +— D’ l4sst sich Z-linear zu
einer Abbildung auf (R, S) fortsetzen. Diese Fortsetzung ist nicht zwangsldufig antihomo-
morph, aber es gilt

Proposition 4.9. Fiir ein Hecke-Paar (R, S) besitze jede R-Doppelnebenklasse RsR mit s € S ein
simultanes Vertretersystem der R-Rechts- und R-Linksnebenklassen

¢ ¢
RsR = | | Rs; = | |sjR.
j=1 j=1
Dann definiert jeder Antiautomorphismus s — s’ des Hecke-Paares (R, S) einen Antiautomorphismus

auf (R, S).

Beweis. Seien
D =RsR=| |Rsj=| |sjR und D =RiR=| |R =| |{R.
Dann gilt nach Bemerkung 4.7

99 =) a,RuR mit deg(u)a, = [{(j, k) | RuR = Rs;t;R}|,
D'D" = (| |Rt)(||Rs}) = ) buRuR  mit deg(u)by = [{(j k) | RuR = RsiR}|.

Die Behauptung folgt nun mit (Rs;tR)" = R#;s;R und deg(u') = deg(u). O
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Bemerkung 4.10. Die Voraussetzung von Proposition 4.9 ist schon etfiillt, wenn fiir alle s € S die
Anzahl der R-Rechts- und R-Linksnebenklassen in RsR iibereinstimmt,

denn: Gelte RsR = |_|]€:1 Rsj = |_|]€:1 t;R. Die Behauptung ist offensichtlich gezeigt, wenn wir fiir jedes
j ein u; finden kinnen mit
Rsj = Ru; wund t;R =u;R.

Nach Voraussetzung ist sj € RsR = Rth, also
sj=rt;f mitr,7 € R.

1

Eine mogliche Wahl fiir u; ist also uj := r~"s; = t;7. #

Satz 4.11. Besitzt das Hecke-Paar (R, S) einen Antiautomorphismus s — s’ mit der Eigenschaft
RsR =Rs'R fiiralles € S,

so ist die Hecke-Algebra 7 (R, S) kommutativ.

Beweis. Besitzt der Antiautomorphismus die geforderte Eigenschaft, so ist er die Identitédt auf
(R, S). Insbesondere stimmt die Anzahl der R-Rechts- und R-Linksnebenklassen iiberein, so
dass wir nach Bemerkung 4.10 Proposition 4.9 anwenden konnen. Es gilt dann

99 = (9D) = DD = DD
und also der Satz. O

Beispiel 4.12. Nach Beispiel 4.4 ist (R,S) = (SLa(Z),GL2(Q)™") ein Hecke-Paar; es lisst sich al-
so jede Doppelnebenklasse als disjunkte Vereinigung endlich vieler Linksnebenklassen schreiben. Die
zugehorige Hecke-Algebra 7 (SLy(Z), GL2(Q) ™) ist kommutatio,

denn: Offensichtlich ist hier das Transponieren ein Antiautomorphismus. Nach dem Elementarteilersatz
aus der Linearen Algebra gibt es zu einer beliebigen Matrix M € Z2*? Matrizen U, U € GLy(Z) und
eindeutig bestimmte Elementarteiler e, ey € Z>o mit e | e und

UMU = (61 0).

062

Hat M positive Determinante, so konnen wir dabei ohne Einschrinkung U, e SsL, (Z) und ey, e; € N
annehmen. Durch Transponieren der Gleichung ergibt sich

‘Uimu = (eg 0)
e

und somit die Gleichheit der SL,(Z)-Doppelnebenklassen
SLy(Z)MSLy(Z) = SLo(Z) ' M SLo(Z).

Diese Uberlequnyg gilt offensichtlich auch fiir ein beliebiges M € GLy(Q)™, so dass tatsiichlich die
Hecke-Algebra 5 (SLy(Z), GLo(Q) 1) kommutativ ist. #


https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/18/display/?page=3
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4.2 Die Hecke-Algebra der vollen Modulgruppe

Wir bestimmen in diesem Abschnitt die Struktur der Hecke-Algebra der vollen Modulgruppe.
Lemma 4.13. Gilt fiir M, N € GL,(Q)™" eine der Bedingungen
(@) N=r-I, mitreQ,
(b) M,N € Z>*? mit ggT(det(M),det(N)) =1,
so gilt in A (SLy(Z),GLy(Q) ™)
(SLa(Z) - M - SLy(Z)) - (SLa(Z) - N - SLa(Z)) = SLo(Z) - MN - SLy(Z).
Beweis. In Fall (a) ist die Behauptung klar, da N dann mit beliebigen Matrizen in GL,(Q)*
kommutiert.

In Fall (b) seien fiir X € 7Z?>*? die Elementarteiler mit e%x),eéx) bezeichnet. Dabei gilt nach
Konstruktion stets

eEX) = ggT{Eintrdge von X},
(x) _ det(X) (4.4)
ey = 0

1

Die Behauptung in diesem Fall ist dann dquivalent zur Giiltigkeit der Identitdten

(M) | (N)

. _ (MUN)
R |

und egM) . eéN) = egMUN) fiir alle U € SLy(Z).

Nach dem bereits bewiesenen Fall (a) diirfen wir die Matrix M durch (egM) )~1-M € 7?2 und

die Matrix N durch (egN))_1 - N € 7**2 ersetzen. Wegen

det(M) - det(N) = det(M) - det(U) - det(N) = det(MUN)
gentiigt es daher, unter diesen Voraussetzungen

e MUN) — (4.5)

zu zeigen. Schreiben wir

U= (‘Cl Z) € SLy(Z),

so gilt

UN = 0 de ' ' e ~ \de e e '
M <1 dt(()M)> <ch Z) ((1) dt(zN)) <d {(M)e dt(?\j;(é\[ 2:(9N)d>

Jeder gemeinsame Primteiler p der Eintrdge dieser Matrix erfiillt insbesondere

pla, p|det(N)b und p|det(M)c.
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Wegen det(U) = 1 gilt aber
ptb und pic

und also
p|det(N) und p|det(M).

Das steht im Widerspruch zur Teilerfremdheit von det(M) und det(N); einen solchen gemein-
samen Primteiler der Eintrdage von MUN kann es also nicht geben. Insgesamt haben wir (4.5)
und somit Fall (b) des Lemmas gezeigt. O

Bemerkung 4.14. Schreiben wir in der Situation von Teil (b) von Lemma 4.13

SLz(Z) -M - SLz(Z) = USLQ(Z) . M] und SLz(Z) -N - SLQ(Z) = |_|SL2(Z) . Ni,
j i

so gilt
SLy(Z) - MN -SLy(Z) = | |SL2(Z) - MjN;,
ij

denn: Nach Teil (b) von Lemma 4.13 gilt

SLy(Z) - MN - SLy(Z) = (SLo(Z) - M - SLy(Z)) - (SL2(Z) - N - SLy(Z))
= (L| SLy(Z) - M;) - (U SLy(Z) - N;).
] 1

Fiir ein beliebiges aber festes i ist nun

(LISL2(Z) - M) - (SLa(Z) - Ni) = | J(SL2(Z) - M; - SLo(Z)) - N;
j

)
= J(SL2(Z) - M - SL2(Z)) - N;
j

= (SLy(Z) - M - SLy(Z)) - N;
= | |SL2(Z) - MjN;.
j

Die Behauptung folgt also, wenn wir zeigen konnen, dass die jeweiligen Mengen auf der rechten Seite
fiir verschiedene Werte von i disjunkt sind. Sei dafiir U € SLy(Z.) mit

M;jN; = UM;N;  fiir geeignete i1l

Das ist gleichbedeutend mit
1

N;(Np) ' = (M)) ' UM;.

Die Nenner der Eintriige auf der linken Seite sind Teiler von |det(N;)| = |det(N)|, die auf der rechten
Seite Teiler von [det(M;)| = |det(M)|. Wegen der Teilerfremdheit von det(M) und det(N) sind also

alle Eintriige ganze Zahlen und somit j = jund i = 1. #
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Wir nehmen Teil (a) von Lemma 4.13 zum Anlass, nur noch Doppelnebenklassen ganzzahliger
Matrizen zu betrachten, also

H(SLy(Z), M) mit M := GLy(Q)" N Z*** = {M € Z**? | detM > 0}.

Hierbei ist offensichtlich, dass (SL2(Z), M) in Analogie zu Beispiel 4.4 ein Hecke-Paar ist. In
Satz 4.16 werden wir Teil (b) von Lemma 4.13 benutzen, um uns das Studium der Hecke-
Algebra s (SLy(Z), M) durch eine geeignete Zerlegung zu erleichtern. Wir fithren zunéichst
die passende Notation ein:

Definition 4.15. Fiir jede Primzahl p setzen wir
r=0

Offensichtlich ist dann auch (SLy(Z),M,) in Analogie zu Beispiel 4.4 ein Hecke-Paar. Die zugehorige
Hecke-Algebra

A (SLo(Z), M)
heifit die p-primdire Komponente der Hecke-Algebra 7 (SLy(Z), M).

Satz 4.16. Die Hecke-Algebra des Paares (SLy(Z), M) ist das Tensorprodukt*

A (SLa(Z), M) = Q) H#(SL2(Z), M)
p prim

ihrer p-primiren Komponenten.

Beweis. Wir konnen fiir die Hecke-Algebra 7 (SLy(Z), M) und fiir jede ihrer p-Komponen-
ten 7 (SLy(Z), M) die jeweilig passenden SL;(Z)-Doppelnebenklassen als Basis wahlen. Jede
Doppelnebenklasse SL,(Z) - M - SLy(Z) mit M € M" fiir ein n € IN besitzt einen eindeutig
bestimmten Vertreter der Form

eqr O .
<3 . > mitey, e; € N, e1ep =1, €1 | en.
2

Jede solche Matrix ladsst sich eindeutig als Produkt von ebensolchen Matrizen schreiben, deren
Eintrdge jeweils nur Potenzen einer festen Primzahl sind. Der Satz folgt daher mit Teil (b) von
Lemma 4.13. O

#0Das Tensorprodukt einer gegebenen Menge von Z-Moduln {M, | p prim} mit jeweils zugehorigen Basen B,
kann als der Z-Modul mit Basis

®rn- U (IIn)
p prim I endliche Menge \p€l
von Primzahlen

interpretiert werden, vgl. Satz 13.3 aus der Algebra.
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Offenbar gentigt es also zum Studium der Hecke-Algebra die einzelnen p-Komponenten zu
betrachten. Bevor wir dies tun, fiihren wir Kurzschreibweisen fiir bestimmte Elemente der
Hecke-Algebra ein, ndmlich

@(a,d) = SLz(Z> . ((a) 2) . SLQ(Z) fura,d € IN,
D(n) = ) SLy(Z) - M - SLy(Z) fiir n € IN.
MEeSLy(Z)\IM" / SL(Z)

Wie wir im Beweis von Beispiel 4.12 eingesehen haben, beschreibt dabei die erste Zeile nach
dem Elementarteilersatz eine ganz allgemeine Doppelnebenklasse. In dieser Sprache lassen
sich nun einige unserer bisherigen Ergebnisse neu formulieren:

Lemma 4.17. Fiir alle a,d, n € IN gelten die folgenden Aussagen:
@ Dmn)= Y, D(ad).

ad=n mit a|d
a,d>0

(b) D(a,d)D(n,n) =D(an,dn).

Beweis. Behauptung (a) folgt unmittelbar aus dem Elementarteilersatz und Behauptung (b) ist
eine Umformulierung von Teil (a) von Lemma 4.13. O

Wir wollen nun die Struktur von J#(SLy(Z),IM,) untersuchen. Wie wir bereits im Be-
weis von Satz 4.16 eingesehen haben, ist dort nach dem Elementarteilersatz jede SLy(Z)-
Doppelnebenklasse von der Gestalt

D(ph, p*2) mit0 < ky < ko. (4.6)
Fiir diese gelten die folgenden Rechenregeln:

Lemma 4.18. Fiir eine beliebige Primzahl p gilt:
(@ D(1,p)=9(p) =M

b) D(L,p") =2(p") —D(p,p)D(p'2) firaller € Z>,.
© DpDF)=20F ") +pD(p,p)D(p") firaler € Zx.
d) 2(p)2(1,p") =2(1, er) + p@(p,p)@(l,p”l) fiir alle r € Zi>».

min{r,s}

© 20p)20p)= Y. o)D) firaler,s € Zx.
i=0

Beweis. Behauptung (a) ist ein Spezialfall von Teil (a) von Lemma 4.17.

Behauptung (b) ldsst sich elementar nachweisen; fiir p prim und r € Z>, gilt:

() -2(pp2p )= Y Dad-Dpp- )  2@d

ad=p" mita|d ad=p"=2 mit a|d
a,d>0 a,d>0
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4.17(b) 2 D(p" pa) _ 2 @(pﬁc—H p5+1)
a+o=r mit 0<a <o ab=r—2 mit 0<& <4
= @(1, pr)_

Fiir Behauptung (c) stellen wir zunichst © (p)D(p") als Linearkombination

D(p)D(p") = ) am - (SLo(Z)MSLy(Z)) mitay € Z
MeSLy(2)\M?P ! / SL,(Z)

von geeigneten Doppelnebenklassen dar. Nach Aussage (a) und Lemma 4.3 ist ein Vertretersy-
stem von SL,(Z)-Nebenklassen in ©(p) gegeben durch die Matrizen

1 I 0
M; = <O 7]9) mitj € {0,1,...,p—1} und M, := (g 1>.

Fiir ein M € M?'", das in der Notation von (4.4) die Teilbarkeitsbedingung p | egM) erfiillt,
fiihrt die Ganzzahligkeit samtlicher pM]-_1 zZu

MM]._1 eM?  fir allej € {0,...,p},

also zu ay; = p + 1. Es gibt nur eine Doppelnebenklasse SL;(Z) M SL»(Z) in MP" mit p { egM)
und fiir diese ist
1 0
M = <0 pr+1>

ein moglicher Vertreter. Fiir diesen ist

1 1
( p) firj <p,
MM*l _

-

ganzzahlig genau fiir j = 0; es gilt hier also a); = 1. Insgesamt gilt also

e}
=
o =

O <=

pr+1 fir ] =P

D(p)D(P) =D(Lp )+ (p+1)- )3 SL2(Z)MSLy(Z)
MeSLy(Z)\M?P' ™ / SLy(7)
plet™
4.17(b)

LY+ (p+1)2(p,p)2(p )
Lo+ po(pp)D (Y.

Behauptung (d) folgt aus dem bisher Gezeigten. Im Fall r = 2 gilt

2(p)2(1,p%) L 9(p) (D12 - D(p,p))
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pD(p?) —D(p)D(p, p)
p’)+p2(p,p)(p) —D(p)D(p, p)
D(p°) + (p—1)D(p, p)D(p)
(1, p%) + p(p, p)D(p)

(L, p°) +pD(p, )DL, p)

(
© o
4 12
®)
@ o

und im Fall r > 3

p)(D(p") —D(p, )
p)D(p") —9(19)@(1?,19)@(;77 %)
=72(p )+ p2(pp)D(P ) —D(p,p) (D(P)D(P )

Y+ p)20p ) -2 p) (D0 + p2(p, p)D(p )
P+ (p-1)2(p )20 ") - p2(p,p)*D(p )

"+ p2(p )2 ) = p2(p, p)*D(p" )
1’+1) +p@(p/p) (@(Pril) —@(PIP)Q(;{?B))
)

"+ pD2(p,p)D(Lp ).

p
=9(Lp
=9(Lp

Behauptung (e) zeigen wir iiber eine Induktion nach r, wobei der Fall r = 0 trivial ist und der
Fall r = 1 durch Aussage (c) gegeben ist. Sei also nun 2 < r < s*! und sei als Induktionsvor-
aussetzung (IV) die Behauptung fiir r — 1 und r — 2 bereits gezeigt. Dann gilt

D(p)D(p°) = (D)2 ") - pD(p.p)D(p %)) D(p°)

r—1
YY)D (p, p) D (p V%) — pD(p, p er@ p,p)@(prAte2y
i=0
r—1
=Y P00 Z PO (p,p)D(p )
i=0
r—1
9 Z PO(p,p) (D) + pD(p,p)D(p Z PO(p,p)D(p %)

— Zp @ ]9/ pr+s 21)

Zusammen mit Teil (b) von Lemma 4.13 ergibt sich

“'Wegen der in Beispiel 4.12 gezeigten Kommutativitit der Hecke-Algebra ist das keine echte Einschrénkung.
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Korollar 4.19. ®(m)®(n) = ) _ d@(d,d)@(%) fiir alle m,n € IN.
e

Beweis. Wir zerlegen m und n in Primzahlpotenzen. Dazu betrachten wir fiir jede ganze Zahl
a und jede Primzahl p die p-adische Bewertung, vgl. Definition 15.1 aus der Algebraischen
Zahlentheorie,

vy(a) == max{k € Z>o | p* | a}. 4.7)

Es gilt dann

m= H por und n= ][] ptr(m

p prim p prim

und nach Teil (b) von Lemma 4.13 und der in Beispiel 4.12 gezeigten Kommutativitdt der
Hecke-Algebra also auch

H@v” und D(n H@Up

prlm prlm
Es folgt
D(m ) L [T 2" (p2™)
p prim
rnm{vp( ),vp(n)}

4.18(e) i i vy (m)+o,(n)—2i

=11 PO (p, p) D (p"r "2
p prim i=0

Nach Teil (a) von Lemma 4.13 gilt fiir jede Primzahl p und jede natiirliche Zahl i die Rechenre-
gel . -
D(p.p) =20, p).

Wenden wir dies an, so erhalten wir

vp(m) ,,0p(n)
omom) = [] Y et —
P PHIm g|ggT(p?r ("), pop ("))
d>0

Das Korollar folgt durch Ausmultiplizieren und unter nochmaliger Anwendung von Teil (b)
von Lemma 4.13. O

Die Aussagen von Lemma 4.18 miinden in folgenden

Satz 4.20. Fiir eine beliebige Primzahl p gilt

A (SLa(Z), M) = Z[D(p, p), D(p)],

wobei Z[D(p,p), D(p)] ein freier Z-Modul mit Basis {D(p,p)"D(p)"* | m,n € Zso}** ist (vgl.
Definition 29.11 aus der Linearen Algebra).

42Elemente von ./ (SLy(Z), M,) lassen sich also als Polynome in den Variablen ®(p, p) und D (p) verstehen.
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Beweis. Es gilt

4.18(b)

(L, p?) D(p*) —D(p,p)

4.12@) (@(p)z — p@(Pr P)) B Q(pl p)
=9(p)* — (p+1)D(p, p)-

Mit Teil (d) von Lemma 4.18 folgern wir daraus induktiv
D(1,p") € ZD(p,p),D(p)] fiiraller € N.

Mit Teil (b) von Lemma 4.17 und (4.6) erhalten wir, dass alle in .77 (SLy(Z), M) enthaltenen
Doppelnebenklassen bereits in Z[D(p, p), © (p)] liegen. Hieraus folgt sofort

A (SLa(Z), Mp) = Z[D(p, p), D(p)].

Um zu zeigen, dass die Monome vom Typ D (p, p)"D(p)" mit m,n € Zx( eine Basis von
Z|D(p,p),D(p)] bilden, geniigt es nun, ihre Z-lineare Unabhingigkeit nachzuweisen. Hier-
fir gentigt es fiir r € Z>( beliebig diejenigen dieser Monome zu untersuchen, die sich als
Z-Linearkombination von Doppelnebenklassen in IM?" schreiben lassen, die also 2m +n = r
erftillen. Die Anzahl solcher Monome ist | | + 1. Die Z-lineare Unabhéngigkeit folgt, da es in
IM?" offensichtlich genau | 5| 4+ 1 Doppelnebenklassen gibt. O

Korollar 4.21. Die rationale Hecke-Algebra
H(SLa(Z), M) := 7 (SLa(Z), M) ® Q

erfiillt
Hq(SLa(Z), M) = Q[D(n) | n € N].

Beweis. Nach Teil (c) von Lemma 4.18 gilt

D(p,p) = ;(@W —9(p?)

und nach Satz 4.20 also
H (SLa(Z), M) @ Z[p~'] = Z[p~1[D(p)].

Das Korollar folgt nun mit Satz 4.16. O

4.3 Hecke-Operatoren

Seien k € Z und M € M beliebig und sei

SLy(Z) - M -SLy(Z) = | |SL2(Z) - M

]
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eine disjunkte Zerlegung von SL,(Z) - M - SL,(Z) in SL,(Z)-Linksnebenklassen. Dann ist durch

T T M, — M,

M = 181,(7)-M-SL,y(Z) *
() ML (2) f = flkTm := Emesiy(z)\ sLa(z)msLyz) f M

eine lineare Abbildung vom Vektorraum Mj der holomorphen Modulformen von Gewicht k

beziiglich der vollen Modulgruppe in sich selbst definiert,

denn: Da f nach Voraussetzung (V;) erfiillt und (SL,(Z), M) nach ein Hecke-Paar ist, ist die
Summe in der Definition wohldefiniert und endlich. Nach Proposition 2.6 und wegen der End-
lichkeit der Summe ist f|; Ty holomorph auf H. Wegen

(flcTm) kA = ) flk(M;A) = ). fleMj = flkTm

M]'ESLz(Z)\ SLQ(Z)M SLz(Z) M,’ESLz(Z)\ SLz(Z)M SLz(Z)

fur alle A € SLy(Z) erfillt f|; Ty zudem (V7). Da f nach Voraussetzung (V;) erfiillt, sind die
(endlich vielen) Funktionen f|[;M; samtlich holomorph bei z = co. Es folgt sofort, dass f|Tm
holomorph bei z = oo ist und somit (V) erfiillt. Die Linearitit von Ty ist trivial. #

In der Sprache der Funktionalanalysis nennt man eine C-lineare Abbildung zwischen zwei C-
Vektorraumen auch einen linearen Operator; speziell nennt man Ty auch den Hecke-Operator
zur Doppelnebenklasse SL(Z) - M - SL,(Z). Durch Q-lineares Fortsetzen erhalten wir fiir jedes
k € Z und jedes © € 4 (SL2(Z), M) eine C-lineare Abbildung, den Hecke-Operator

To : My — M;

zu ©. In Hinsicht auf Korollar 4.21 interessieren wir uns besonders zu jedem n € IN fiir den
(normierten) n-ten Hecke-Operator

f = (flxTu)(z) :== ni-1. (f’kT’,D(n))(Z)- (4.8)

Wir studieren zunéchst die Wirkung des n-ten Hecke-Operators in einem Beispiel:

M, — M
Tn,{k k

Beispiel 4.22. Seien m,n, k € IN mit k > 4 gerade. Dann gilt

k-1
n
PuilTu= ). (d) Py,
)

d|ggT(m,n
a>0

denn: Es gilt

(48) k_
(Pm,k‘an)(Z) = n: L. Z (Pm,k|ij)(Z)
M]'ESLz(Z)\IM”
313 k_1q 2 tim-
= nz - ) (e [xMM;)(z)
MjGSLz(Z)\M"

MeSL, (Z)oo\ SL, (Z)
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=nth Y (@M (),

MESL,(Z) o\ M7

Nach Ubungsaufgabe 4.3 ist die Menge

{MM | M; = <g Z) mit ad = n,d > 0,b mod (d) und
M= <j'; ‘[;) mit (r)//(s) € Zz,ggT(r)//(S) =1, ((x,ﬁ) c Zzﬁx mit ad — IB’)/ _ 1}

ein Vertretersystem von SLy(Z)e in IM". Es folgt

(Pl Tu)(z) = n2 1 (MESLZ(E (Z)( Y, & (S Z)) |kM> (z)

Z)w\ SLa ad—n
b mod (d)
bl ( ( )y nsd—kewmu”r%)) |kM> (2).
MESLy(Z)o\ SLa(Z) N\ d[n
b nflo>do(d)
Dies liisst sich noch vereinfachen, denn es gilt
b Y., 1=d fird|m,
Z (627117) — bmo«zin(d) (4.9)
bmod (d) 11::27[;% =0 fiird{m.
Hieraus folgt
A\,
(Pm,k’an)(Z) = < Z ( Z <d> e nlm(dZ.)) |kM> (Z)
MESL;(Z)os\ SL2(Z) Nd|ggT(m,n)
a>0
n A 27t it
= ) 7 : Y. e [ M | (z)
d|ggT(m,n) MESLz(Z)O@\SLz(Z)
>0
und mit Definition 3.13 somit die Behauptung. #

Ganz allgemein gilt:

Satz 4.23. Fiir jedes k € Z ist die Abbildung

H4(SLa(Z), M)  — End(My),
) = (f = flkTo)

ein Q-Algebrenhomomorphismus, so dass sich die in Abschnitt 4.2 gezeigten Rechenregeln fiir Elemente
der Hecke-Algebra auf die Hecke-Operatoren iibertragen. Dabei bildet jeder Hecke-Operator Spitzenfor-
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men auf Spitzenformen ab. Fiir allen € W und f(z) = Y0 _o am " e My gilt speziell
if Spitzenf m=0 q gilt sp

PRI () = (1 fiTo)@ = Y | Y & aw(f) | g™

42
m=0 \ d|ggT(m,n)

>0

Beweis. Schreiben wir fiir zwei Doppelnebenklassen
QM = SLz( ) M- SL2 |_|SL2
/DN = SLz( ) N - SL2 |_|SL2

so gilt wie in Bemerkung 4.14
(DMDN) = L<(SL2(Z) ~M-SL2(Z)) . (SLZ( ) N-SLy(Z > ZSLZ

wobei nicht ausgeschlossen ist, dass verschiedene Summanden in der Summe rechts iiberein-
stimmen. Es folgt fiir alle k € Z und alle f € M

fliToyoy = Zf’ijNi = Z(Zﬂij) [kNi = (flkTo,) [k Toy
I U

und in linearer Fortsetzung, dass die Abbildung aus dem Satz ein Q-Algebrenhomomorphis-
mus ist.

Fir allek € Z,n € INund alle f € M; gilt speziell

FeT)() E bt Y (FM)(2)

M;€SLy(Z)\IM"

Sy adZ::n <f|k<8 Z>>()

a>0
b mod (d)

_ _ az+b
=n1. Y d kf(T)
d>0
b mod (d)
Setzen wir f(z) = Y pr_gam(f)q™ € M ein, so erhalten wir

(flkTn)(z) = nk1. Z Z i 2mmaz+b

ad—n bmod (d)

a,d>0
© am s m b
:I’lk_l- Z d- k. Z f) 27i Tz Z (827“7> ,
m=0 bmod (d)

ud>0
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wobei wir fiir die letzte Gleichheit die absolute Konvergenz der Fourier-Entwicklung von f
ausgenutzt haben. Die innerste Summe auf der rechten Seite ldsst sich noch mit (4.9) vereinfa-
chen; dann gilt:

[ee]
(FeTu)(z) = a1 37 dV Y a(f)e™ e
ad=n m=0
a,d>0 d|m
(o]
m>—:>md Z ak—l_ Z amd(f)eZmamz
ad=n m=0
a,d>0
o .
am:»—>m Z Z le_l . a%(f)Emez
ad=n m=0 !
a,d>0 a|m

Hiermit ist fiir alle n € IN die behauptete Fourier-Entwicklung von f|,T, nachgewiesen. Dass
Hecke-Operatoren Spitzenformen auf Spitzenformen abbilden, ergibt sich nun aus dem Spezi-
alfall

ao(f1xTn) = or—1(n)ao(f) =0
und Korollar 4.21. O

4.4 Hecke-Eigenformen

Definition 4.24. Sei k € 7. Eine Modulform 0 # f € My heifst eine (simultane) Hecke-Eigenform,
wenn es fiir jeden Hecke-Operator T mit © € #g(SLa(Z), M) ein Ap(f) € C mit

Tof = Ao (f)f
gibt.

Nach Korollar 4.21 gentigt es, die definierende Eigenschaft einer Hecke-Eigenform fiir alle ® =
D (n) mit n € IN nachzuweisen. Fiir eine Hecke-Eigenform f € M und ein n € IN heifit der
Eigenwert

An(f) = Aoy (f)

zum n-ten Hecke-Operator der n-te Hecke-Eigenwert von f. Aus Satz 4.23 folgt durch Koeffi-
zientenvergleich zwischen den Fourier-Entwicklungen von f und f|; T, sofort:

Lemma 4.25. Fiir alle k € Z,n € WN und jede Hecke-Eigenform f(z) = Y om—oam(f)g" € My mit
Hecke-Eigenwerten A, (f) fiirn € IN gilt

M(Ham(f) = Y, dlam(f) fiir allgemeines m € Z>o,

42
d|ggT(mn)
d>0



4.4. Hecke-Eigenformen 102

Au(flar(f) = an(f) fiirm = 1.

Insbesondere gilt die sogenannte Multiplizitit-Eins-Eigenschaft: Die Dimension des (simultanen) Ei-
genraums der Hecke-Operatoren T, mit n € N zu den respektiven Eigenwerten Ay (f) ist genau 1.

Lemma 4.25 bedingt unmittelbar, dass sich die in Korollar 4.19 hergeleitete Rechenregel in
der Hecke-Algebra im Wesentlichen auf die Fourier-Koeffizienten einer gegebenen Hecke-
Eigenform Rechenregeln tibertrdgt. Genauer gilt:

Satz 4.26. Fiir k € Z und ein nichtkonstantes f(z) = Y p_o am(f)q™ € My sind die folgenden beiden
Aussagen dquivalent:

(i)  f ist eine Hecke-Eigenform.

(i) Esistai(f) # 0 und es gilt
an(f)an(f) =ar(f)- Y dk_la%(f) fiirallem € Ziso,n € Z>,  (4.10)

d|ggT(m,n)

mit den Spezialfiillen

an(f)an(f) = ar1(f) - amn(f) fitrm,n € N mit ggT(m,n) =1,
iy (P (F) = a1(f) - (ay () + a1 (F)) e p privs und €N

Beweis. Gilt Aussage (i), so auch (4.10) nach Lemma 4.25. Wire nun 41 (f) = 0, so folgte wieder
mit dem Lemma
a,(f) =0 furallen € Z>

und also f € C, was im Widerspruch zu unseren Voraussetzungen steht. Es gilt daher a; (f) # 0
und somit insgesamt Aussage (ii).

Gelte umgekehrt Aussage (ii). Summieren wir Gleichung (4.10) fiir ein beliebiges aber festes
n € Z> tber alle m € Z>( auf, so folgt mit der aus Satz 4.23 bekannten Fourier-Entwicklung
von f|xT, die Identitat

a1(f) - flxTn = an(f) - f-

Dividieren wir diese durch a1 (f) # 0, so erhalten wir, dass f eine Hecke-Eigenform mit Hecke-
Eigenwerten
_ an(f)

M=

ist, also Aussage (i). O

furallen € N

Beispiel 4.27. Fiir jedes gerade k > 4 ist die Eisenstein-Reihe Ex € My eine Hecke-Eigenform mit
Hecke-Eigenwerten A, (Ey) = o0x_1(n) fiirallen € N,

denn: Wir zeigen die Behauptung zuniichst fiir n = p prim. Hier gilt fiir alle m € Z>

423 | apm(Eg) fiir p{m,
am(ErlTy) = _ .
(T {apm<fsk>+pk lay (E) firp| m
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o) _2371; - Ox—1(pm) fiir p £ m,
=3 =% (o (pm) +p*lo 1 (%)) firp | m >0,
i (p) fiir p | m = 0.

Mit der (elementar nachweisbaren) schwachen Multiplikativitit
Ok—1(m)ox_1(n) = ox_1(mn)  fiir m,n € N mit ggT(m,n) =1,

der (k — 1)-ten Teilersummenfunktion ergibt sich

?; 0k—1(p) - ox—1(m) fiirp{m,
an(Exli Typ) = =5 (@ (prr )+ p o (pr ) Oe-1(tm) filrp [ m >0,
0k-1(p) fiirp | m = 0.
(i1 (p) - (— 3 - oa(m)) fiirptm,
- g(ﬁg> P L g P D) oy () fiirp [ m >0,
(Tk-1(p) -1 fiir p [ m = 0.
(0 1(p) - (=% - o a(m)) fiir ptm,
= 2k O 1(;9) T (pr™) - o 1(;7 ) fiirp | m >0,
Uk—l(P) -1 fiir p | m=0.

) 1 (p) - am(Ep).

Insgesamt erhalten wir

Ex[xTy = ox—1(p) - Ex
und haben somit die Behauptung im Fall n = p prim bewiesen. Mit Korollar 4.19 sieht man nun schnell
ein, dass Ey dann auch fiir alle n € IN Eigenform des n-ten Hecke-Operators und nach Korollar 4.21

also Hecke-Eigenform ist. Der jeweilige n-te Hecke-Eigenwert ergibt sich aus der Formel fiir ao(Ex|xT,)
in Satz 4.23. #

Vorsicht: Wegen a1(E;) = —ZB—’; # 1 sind die (normierten) Eisenstein-Reihen Ej keine normierten
Hecke-Eigenformen, die jeweiligen Normierungsbegriffe unterscheiden sich also!

Beispiel 4.28. Die Diskriminante A(z) = Y ,»_, T(m)q™ € Syp ist eine Hecke-Eigenform mit Hecke-
Eigenwerten A, (A) = t(n) fiir alle n € IN. Ihre Fourier-Koeffizienten geniigen den Rechenregeln

T(m)t(n) = t(mn) fiirm,n € N mit ggT(m,n) =1,
T(p)T(p) = (P + () fiir p prim und r € N,
denn: Nach Satz 4.23 gilt A|12T,, € Sy fiir alle n € N und nach der Dimensionsformel 3.10 und Teil
(b) von Proposition 3.9 gilt dimg S1p = 1. Folglich besitzt A fiir jedes n € IN einen Hecke-Eigenwert

Au(A) € C und ist daher eine Hecke-Eigenform. Nach Proposition 3.8 gilt zudem t(1) = 1 und nach
Lemma 4.25 also A,,(A) = T(n). Die Rechenregeln ergeben sich unmittelbar aus Satz 4.26. #
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Dieses Beispiel war der Ursprung fiir die Entwicklung der Hecke-Operatoren durch MORDELL* im
Jahr 1920, der damit insbesondere die von Ramanujan vermutete schwache Multiplikativitit der T-
Funktion nachwies. Aber erst Hecke erkannte in den 1930er-Jahren die universelle Bedeutung dieser
Konstruktion.

Nach Satz 4.26 gilt fiir eine nichtkonstante Hecke-Eigenform f(z) = Y.5._ am(f)q™ € M; stets
a1(f) # 0, so dass wir statt f auch a;(f)~! - f betrachten kénnen. Fiir diese Funktion gelten
analog zur Diskriminante in Beispiel 4.28 noch etwas schonere Rechenregeln fiir die Fourier-
Koeffizienten. Wir fithren daher die folgende Sprechweise ein:

Definition 4.29. Sei k € Z. Eine Hecke-Eigenform f(z) = Y jo_o am(f)q™ € My mit a1(f) = 1 heifdt
eine normierte Hecke-Eigenform.

Satz 4.30. Fiir alle k € 7 ist die Einschrinkung eines beliebigen Hecke-Operators Tp mit © €
I (SLa(Z), M) auf S selbstadjungiert beziiglich des Petersson-Skalarprodukts; es gilt also

(flkTo | &) = (f | 8lkTo) fiiralle f,g € Sy.

Beweis. Nach Korollar 4.21 geniigt es, den Satz fiir die n-ten Hecke-Operatoren zu beweisen.
Normalerweise untersucht man dafiir zunédchst den Spezialfall n = p prim, indem man das
Skalarprodukt tiber einer geeigneten Kongruenzuntergruppe auswertet, und nutzt dann den
durch Korollar 4.19 induzierten Zusammenhang zwischen den Hecke-Operatoren aus, um ite-
rativ die allgemeine Behauptung zu beweisen. Ein alternativer Beweis ergibt sich jedoch un-
mittelbar aus den uns bereits bekannten Resultaten zu Poincaré-Reihen:

Nach Korollar 3.17 gentigt es sogar,
<f|an | Pm,k> = <f | Pm,k’an> fur allem € N
zu zeigen. Tatsdchlich gilt fiir die linke Seite der Behauptung

T Pu) ™2 2 (T

123 (k—2)! k-1
e @ au (f)
=y
(47zm) d|ggT (m,n) -
a>0

und fiir die rechte Seite

k—1
CIPhT) 2 8 (5) 1 | Pyl

d|ggT(m,n)
d>0
3.16 n\ ! (k—2)!
= Fl (4nm)k—1”§%‘ (f)
d|ggT(m,n) d2
a>0

43Louis Joel Mordell (1888-1972)
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(k—2)! k—1
- k=2t ().
=Y
Amm) = T
a>0

O

Korollar 4.31. Seien k € Z, f € Sy eine Hecke-Eigenform und Ty € #g(SLa(Z), M). Dann ist der
Hecke-Eigenwert Ao (f) eine reelle Zahl.

Beweis. Da das Petersson-Skalarprodukt eine hermitesche Bilinearform ist, gilt

M) Af L) = (Ao(f)-F1 F) = (flkTo | f)
LF | fTo) = (f [ Ao (f) - f) = Ao (f) - {F | f)-

Das Korollar folgt nun mit der positiven Definitheit des Petersson-Skalarprodukts und f #
0. O

Korollar 4.32. Sei k € Z und seien f,g € Sy zwei normierte Hecke-Eigenformen. Dann gilt
f#g = {flg=0
Beweis. Wegen der Normiertheit von f und g gilt
flsTy =an(f)-f und giTy =a,(g)-g firallen e N

und somit

an(f) - (f18) = (FIkTu | &) 2 (F | glkT) = an(8) - (F 1 &) = au(g) - (f ] 2.
Aus (f | g) # 0 folgt somit a,(f) = a,(g) firr allen € IN und also f = g.

Umgekehrt folgt fiir f = g wegen der positiven Definitheit des Petersson-Skalarprodukts un-
mittelbar (f | g) = (f | f) > 0. O

Wir konnen aus Satz 4.30 noch ein weiteres Korollar ziehen, leiten uns vorher aber noch ein
Ergebnis aus der Linearen Algebra iiber selbstadjungierte Operatoren her.

Lemma 4.33. Sei V ein endlichdimensionaler komplexer Hilbertraum mit Skalarprodukt (- | -) und sei
{T(i) }ic| eine Familie miteinander kommutierender selbstadjungierter Operatoren auf V. Dann besitzt
V eine Orthogonalbasis aus gemeinsamen Eigenvektoren aller T (i) miti € I.

Beweis. Wegen dim¢ V' < oo gilt auch dimpg End¢ (V) < co. Die Operatoren T(i) miti € I er-
zeugen daher einen endlichdimensionalen R-Untervektorraum von End¢(V), so dass es ohne
Einschrankung geniigt, das Lemma fiir eine endliche Menge {T(1),..., T(r)} von Operatoren
Zu zeigen.

In V gibt es einen gemeinsamen (nichttrivialen) Eigenvektor der T(i) miti € {1,...,r}, [=]

denn: Wir zeigen die Behauptung per Induktion nach r. Da selbstadjungierte Operatoren nor-
mal sind, folgt die Behauptung fiir » = 1 aus dem Spektralsatz fiir normale Endomorphismen [s]d45
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aus der Linearen Algebra. Das ist der Induktionsanfang. Sei also nun r > 2 und gelte die Be-
hauptung fiir r — 1. Sei weiter A ein Eigenwert von T(1) mit zugehorigem Eigenraum

Vyi={veV|TQ)v=A-v}.
Nach Voraussetzung gilt T(i)T(1) = T(1)T(i) furallei € {2,...,r} und insbesondere
T(i)Vy C V), furalleie {2,...,r}.

Nach Induktionsvoraussetzung besitzt nun V) einen gemeinsamen (nichttrivialen) Eigenvek-
tor der T(i) miti € {2,...,r}. Die Behauptung folgt, da dieser nach Definition von V) auch ein
Eigenvektor von T(1) ist. #

Wir zeigen nun das Lemma per Induktion nach dim¢ V. Fiir dim¢ V' = 1 ist die Aussage klar;
sei also dim¢ V > 2. Wir schreiben

V = Cov @ (Co)t fiir einen gemeinsamen Eigenvektor v von T(i) miti € {1,...,r}.

Da die T(i) selbstadjungiert sind und Cv fixieren, lassen sie auch (Cv)* invariant. Nach Induk-
tionsvoraussetzung besitzt (Cv)~* bereits eine Orthogonalbasis aus gemeinsamen Eigenvekto-
ren aller T(i) miti € {1,...,r}. Hieraus folgt die Behauptung. O

Korollar 4.34. Sei k € 7. Dann besitzt Sy eine Orthogonalbasis aus Hecke-Eigenformen. Diese ist bis
auf Permutation und Multiplikation mit Skalaren aus C* eindeutig bestimmt.

Beweis. Die Existenz einer Orthogonalbasis aus gemeinsamen Eigenformen folgt unmittelbar
aus Lemma 4.33 mit V = Sy und {T(i) };c; = {T}nen. Die Eindeutigkeitsaussage folgt mit
Korollar 4.32. O

4.5 Algebraizitat der Fourier-Koeffizienten normierter Hecke-Eigenformen

In diesem Abschnitt wollen wir die Hecke-Theorie benutzen, um Algebraizititsaussagen tiber
die Fourier-Koeffizienten normierter Hecke-Eigenformen herzuleiten. Um dies tun zu kénnen,
miissen wir den Raum der holomorphen Modulformen mit einer zusatzlichen Q-Struktur ver-
sehen.

Definition 4.35. Fiir k € Z beliebig seien

M,? ={f(z) = éan(f)q” € My | an(f) € Qfiirallen > 0},
S]? ={f(z) = i an(f)q" € Sk | an(f) € Q fiirallen > 1}.

3
Il
—_

Offensichtlich tragen M,? und S,? jeweils die Struktur eines Q-Vektorraums.

Der Struktursatz 3.12 fiir holomorphe Modulformen ist mit dieser neuen Struktur vertréaglich:
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Proposition 4.36. Sei k € Z. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) M,? = {0} fiir k < 0, k = 2 oder k ungerade.
(b) M,‘? = QE; & S,? fiir k > 4 gerade.
© M2 MPCM,  firk(eZ
(d) Die Abbildung f — f - A ist ein Q-Vektorraumisomorphismus von M,?flz nach S,?.
© M2= €D QE{E! firk>0gerade.
«,BEN
4a+6p=k

(f) dimgM = dime¢M; und dimg S = dimg Sx.

Beweis. Behauptung (a) folgt wegen M,? C My sofort aus den Propositionen 2.15 und 3.9.

Zum Beweis von Behauptung (b) stellen wir zunéchst fest, dass nach Bemerkung 3.7 fiir jedes
gerade k > 4 die Eisensteinreihe Ej in M;? liegt. Da Ej nach Definition konstanten Fourier-
Koeffizienten 1 hat, folgt die Behauptung wie im Beweis von Proposition 3.9.

Behauptung (c) ergibt sich unmittelbar aus Proposition 2.14, da das Produkt zweier Fourier-
Entwicklungen mit rationalen Koeffizienten wieder rationale Koeffizienten hat.

Behauptung (d) folgt unter Beachtung von Aussage (c) und der in Ubungsaufgabe 3.2 gezeigten
Ganzzahligkeit der Fourier-Koeffizienten von A unmittelbar mit Proposition 3.9.

Zum Beweis von Behauptung (e) stellen wir zunéchst fest, dass die Summe auf der rechte Seite
tatsachlich direkt ist, da aus C-linearer Unabhéngigkeit sofort Q-lineare Unabhangigkeit folgt.
Der Rest der Behauptung folgt genau wie im Beweis der Struktursatzes 3.12 fiir holomorphe
Modulformen, wenn wir E; € Mig, E¢ € M(6Q und Aussagen (c) und (d) berticksichtigen.

Schliefslich ergibt sich Behauptung (f) unmittelbar im Vergleich der Aussagen (d) und (e) mit
Proposition 3.9 und dem Struktursatz 3.12. O

Diese Vertraglichkeit gilt auch fiir Satz 4.23 tiber Hecke-Operatoren:

Proposition 4.37. Fiir jedes k € Z. ist die Abbildung

Ho(SLo(Z), M) — End(MP),
D = (f = flkTo)

ein Q-Algebrenhomomorphismus. Dabei bildet jeder Hecke-Operator Spitzenformen auf Spitzenformen
ab.

Beweis. Aus der Formel fiir die Fourier-Koeffizienten der Bilder unter den n-ten Hecke-
Operatoren in Satz 4.23 ergibt sich unmittelbar

feMg = fiT, e M2 fiir alle n € IN
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Da nach Korollar 4.21 die rationale Hecke-Algebra von den Elementen © (1) erzeugt wird, folgt
feMd = fliTo e MY fiir alle ® € 4 (SLa(Z), M).

Damit folgt die Proposition aus Satz 4.23. O

Aus Proposition 4.37 ergibt sich unmittelbar, dass sich jedem Hecke-Operator eine rationale
Darstellungsmatrix zuordnen lasst:

Korollar 4.38. Sei k € 7Z, sei d := dim Sy und sei eine Q-Basis von SI? gegeben. Dann gibt es einen
Q-Algebrenhomomorphismus
¢ : Ho(SLa(Z), M) — Q7

der jedem ® € 4 (SLa(Z), M) die Abbildungsmatrix My € Q%7 des zugehorigen Operators To
beziiglich dieser Basis zuordnet.

Hieraus folgt eine Algebraizititsaussage fiir Hecke-Eigenwerte:

Korollar 4.39. Sei k € 7, sei d := dim Sy und sei f € Sy eine Hecke-Eigenform. Seien weiter ® &
H5(SLa(Z), M) und Ao (f) der Eigenwert von f beziiglich Ty. Dann gilt fiir den Erweiterungskorper

QAo (f))
QCQAo(f) CR und [Q(Ao(f)): Q] <d.

Beweis. Sei® € #q(SLy(Z), M) beliebig. Wir wiahlen eine Q-Basis von SI? und betrachten die
nach Korollar 4.38 zu D gehorige Abbildungsmatrix Mp € Q?* von Ty beziiglich dieser Basis.
Das charakteristische Polynom charpoly(Mg) € Q[X] von My hat Grad d. Nach Konstruktion
ist Ap(f) eine Nullstelle von charpoly(Myp), so dass sein Minimalpolynom minpoly (Ao (f))
als Teiler von charpoly(Mp) die Abschitzung

deg(minpoly(Ap(f))) < deg(charpoly(Mp)) = d

erfiillt. Das Korollar folgt, da das charakteristische Polynom charpoly(Mp ) nach Korollar 4.31
tiber R in Linearfaktoren zerfallt. O
Fiir normierte Hecke-Eigenformen in Sy folgt nun eine (deutlich tiefere) Algebraizitdtsaussage

iiber die Fourier-Koeffizienten:

Satz 4.40. Sei k € Z und sei f(z) = Y ;o1 am(f)q"™ € Sy eine normierte Hecke-Eigenform. Dann
gelten die folgenden Aussagen:

(a) Fiiralle n € N ist der Fourier-Koeffizient a, ( f) algebraisch iiber Q.
(b) QCQ(an(f)|neN)CR und [Q(an(f)|neN):Q] <dimS.

Beweis. Fiir eine Hecke-Eigenform f € Sy ist die Abbildung

| (SLa(Z), M) — Q,
AR — Ao(f)
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ein Q-Algebrenhomomorphismus,

denn: Nach Korollar 4.39 nimmt ¢y tatsichlich Werte in Q an. Die Behauptung folgt nun mit
Korollar 4.21 und da fiir alle m,n € INund alle 7, s € Q offensichtlich die Rechenregeln

(rTn + To) f = rTuf + STuf = rAn(f)f + sA(f)f = (rAm(f) +5Aa(f)) f,
(TuTa) f = Aa(F)Tuf = (Am(F)An(f)) f

gelten. #

Mit den Hecke-Eigenwerten A, (f) fiir alle n € IN ist Q(A,(f) | n € IN) offensichtlich ein
Teilkorper des Quotientenkorpers K := Quot(Bild(¢¢)). Weiter gilt

[QAu(f) |neN): Q] < [K: Q] <dimS,=:4,

denn: Betrachten wir eine beliebige (d + 1)-elementige Teilmenge

{7’1,...,7’d+1} = {ﬂ//@} g K.
q1 Ja+1

Dann existieren Urbilder

D = Z a,0(n), ..., g1 = Z a,D(n) von pi, ..., Pd+1,
nel nelyq

D1=) a,0(n), ..., Dgp1= ), a,D(n) von g1, - - -, gis1
nefl Tlefd+l

unter ¢ mit endlichen, nicht notwendig disjunkten Indexmengen I, ..., I, 1, L,..., I, CN.
Setzen wir

d+1 d+1
I:= U Ii U U Ti,
i=1 i=1

so ist die endliche Korpererweiterung Q(A,(f) | n € I) von Q in K enthalten, und da Erwei-
terungen von Korpern der Charakteristik 0 stets separabel sind, gibt es nach dem Satz vom
primitiven Elementaus der Algebra einr € Q(A,(f) | n € I) mit

Q(r) = Q(Au(f) |neI) CK.

Fiir ein beliebiges Urbild © € /74 (SL2(Z), M) von r unter ¢ gilt nunr = ¢¢(D) = Ap(f) und
nach Korollar 4.39 somit

[Q(r1,- - ra41) - Q) < [Q(f) [m € 1) : Q] = [Q(r) : Q] = [Q(Ao(f)) : Q] < d.

Es folgt, dass jede beliebige (d + 1)-elementige Teilmenge von K tiber Q linear abhangig ist und
somit die Behauptung. #

Der Satz folgt nun, da Bild(¢s) wegen Korollar 4.31 in den reellen Zahlen enthalten ist und
fiir alle n € IN die Hecke-Eigenwerte A, (f) der normierten Hecke-Eigenform f € Sy mit den
Fourier-Koeffizienten a, ( f) tibereinstimmen. O
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4.6 Ubungsaufgaben

Aufgabe 4.1. Zeigen Sie, dass (GLy(Z), GLa(R)) kein Hecke-Paar ist.

Aufgabe 4.2. In der Herleitung von Satz 4.11 haben wir Hecke-Paare (R, S) studiert, in denen fiir alle
s € S die Anzahl der R-Rechts- und R-Linksnebenklassen in RsR iibereinstimmt. Zeigen Sie, dass diese
Voraussetzung fiir

(®,5) = (1), 6La@)) = ({5 }) 1mezp((§ ;) c @ ad20))

nicht erfiillt ist.

Aufgabe 4.3. Zeigen Sie, dass die Menge

{M;M | M; = <a b) mit ad = n,d > 0,b mod (d) und

0 d
M = <j'; g) mit (v,6) € 72,g¢T(v,0) =1, (w, B) € Z* fix mit a8 — By = 1}

ein Vertretersystem von SLy(Z)« in IM" ist.
Hinweis: Gehen Sie vor wie im Beweis von Lemma 4.3.

Aufgabe 4.4. (a) Zeigen Sie, dass die Fourier-Koeffizienten der Spitzenform
(Ee-A)(z) = q—528¢> —4.2844° + O(q*) = Y anq" € Sis
n=1

die (schwache) Multiplikativititseigenschaft
Aply = Apy  fiir alle n,m € N mit ggT(n,m) =1
erfiillen.
(b) Zeigen Sie, dass durch die Spitzenformen

f(z):==(E2-A)(z) = g —1.032g> +245.1964°> —22.072.6404* +O(g°)
f(z) :== A?(z2) = 7 — 4843 +1.0804* +O(q°)

eine Basis des C-Vektorraums Sy4 gegeben ist. Bestimmen Sie beziiglich dieser Basis die Darstel-
lungsmatrix des Hecke-Operators T, auf Soq.

Aufgabe 4.5. Seien k € Z und f(z) = Y ,_1an(f)q" € Sk eine normierte Hecke-Eigenform. Wir
geben in dieser Aufgabe eine geometrische Beschreibung fiir die Folge von (reellen) Fourier-Koeffizienten
(ap (f))rew mit p prim an und leiten daraus her, dass diese Folge sowohl unendlich viele positive als
auch unendlich viele negative Glieder enthilt. Eine ausfiihrlichere Version dieses Resultats wurde 2014
von KOHNEN* und MARTIN® verdffentlicht.

Zeigen Sie also fiir eine fest gegebene Primzahl p die folgenden Aussagen:

“Winfried Kohnen *1953
#5Yves Leopoldo Martin Gonzalez * ?
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(a)

(b)

()

(e)

Es gibt ein eindeutig bestimmtes 6, € [0, 7r| mit

ap(f) = 2pk7Tl cosO, und a,(f) # Zp%fﬁralle 0, ¢ {0, 7}

Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis die (nichttriviale) Abschitzung

lap(f)? < 4p*

benutzen, die DELIGNE*® 1974 als Nebenprodukt seines Beweises des WEIL-Vermutungen®” her-

leitete.
()= () ()

Fiir 6, ¢ {0, 7t} gilt

Es gilt

ap(f))_ 1 ATFL AN _ap(f) £ fap(f)? —4pt!
(”;Wf)) _7\1—)&2'< l)q—)é ) fiir Az = 5 '

Hinweis: Bringen Sie die Matrix A aus Teil (b) in Diagonalgestalt, um A"~! besser berechnen zu
konnen.
Fiir 6, & {0, it} gilt

sin((r+1)-6,)
sin 6,

ay(f)=p"7 fiir alle r € IN.

Hinweis: Driicken Sie Ay /o in Termen von 0, aus.

Fiir 0, ¢ 27 - Q enthiilt die Folge (a, (f))ren sowohl unendlich viele positive als auch unendlich
viele negative Glieder.

46Pjerre Deligne *1944
47 André Weil (1906-1998)



KAPITEL 5

Der Eichler-Shimura-lIsomorphismus auf der vollen Modulgruppe

In diesem Kapitel finden wir eine algebraische Beschreibung fiir den Raum der Spitzenformen
Si: In Abschnitt 5.1 studieren eine explizit gegebene Darstellungen der Gruppe GL,(R) und da-
mit auch ihrer Untergruppe SL,(Z). In Abschnitt 5.2 fithren wir das SHIMURA-Produkt*® auf
Differentialformen ein und stellen einen Zusammenhang zum Petersson-Skalarprodukt her. In
Abschnitt 5.3 fithren wir schliefilich tiber die Darstellung aus Abschnitt 5.1 definierte Untervek-
torraume U, V C R¥! ein und zeigen, dass die noch zu definierende Periodenabbildung einen
Isomorphismus zwischen S und V /U definiert, den EICHLER-Shimura-Isomorphismus.*’

5.1 Die Polynomdarstellung

Sei in diesem Kapitel stets P,,(R) C R[X, Y] der R-Untervektorraum der homogenen Polyno-
me von Grad w € IN. Eine Basis von P, (R) ist offensichtlich durch die Monome

{yw, xyv1,. .., xv 1y, x"}

gegeben; insbesondere gilt dimpg P, (R) = w + 1.

Wir definieren

(X,Y) M= (X,Y) - <Z Z) = (aX +cY,bX +dY) fir M = (‘Z Z) € GLy(R) beliebig
und damit Abbildungen
[PL(R)  — Pu(R), o [Pu(R) = PL(R),
(M) : {P(X,Y) — P((X,Y) - M) und  F*(M): {P(X,Y) = P((X,Y) - 'M).

48Goro Shimura (1930-2019)
49Martin Maximilian Emil Eichler (1912-1992)

112
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Lemma 5.1. Durch die Zuordnung

p. |GL®) —GLPW(R), , = .. [GLa(R) - GL(Pu(R)),
M — P(M) ' M — P*(M)

ist ein Gruppenhomomorphismus bzw. -antihomomorphismus gegeben, die Polynomdarstellung bzw.
Polynomantidarstellung von GL,(R).>

Beweis. Wir beweisen das Lemma nur fiir die Zuordnung IP; die Behauptung fiir P* zeigt man
genauso, wenn man berticksichtigt, dass sich beim Transponieren eines Produktes von Matri-
zen deren Reihenfolge umkehrt.

Zunichst gilt P(M) € End(P,,(R)) fiir alle M € GLy(R),

denn: Offensichtlich ist P(M) wohldefiniert. Da zudem fiir alle P;, P, € P, (R) und alle A1, A, €
R

P(M)(AMPy + A2P)(X,Y) = (M P+ AaP) ((X,Y) - M)
= MP((X,Y)- M)+ P ((X,Y) - M)
= MP(M)(P(X,Y)) + A P(M)(P(X,Y))

gilt, ist P(M) auch linear. #
Weiter gilt fiir alle M, M € GLy(R) und alle P € P,,(R)

Hieraus folgt P(M) € GL(P,(R)) fiir alle M € GL,(R) und die Homomorphie, so dass das
Lemma folgt. O

Fiir ein beliebiges M € GL;(RR) definieren wir nun die Matrix 77(M) € GL,,+1(R) durch

XwY0 P*(M)(X"Y°)
Xw—lyl P* (M)(Xw—lyl)

(M) - : = : . (5.1)
X0y P (M)(XOY™)

50Ganz allgemein ist eine Darstellung bzw. Antidarstellung einer Gruppe (G, ) auf einem Vektorraum V ein
Homomorphismus bzw. Antihomomorphismus ¢ : G — GL(V), also eine Abbildung ¢ : G — GL(V) mit

o(gxh) =o(g)oa(h) o(gxh)=0o(h)oo(g) fiiralleg heG.



5.1. Die Polynomdarstellung

Lemma 5.2. Durch die Zuordnung

o GL;(R) — GLu+1(R),
M — 71(M)

ist ein Gruppenhomomorphismus gegeben, die Matrixdarstellung von GLy(R).

Beweis. Die Wohldefiniertheit von 7t gilt nach Konstruktion, so dass es zum Beweis des Lem-

mas ausreicht zu zeigen, dass 7 ein Gruppenhomomorphismus ist. Seien dafiir

beliebig. Dann gilt

xvy? P*(MM)(X"Y?)
_ walyl P* (MM)(walyl>
n(MM) - : = :
X0y P (MIT)(XOYW)
((ait + b&)X + (ab +bd)Y)"  ((cd+d&)X + (cb + dd)Y)°
_ ((ad + b&)X + (ab + bd)Y)" " ((cit + d&) X + (cb + dd)Y)"
((adt 4 b&)X + (ab + bd)Y)° | ((cd +de)X + (cb+dd)Y)"
(a(@X +BY) + b(eX +dY))"  (c(aX +bY) +d(eX +dY))"
_ | (a(@x +bY) +b(eX + YN (e(@X +bY) +d(EX +dY))'
(a(@X +bY) +b(EX+dY))°  (c(aX +bY) +d(EX +dY))"
(@X +bY)V  (EX +dY)°
i w—1/(x 1
. ( (@X + BY)¥ 1 (eX + dY)
(GX+BY) (X 4 dY)
xwy?
_ walyl
= (M)m(M) :
XO0yw
Das Lemma folgt.

Offensichtlich ist die Koordinatenabbildung

c. P, (R) — RWH,
\P(XY) = T aw- i XYY = C(P) := “(aw,...,a0)
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ein Isomorphismus von R-Vektorraumen. Im Spezialfall

P(5152 ZSW ]]XW ]Y] fiirsy,so € R

gilt
t w w
C(s1,82) = C(Ps,,) (X, Y)) = (57 59, ...,5%%). (5.2)
Lemma 5.3. Der R-Vektorraum P, (R) hat eine Basis aus Polynomen der Form Pis, 1) mit s1,87 € R.

Beweis. Da C ein Isomorphismus von R-Vektorrdumen ist, konnen wir zum Beweis des Lem-
mas dquivalent auch zeigen, dass es in R¥*! eine Basis aus Vektoren der Form C(s1,s;) mit

s1,52 € R gibt. Das ist aber der Fall, denn fiir paarweise verschiedene Werte Sgo)’ eeey sgw) ist

<C(1, sy, .. .,c<1,sgw>>)

eine Vandermonde-Matrix und hat nach Aufgabe 1 von Ubungsblatt 1 aus der Algebraischen
Zahlentheorie vollen Rang. O

Proposition 5.4. Es gilt
C(P(M)P) = (M) -C(P) fiiralle M € GLp(R), P € P, (R).

Beweis. Wegen Lemma 5.3 und der Linearitit der Abbildungen C, t(M) und P(M) fiir alle
M € GL,(R) reicht es aus, den Beweis fiir P = P(s, s,) mit s1,s2 € R zu fiihren.

Wir definieren nun durch
L(X"IYT) = <‘;V) _lXW*fo fir allej € {0,...,w}
eine lineare Abbildung L : P,,(R) — P, (R). Dann gilt
Pl s (X, Y) = L((s1X+sY)¥) = L((<51,52> ‘X, Y))W) fiir s;,s» € R, (5.3)

denn: Nach dem binomischen Lehrsatz und der Definition von L gilt

L((s1X +s2Y)" (i < ) 51 X)" 7 (s2Y)))
¢

) sl L(x" Yl

i
)

()

= P(sl,sz) (X, Y)
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und somit die Behauptung. #

Fiir eine beliebige Matrix

c d
gilt nun
P(M)(Ps,5,)) (X, Y) = P, 5, (aX + Y, bX +dY)
63 L< s1(aX +cY) +s(bX + dY)) )
L( s1a 4 s2b) X + (s1¢ 4+ s2d)Y ) > (5.4)
L( s1,5)'M (X, Y)) )
(53)
= P(S1,Sz)tM(X/Y)'
Hieraus folgt

(64
C(]P(M)(P(sl,SZ))(X,Y)) C(Pps,5)m(X,Y))
(P (as1+Dbsy,c51+dsy) (X, Y))

G2 t( (asy + bsy)" (cs1 +ds2)°, ..., (as + bsy)?(csy + dsy)")

— t(]P*(M)(s‘{ng) P (M)( 5152))

= (M) - (51 89, .- :5?52)

= (M) - C(P (s1,5) (X, Y))
und somit die Proposition. O
Satz 5.5. Fiir jedes gerade w existiert eine eindeutig bestimmte symmetrische Bilinearform [- | -] auf
Py (R) mit

[ (51,5) | Pt1 ] = (Sltz —Sztl)w fiiralle s1,52,t1,t2 € R.

Beweis. Fiir eine beliebige Matrix D = (d;;)}_ € RWHDX(wWHD) oi]t

w

(s“,...,1)-D-f(tv,...,1) = Y dijsw_itw_f fur alles, t € R.
i,j=0
Es gibt daher genau eine solche Matrix mit
(s“,...,1)-D-"(t",...,1) = (s— ) fiiralles,t € R (5.5)

und deren Eintrége d;; sind samtlich ganzzahlig. Wir setzen nun

[P|Q]:='C(P)-D-C(Q) fiiralle P,Q € P,(R)
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und nennen D die Darstellungsmatrix von [- | -]. Aufgrund der Linearitdt von C ist [- | -] eine

Bilinearform auf P,,(R). Die Symmetrie von D und somit auch die von [- | -] folgt mit
(s*,...,1)-D-'t,...,1) 2D (s - v
w ggade (t _ S)W
©5)

(t,...,1)-D-(s",...,1)
=(s",...,1)-'D-"(#,...,1).

Es verbleibt nachzuweisen, dass [- | -] die im Satz verlangte Eigenschaft erfullt und mit dieser

eindeutig bestimmt ist. Dafiir ersetzen wir in (5.5) die Variablen s, t durch 2, it mit sy, sy, t1, 2 €

R und multiplizieren die Gleichung anschliefend mit (s, tp )51

sy’ t
So erhalten wir

(s%s,...,89%) - D - t(t‘{vtg,...,t(l)tév) = (s1tp — spf)"  furalle sy, sy, ty,t2 € R (5.6)
und daher auch

t
[Pevsn) | Pl | = 'C(Prsy ) D - C(Py 1)

= (5753, stsy) D (HA, . HEY)
0 (51t — sat1)";
die Eindeutigkeit folgt schliefflich mit der Eindeutigkeit von D. O
Korollar 5.6. Sei w gerade. Dann erfiillt die eindeutig bestimmte Bilinearform [- | -] aus Satz 5.5 die

Invarianzeigenschaft

[P(M)(P) | P(M)(Q)] =[P | Q] fiiralleP,Q € Py (R)und M € SLy(R).
Beweis. Mit derselben Argumentation wie im Beweis von Proposition 5.4 reicht es aus, den
Beweis fiir P = Pis, ) und Q = Py, 1,y mit sy, 82,11, 12 € R zu fiihren.

Fiir eine beliebige Matrix
a b
M = <c d) € SLr(R)

schreiben wir

(s1,85) := (s1,82) - ! (asq + bsy, s +dsy),

M=
(£, t5) := (t1,t2) - 'M = (aty + bty, cty +dto).
Dann gilt

[POM) (P ) | POM) (P )] 2 [Py | Py

5IDieses Vorgehen ist natiirlich strenggenommen nur fiir s, # 0 # t, erlaubt, lasst sich aber problemlos stetig in
die Ausnahmefélle fortsetzen.
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Q1
&1

1t — 851"

asy + bsy) (cty +dty) — (cs1 + dsy) (aty + bta))"
(ad — bc) (s1t2 — s2t1))”

2(R)

= (s
((
(

IIr

(s1t2 — sotp)"

|:P(51r52) | P(tlrtZ)]

o
o

und somit das Korollar. O

Korollar 5.7. Sei w gerade. Die Darstellungsmatrix D der eindeutig bestimmten Bilinearform [- | -]
aus Satz 5.5 erfiillt

‘(M) -D - t(M) = D fiiralle M € SLy(R).

Beweis. Fiir alle P, Q € P,,(R) und alle M € SL,(R) gilt

‘C(P)-D-C(Q) =[P Q]

26[ P(M)(P) | P(M)(Q)]
= 'C(P(M)(P)) -D- C(P(M)(Q))
Z (m(M)-C(P)) D (n(M) - C(Q))
= 'C(P)-('n(M)-D - m(M)) - C(Q)
und also das Korollar. OJ

5.2 Das Shimura-Produkt

In diesem Abschnitt fithren wir mit dem Shimura-Produkt ein Werkzeug zur Untersuchung
von Differentialformen auf der oberen Halbebene H ein. An die dafiir benétigten Grundlagen
zu Differentialformen erinnern wir nur kurz und auf die Erfordernisse des uns interessierenden
Spezialfalls reduziert.

Wir nennen im Weiteren
{f(z)dz | f : H — C holomorph}

die Menge der holomorphen Differentialformen (erster Ordnung) auf IH.

Definition 5.8. Sei f(z) dz eine holomorphe Differentialform auf H und sei F : HH — H eine holomor-
phe Funktion. Dann heifit die holomorphe Differentialform auf H

F*(f(z)dz) := f(F(z)) dF(z) = f(F(2))F'(z) dz

der Riicktransport von f(z) dz unter F.
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Seiw € IN gegeben und k := w + 2. Fiir f € Sy und j € Z> ist dann f(z)z/ dz eine holomorphe
Differentialform auf H. Fiir ihren Riicktransport unter der Mobiustransformation ¢ mit einem
beliebigen M € SL,(Z) gilt dann

ou(f(2)7 dz) = f(pm(2))pm(z) ¢y (z) dz
B az+bja(cz+d)— (az+Db)c
= f(M(z)) (cz—i—d)] (cz+d)?
az+b

= f(z)(cz+d) (Cz+d)j(cz+d)‘2 dz
= f(2)(az + b)/ (cz + d)" 7 dz.

Proposition 5.9. Sei w € IN gegeben, k := w + 2 und f € Sy. Fiir eine beliebige Matrix M € SL,(Z)
gilt dann

dz

(5.7)

ou(f(2)2" dz) = (M) - (f(2)2") dz),

wobei wir
f(z)z"Vdz

f(z)z(‘”) dz := :
f(z)z°dz

schreiben und der Riicktransport zeilenweise zu verstehen ist.

Beweis. Die Ubersetzung in die Sprache der Darstellungen aus Abschnitt 5.1 gelingt, wenn wir
dort X = zund Y = 1 einsetzen. Genauer gilt:

o f(z)(az +b)"(cz+4d)°dz
em(f(2)z™" dz) "= :
f(z)(az +b)°(cz +d)"dz

f(@)P*(M)(z"1°) dz

F(z)P* (M) (1) dz
P*(M)f(z)(z"1°) dz

P (M) f(z)(21%) dz
f(z)(z¥1°) dz

=" n(M)- : = (M) - (f(2)z") dz).

f(z)(z°1V) dz

O

Wir werden im Folgenden den Realteil von f(z)z(") dz untersuchen und dabei insbesondere
Proposition 5.9 auf diesen anwenden. Um dies tun zu konnen, miissen wir zundchst weitere
Differentialformen einfithren und den Riicktransport auf diesen definieren. Wir nennen also

{g(x,y)dx+h(x,y)dy | g h: H — R glatt}
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die Menge der C*-Differentialformen erster Ordnung auf I und definieren die C*-Differen-
tialformen von Ordnung n € Z>o auf H als die n-fachen dufieren Produkte w; A ... A wy, von
C*=-Differentialformen erster Ordnung auf H; die C*-Differentialformen von Ordnung 0 auf H
sind so gerade die glatten Funktionen.

Definition 5.10. Sei g(x,y) dx + h(x,y) dy eine C®-Differentialform erster Ordnung auf H und sei

H — H, ) . .
F: { mit reellwertigen Funktionen u,v

x+iy — u(x,y)+iv(x,y)
eine glatte Funktion. Dann heifit die C*-Differentialform erster Ordnung auf H

F(8(x,y) dx + h(x,y) dy) := g(F(x,y)) du(x,y) + h(F(x,y)) do(x, y)

der Riicktransport von g(x,y) dx + h(x,y) dy unter F. Der Riicktransport einer C*®-Differentialform
w1 A ... ANwyvon Ordnung n € IN auf H erklirt sich durch

F(wi A...ANwy) :=F(w1) A... NF*(wn),
der Riicktransport einer C®-Differentialform f(x,y) von Ordnung 0 auf H durch

F(f(xy) = f(F(x,y))-

Wir erhalten nun das folgende Korollar:

Korollar 5.11. Unter den Voraussetzungen von Proposition 5.9 gilt
o (Re(f(2)z) dz)) = m(M) - (Re(f(z)2™) d2)),
o (Im(f(2)z2" dz)) = (M) - (Im(f(z)z") dz)).

Beweis. Wegen M € SL,(Z) und (5.1) sind die Eintrége von 71(M) ganzzahlig und insbesonde-
re reell. Es folgt

2)z) dz)) +i @3y (Im(f(z)z™) dz))

z)z™) dz) +iIm(f(z)z™) dz))

- (Re(f(z)z™) dz) +iIm(f(z)z™) dz))

-Re(f(2)z™) dz) + i (M) - Im(f(z)z™") dz)

und nach Vergleich von Real- und Imaginérteilen rechts und links somit das Korollar. O

Definition 5.12. Sei w € IN gegeben und sei D die Darstellungsmatrix der Bilinearform aus Satz 5.5.
Weiter sei

w:="(ww,...,wo) bzw. 17:="Hu, ..., 10)
ein Spaltenvektor mit C*®-Differentialformen von Ordnung ord(w) € {0,1,2} bzw. ord(y) €
{0,1,2} auf H als Eintriigen. Dann ist das Shimura-Produkt von w und n definiert als
[w|7n]:="'wAD 7)=('w-D)AT, (5.8)

wobei das duflere Produkt zwischen Vektoren von Differentialformen komponentenweise genommen und
dann aufaddiert wird.
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Bemerkung 5.13. Unmittelbar aus Definition 5.12 folgt, dass das Shimura-Produkt eine Sesquilinear-
form ist. Es ist zudem insofern wohldefiniert als das zweite Gleichheitszeichen in (5.8) gilt,

denn: Schreiben wir D = (dij)?,j:wf so gilt

Z?:defﬁ]' 0 0
‘wAD-7) =twon : =Y win( Zdifﬁ] 0
- wdoﬁ] o " = L dlen)
0 i,j=w
(‘w-D)AT] = sz zw,.../xwidio)Aﬁzz Z“’l ij
#

Satz 5.14. Seiw € IN gegeben und sei
w = t(ww,...,wo) bzw. 1:= t(nw,...,iyo)

ein Spaltenvektor mit C®-Differentialformen von Ordnung ord(w) € Z>o bzw. ord(n) € Z>o auf H
als Eintrigen. Dann erfiillt das Shimura-Produkt von w und n die folgenden Eigenschaften:

(SP1)  oy([w | 7]) = [pi(w) | @p(11)] fiir alle M € SLy(R).
(SPy) ([t(M) - -w | (M ) 7)) = lw ] 1] fiir alle Ml € SLy(R).
(SPs) dlw | 5] = [dw | 7] + (=1)°) [0 | dyy].

(SPy) [w | 5] = (=1)erd(@)ordt]y [ ).

Seien nun weiter k := w + 2 und f,g € Si. Schreiben wir

O(f,8)(2) := f(2)8(2)y" dw(2)

fiir den Integranden des Petersson-Skalarprodukts auf Sy, so erfiillt das Shimura-Produkt zudem:

(SPs) [f(2)2) dz | g(z)2™) dz| = —(20)"*1Q(f, 8) (2).
(SP) 4 |Re(f(2)z")dz) | Re(if ()= dz)| = —(20)**1- (Q(f,if)(2) - Qi )(2))
= (2i)"*2- Q(f, f)(2).

Beweis. Sei M € SL,(R) beliebig. Da definitionsgemés fiir zwei C*®-Differentialformen der
Riicktransport unter ¢)s und das dufSere Produkt kommutieren, gilt

oulw [1]) = eu('w A(D 1) = @u('w) A gia(D 7).

Die Linearitdt des Riicktransports bedingt ¢3,(D -7) = D - ¢3,(77). Ferner gilt ¢%,('w) =
‘¢i1(w), da der Riicktransport eintragsweise auf den Spalten- bzw. Zeilenvektor wirkt, und
o3 (17) = @3,(n7), da die Aktion des Riicktransports durch die Mobiustransformation z — M(z)
gegeben ist. Insgesamt erhalten wir damit

Mw [ 1)) = "oi(w) AD- @i, (1) = [pis(w) | 93s(n)],
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so dass wir insgesamt Eigenschaft (SP;) nachgewiesen haben.

Zum Beweis von Eigenschaft (SP,) betrachten wir fiir eine beliebige Matrix M € SL,(R) das
Shimura-Produkt

[7(M) - w | (M) -] = "(e(M) - @) AD - ((M) - ) = (‘w-'7t(M)) A (D - 7T(M) - 7).

Im Beweis der Wohldefiniertheit in Bemerkung 5.13 haben wir keine besondere Eigenschaft
der Matrix D benutzt. Wir konnen daher dieselbe Argumentation auf die Matrix D - 7t(M)
anwenden und erhalten

(M) - w | (M) - 5] = (‘- 'm(M) D 7(M)) AT Z ('w0-D) AT = [w | 1]
und somit Eigenschaft (SP,).

Wir zeigen nun Eigenschaft (SP3). Mit den allgemeinen Rechenregeln der dufleren Ableitung d
gilt
d[w|;7]:dtw/\(D;7) dw/\(D 17) ( )Ordw'ta)/\d(D-ﬁ)_

Da die Eintrdge von D ganze Zahlen sind, kann die Matrix D aus d(D - 77) herausgezogen
werden. Damit erhalten wir

dlw [ 7] = "(dw) A(D-77) + (=) - fw A(D - d77) = [dw | 5] + (=1)") - [ | dy],

wobei wir in der letzten Umformung d7 = dz verwendet haben. Dies gilt wegen

dif = d(Re(y7) +ilm()) = dRe() —i-dIm(y) = dy.
Insgesamt haben wir nun Eigenschaft (SP;) nachgewiesen.
Im Beweis von Eigenschaft (SP;) nutzen wir aus, dass D reelle Eintrdge hat, so dass
by @] ="AD @) = TAD-w)
gilt. Mit den allgemeinen Rechenregeln des dufleren Produkts folgt
p)erdl@lordn)  f(p . ) AT
t

)
1)ord w)ord(y ( (U'tD) AT
)

1ord w)ord(n -(tw-D)/\ﬁ
)ord w)ord(y) .

(=
(=
(=
(=
wobei wir in der vorletzten Umformung die Symmetrie von D ausgenutzt haben.

Eigenschaft (SPs) lasst sich einfach nachrechnen:

£(2)2) dz | g(2)2™) dz] = (f(2)2™) dz) A D(3(z)2™")dz)
= f(z)'z™)(dx + idy) A Dg(z)z™) (dx — i dy)
= —2if(2)g(z) 'z Dz™) . dx A dy
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D 2if(2)3(z)(z ~2)" - dx Ady
= (20" f(2)g@)y" - dx Ady

—(20)*"O(f,8)(2)-

Zum Beweis von Eigenschaft (SP) nutzen wir zunichst die Beziehung Re(z) = 5% aus. Es

gilt also
4 [Re(f( )z dz) | Re(if (z )z dZ)}
[0 e+ T i e+ TR

Da das Shimura-Produkt sesquilinear ist, kdnnen wir ausmultiplizieren, wobei zwei der Terme
wegen dz A dz = 0 = dz A dz verschwinden. Wir erhalten so

4 [Re( F(z)2™) dz) | Re(if (z)z™) dz)}
= [f(2)2") dz | if (2)2) dz| + | f(z)2™) dz | if ()2 dz] .

Aus der Definition des Shimura-Produkts und der Ganzzahligkeit der Eintrdge von D kdénnen
wir ablesen, dass fiir zwei Spaltenvektoren w, 7 mit C*-Differentialformen die Rechenregel

lw [ 4] ='wADf = "@ADy = [@ | 7]

gilt. Damit folgt

4 [Re( F(z)2™) dz) | Re(if (z)z™) dz)}
= |fz)2") dz | if(2)z) dz| + [f(z)z) dz [ if ()2*) dz]

(5Ps)

=" = @)"Q(f,if) (2) + — QD) TQ(f, if ) (2)
= —@)"" - (Q(f.if)(2) - Q(if, £)(2)),

wobei wir beim letzten Gleichheitszeichen ausgenutzt haben, dass w gerade ist. Wir haben nun
die erste der behaupteten Gleichheiten nachgewiesen. Weiter gilt:

= @) (Qf.if)(2) — Q(if, (=),
— @) (f(2)if (2)y" dx A dy — if (2) f(2)y" dx A dy),
= i)t (=2if (2)f(2)y" dx A dy),

(21)W+2 Q(f, f)(2)

und somit auch die zweite behauptete Gleichheit von Eigenschaft (SPs). O
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5.3 Der Eichler-Shimura-lsomorphismus

Lemma 5.15. Sei f : H — C eine holomorphe Funktion, so dass fiir alle M € SLy(Z) die Funktion
f kM holomorph in z = oo ist. Dann hiingt fiir alle z1,zy € H* := HU Q U {oo} das (uneigentliche)
Integral

a—Z1 Jq
b—zy

V) b
/ f(z)dz:=lim [ f(z)dz
21
wohldefiniert und hiingt nur von seinem Anfangs- und Endpunkt ab.

Beweis. Seien z1,zo € H* und seien 71, y2 zwei stiickweise glatte Kurven von z; nach z,, die
mit moglicher Ausnahme ihrer Anfangs- und Endpunkte komplett in H liegen. Die in der Ab-
bildung rot dargestellte stiickweise glatte geschlossene Kurve -y verldauft ganz in .

iy iy
Y1
Y
Y2
e-Umgebungen
1 o S S

Nach dem Cauchy’schen Integralsatz gilt daher

/ f(z)dz =0.
¥
Da sich der Integrand stetig nach z; und z, fortsetzen lésst, erhalten wir nach Grenziibergang
¢ — 0 den Integralwert
/ f(z)dz = 0.
Y1*:Y,
Hieraus folgt sofort das Lemma. O

Sei w € IN gerade, k := w+2und f € S;. Dann konvergiert fiir ein beliebiges j € {0,...,w}
das Periodenintegral

/Ooof(z)zj dz = /Oif(z)zj dz + /ioof(z)zj dz furallez € C, (5.9)

denn: Das erste Integral auf der rechten Seite der Behauptung lasst sich umformen zu

i . (i) .
/0 f(z)z/dz = /Sjoo>f(z)z] dz
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so dass es ausreicht, die Konvergenz des zweiten Integrals auf der rechten Seite der Behaup-
tung zu zeigen. Hierfiir stellen wir zunichst fest, dass die Funktion e~2""% f(z) nach Ubungs-
aufgabe 3.1 fiir Im(z) > @ durch eine Konstante ¢ > 0 beschrankt ist. Insbesondere folgt fiir
allez = iy mity € (1,0)

: oy il log|ql,; dlq| c »
Jdz| < ce—27yi = 5 — (— Id|ql.
|f(2)7 dz| < ce™™y/|d(iy)| = clg|(— o ) 27/d] (2n)]+1( log |g])’ d|q|

Durch partielle Integration sieht man ein, dass das Integral

fiir alle j € {0, ..., w} konvergiert, so dass wir eine konvergente Majorante gefunden haben. #
Wir haben somit die Wohldefiniertheit des folgenden Begriffes nachgewiesen:
Definition 5.16. Sei w € IN gerade und k := w + 2. Dann heifit die R-lineare Abbildung
. {Sk — RWH,
f o= Jy Re(f(z)z™) dz),
wobei lings der positiven imaginiren Achse integriert wird, die Periodenabbildung.

Lemma 5.17. Sei w € IN gerade und k := w + 2. Dann liegt fiir alle f € Sy das Bild r(f) unter der
Periodenabbildung im Untervektorraum

V :=Kern(Ly11 + 7(S)) N Kern(Lyt1 + 7(ST) + 7((ST)?)) C R
Beweis. Fiir zq,zp € H* = HU QU {oo} und M € SL,(Z) beliebig gilt

(M) - / 7 Re(f(2)2) dz) — / (7(M) - Re(f(2)2* dz))

21 21

M7 g (Re(£(2)2) dz)) (5.10)

_/ 2)2) dz).

Das Bild von f unter r liegt genau dann in V, wenn r( f) jeweils im Kern der durch I, +1 + 77(S)
bzw. I,41 + 71(ST) + 7((ST)?) gegebenen linearen Abbildung liegt. Dies konnen wir mithilfe
von (5.10) leicht tiberpriifen: Es gelten

(Iws1 + 7(S)) (510)/ W) dz) —l-/ z") dz)

Z2
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—/ Re(f W) dz) —|—/ Re(f(z)z™) dz)
und
ST(co0)
Iyiy1+7(ST)+ 7 ST z) + Re(f(z)z z
510) d o (W)d
ST(0

T)*(0)
+/( : Re(f(z)z™) dz)

ST)2(0)

:Re(/ooof(z dz+/ f(z)z™) dz + f() W) dz)

wobei man das letzte Gleichheitszeichen erhilt, indem man im Beweis von Lemma 5.15 erlaubt,
dass die Integrationskurven <1, 72 endlich viele Spitzen durchlaufen und diese Stellen genauso
behandelt wie z1, z5.

1y BN L
Vl A4 A yl \4 Ay
Y2
g-Umgebungen
A
X ) X
-1 0 S -0
O
Lemma 5.18. Sei w € N gerade. Dann ist der Untervektorraum
U := (Lyt1 — 7(S)) -Kern(Lyt1 — (T)) < RV
in V enthalten, so dass der Faktorraum V /U wohldefiniert ist.
Beweis. Jedes u € U erfiillt
u= (Iy41—7(S)) -t miteinem t € R**! mit (Iy41 —7(T)) -t =0. (5.11)

Es gilt daher einerseits u € Kern(ly41 + 71(5)),

denn:

(Ius1 +72(S)) -1t O2 (Lypg + 72(S)) - (Tuyr — 71(S)) -

t
= (Lus1 = 71(S) + 7(S) = 7(S)m(S)) -t
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e (Iw—i-l - 7'[(52)) -t
= (Inp1 —71(=D)) - t
(ChY 0
w gerade ’
#
und andererseits u € Kern (L1 + 71(ST) + 7t((ST)?)),
denn:
(ls1 + 7(ST) + 7((ST)2)) - u
"2 (s + 7(ST) + ((ST)D) - (R = 7(S)) -t
= (Iw41+7(ST) + n(ST)(ST) — 7(S) — (ST)r(S) — m(ST)m(ST)7(S)) - t
(E’d (7(~L) + (ST) + (ST)m(ST) — 7(S) — 7(ST)7(S) — 7(ST) 7 (ST)7(S)) - ¢
w gerade
22 ((ST)m (ST) (ST) + 71(ST) + 7 (ST)t(ST) — 7 (S) — m(ST)7(S)
— (ST (S)) -t
= ((n(ST) - ) ((ST)7(ST) — m(ST)7(S)) + (7(ST) 7 (ST) 7 (ST)
— (ST (9))) -t
= (Iwy1+ N(ST) + 7r(ST)7r(ST)) (7t(ST) — 7(S)) - t
2 (Lyst + 7(ST) + 7(ST)7R(ST)) - 71(S) - (7(T) = Lsa) - ¢
(5.11)
=" 0.
#
Insgesamt haben wir das Lemma gezeigt. O
Unmittelbar folgt:

Korollar 5.19. Sei w € IN gerade und sei k := w + 2. Dann induziert die Periodenabbildung r eine
R-lineare Abbildung von Sy nach V /U.

Wir wollen im Folgenden nachweisen, dass die induzierte lineare Abbildung aus Korollar 5.19
injektiv ist. Hierfiir miissen wir ein wenig ausholen:

Definition 5.20. Sei w € IN gerade. Ein Kozykel beziiglich der Darstellung 1 : SLy(Z) —
GLy+1(R) ist eine Abbildung ¢ : SLp(Z) — R“*! mit der Kozykelbedingung

H(MM) = ¢(M) + (M)p(M) fiir alle M, M € SL,(Z).
Nach Korollar 1.30 wird die volle Modulgruppe SL,(Z) von den Matrizen S und T erzeugt.

Mit der Kozykelbedingung folgt daher, dass je zwei Kozykel gleich sind, wenn ihre Werte auf
S und T iibereinstimmen.
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Lemma 5.21. Seiw € IN gerade und sei k := w + 2. Sei weiter f € Sy mit r(f) € U, so dass es einen
Vektor t € RV *1 gibt mit

r(f) = (Iny1—7(S)) -t und (Lyy1 —(T)) -t =0. (5.12)
Dann gilt:

[ Re( (212 d2) = (1ix — (M) - (~t47(f)fitr M € SL (2) belibig

Beweis. Nach der oben beschriebenen Eigenschaft von Kozykeln gentigt es zu zeigen, dass die
Abbildungen von SL,(Z) nach R**!, die durch

M(0) -
pM) = [ Re(f(2)2"dz) und G(M) i= (yor = 7(M) - (—£+ 7())

gegeben sind, Kozykel sind und ihre Werte fiir die Matrizen S und T iibereinstimmen. Tatsdch-
lich erfiillen sie die Kozykelbedingung,

denn: Fiir alle M, M € SL,(Z) gilt einerseits analog zur Argumentation im Beweis von Lemma
5.17

$(MM) =

y /(MM)<0> Re(f(2)z™ dz)

—Jo
:/OM<O> Re(f(z)z™) dz) + ( > <>Re(f(z)z(‘”) dz)

= (M) + (M)p(M)

und andererseits

P(MM) = (Lu1 — T(MM)) - (=t +7(f))
= L1 (—t+7(f) = 1(M)7(M) - (=t +7(f))
= lwi1- (=t +7(f)) = (M) - (=t +7r(f)) + (M) - (=t +7(f))

Weiter gelten
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D n(s)- [ " Re(f(2)=™ dz)
(5.12)

=" 1(f) = (Ius1 = 7(S)) - t = 7(S) - r(f)
= (Luy1 —7(S)) - (=t +7(f))
= ¢(S)

und analog zur Argumentation im Beweis von Lemma 5.17
T(0) (w)
#(T) = | Re(f(2)=") d2)

:/ooRe(f “) dz) +/ dz)

[ee]

= Re(f /T(O) Re(f(z)z™) dz)

0
2 (L — (1)) -1 (f)
~(Lys1 — 71(T)) - t+ (Ins1 — 7(T)) - 7(f)
= (Int1 — 72(T)) - (=t +7(f))
= ¢(T)

und insgesamt also das Lemma. O

(5.12)

Lemma 5.22. Sei w € IN gerade und sei k :== w + 2. Seien weiter f € Sy mit r(f) € U, t € RV wie
in Lemma 5.21 und

si=—t+r(f) = —n(S) . (5.13)
Fiir die beiden C*®-Funktionen
Fz) = —s+ [ Re(f©)3™ d7) mit dF(z) = Re(f(z)z") dz),
G(z) i= [ Re(if(2)™ d2) mit dG(z) = Re(if(z)z™) dz)

gilt dann
(M) -F(z) = ¢y(F)(z) und n(M)-dG(z) = ¢yp(dG(z))  fiiralle M € SLy(Z).

Beweis. Sei M € SL,(Z). Dann gilt analog zur Argumentation im Beweis von Lemma 5.17

n(M)-F(z)=mn : —s—l—/ZRe

1
O (M) s + / dg)

= r) s — [ Re(F@E ag) + [ Re(£(0) ag)

0
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Mit Lemma 5.21 und der Definition von F folgt
(M) F(z) = —t(M) s — (Lys1 — ©(M)) - (=t +r(f)) + F(M(z)) +s

CD (M) s — (Lyp1 — (M) -5 + F(M(z)) + s
= ¢u(F)(2)
und somit die erste behauptete Gleichung. Die zweite Behauptung des Lemmas folgt unmittel-
bar aus Korollar 5.11 mit i f statt f. O

Wir konnen nun das angestrebte Injektivitatsresultat beweisen:

Proposition 5.23. Seiw € IN gerade und sei k := w + 2. Dann gilt
r(fed = f=0  fiirallef € S.

Beweis. Es reicht zum Beweis der Proposition aus,

/F [Re(f(z)z(w) dz) | Re(if (z)z™) dz)} =0 (5.14)
Zu zeigen,
denn: Nach (SP) gilt
\w+2 w2
[, [Relr2)2 dz) | Re(if (212 )] = B2 [ or ey = B2 r

und also

/F[Re(f(z)z(‘”) dz) | Re(if (z)2")dz)| =0 <= (f|f)=0 = f=0.

Um das Verschwinden des Integrals in (5.14) zu zeigen, formen wir geeignet um:

(SP3)

/f [Re(f(2)z") dz) | Re(if ()= dz)| *Z /F [dF | dG] ‘*E /f d[F | dG],

wobei wir fiir das letzte Gleichheitszeichen die allgemeine Rechenregel d o d = 0 der dufieren
Ableitung ausgenutzt haben. Wenden wir nun noch den Satz von Stokes aus der Hoheren
Analysis an, so erhalten wir

Re(f(2)z") dz) | Re(if ()2 dz)| = [ [F|dG].
/ [Re(£(z)2 dz) | Re(if ()= d2)] = [ [F|dc]
Nach Lemma 5.22 folgt die Proposition daher aus Ubungsaufgabe 5.2. O

Wir wollen nun noch zeigen, dass die von der Periodenabbildung induzierte lineare Abbil-
dung auch surjektiv ist. Dazu weisen wir nach, dass die reelle Dimension des Bildes von r und
die Dimension des R-Vektorraums V /U {iibereinstimmen. Aufgrund der in Proposition 5.23
gezeigten Injektivitét ist dies dquivalent zu
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Proposition 5.24. Seiw € IN gerade und sei k := w + 2. Dann gilt
dimg Sy = dimg V/U = dimg V — dimgp U.
Fiir den Beweis von Proposition 5.24 benotigen wir eine genauere Untersuchung des C-
Vektorraums P, (C) der homogenen Polynome von Grad w in C[X, Y]:
Lemma 5.25. Fiir w € Zxq beliebig sind die Polynome
(X + oY) (X +0Y) mitje{0,...,w}

Eigenvektoren zum Operator P(ST) mit den (nicht notwendigerweise verschiedenen) Eigenwerten
(=1)Vo“ 70! und es gilt

QB (X + oY)V I( X+QY)>
j=0

0 -1
ST—<1 1)
und somit

P(ST)(X +0¥)" (X +2Y) = (Y +o(Y = X))" /(¥ + (Y - X))/
(o)X +(1+0o)Y )W*f(<—@>x+<1+a> )"7
= (<1 gl (X ——Lw)" (x4 =Ly

Beweis. Es gilt

= (=1)"¢" g (X+o0)" (X +Y)),
wobei wir im letzten Gleichheitszeichen ausgenutzt haben, dass die primitiven dritten Ein-
heitswurzeln ¢ und ¢ Nullstellen von
X3 -1

=X+ X+1
<1 + X+

sind. Die Polynome ' '
(X+ oY) /(X+0Y) mitje{0,...,w}

sind also Eigenvektoren zum Operator P(ST), womit wir die erste Behauptung des Lemmas
nachgewiesen haben. Zum Beweis der zweiten Behauptung des Lemmas gentigt es nun of-
fenbar zu zeigen, dass die w + 1 Eigenvektoren ganz P,,(C) aufspannen. Dies zeigen wir per
Induktion nach w. Fiir w = 0 ist nichts zu zeigen und fiir w = 1 sind die Eigenvektoren linear
unabhingig, weil sich ihre Eigenwerte ¢ und ¢ voneinander unterscheiden. Nehmen wir nun
fiir ein w > 2 an, die Behauptung gelte fiir alle ¢ € {0,...,w — 1}. Dann gilt fiir ein beliebiges
Polynom P(X,Y) = }i' ay—i X" 1Y) € P, (C)

P(X,Y) =aY" + Y ay i X* Y =Y (agY" 1) +X - (Y aw_; X" 71Y)).
=14,

:ZQz(X,Y)
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Die beiden Polynome Q;, Q; liegen in P,,_;(C). die beiden Polynome X,Y in P;(C). Nach
Induktionsannahme gibt es daher Koeffizienten a;(Q1),4;(Q2) € Cmit;j € {0,...,w — 1} und
ao(X),a1(X),a0(Y),a1(Y) € C, so dass
P(X,Y) = (ao(Y)(X + oY) + m(Y)(X +2Y)) - LIy a;(Qu) (X + oY) T (X + 1Y)/
+ (a0(X) (X + oY) +a1(X) (X +1Y)) - Ty 4;(Q2) (X + oY) 11 (X +2Y)!

gilt. Die Behauptung ergibt sich durch Ausmultiplizieren und Zusammenfassen gleicher Ter-
me. O

Beweis von Proposition 5.24: Fiir die im Beweis vorkommenden Rechnungen ist es von Vorteil,
statt der Rdume U, V C R"*! jhre Urbilder C~!(U),C (V) C P, (R) unter der Koordinaten-
abbildung C zu betrachten. Nach Proposition 5.4 gilt dabei

C (V) =Kern(P(L) + P(S)) N Kern(P(L) + P(ST) + P((ST)?)),
C'(U) = (P(L) — P(S)) Kern(P(L) — P(T)).

Wir bestimmen nun nach und nach die in diesen beiden Formeln vorkommenden Ausdriicke.
Zunichst gilt

Kern(P(L) — P(T)) = (X")r, (5.15)
denn: Fiir P € Kern(P (L) — P(T)) gilt
(P(L) —P(T))(P)(X,Y) =P(X,Y) —P(X,X+Y) =0
und nach Mehrfachanwendung dieses Zusammenhangs
P(X,Y)=P(X,Y+nX) furallen € IN.

Es folgt, dass das Polynom P die Variable Y nicht enthalten kann und also in (X¥)y liegt.  #

Hieraus ergibt sich
ClU) = (X¥—Y")r undalso U= ('(1,0,...,0,—1))R, (5.16)

denn: Nach Definition gilt

#

Als nichstes berechnen wir die Dimension des R-Vektorraums C~!(V). Dieser ist als der
Durchschnitt der zwei Untervektorraume

E :=Kern(P(L) +P(S)),
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F:=Kern(P(L) + P(ST) + P((ST)?))
definiert. Nach der Dimensionsformel fiir Summen von Untervektorraume gilt
dimg C™1(V) = dimg (E N F) = dimpg E + dimg F — dimg (E + F). (5.17)

Um diese Dimensionen besser berechnen zu konnen, reformulieren wir zunichst E und F. Fiir
diese gilt
E = Bild(P(,) — P(S)),

F =Bild(P(L) — P(ST)), (.18)

denn: Wir zeigen nur die Behauptung tiber E; die Behauptung tiber F beweist man komplett
analog und gilt nach Ubungsaufgabe 5.3. Wegen

(P(B) + P(S)) - (P(L) — P(S)) = P(L) — P(S)P(S)
2 P(I) — P(S?)
=P(L) —P(-D)
werade
liegt Bild (P(L,) — IP(S)) in E. Umgekehrt gilt fiir ein beliebiges P € E definitionsgeméf

P(X,Y) + P(Y,~X) = (P(L) + P($)) (P)(X,Y) = 0

und also
P(X,Y) = % (P(X,Y) — P(Y,~X)) = (P(L) — P(S)) (% P)(X,Y) e Bild(P(L) —P(S)).
#

s folgt
E+F—P, undalso dimg(E+F)=w+1, (5.19)

denn: Wegen P(S) € GL(P,(R)) ist E + F als R-Vektorraum isomorph zu seinem Bild
P(S)(E + F). Mit (5.18) gilt
P(S)(E + F) = P(S) (Bild (P(L,) — P(S)) + Bild (P (L) — P(ST)))

= Bild(P(S) — P(I)) + Bild(P(S) — P(T)), (5.20)

wobei wir fiir das letzte Gleichheitszeichen wieder P(S)P(S) = P(S?) = P(—L) = P(L)
benutzt haben.

Betrachten wir nun ein beliebiges P € Bild(P(L,) — P(T)). Fiir dieses gibt es ein Q € Py (R)
mit

P(X,Y) = (P(L) — P(T))(Q)(X,Y)
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Mit (5.20) folgt also
Bild(IP(Iz) —IP(T)) CP(S)(E+F). (5.21)
Mit der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen folgt

dimg (E + F) = dimg P(S)(E + F)
> dimg (Bild (P(I) — P(T)))
= dimp Py (R) — dimg (Kern (P (L) — P(T)))
CL) (w+1)—1=w.

Die Behauptung folgt, wenn wir zeigen konnen, dass die Inklusion (5.21) keine Gleichheit ist,
dass es also in IP(S)(E + F) ein Element gibt, das nicht in Bild (IP(I,) — P(T)) liegt. Tatséchlich
gilt wegen der Geradheit von w

X" =YV = (P(S)—P(L)) - YV € Bild(P(S) — P(»)) (Séo) P(S)(E + F).

Lage X" — Y auch in Bild (IP(I;) — P(T)), so gdbe es ein P(X,Y) = Yito ay—i XY € Py (R)
mit
XV =YV = (P(L)—P(T))(P)(X,Y)
— P(X,Y) — P(X,X +Y)

= iuw_].xw—jyf —
=0

o XV (X +Y)
j =0

]

=Y 2, X" (Y — (X+Y))).

M

Il
—_

]

Da das Monom X" auf der rechten Seite dieser Gleichung nicht vorkommt, kann das nicht sein
und wir haben mit X — Y" ein Element in P(S)(E + F) \ Bild (P (L) — P(T)) gefunden. Es ist
daher dimp (E + F) = w + 1 und die Behauptung gezeigt. #

Weiter gilt

741 fiir § ungerade, w+2

dimp E = { =27, (5.22)

N

fir 7 gerade

denn: Ein Polynom P(X,Y) := Y, ay—; X" Y € Py(R) liegt genau dann im Untervektor-
raum E = Kern (P (L) + P(S)), wenn

Y a XY+ Y a4 (1Y TIX = Y (a4 (1) Ta) XY =0

j=0 j=0 j=0
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gilt und somit auch die Relationen
Aw—j+ (=1)"Ja; =0 firallej € {0,...,w}. (5.23)

Offensichtlich sind nach (5.23) die Koeffizienten Ayy1, ..., 0 bereits eindeutig durch die Koef-
fizienten ay, ..., aw_q bestimmt. Zusatzlich gilt

aw + (—1)7(1% =0,

was fiir gerades 7 den Koeffizienten ay auf den Wert 0 festlegt und fiir ungerades % keine Ein-
schrankung darstellt. Das erste Gleichheitszeichen in der Behauptung folgt nun sofort durch
Abzéhlen. Die zweite Gleichheit erhalten wir mit

w4 w Gr W
2-LW+2J:2-L2+ J:{\,zv+1 flfrvzvungerade,
4 2 ¥ fiir ¥ gerade.
#
Schliefslich gilt noch
W 1 fi =0,2
dimpg F= w14 L3 +1 frw=02mod 3), _ -~ , w, (5.24)
%] fiir w = 1 mod (3) 6

denn: Nach der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen gilt
dimg F = dimg (Bild (P(L) — P(ST)))
= dimg P,,(R) — dimg (Kern (P (L) — P(ST))) (5.25)
=w + 1 — dimg (Kern(P(L) — P(ST))).

Offensichtlich wird Kern(IP(I;) — P(ST)) von den Eigenvektoren zum Eigenwert 1 aufge-
spannt. Nach Lemma 5.25 ist die Dimension des Kerns daher durch die Anzahl

#j € (0., w} | 0¥ T = 1

T owie{o...,w|o" ¥ =1}

ord(0)=3 #{j€{0,...,w} |w=2jmod (3)}

= #{j€{0,...,w}|j=2wmod (3)}
#{0,3,...,w} fiir w = 0 mod (3),

= #{1,4,...,w—1} firw=2mod (3),
#{2,5,...,w—2} firw=1mod (3)

—~

gegeben. Das erste Gleichheitszeichen der Behauptung folgt nun sofort durch Abzdhlen und
Einsetzen in (5.25). Die zweite Gleichheit erhalten wir mit

w 2. L%j +1 fir ¥ = 0 mod (3),

w 5 w_
2| +1=2-[ 3] +1={2- [ Z= + 1] +1 fir ¥ =1mod (3),
2- |42+ 2] 41 fir ¥ =2mod (3),
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‘E
Jr
w
-
(o]
=

% =0mod (3),
% =1mod (3),
fur ¥ =2mod (3),
fiir w = 0 mod (3),
] +1 fiirw=2mod (3),
fiirw = 1 mod (3).

I

‘E

+ W
—_
—_
(Y]

=

‘ g
—

W[ WE WE W[ W
| I—
+
[—y

I
.
[E—

Wir zeigen nun die Proposition und fithren dazu die bisher gezeigten Resultate zusammen:

dimp V — dimg U (516),(5.17) (

dim]RE + dimRF - d1m]R(E + P)) -1
1) Qimpg E + dimg F — w — 2
(5.22),(5.24) w+2 w
Wy |2 -2 ] -2

Berechnen wir diesen Ausdruck und fiihren eine Fallunterscheidung beziiglich w mod (12)
durch, so erhalten wir

12

| %t2 | fir w # 0 mod (12)

dimp V — dimg U :2.{LW+2J —1 fiirw =0mod (12),

299 . dimg S;

= dimR Sk.

Insgesamt haben wir in diesem Abschnitt den folgenden Satz gezeigt:

Satz 5.26. Sei w € IN gerade und sei k := w + 2. Dann induziert die Periodenabbildung r einen
R-Isomorphismus 7 : Sy — V /U, den Eichler-Shimura-Isomorphismus.

5.4 Der Beispielfall k = 12

Nach Proposition 3.9 gilt

. Ej—E} . . L
S, =C-A mitA = 1728 wie in Definition 3.8.

Fiir ein beliebiges Element f € Sy, gilt daher
f=c-A mitceC
und also

r(f) = /Ooo Re(f(z)z19 dz) = /Ooo Re((Re(c)A(z) +iIm(c)A(z))z1Vdz) € R
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Das Bild der Periodenabbildung

Waéhlen wir als Integrationskurve die positive imagindre Achse und parametrisieren diese
durch z = iy mit y € (0, ), so erhalten wir fiir ein beliebiges j € {0,...,10}

/oo Re((Re(c)A(z) +iIm(c)A(z))2/ dz)
— / Re ((Re(c)A(iy) + iIm(c)A(iy))i*1y/ dy).

Nach Ubungsaufgabe 3.2 sind die Fourier-Koeffizienten von A ganzzahlig und insbesondere
reell. Hieraus folgt A(iy) € R und somit

/O " Re((Re(c)A(2) + i Im(c)A(2))2 dz)

{zlm - Jo A(iy)(iy)/ diy  fiir j gerade,

fo (iy)(iy)/ diy  fiir j ungerade (5.26)

B zIm fo z)zZ/dz fiir j gerade,
B ) Jo A z] dz  fiir j ungerade.

Zur Bestimmung von r(f) gentigt es also, die Integrale

ri(A) = /OOA(z)zj dz furje{0,...,10}
0

zu berechnen. Der besseren Ubersichtlichkeit halber fiihren wir allgemein den Begriff der Peri-
ode ein:

Definition 5.27. Sei w € IN gerade und sei k := w + 2. Sei weiter f € Sy; dann heiflen die Zahlen
= /Ooof(z)zfdz fiirj € {0,...,w}
die Perioden von f.
Die Perioden der Diskriminante A kénnen mithilfe der Relationen aus Ubungsaufgabe 5.5 und

weiterer Relationen, die man vermdoge der Hecke-Theorie herleiten kann, berechnet werden.
Als Ergebnis erhélt man die rationalen Verhaltnisse

(ro(A) :72(A) 1 1a(A)) = (1 T2 .621.5 " 23 ??2915 . 7)' (5.27)
; .
(r1(8) :r3(A) :75(A)) = (1: —24%; : %)’

die iibrigen Perioden ergeben sich aus Teil (a) von Ubungsaufgabe 5.5. Es fillt auf, dass die Ver-
héltnisse der Perioden mit geraden bzw. ungeraden Indizes durch rationale Zahlen angegeben
werden kénnen. Im Jahr 1973 zeigte MANIN®? hierzu den folgenden allgemeinen Satz:

52Yuri Manin (* 1937)
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Satz 5.28. Seiw € IN gerade und sei k := w + 2. Sei weiter f(z) = Y ;71 an,(f)q" € Sy eine normierte
Hecke-Eigenform. Dann liegen die Verhiiltnisse

(ro(f) sra(f) o irw(f) und (ra(f) ira(f) s oot rwa(f))
im Zahlkorper Q(a,(f) | n € IN).

Kommen wir zurtick zum Beispiel. Wegen dim¢ S12 = 1 ist der R-Vektorraum S, zweidimen-
sional. Da die A und i A offensichtlich R-linear unabhéngig sind, gilt

512 = <A, 1 A>]R.

Mit (5.26) und (5.27) erhalten wir
t
691 691 691 691
AR = 1,0, — — -1
{r(A))r < ( /0, 22.34.5'0’23.32.5.7’0’ 23.32.5.7’0'22.34.5’0' >>R’

t
. 52 5 52
<r<ZA)>]R_ < <O/1101_24'3/0/22.3/01_24.3/0/1/O>>R~

Hiermit gilt offensichtlich

r(S12) = (r(A), 7(i A))g. (5.28)

Der Eichler-Shimura-lsomorphismus

Um die Giiltigkeit von Satz 5.26 im Fall k = 12 explizit zu tiberpriifen, gilt es nun eine Basis
des R-Untervektorraums

V = Kern (I + 7(S)) N Kern(L; + 7(ST) + ((ST)*)) € RM

zu berechnen. Da die Matrizen 7(S), t(ST), ©((ST)?) aus (5.1) leicht explizit zu bestimmen
sind, lasst sich diese Berechnung mithilfe eines Computeralgebrasystems problemlos durch-
fiihren und wir erhalten

V = (v1,05,03)r  mit v = '(1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,—1),
t
25 5 25
Uy = <O/1/01_48/0/12/01_48/0/1/0>1
t
9 9
U3 = (0/0/1/01_14/0/14/01_11010> .

Mit
(5.16)

U= (I —n(S)) -Kern(I11 — 7(T)) (o) CV

erhalten wir den wohldefinierten zweidimensionalen Faktorraum

V/U = (v1,v2,v3)Rr/ (V1)R-
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Aufgrund des offensichtlichen Zusammenhangs

(r(B))r = (01— 7 mg g -oshn und (r(iA))x = (o2}

erhalten wir insgesamt
7(S12) = r(S12)/U 62 (r(A),r(iA))r/(v1)r = (v1,02,03)R/ (V)R = V/U.

5.5 Die Abbildung in die Kohomologie

Definition 5.29. Sei w € IN gerade. Ein Kozykel ¢ : SLy(Z) — RWT! beziiglich der Darstellung
70 : SLo(Z) — GLy11(R) heifit cuspidal, wenn es fiir alle M € SLy(Z) s ein ty € RWF! gibt mit

¢(M> = (IW+1 - N(M)) ~tM-

Die Menge der cuspidalen Kozykel bezeichnen wir mit Z* (7).

Lemma 5.30. Sei w € IN gerade. Die Menge Z'(7t) der cuspidalen Kozykel beziiglich der Darstellung
70 : SLa(Z) — GLy+1(R) bildet mit der elementweisen Addition als Verkniipfung eine (kommutative)
Gruppe.

Beweis. Wir zeigen, dass Z'(7) eine Untergruppe der Gruppe der Abbildungen von SL,(Z)
nach R""! mit der elementweisen Addition ist.

Die konstante Abbildung ¢ = 0 ist ein cuspidaler Kozykel und die Menge Z!(7r) somit nicht
leer,

denn: Es gilt

$(M
¢(

)
)

$(M) + t(M)p(M) fiir alle M, M € SL,(Z),
0

M) =0
M) = 0= (Luy1 — (M) - fiir alle M € SLy(Z)co.

Fiir je zwei cuspidale Kozykel ¢, ¢ € Z () gilt ¢ + ¢ € Z'(7),
denn: Wegen der Kozykelbedingung fiir ¢ und ¢ gilt fiir alle M, M € SL,(Z)
(¢ + @) (MM) = ¢(MM) + $(MM)
= (9(M) + (M)p(M)) + (§(M) + (M) (M))
= (9 +¢)(M) + (M)(¢ + §)(M),

so dass auch ¢ + ¢ die Kozykelbedingung erfiillt. Wegen der Cuspidalitit von ¢ und ¢ gibt es
zudem fiir alle M € SL,(Z)e Vektoren tyy, fr € RYF! mit

(@ + ) (M) = (M) + $(M)
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= (Int1 — (M) - tpg + (T — T(M)) - By
= (w1 — 1(M)) - (ty + ),

so dass auch ¢ + ¢ cuspidal ist. #
Fiir einen beliebigen cuspidalen Kozykel ¢ € Z!(7) gilt —¢ € Z' (),
denn: Wegen der Kozykelbedingung gilt fiir alle M, M € SL,(Z)
(=¢)(MM) = —(¢(M) + (M)p(M)) = (=¢)(M) + 7t(M)(=¢)(M)
und wegen der Cuspidalitdt von ¢ gibt es fiir alle M € SLy(Z )« ein tp € RV mit
(=) (M) = —((Iwt1 — 7(M)) - tm) = (Iwt1 — 7€(M)) - (=tm).
#

O]

Definition 5.31. Seiw € IN gerade. Ein Korand beziiglich der Darstellung 7t : SLy(Z) — GLy11(R)
ist eine Abbildung v : SLy(Z) — R H, fiir die ein t € RV mit

$(M) = (Iyy1 — (M) -t fiiralle M € SLy(Z)
existiert. Die Menge der Koriinder bezeichnen wir mit B (7).

Lemma 5.32. Seiw € IN gerade. Die Menge B! (7t) zusammen mit der elementweisen Addition ist eine
Untergruppe von Z (7).

Beweis. Es gilt @ # B(n) C Z'(n),

denn: Offensichtlich liegt die konstante Abbildung ¥ = 0 in B!(7t), so dass letzteres nicht leer
ist. Zudem gibt es fiir jedes ¥ € B!(7) ein t € R""! mit

p(M) = (Lys1 — T(M)) -t fiir alle M € SLy(Z).

Fiir alle M, M € SL,(Z) gilt daher

= (M) + (M)p(M),
so dass 1P ein Kozykel ist. Zudem gilt fiir alle M € SLy(Z)
P(M) = (Lys1 — (M) -t
und somit sofort die Cuspidalitit. #

Fiir je zwei Korander ¢, § € B!(n) gilt ¢ — ¢ € BL(n),
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denn: Nach Voraussetzung gibtes t,f € R¥+t! so dass fiir alle M € SLy(Z)

(¥ = §)(M) = (M) - (M)
= (L1 = (M) () = (L1 — (M) (B)

= (Luy1 — 1(M)) (t = )

gilt.

Definition 5.33. Sei w € IN gerade. Die Faktorgruppe
H(n) := zY(7)/B(m)

heif$t die cuspidale Kohomologiegruppe oder auch die Eichler-Kohomologiegruppe. Die Restklasse
eines beliebigen cuspidalen Kozykels ¢ € Z' () in H' () bezeichnen wir mit [¢)].

Fir T = <(1) }) € SLy(Z) schreiben wir
Z\(m,T) :=={¢p € Z'(m) | $(T) =0},
BY(m,T) == {y € B'(m) | (T) = 0},

HY(m,T) := ZY(n,T) /B (7, T)

Die Restklasse eines beliebigen cuspidalen Kozykels ¢ € Z!(7, T) in H!(7t, T) bezeichnen wir
mit [¢]7. Dann ist die durch

N

[#]r = [¢]
gegebene natiirliche Abbildung wohldefiniert,

_{Hl(n,T) — Hl(n),

denn: Fiir ¢, ¢ € Z1 (7, T) mit [¢p]r = [P]r gilt
¢ —¢ € B (n,T) C B'(m)
und somit [¢] = [P]. #

Zusammen mit der Inklusion i : Z!(7r, T) — Z!(7r) und den kanonischen Projektionen der
jeweiligen Kozykel auf die Kohomologie erhalten wir das folgende kommutative Diagramm:

ZY (7, T) > Z1(n)

| o]

H' (7, T) — H'(n)

Proposition 5.34. Sei w € IN gerade. Die natiirliche Abbildung n : H'(7r,T) — H'(7m) ist ein
Isomorphismus.
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Beweis. Die Injektivitit von n zeigen wir wie folgt: Ein beliebiges Element von H! (7, T) ist von
der Form [¢]r mit ¢ € Z!(7, T) und wegen der Kommutativitit des Diagramms gilt

(9] € Kern(n) <= [i(¢p)] =0 < i(¢) € B'(n) & ¢ € BY(n,T) < [p]r = 0.

Zum Beweis der Surjektivitit von n betrachten wir einen beliebigen Vertreter ¢ € Z!(7) ei-
nes gegebenen Elements [¢] von H!(7r). Wir kénnen zu ¢ ein beliebiges Element aus B! ()
addieren, ohne seine Restklasse zu verandern. Definieren wir

lP(M) = (IW+1 — ﬂ(M))tT fur alle M € SLz(Z)

mit dem Vektor t7 € R¥*! aus der Definition der Cuspidalitdt von ¢, so liegt ¢ nach Definition
in B!(7). Der Kozykel

(¢ — ) (M) :=p(M) —p(M) = ¢(M) — (L1 — 7(M))tr fiir alle M € SL,(Z)

erfullt also
[ —y] = [¢].

Andererseits gilt definitionsgemafs

((yb - lp)(T) = ()D(T) - (IW+1 - N(T))tT 5é9 (Iw+1 - H(T))tT - (IW+1 - ﬂ(T))tT =0

und also
¢—peZ(n,T).

Mit der Kommutativitdt des Diagramms folgt
n(lo—ylr) =lilo—9)] =9 —y] = 9],
so dass wir ein Urbild von [¢] in H! (7, T) gefunden haben. O
Lemma 5.35. Sei w € N gerade. Die Abbildung
) {zlonlv — R¥*1,
o = ¢(S)

erfiillt
WZY(m,T)) CV und h(BY(m,T)) CU

mit den Vektorrdumen U C V C RYT! aus Abschnitt 5.3.
Beweis. Wir zeigen zunachst h(Z!'(7,T)) C V und betrachten dafiir ein beliebiges ¢ €

Z(7t, T). Dann gilt
h(g) = §(S) € Kern(Tusr + 7(S)),

denn: Mit der Kozykelbedingung gilt
(Lv1+72(S)) - 9(S) = ¢(S) + 7(S)$(S) = ¢(S?) = ¢p(— D).
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Wegen —I, € SLy(Z)« und der Cuspidalitit von ¢ folgt daraus die Existenz eines t _j, € RV !
mit

w gerade

(Iut1+72(S)) - 9(S) = (Lus1 — (L))t = 0.
#
Zudem gilt
h(¢) = ¢(S) € Kern(Ly11 + 7(ST) + 7((ST)?),
denn: Mit der Kozykelbedingung gilt
¢(ST) = ¢(S) + 7(S)¢(T) = ¢(S), (5.29)
o((ST)") = ¢((ST)" 1) + m(ST)p(ST) fiirallen € N (5.30)
Hieraus folgt sofort
(w1 +72(ST) + 7 ((ST)?)) - ¢(S) = ¢(S) + (ST)¢(S) + ((ST)*)$(S)
2 §(ST) + 7 (ST)$(ST) + 7((ST)*)(ST)
2 9((ST)?) + m((ST)*)(ST)
(ST = p(—h) 0.
#

Wir zeigen nun #(B! (7, T)) C U und betrachten dafiir ein beliebiges ¢ € B!(7, T). Dann gilt
¢(T) = 0 und es gibt ein t € R¥*! mit

P(M) = (Iys1 — (M) -t fiir alle M € SL,(Z)

und insbesondere

Es folgt

Lemma 5.36. Sei w € N gerade. Bezeichnet h die Abbildung aus Lemma 5.35, so ist

h: Z1(7T, T)—V injektiv,
h:BY(m,T) = U bijektiv.

Insgesamt erhalten wir auf natiirliche Weise eine Injektion h : H' (7, T) — V /U.
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Beweis. Die Injektivitit von h : Z1(7r, T) — V ergibt sich, da ein ¢ € Z(7, T) mit ¢(S) = 0
sowohl in S als auch in T verschwindet und daher gemafs der Feststellung nach Definition 5.20
konstant Null ist.

Hieraus folgt sofort die Injektivitit der Einschrankung h : BY(7r, T) — U. Zum Nachweis der
Surjektivitdt betrachten wir ein beliebiges u € U. Fiir dieses gilt nach Definition

U= (lyy1 —7(S)) -t mit (Iyy1 — 7t(T)) -t =0.

Die Abbildung

[SLy(z) — rvH,
LORDY = (Lugr — T(M)) -t

ist ein Korand und erfiillt ,(T) = 0. Somit gibt es fiir alle u € U ein ¢, € B'(7r, T) mit
h(y) = ¥y (S) = uund die Abbildung & : B! (7, T) — U ist surjektiv.

Wir beweisen nun die Wohldefiniertheit von /1 und betrachten dafiir zwei Vertreter ¢,$ €
ZY(7t, T) derselben Restklasse in H! (7, T). Fiir diese existiert ein ¢ € Bl(7, T) mit ¢ — ¢ = ¢
und nach Lemma 5.35 gilt

$(5),¢(S) €V und $(5) —p(S) = ¢(5) e U.

Es folgt, dass h(¢) = ¢(S) und h(P) = ¢(S) in derselben Restklasse von V /U liegen und somit
die Wohldefiniertheit von /.

Abschliefend zeigen wir die Injektivitit von /1. Dafiir betrachten wir zwei Elemente [¢]1, [§]1 €
H!(7, T) mit Vertretern ¢, ¢ € Z' (7, T), die

h(¢) —h(p) =h(p—¢) =uecl

erfiillen. Wegen der Injektivitit von i : Z!(7r, T) — V und der Bijektivitit von i : Bl(7r, T) — U
folgt

¢—¢eB(n,T)
und also [¢]7 = [P]7. O

Fassen wir die Aussagen von Satz 5.26, Proposition 5.34 und Lemma 5.36 zusammen, haben
wir jetzt einen Zusammenhang zwischen dem Raum Sy der Spitzenformen von Gewicht k :=
w + 2 und der cuspidalen Kohomologiegruppe H'(7r) = H!(7, T) hergeleitet. Abschlieflend
tur diesen Abschnitt wollen wir diesen noch prézisieren:

Wir definieren eine R-lineare Abbildung

‘{sk = H(1), (Pf:{SLz(Z) — R"*1,

=] M — MO Re(f(z)2) dz).

Diese ist wohldefiniert,
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denn: Fiir beliebige M, M € SL,(Z) gilt

ortoait) = [ el )

= / W) dz) + / f(2)z™) dz)
610 / Re(f(2)z™ dz) + (M) - /0 Re(f(z)z™ dz)
= ¢¢(M) + (M) g5 (M)
und somit die Kozykelbedingung fiir ¢¢. Weiter gilt fiir alle M € SL2(Z)e

M(0)
or(M) = [ Re(f(2)2) dz)
_ I (w) (5.31)
/ Re(f dz) /M<o> Re(f(z)z™) dz)
= (Iws1— ﬂ(M)) -r(f),
so dass ¢ auch cuspidal ist und also in Z(7) liegt. #

Satz 5.37. Seiw € IN gerade und sei k := w + 2. Dann ist das Diagramm

Sy — H(n —>H1 (7, T)

\/

antikommutativ, das heif$t, es gilt
honto g=-7

und alle vorkommenden Abbildungen sind Isomorphismen; insbesondere gilt

Sy = HY(m) = H'(7,T).

Beweis. Wir zeigen zundchst die Antikommutativitdat und betrachten dafiir ein f € Si. Da die
durch

$p(M) = (Lu1 — (M) - 7(f)
definierte Abbildung ¢ in B!(7) liegt, gilt

8(f) = los] = s — ¢l.

Wegen (5.31) mit M = T gilt ¢y — ¢ € Z' (71, T) und also

(n'og)(f) = oy — ¥l



5.6. Ubungsaufgaben 146

Es folgt
(ho o)1) = 94(9) = 9(5) mod
_/ Re(f(z)z™ dz) — (mﬂ—mayémmq@wmwpmdu
10 / 2™ dz) mod U

— A Re(f(z)z™ dz) mod U
=)
und somit die Antikommutativitét.
Es verbleibt zu zeigen, dass alle vorkommenden Abbildungen Isomorphismen sind.
e Fiir den Eichler-Shimura-Isomorphismus 7 ist dies gerade Satz 5.26.
e Die Bijektivitdt von n~! haben wir in Proposition 5.34 gezeigt.

e Die Injektivitit von / haben wir in Lemma 5.36 hergeleitet; die Injektivitat von g folgt
nun mit der Antikommutativitdt des Diagramms.

e Mit der Antikommutativitit des Diagramms, der Bijektivitat von #,7~! und der Injekti-
vitat von h, g folgt

dimg V/U = dimg S < dimg H!(7) = dimg H' (77, T) < dimg V/U.
Hieraus ergibt sich sofort
dimg S = dimg H'(7r) und dimg H'(71, T) = dimg V/U

und somit die Surjektivitat von g und /.

5.6 Ubungsaufgaben

Aufgabe 5.1. In dieser Aufgabe wollen wir die Polynomdarstellung von GLy(R) auf P, (R) in einen
allgemeineren Kontext stellen. Hierfiir betreiben wir zuniichst ein wenig multilineare Algebra:
Ist n € N eine natiirliche Zahl und V ein Vektorraum iiber einem Korper K mit Basis {b1, ..., by}, so
ist
° TW(V) = <bi] ®'-'®biw | i,...,lw € {1,...,1’1}>R fiiTW eN
das w-fache Tensorprodukt von V.
o T(V):=@y_1 TV (V) mit der durch
™(V)xTY(V ™HV(V),
(V) xT"(V) - V) fiir allew,v € IN
(by ®...®bi, b, ®...0b;,) —b,®...0b, b, ®...®Dbj,

definierten Multiplikation die Tensoralgebra von V.
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e Sym(V) :=T(V)/I(V) mit dem homogenen Ideal (V) := (v@w —w®v |v,w € V)k
die symmetrische Algebra von V; fiir das Produkt von zwei Elementen v,w € Sym(V') schrei-
ben wir v - w.

e Sym"(V), das Bild von TV (V') unter der Projektion auf Sym(V),
die w-te symmetrische Potenz von V; es gilt Sym(V) = @y,_; Sym" (V).

Zeigen Sie nun fiir n,w € IN die folgenden Aussagen:
(@) GL,(R) operiert auf Sym" (R") durch
GL,(R) — GL(Sym"“(R")),
M = (01 ..o 0w = (Mog) - ...- (Moy)) .

(b) Der Vektorraum Sym™ (R") ist isomorph zum Untervektorraum P (R) der homogenen Polyno-

me vom Grad w in R[Xy, ..., Xy].

Aufgabe 5.2. Seiw € N gerade und seien F, G : L — R"T! zwei C*®-Funktionen mit
Pm(F(x,y)) = (M) -F(x,y),  ¢u(dG(xy)) = (M) -dG(x,y)  firalle M € SLy(Z).
Zeigen Sie, dass dann
/ [F|dG] =0
9F

gilt, wobei einfach und im positiven Sinne lings des Randes des Standardfundamentalbereichs F der
Aktion von SLy(Z) auf H integriert werde.

Hinweis: Unterteilen Sie die Integrationskurve geschickt in Teilstiicke und integrieren Sie einzeln lings
derselben.

Aufgabe 5.3. Seiw € N gerade. Zeigen Sie, dass dann
Bild (P (L) — P(ST)) = Kern(P (L) + P(ST) + P((ST)?))
gilt.

Aufgabe 5.4. Sei k € Z>4 gerade und sei f(z) = Y ;o1 an(f)q" € Sk eine Spitzenform. Zeigen Sie
die folgenden Aussagen:

(@) Die DIRICHLET-Reihe>®

L(fis) i= i an(f)n

konvergiert gleichmiflig absolut auf Kompakta in der durch Re(s) > % + 1 gegebenen Halbebene
und stellt dort eine holomorphe Funktion dar, die Hecke-L-Funktion von f.

Hinweis: Benutzen Sie Ubungsaufgabe 3.1.

5Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859)
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(b) Esgilt

7

/ f(z)28dz = #12m) S (s 4+1) - L(f;s +1) fiiralles € C mit Re(s) > 12c
0
wobei T die in Ubungsaufgabe 3.7 eingefiihrte Funktion bezeichne.

Wie fiir die Konvergenz des Periodenintegrals in Abschnitt 5.3 zeigt man, dass das Integral links auf
ganz C konvergiert, so dass wir eine holomorphe Fortsetzung von L(f;s) auf ganz C gefunden haben.

Aufgabe 5.5. Seien w € IN gerade, k := w + 2 und f € Si. Zeigen Sie die folgenden Rechenregeln fiir
die Perioden von f:

@ ri(f)+ (=1ra_j(f) =0.
j

© 0 L (Dnanscy £ (e =0

(=0 (=0
{ gerade U+ gerade
j i w—j w— ]
© L (PJrtnr ¥ (", )rn=0
l ung_e}'ade l+j u;(gemde

Hinweis: Beachten Sie, dass analog zu Lemma 5.17 die Beziehungen

(L1 + 72(S)) /0 " F(2)2™ dz = 0 = (L1 + 7(ST) + 7((ST)?)) - /O " ()2 dz

gelten. Zum Beweis von (b) und (c) beachten Sie, dass Sy nach den Ergebnissen von Abschnitt 4.4 eine
Basis aus Modulformen mit reellen Fourier-Koeffizienten hat.
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