Verschrankungsmodul zur didaktischen
Reduktion in der Zahlentheorie

Wintersemester 2022 / 23

Vorlesungsskript

Dr. Hendrik Kasten

27. Juli 2022



Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung 2
1.1 Zahlbereiche . . . . . . . . . . . e 2
1.2 Uber Zahlentheorie . . . . . . o v v v i e 3
2 Teilbarkeit 4
2.1 DivisionmitRest . . . . . . . . . e 4
2.2 Der Fundamentalsatz der Arithmetik . . . . .. ... ... ... ... ... .... 10
2.3 Vollkommene Zahlen . . . . . . . . . . ... ... 14
3 Zahlentheoretische Funktionen 16
3.1 Schwach multiplikative Funktionen . . ... ... ... ... ... .. ....... 16
3.2 DieEuler’sche ¢-Funktion . . . . . ... ... ... .. ... .. .. ... .. ... 17
4 Kongruenzen 20
4.1 Restklassenringe . . . ... ... .. ... ... o 20
42 DerSatzvon Euler-Fermat . . . . . ... .. ... .. ... ... 22
4.3 Quadratische Reste und der Satzvon Euler . . . ... ... ... .......... 24
44 Primzahltests . . . . . . . . e e 27
4.5 DasRSA-Verfahren . . . . . . . . . . . . .. e e 30
5 Darstellungen von Zahlen 34
5.1 Die g-adische Zahldarstellung . . . . . ... ... ... ... ... .. .. .. 34
5.2 Kettenbriiche . . . . . . . . . . .. 39
6 Diophantische Gleichungen 44
6.1 Pythagordische Tripel und der Grofie Satz von Fermat . . . . . .. ... ... ... 44
6.2 Lineare diophantische Gleichungen . . .. ... ... ... ... ..... .. ... 48



KAPITEL 1

Einleitung

1.1 Zahlbereiche

Wir gehen fiir diese Vorlesung davon aus, dass die iiblichen Zahlbereiche bereits an anderer
Stelle grundlegend eingefiithrt worden sind. Wir geben hier darum nur einen kurzen Uberblick
tiber diese Thematik und legen bei dieser Gelegenheit unsere Notation fest:

e N := {1,2,3,...} bezeichne die Menge der natiirlichen Zahlen. Letztere sind seit vor-
historischer Zeit bekannt und werden seit jeher dazu benutzt, Anzahlen als gleichartig
betrachteter Objekte (etwa: Apfel, Birnen, ...) zu beschreiben.

e Ny := INU {0}. Die Verwendung von Stellenwertsystemen (vgl. Abschnitt 5.1) machte die
Einfiihrung eines Symbols notwendig, das anzeigt, dass etwas nicht da ist. Dieses Symbol
ist die Null — in Zeichen: 0. Zuerst erschien sie ca. 300 v. Chr. in Indien. Mit dem Einzug
des Stellenwertsystems kam auch die Null im 12. Jahrhundert nach Europa.

e Z := NoU{—a | a € N} bezeichne die Menge der ganzen Zahlen. Im Zuge der Buch-
fithrung bei der Steuererhebung kam im China des 2. Jahrhunderts v. Chr. der Wunsch
auf, nicht nur Guthaben sondern auch Ausstinde notieren zu konnen. Mittel der Wahl
war damals — und mancherorts auch noch heute — Guthaben in schwarz und Schulden in
rot zu notieren. Nach Europa kamen die negativen Zahlen erst im 15. Jahrhundert, als in
Florenz das moderne Bankwesen entstand.

e Q:={}|a€Z,bc N} bezeichne die Menge der rationalen Zahlen. Diese wird algebra-
isch realisiert als Quotient

Q= (Z xN)/ ~ mitder Aquivalenzrelation (a,b) ~ (c,d) :<=> ad = bc.

Wiéhrend diese Beschreibung der rationalen Zahlen natiirlich vergleichsweise rezent ist,
lassen sich die ersten Beispiele fiir Bruchrechnung bereits ca. 1000 v. Chr. in Agypten
nachweisen. Als Verhiéltnisse von Langen waren sie in der antiken Mathematik und ihren
Anwendungen - etwa in der Architektur — weit verbreitet.
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3 Kapitel 1. Einleitung

e R := {Cauchy-Folgen in Q} /{Nullfolgen in Q} bezeichne die reellen Zahlen. Schon im
5. Jahrhundert v. Chr. fanden die Pythagorder den ersten Beweis fiir irrationale Zahlen-
verhéltnisse. Im 16. Jahrhundert schuf Simon Stevin die Voraussetzungen fiir die moder-
ne Dezimalschreibweise und bestand darauf, hierbei zwischen rationalen und irrationa-
len Zahlen keinen Unterschied zu machen. Seit Einfiihrung der modernen Analysis im 18.
Jahrhundert nutzt man systematisch die komplette Menge der reellen Zahlen, zunéchst
jedoch ohne eine stringente Definition dieses Begriffs. Diese lieferte erst Georg Cantor
im Jahr 1871. Drei Jahre spéter zeigte er mit seinem berithmten Diagonalargument, dass
die Menge der reellen Zahlen nicht abzdhlbar — also echt méchtiger als die Menge der
natiirlichen Zahlen —ist.

e C:=R[X]/(X?+1) = {a+0bi|ab e R} bezeichne die Menge der komplexen Zahlen.
Spétestens seit dem 16. Jahrhundert ist bekannt, dass beim Losen algebraischer Gleichun-
gen Wurzeln aus negativen Zahlen auftreten. Letztere wurden zunéchst nicht als Zahlen
akzeptiert, da sie keine Langen in der realen Welt darstellten, dann aber nach und nach
als niitzliches Hilfsmittel erkannt und als imagindire Zahlen toleriert. Mit Aufkommen
der modernen Algebra erkannte man schliefSlich die Bedeutung der komplexen Zahlen
als algebraischem Abschluss der reellen Zahlen.

1.2 Uber Zahlentheorie

Vereinfachend ldsst sich sagen, die Zahlentheorie sei das Studium der natiirlichen bzw. ganzen
Zahlen. Untersuchungen verschiedener Eigenschaften natiirlicher Zahlen gehoren zu den élte-
sten Beschiftigungen mit mathematischen Problemen tiberhaupt. Bereits im antiken Griechen-
land entstanden Werke wie Euklids Elemente und Diophants Arithmetika, die sich teilweise oder
ausschliefllich mit der systematischen Behandlung ganzzahliger Fragestellungen befassten. Mit
dem ausgehenden Altertum schwand jedoch weitgehend das Interesse an der Mathematik ins-
gesamt und wirklich starke, neue Impulse erhielt die Lehre von den ganzen Zahlen erst wieder
im 17. und 18. Jahrhundert, vor allem durch Fermat und Euler. Die ersten umfassenden und
systematischen Darstellungen des (damals) aktuellen Wissensstandes der Zahlentheorie gaben
dann um die Wende zum 19. Jahrhundert nahezu zeitgleich Legendre mit seinem Essai sur la
Théorie des Nombres und Gaufs mit seinen Disquisitiones Arithmeticae. Vor allem das fundamenta-
le Werk von Gauf$ mit seiner Fiille von neuen und tiefliegenden Entdeckungen brachte die Zah-
lentheorie als selbstdndige Teildisziplin der Gesamtmathematik erst eigentlich auf den Weg. In
den seither verflossenen fast zweihundert Jahren hat sich die Zahlentheorie gewaltig weiter-
entwickelt und in verschiedene Richtungen verzweigt. In Abhidngigkeit von den eingesetzten
Hilfsmitteln unterscheidet man dabei vor allem zwischen der Elementaren Zahlentheorie, der
Analytischen Zahlentheorie und der Algebraischen Zahlentheorie. In dieser Vorlesung werden
wir uns zumeist mit elementaren Fragestellungen beschéftigen.



KAPITEL 2

Teilbarkeit

2.1 Division mit Rest

Definition 2.1. Seien a,b € Z. Die Zahl a heifit ein Teiler von b — in Zeichen: a | b — wenn es ein
q € Z mit b = qa gibt. In diesem Fall nennt man die Zahl b auch ein Vielfaches von a.

Das folgende Lemma ergibt sich unmittelbar aus Definition 2.1:

Lemma 2.2. Fiir beliebige a,b,c,d € Z gelten die folgenden Aussagen:
(@) Ausa|bunda|cfolgtal (b+c).

(b) Ausa|bfolgta | bc.

(c) Ausa|bundb |cfolgta|c

(d) Ausa|cundb|dfolgtab | cd.

Der nichste Satz beschreibt ein elementares aber dennoch enorm niitzliches Verfahren — die
Division mit Rest auf den ganzen Zahlen:

Satz 2.3 (Satz von der Division mit Rest). Fiir beliebige a,b € Z mit b # 0 gilt:

Es gibt eindeutig bestimmte Zahlen q,r € 7 mit
a=gb+r und 0<r<|bl.
Die Zahl r heift der Rest, die Zahl q der ganzzahlige Quotient bei Division von a durch b.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Existenz von ¢q,r € Z wie im Satz. Dazu setzen wir

R:Z{Cl—qb|q€Z}ﬂ]N0g]No.
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5 Kapitel 2. Teilbarkeit

Offenbar ist R C INg nichtleer und besitzt somit ein eindeutig bestimmtes kleinstes Element r.
Sei weiter g die ganze Zahl mita — gb = r, also mita = gb + r. Dann gilt 0 < r < |b|,

denn: Angenommen, es galte r > |b|. Dann folgte

0<r—|b|=a—qb—sgn(b)b=a— (q+sgn(b))b<r

€R

und also ein Widerspruch zur Minimalitdt von r. #

Zum Beweis der Eindeutigkeit betrachten wir , 7, q,§ € Z mit

a=gb+r=4b+7 mit0<r7<|b|
Wir erhalten (g — §)b = 7 —r, also b | (7 — r). Nach Voraussetzung ist |7 — r| < |b|. Es folgt
7 —r = 0 und hieraus r = 7 sowie g = 4. O

Bemerkung 2.4. In der Sprache der Algebra besagt Satz 2.3, dass der Ring Z. euklidisch ist.

Definition 2.5. Fiir beliebiges n € IN und beliebige a1, . .. ,a, € Z sei
T(ay,...,an) ={t€Z|t|a,...,t|ay} =T(a) N ... N T(ay)

die Menge der gemeinsamen Teiler von ay, . .., a,. Eine Zahl d € Z heifit ein grofiter gemeinsamer
Teiler von ay, . . ., a,, wenn sie die folgenden Eigenschaften erfiillt:

(88Th) d =0,

(ggTZ) de T(alr s /an)/

(¢gT3) fiirallet € T(ay,...,a,) giltt | d.

Bemerkung 2.6. Natiirlich konnten wir fiir gegebene ay, . .. ,a, € Z — vorausgesetzt diese sind nicht
alle Null — den grofiten gemeinsamer Teiler auch als das bzgl. ,<* grofite Element von T(aq,...,a,)

festsetzen. Unsere Definition ist jedoch fiir die meisten Verwendungszwecke tauglicher. Dafiir miissen
wir allerdings in Existenz und Eindeutigkeit etwas Arbeit investieren.

Lemma 2.7. Beliebige ay,...,a, € Z mitn € N besitzen hichstens einen grofiten gemeinsamen Teiler.

Beweis. Fiir grofite gemeinsame Teiler dq,dy von ay, ..., a, gilt nach (¢¢T3) sowohl d; | d; als
auch d, | di. Somit existieren q1,42 € Z mit d = g1d1 sowie di = god, und folglich also
d1 = q2q1d1. Wir unterscheiden zwei Falle:

Fall 1: d; = 0. Dann folgt sofort d, = g1 -0 =0 = d;.

Fall 2: d; # 0. Dann erhalten wir 41 = 1, also g1 € {£1} und also d, = +d;. Mit (ggT;) folgt
auch in diesem Fall d, = d;. O
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Bemerkung 2.8. Der Beweis zeigt insbesondere: Lisst man in Definition 2.5 Bedingung (ggT1) weg,
so ist der grofite gemeinsame Teiler immer noch bis auf eine Einheit in Z° = {+1} eindeutig, es gibt
also hochstens zwei grofSte gemeinsame Teiler von ay, . . ., a, und mit d wire stets auch —d ein grifSter
gemeinsamer Teiler von ay, . .., ay.

In allgemeinen Ringen R definiert man den grofiten gemeinsamen Teiler nur anhand von (ggT,) und
(¢gT3) und erhiilt Eindeutigkeit nur bis auf eine Einheit in R*.

Die folgende elementare Feststellung wird im Weiteren grofse Konsequenzen haben:

Lemma 2.9. Fiir beliebige a,b,q,r € Z gilt:
a=gb+r = T(ab)=T(br).

Beweis. Fiirt € T(a,b) giltt | (a —qb) = rund also t € T(b,r). Umgekehrt gilt fiir t € T(b,r)
sofortt | (qb+r) = aund somitt € T(a,b). O

Im Falla > b € IN folgt aus Lemma 2.9, dass man die Berechnung der Menge der gemeinsamen
Teiler T(a,b) durch Division mit Rest — etwa in der Form a = gb +r mit 0 < r < |b| — auf die
Berechnung der Menge der gemeinsamen Teiler T (b, r) zuriickfithren kann. Hierbei ist jetzt r
kleiner als b und damit auch kleiner als 4. Das ist die Grundidee des Euklid’schen Algorithmus:

Satz 2.10 (Euklid’scher Algorithmus). Fiir beliebige a > b € 7. gelten die folgenden Aussagen:

(@) a,Db besitzen einen eindeutig bestimmten grofiten gemeinsamen Teiler. Dieser wird mit ggT (a,b)
bezeichnet und der grofste gemeinsame Teiler von a und b genannt.

(b) ggT(a,b) kann mit dem Euklid’schen Algorithmus bestimmt werden:

Istb = 0, so gilt ggT(a,b) = ggT(a,0) = |a|. Ist b # 0, setze z1 := a, zp := |b| und erhalte
23,24, ... € o durch die Gleichungen

(G1) z1=q122 + 23 mit 0 < z3 < 2o,
(G2) z2=(oz3+ 24 mit 0 < zy4 < z3,

Dieser Prozess bricht nach einer endlichen Anzahl r von Schritten ab:

(Gr—l) Zr—1 = qr—12r + Zr+1 mit O < Zr+1 < Zyp,
(Gr) Zr — qur+1 + 0

und es gilt: ggT(a,b) = z,11.

(c) Esgibtu,v € Z mit

ggT(a,b) = ua+ vb. (Erweiterter Euklid’scher Algorithmus)
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Beweis. Wir betrachten zundchst den Fall b = 0. Hier gelten offenbar |a| > 0, |a| | a und
la| | 0. Furein t € T(a,0) = T(a) gilt zudem ¢ | |a|. Nach Definition 2.5 ist || also ein grofiter
gemeinsamer Teiler von a und 0. Die Eindeutigkeit gilt nach Lemma 2.7. SchliefSlich gilt

la| = ggT(a,0) =sgn(a)-a+0-0
und insgesamt der ganze Satz in diesem Spezialfall.

Fiir den Rest des Beweises sei nun b # 0. Fiir die Folge der Reste gilt konstruktionsgemaf3
Zp > z3 > z4 > ..., s0 dass das Verfahren nach einer endlichen Anzahl r von Schritten stoppt.
Die letzten beiden Gleichungen sind dann von der Form

(Gr—1)  Zr—1 = Gr—1Zr + Zr41 mit0 < z,41 < zp,
(Gr) Zr = qrZr+1 +0
und nach Lemma 2.9 gilt

T(a,b) = T(a,|b]) = T(z1,22) = ... Z T(zr,2r41) = T(2r41,0) = T(zr11).

Esfolgenz,1 € T(z,41) = T(a,b)und t | z,4 furallet € T(a,b) = T(z,41). Danach Konstruk-
tion z,41 > 0 gilt, haben wir somit nachgewiesen, dass z,;1 ein grofiter gemeinsamer Teiler von
a, b ist. Die Eindeutigkeit gilt wieder nach Lemma 2.7. Hiermit sind die Behauptungen (a) und
(b) gezeigt und es verbleibt Behauptung (c) zu zeigen. Wegen

(Gr—2) Zy—2 = {r—22Zr-1 + zy,
(Gr-1) zr-1=qr-12, +ggT(a,b)

ergibt sich

ggT(a,b) =z, 1 —qr—12r = 2r—1 — §r—1(Zr—2 — Gr—22r—1)
= U;_1Zr—1 + Ur_1Z,—2 mit geeigneten u,_1,v,_1 € Z.

Wir benutzen nun (G,_3), um z,_; tber z,_3, z,_, auszudriicken usw. Aus (G;) erhalten wir
schliefSlich u,, v, € Z mit

geT(a,b) = vozy + upzy = v2|b| + usa.

Wir setzen u := up, v := vy sgn(b), dann ist ggT(a,b) = ua + vb. O

Der Erweiterte Euklid’sche Algorithmus ist ein sehr wichtiges Resultat {iber den grofsten ge-
meinsamen Teiler, das man sehr haufig in Beweisen benoétigt. Als Beispiel dafiir dient der Be-
weis der folgenden Proposition:

Proposition 2.11. Fiir beliebige a,b,c,d € 7Z mit ggT(a,b) = 1! gelten die folgenden Aussagen:
(@) Ausa|bcfolgtalc

1Zahlen a,b € Z mit ggT(a,b) = 1 nennen wir ab sofort auch teilerfremd.
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(b) Ausa|dundb |dfolgtab |d.

Beweis. Wegen ggT(a,b) = 1 und nach dem Erweiterten Euklid’schen Algorithmus gibt es
u,v € Zmitua+vb =1.Gilta | b, so existiert ein g € Z mit bc = ga und es ist

c=c-1=c(ua+vb) = cua+ vbc = cua+vga = a(cu + vq),
was a | ¢ und somit Behauptung (a) impliziert.
Geltena | dund b | d, so gibtes q1,42 € Z mitd = gya und d = g,b. Wir erhalten
d=d-1=d(ua+ vb) = dua+ dvb = grbua + g1avb = ab(qou + q10)

und deshalb ab | d, also Behauptung (b). O

Fiir das Studium des grofiten gemeinsamen Teilers mehrerer natiirlicher Zahlen ist es sehr
niitzlich, sich mit Idealen in Z zu beschéftigen:

Satz 2.12. Fiir jedes Ideal a < Z gibt es ein eindeutig bestimmtes m € INo mit
a=mZ:={mr|r € Z}.

Beweis. Es gibt stets ein m € INg mit a = mZ,

denn: Wegen a = {0} = 0-Z koénnen wir ohne Einschriankung a # {0} annehmen. Wegen
—1 € Z folgt zudem aus n € a stets —n € a, so dass a N IN C IN nichtleer ist und somit ein
eindeutig bestimmtes kleinstes Element m besitzt. Jedes Element von mZ ist nun von der Form
rm mit einem r € Z und liegt somit in a. Es gilt also mZ C a. Umgekehrt erhalten wir fiir ein
a € a durch Division mit Rest ¢, € Z mita = gm +r und 0 < r < m. Wegen

r=a—qm=a+(—q)mea
€0 N —r
ca
und der Minimalitdt von m in a N IN folgt » = 0, also a = gm € mZ und schliefSlich a C mZ. #

Zum Nachweis der Eindeutigkeit betrachten wir m, n € INg mit mZ = nZ. Dann gelten n € mZ
und m € nZ; es gibt also r, 7 € Z mit n = mr sowie m = nf. Dies liefert n = mr = n#r. Im Fall
n=0folgtm=0-7=0.ImFalln # 0folgtr =7 = 1oderr = # = —1. Wegen m,n € INg
ergibt sich r = 1, denn andernfalls wire m = —n < 0. Wir erhalten m = n. O

Bemerkung 2.13. In der Sprache der Algebra besagt Satz 2.12, dass Z ein Hauptidealring ist.

Bekanntlich ist fiir je zwei Ideale a, b in einem Integritdtsring R die Summe
a+b:={a+blacabeb}

wieder ein Ideal in R. Das folgende Beispiel legt nahe, dass ein sehr enger Zusammenhang
zwischen Summen von Idealen in Z und grofiten gemeinsamen Teilern besteht:
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Beispiel 2.14. Esist 2Z. +3Z = Z,

denn:
1=ggT(2,3)=(-1)-2+1-3€2Z+3%

und fiiraller € Zistr =r-1 € 27 4 37Z. #

Die Summe zweier Ideale verallgemeinert sich in naheliegender Weise auf Summen endlich
vieler Ideale, wobei diese Summenbildung offensichtlich assoziativ ist. Mit dem folgenden Satz
erhalten wir eine explizite Beschreibung von Summen von Idealen aus Z und damit gleichzei-
tig die Existenz des grofiten gemeinsamen Teilers einer endlichen Menge ganzer Zahlen:

Satz 2.15. Sei n € N beliebig. Dann besitzen beliebige ay, . ..,a, € Z je einen eindeutig bestimmten
grofiten gemeinsamen Teiler ggT(ay, . .., a,) und es gilt

mZ+...+a,Z =ggl(ay,..., a,)Z.

Insbesondere gibt es uy, ..., u, € Zmit ggT(ay,...,a,) = U141 + ... + tpay.

Beweis. Nach unserer Voriiberlegung zu Summen von Idealen und nach Satz 2.12 gibt es ein
d € Nomita1Z + ...+ a,Z = dZ. Diese Zahl d ist ein grofiter gemeinsamer Teiler vonay, ..., a,,

denn: Fiir ein beliebiges i € {1,...,n} gilt
a;=0-a1+...+0-a; 1+1-a;+0-a;1+...+0-a, e mZ+ ... +a,Z = dZ,

so dass es ein r; € Z mit a; = dr; gibt. Die Zahl d ist also ein Teiler von a;. Da i beliebig gewahlt
war, folgtd € T(ay,...,a,).Seinunt € T(ay,...,a,) beliebig. Wegend € dZ = a1Z+ ...+ a,Z
gibtesuy,..., u, € Zmitd = ujay + ...+ uya, und wegen t | ay, ..., t| a, folgtt | d. #

Die Eindeutigkeit ergibt sich wieder aus Lemma 2.7. O

Korollar 2.16. Fiir beliebige ay, . ..,a, € Z mit n € IN gilt

geT(aq,...,a,) = ggT(a1,88T(ay, ..., a,)),

so dass ggT(ay,...,a,) durch iteratives Anwenden des Euklid’schen Algorithmus 2.10 berechnet wer-
den kann.

Beweis. Nach Satz 2.15 gilt

geT(a,...,00) 2 = mZ+ mZ + ...+ a,Z
=mZ+ggT(ay, ..., a,)Z
= ggT(m,ggT(ay, ..., an))Z.

Die Behauptung ergibt sich dann aus der Eindeutigkeitsaussage in Satz 2.12. O
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2.2 Der Fundamentalsatz der Arithmetik

Im vergangenen Abschnitt haben wir Teiler gegebenener ganzer Zahlen studiert. Das Ziel die-
ses Abschnitts ist es, ganze Zahlen eindeutig als Produkte geeigneter Teiler darzustellen. Als
mogliche Bausteine einer solchen Darstellung definieren wir:

Definition 2.17. Ein natiirliche Zahl p > 1 heifit Primzahl, wenn T(p) = {£1,=£p}, also
T(p) N IN = {1, p} ist. Die Menge der Primzahlen bezeichnen wir mit IP.

Proposition 2.18. Der kleinste positive und von 1 verschiedene Teiler von 1 < a € IN ist eine Primzahl.
Beweis. Wegen

a€T:=(T@)NIN)N{1} ={teN|t]|at#1}
ist @ # T, C IN, so dass T4 ein kleinstes Element p besitzt. Dieses Element p ist eine Primzahl,

denn: Seil < t € N mit ¢t | p beliebig. Mit p | a und Teil (c) von Lemma 2.2 folgt dann ¢ | 2 und
alsot € T;.Dat | p insbesondere t < p nach sich zieht, folgt aus der Minimalitdt von p in T
bereits t = p und nach Definition 2.17 damit die Primalitdt von p. #

O

Satz 2.19 (Satz von Euklid). Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis. Gébe es nur endlich viele Primzahlen py, ..., p, mit einem geeigneten n € IN, so konn-
ten wir eine nattirliche Zahl N := p; -...- p, +1 > 1 definieren. Nach Proposition 2.18 gdbe es
eine Primzahl p mit p | N. Nach Annahme gilte p € {p, ..., p»} und nach Teil (b) von Lemma
2.2 somitauch p | p1-...- pn. Nach Teil (a) von Lemma 2.2 folgte p | (N — p1 ... pn) =1, was
im Widerspruch zur Primalitit von p steht. O

Wir fithren nun eine Reihe klassischer Primzahlprobleme auf, auf die wir im Rahmen dieser
Vorlesung nicht tiefer eingehen kénnen und die teilweise auch noch ungelost sind:

Bemerkung 2.20. (a) Wie verhilt sich die Primzahlanzahlfunktion
n(x):=#{pelP|p<x}
asymptotisch fiir x — o0?

Carl Friedrich Gauf§ vermutete 1793 den nach ihm benannten Gauf8’schen Primzahlsatz

Erst 1896 wurde dieser unabhingig von Jacques Hadamard und Charles-Jean de la Vallée-Poussin
mit Methoden der Analytischen Zahlentheorie bewiesen.
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(b) Wie verteilen sich die Primzahlen in die Restklassen bei Division mit einem festen n € IN?

Johann Dirichlet bewies 1837, dass es zu jedem Paar natiirlicher Zahlen k,n € IN mit ggT(k,n) =
1 unendlich viele Primzahlen p der Form p = k + an mit einem a € N gibt. Dieses Ergebnis wird
heute der Dirichlet’sche Primzahlsatz genannt. Mit den damals revolutioniren Methoden, die
Dirichlet zum Beweis dieses Resultats einsetzte, begriindete er die Analytische Zahlentheorie. Fiir
ggT(k,n) > 1 qibt es iibrigens trivialerweise hiochstens eine Primzahl p der oben gegebenen Form.

(c) Wie viele Primzahlzwillinge (p, p + 2) gibt es?

Diese Frage ist bis heute unbekannt. Im Jahr 2014 zeigten Zhang und Polymath, dass es unendlich
viele Paare aufeinanderfolgender Primzahlen mit Abstand < 246 gibt.

(d) Ist jede gerade Zahl > 2 die Summe zweier Primzahlen?

Das ist die Goldbach-Vermutung aus dem Jahr 1742 und ist bis heute ungeldst. Im Jahr 2015
loste Harald Helfgott die sogenannte schwache Goldbach-Vermutung, indem er zeigte, dass jede
ungerade Zahl > 5 die Summer dreier Primzahlen ist.

Die nachfolgende Charakterisierung von Primzahlen ist sehr wichtig und in vielen Beweisen
tauglicher als die direkte Verwendung von Definition 2.17:

Proposition 2.21. Fiir ein beliebiges 1 < p € N sind die folgenden Aussagen iquivalent:
(i)  pist eine Primzahl.

(i) Ausp |abmita,b e Z folgt stets p | a oder p | b. (Primelementeigenschaft)
Beweis. Gelte zundchst Aussage (i), sei also p eine Primzahl. Betrachten wir

a,beZ mitp|abundpfa.

Dann ist ggT(p,a) = 1 und mit Teil (a) von Proposition 2.11 folgt p | b. Das zeigt Aussage (ii).

Gelte nun umgekehrt Aussage (ii) und betrachten wir ein @ € IN mit a | p. Zu diesem existiert
ein b € Z mit p = ab. Nach (ii) folgt p | a oder p | b. Trivialerweise gilt zudema | pund b | p
und zusammengenommen also eine der beiden Aussagen

(plaunda|p) bzw. (p|bundb|p).

Dies impliziert 2 = p oder b = p und demzufolge a = 1 oder a = p. Nach Definition 2.17 ist p
also eine Primzahl und es gilt Aussage (i). O

Als erste Anwendung von Proposition 2.21 werden wir zeigen, dass die Primzahlen tatsdchlich
die gesuchten Bausteine der natiirlichen (und somit auch der ganzen) Zahlen darstellen:

Satz 2.22 (Fundamentalsatz der Arithmetik). Jede natiirliche Zahl a € IN ldsst sich bis auf die
Reihenfolge der Faktoren eindeutig als Produkt von Primzahlen schreiben.
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Beweis. Jede nattirliche Zahl a besitzt eine Primfaktorzerlegung, 1asst sich also als Produkt von
Primzahlen schreiben,

denn: Wir zeigen die Behauptung per Induktion nach a. Die Zahl 2 = 1 ist konventionsge-
méf} das leere Produkt, so dass wir ohne Einschrankung a > 2 annehmen konnen. Ist 4 eine
Primzahl, so ist nichts zu zeigen. Ist andererseits a keine Primzahl, so ist 2 = bc fiir geeigne-
te b,c € Nmit1 < b,c < a. Nach Induktionsvoraussetzung besitzen dann b und c jeweils
eine Primfaktorzerlegung und nach Multiplizieren erhalten wir eine Primfaktorzerlegung des
Produkts a = bc. #

Seien nun fiir geeignete 7,5 € IN

a=pr-...-pr=q1-...-qs mitpy,...pr,q1,...,49s €P

zwei Primfaktorzerlegungen derselben natiirlichen Zahl a. Dann gilt p1 | a = g1 - ... - qs. Mit
p1 € P und Proposition 2.21 erhalten wir die Existenz eines i € {1,...,s} mit p; | g;. Nach
Umnummerieren kénnen wir ohne Einschrankung p; | g1 annehmen. Da g1 und p; Primzahlen
sind, folgt hieraus p; = q; und durch Kiirzen von p; erhalten wir aus der Ausgangsgleichung

pz'...'py:qZ’...'qs.
Iterativ lasst sich so zeigen, dass r = s ist, und dass fiir die Primfaktoren nach moglichem

Vertauschen die Identititen p; = g; fur allei € {1,...,r = s} gelten. O

Obwohl sich schon in Euklids Elementen dem Fundamentalsatz verwandte Aussagen finden,
scheint seine erste klare Formulierung von Carl Friedrich Gauf in seinen Disquisitiones Arith-
meticae von 1801 gegeben worden zu sein.

Bemerkung 2.23. Sei a € IN. Fasst man in der im Fundamentalsatz 2.22 gegebenen Primfaktorzerle-
gung von a mehrfach vorkommende Primfaktoren in der Form p - ...- p = p" zusammen, so erhilt man
die Existenz einer kanonischen Primfaktorzerlegung

a = H pllp(ll)

peP

von a. Die Exponenten v,(a) € g sind hierbei durch a eindeutig bestimmt und heiflen die Vielfach-
heiten der Primzahlen p in a. Nach Konstruktion gilt dabei v, (a) # O fiir nur endlich viele p.

Wir kénnen nun die Teiler einer gegebenen natiirlichen Zahl prazise angeben und bereiten dies
mit dem folgenden Lemma vor:

Lemma 2.24. Fiir beliebige a,b € N gilt:
alb = vy(a) <vy(b)firalep € P.

Beweis. Die Aussage a | b ist gleichwertig mit der Existenz eines ¢ € IN mit a = bc. Mit der
Existenz der eindeutigen kanonischen Primfaktorzerlegung aus Bemerkung 2.23 folgt hieraus

vp(a) = vp(b) +vp(c) fur alle p € P.
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und wegen v, (c) € INg insbesondere
vp(a) > vp(b) fur alle p € P.

Gilt aber umgekehrt diese letzte Aussage, so sind die Differenzen §, := v,(a) — v,(b) fiir alle
p € P nichtnegative ganze Zahlen, aber hochstens endlich viele J, sind positiv. Es folgt ¢ :=
[Lep p’ € N und konstruktionsgemaf auch a = bc. O

Satz 2.25. Fiir eine natiirliche Zahl a mit kanonischer Primfaktorzerlegung a = [T,ep p'r(@) gibt

T(a) == [[(1 +vp(a)) die Anzahl der Teiler von a,
pelP
vp(a)+1 _
oa):=]] P ol die Summe der Teiler von a
peP p—1

an. Die so definierten Funktionen T : N — IN und ¢ : IN — IN nennen wir daher auch die Teileran-
zahlfunktion bzw. die Teilersummenfunktion.

Beweis. Nach Lemma 2.24 sind die Teiler von a genau diejenigen natiirlichen Zahlen mit einer
kanonischen Primfaktorzerlegung der Form

[T1p"® mit0 < v,(d) < vy(a) fiir alle p € P.
peP

Da diese Zahlen nach dem Fundamentalsatz 2.22 paarweise verschieden sind, erhalten wir
hieraus einerseits unmittelbar die behauptete Formel fiir T und andererseits

oo =2 (T = 1 (£ ) = 1 2o =L

dla \peP pelP \v=0 pelP

Definition 2.26. Eine Funktion i : IN — C heifit schwach multiplikativ, wenn gilt:

Y(a-b) =y(a)-yp(b) fiir je zwei teilerfremde Zahlen a, b € IN.
Unmittelbar aus den in Satz 2.25 angegebenen Formeln folgt nun:

Korollar 2.27. Fiir eine gegebene natiirliche Zahl a mit kanonischer Primfaktorzerlequng a =
[Lep p'r(@) gelten

w(a) = [T e(p"®),

peP

o(a) = L o(p"®)

peP

und also die schwache Multiplikativitit der Teileranzahlfunktion T sowie der Teilersummenfunktion .
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2.3 Vollkommene Zahlen

In der Zahlenmystik des Pythagoras (um 550 v. Chr.) spielten natiirliche Zahlen, deren natiir-
liche, echte Teiler sich zur gegebenen Zahl aufaddieren, eine wichtige Rolle. Pythagoras und
seine Schule nannten derartige Zahlen vollkommen. Wir definieren:
Definition 2.28. Fiir eine natiirliche Zahl a € N gilt:

a heifit vollkommen <= o(a) = 2a.
Satz 2.29. Fiir ein beliebiges k € W heifit My := 2X — 1 die k-te Mersenne-Zahl. Fiir eine beliebige
gerade natiirliche Zahl 2 | a € W sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:
(1)  aist vollkommen.
(i) a =281 M mit ganzem k > 2 und My prim.

Beweis. Gelte zundchst Aussage (ii). Wegen der schwachen Multiplikativitat 2.27 der Teiler-
summenfunktion und wegen My € P ~ {2} ist

ola) = o Vo) = (L. 2)(1+ M) = 2~ 12 L2,
=0

also ist a vollkommen, es gilt also Aussage (i).
Gelte nun umgekehrt (i), sei also a vollkommen. Wir schreiben die ungerade Zahl a als
a =2"1p mit ungeradem b € IN und ganzem k > 2.
Wegen der Vollkommenheit von a2 und der schwachen Multiplikativitit 2.27 von ¢ folgt
2k =20 = (a) = e (25" Vo (b) = (28 — 1) (b).

Durch Vergleich der eindeutigen kanonischen Primfaktorzerlegungen auf beiden Seiten und
wegen der Ungeradheit von 2% — 1 erhalten wir 2F | o(b). Es gibt also ein ¢ € IN mit

o(b) = 2%¢
und nach Einsetzen in die obige Gleichung erhalten wir
b= (2" 1)L

Ware hierbei ¢ > 1, so hatte b mindestens 1, £ und (2F — 1) als verschiedene, positive Teiler.
Im Widerspruch zum bereits Bewiesenen folgte

o(b) > 1+ £+ (28— 1) > 2.
Es gilt also ¢ = 1. Wir erhalten sofort
o) =2k=02F-1)+1=b+1

und somit die Primalitdt von b = 25 — 1 = M;. Insgesamt haben wir Aussage (ii) hergeleitet.
Ul
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Bemerkung 2.30. Dass die in Aussage (ii) von Satz 2.29 beschriebenen Zahlen vollkommen sind, geht
auf Euklid (ca. 350 v. Chr.) zuriick. Die umgekehrte Implikation zeigte Leonhard Euler im Jahr 1747.

Uber ungerade vollkommene Zahlen weifS man viel weniger; man vermutet, dass es sie nicht gibt.
Beispiel 2.31. Die kleinsten geraden vollkommenen Zahlen sind 6, 28, 496, 8128.

Nach Satz 2.29 ist die Frage nach geraden vollkommenen Zahlen dquivalent mit derjenigen
danach, welche Mersenne-Zahlen Primzahlen sind. Eine hierfiir notwendige Bedingung liefert:

Proposition 2.32. Fiir eine beliebiges k € IN gilt: Ist My prim, so notwendig auch k.

Beweis. Fiir ein beliebiges a € IN gilt im Polynomring R[X, Y] die Gleichung
a—1
X' —Y'=(X-Y)- ) Xyl
v=0

Ist nun k € IN nicht prim, so gibt es natiirliche Zahlen 1 < a,b < k mit k = ab. Setzen wir in der
obigen Gleichung X = 2% und Y = 1 ein, so erhalten wir

a—1 a—1
M=2"-1=@2")"-1"=(2"-1)- } 2" =M, - ) 2"
v=0 v=0

und insbesondere M;, | My. Mit b ¢ {1,k} folgt M, ¢ {1, M}, so dass My keine Primzahl
ist. O

Bemerkung 2.33. Umgekehrt zur Aussage von Proposition 2.32 gibt es sehr viele Primzahlen k, fiir
die My keine Primzahl ist. Derzeit (Stand: Dezember 2018) sind genau 51 Mersenne-Primzahlen — und
somit auch genau 51 gerade vollkommene Zahlen — bekannt, deren grofste iiber 24 Millionen Stellen
aufweist. Da es einen besonders effizienten Primzahltest fiir sie gibt, sind tatsichlich die grofiten derzeit
bekannten Primzahlen Mersenne-Primzahlen.
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Zahlentheoretische Funktionen

3.1 Schwach multiplikative Funktionen

Definition 3.1. Eine zahlentheoretische Funktion ist eine Abbildung f : N — C.

Von besonderem Interesse sind schwach multiplikative zahlentheoretische Funktionen im
Sinne von Definition 2.26. Die einfachste zahlentheoretische Funktion ist die Nullfunktion
f(a) = 0. Diese ist schwach multiplikativ, aber ohne Bedeutung. Nach Korollar 2.27 sind die
Teileranzahlfunktion T und die Teilersummenfunktion o weitere (und interessantere) Beispiele
schwach multiplikativer zahlentheoretischer Funktionen.

Lemma 3.2. Fiir zwei schwach multiplikative zahlentheoretische Funktionen f, g gelten:
(@) Ist f nicht die Nullfunktion, so gilt f(1) = 1.
(b) Diedurch (fg)(a) := f(a)g(a) fiir alle a € IN gegebene Funktion ist schwach multiplikativ.

Beweis. Fiir alle a € N gilt ggT(a,1) = 1 und mit der schwachen Multiplikativitdt daher

fla) = f(a-1) = f(a)- f(1).
Nach Voraussetzung gibt es ein ap € IN mit f(ap) # 0. Es folgt f(1) = 1, also Behauptung (a).
Fiir alle 2,b € IN mit ggT(a,b) = 1 gilt

(fg)(ab) = f(ab)g(ab) = f(a)f(b)g(a)g(b) = f(a)g(a)f(b)g(b) = (f&)(a)(fg)(b),
also Behauptung (b). O

Wir beschreiben nun schwach multiplikative Funktionen mithilfe des Fundamentalsatzes 2.22:

16



17 Kapitel 3. Zahlentheoretische Funktionen

Satz 3.3. Fiir eine von der Nullfunktion verschiedene zahlentheoretische Funktion f sind dquivalent:

(i)  f ist schwach multiplikativ.
(i) Ista € IN mit kanonischer Primfaktorzerlequng a = [];_; p?ni(a), so gilt f(a) =TT, f(p;./”f(a)).

Beweis. Gelte zundchst Aussage (i), sei also f schwach multiplikativ. Zum Beweis von Aussage
(ii) fiihren wir eine Induktion nach r durch, wobei der Fall r = 0 mit Teil (a) von Lemma 3.2 folgt
und der Fall » = 1 trivial ist. Sei also > 1 und nehmen wir an, Aussage (ii) sei fiir r — 1 bereits

bewiesen. Nach dem Fundamentalsatz der Arithmetik 2.22 gilt ggT(pi’” ! w,]‘[f:2 p]i/” i (a)) =1
und wegen der schwachen Multiplikativitdt somit

r

@ = f - AT 2T

i=1
Es folgt Aussage (ii).

Gelte nun umgekehrt (ii). Fiir beliebige a,b € IN mit ggT(a,b) = 1 und kanonischen Primfak-
torzerlegungen

T vp(a) L)
a=]]p und b=]]g;
i=1 j=1

gilt
LU () - g (b) (ii) ! vy, (a) > vy, ()
flaby = f(ITp"" -T1a," ) =T1re") - T1r@" ) = f(a)f(b)
i=1 j=1 i=1 j=1
und somit die schwache Multiplikativitét (i). O

Hieraus folgt unmittelbar:

Korollar 3.4. Stimmen zwei schwach multiplikative zahlentheoretische Funktionen auf allen Primpo-
tenzen iiberein, so sind sie bereits als Funktionen identisch.

3.2 Die Euler’'sche ¢-Funktion
Definition 3.5. Die Abbildung

JN =N,
n —=#aeN|1<a<nund ggT(a,n) =1}

heif$t die Euler’sche ¢-Funktion.
Die Werte der ¢-Funktion auf den Primpotenzen lassen sich leicht bestimmen:

Proposition 3.6. Fiir eine Primzahl p und n € IN beliebig gilt:

p(p") =p" '(p—1).
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Beweis. Es gibt genau p"~! Zahlen a mit 0 < a < p", die nicht teilerfremd zu p" sind, namlich:
0-p,1-p,2p,...,(p" ' = 1) - p. Wir erhalten ¢(p") = p" — p" 1 = p" 1(p—1). O

Um eine geschlossene Formel fiir die Werte der ¢-Funktion zu erhalten, ist unser nédchstes Ziel
der Nachweis der schwachen Multiplikativitdt von ¢. Zum Ausgangspunkt unserer Uberle-
gungen hierzu machen wir die von Carl Friedrich Gaufs 1801 gegebene

Satz 3.7 (Teilersummenformel).

Y ¢(d)=a fiirallea € N,

dl|a
a>0

Beweis. Seia € IN fest gewahlt. Fiir einen beliebigen natiirlichen Teiler d | a setzen wir

Gy(a) ={neN|n<aund ggT(a,n) =d}
={neNN|esgibteince Nmitn=cd, 1 <cd <aund ggT(a,cd) =d}.

Offensichtlich liegt dann jede Zahl 1 < n < a in genau einer der Mengen G;(a) mit d | a,
namlich in Gger(y ) (a), und es folgt

a=#{1,...,a} =#(J Ga(a)) = }_ #Gy(a). (3.1)
{ﬂuo {ﬂao

Wir bestimmen nun die einzelnen Summanden rechts genauer. Es gilt

geT(a,cd) =d — ggT(g,c) =1 furalled | aund alle ¢ € NN,

denn: Gelte ggT(a, cd) = d. Nach dem Erweiterten Euklid’schen Algorithmus 2.10 gibt es dann
u,v € Z mit ua +ved = d und also mit u § +vc = 1. #

Es folgt

#Gy(a) =#{n € IN | es gibteinc € Nmitn =cd, 1 <c¢ < %und ggT(g,c) =1} ¥ o(

Insgesamt erhalten wir

(3.1) a
e Y #Gaa) = o) = ¥ o(a).
dla dla dla
o o i

Beispiel 3.8. Fiir a = 12 besagt die Teilersummenformel 3.7

Zgo(d) =¢(1)+¢2)+¢B)+¢4)+¢6)+¢(12) =1+14+24+2+2+4=12.
d|12
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Mit der Teilersummenformel 3.7 erhalten wir nun die schwache Multiplikativitdt von ¢:

Satz 3.9. Die Euler’sche @-Funktion ist schwach multiplikativ und es gilt

pa)=a- H(l — 1) fiir alle a € IN.
peP p
pla

Beweis. Wir zeigen zundchst die schwache Multiplikativitdt von ¢ per Indukion nach ¢ € IN. In
jedem Schritt zeigen wir dabei, dass sich jede Zerlegung c = ab mit teilerfremden a,b € IN als

@(ab) = ¢(c) = ¢(a)g(b)

in die Werte der ¢-Funktion tibersetzt. Der Induktionsanfang fiir c = 1 ist hierbei klar. Sei nun
also ¢ > 1 und sei die Behauptung fiir alle 1 < ¢ < c bereits gezeigt. Fiir eine Zerlegung ¢ = ab
mit teilerfremden a,b € IN gilt mit der Teilersummenformel 3.7 und dem Fundamentalsatz 2.22

3.7 .37 2.22
Y e(da)p(d) = (3 o(da)) - (Y o(dy) =ab=) o(d) = ) ¢(dady).  (32)
dgla dala dy|b d|ab dala
dy|b dy|b
Wir fixieren nun positive Teiler d, | a und d, | b. Aufler im Fall (d, = a) A (dp = b) gilt dann
C:=d,dy <ab=c
und nach Induktionsvoraussetzung somit

@(da)@(dy) = @(dady).

Setzen wir dies in (3.2) ein, so folgt die Multiplikativitdt auch fiir den Summanden zu d, = a
und d, = b und also

¢(c) = p(a)p(b).

Insgesamt haben wir die schwache Multiplikativitdt der Euler’schen ¢-Funktion gezeigt.

Fiir ein beliebiges a € IN mit kanonischer Primfaktorzerlegung

a= I_I pr(“)

peP
pla
folgt hieraus
vpla 3.6 Vpla)— v, (a ]- 1
o) =TTo( ) =TI p" " p-1) = [1p" 00~ ) =a-TT(1--)
pelP peP pelP p peP p
pla pla pla pla
und somit die geschlossene Formel fiir ¢. O

Beispiel 3.10. In der Praxis berechnet man Werte der Euler’schen @-Funktion meist nicht mit der
Formel aus Satz 3.9 sondern einfacher direkt mit schwacher Multiplikativitit und Proposition 3.6:

9(140) = 9(4-5-7) = ¢p(4) - 9(5) - @(7) =2-(5—1)- (7—1) =2-4-6 = 48.
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Kongruenzen

4.1 Restklassenringe
Es sei R ein Ring,? ,~* eine Aquivalenzrelation auf R und a das durch
a~b <— a—-beca

definierte Ideal in R. Dann ist bekanntlich die Menge R/ ~:= R/a aller Restklassen beziiglich
,~" ein Ring mit den Verkniipfungen

A+b=a+bunda-b=a-b

und heifst der Restklassenring (,,R modulo a”).

Da die Ideale in Z nach Satz 2.12 von der Form nZ mit einem n € IN; sind, erhalten wir hieraus
leicht die folgende Charakterisierung der Aquivalenzrelationen auf Z:

Proposition 4.1. Fiir jede Aquivalenzrelation ,~" auf 7. gibt es ein eindeutig bestimmtes n € Ny mit
a~b < a-benZ <= n|(a—D").

Umgekehrt ist fiir jedes n € INg durch
a~b <= a—-benZ <= n|(a—0Db)

eine Aquivalenzrelation auf 7. gegeben. Fiir a ~ b schreiben wir in diesem Fall a = b mod (n). Die
Aquivalenzklasse von a € 7. beziiglich ,= mod (n)” ist

a:=a+nZ=~{a+nr|rez}.

2In diesem Kapitel betrachten wir bis auf offensichtliche Ausnahmen nur kommutative Ringe mit Eins, schreiben
aber kurz nur ,Ring” fiir diese.

20
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Korollar 4.2. Die Restklassenringe von Z sind nach Proposition 4.1 gerade die Ringe 7Z./nZ mit n €
INy. Explizit gilt:

e 7/07Z =17,

denn: Fiira € Zist a+0-7Z = {a}, wobei wir Z mit {{a} | a € Z} identifizieren. #
o 7./17 = 0 ist der Nullring (hier sind Eins- und Nullelement gleich),

denn: Fiir ein beliebiges a € Zista +7 =7 = 0+ Z. #
e 7/nZ ={0,1,...,n—1} fiirallen > 1,

denn: Fiir jedes a € 7Z gibtes q,v € Zmit 0 < r < n—1und a = qn+ r. Es gilt daher
a=qn+r=gn+7 =T Hieraus folgt fiira # b € Zmit 0 < a,b < n — 1 die Indquivalenz
a %= bmod n und alsoa # b. #

Definition 4.3. Ein Element x eines Ringes R heift ein Nullteiler, wenn esein 0 # y € R mit xy = 0
gibt. Der Ring R heifit nullteilerfrei, wenn R # 0 ist und 0 der einzige Nullteiler in R ist.

Definition 4.4. Ein Element x eines Ringes R heif$t eine Einheit, wenn es ein y € R mit xy = 1 gibt.

In dieser Sprache gilt im Beispiel Z/3Z:
e Nullteiler: 0 (es ist also Z/3Z nullteilerfrei),
e Einheiten: 1, 2.
Im Beispiel Z /47 gilt:
e Nullteiler: 0,2 (es ist also Z/4Z nicht nullteilerfrei),
e Einheiten: 1,3.
Bekanntlich bildet fiir einen gegebenen Ring R die Menge
R* := {x € R | x ist Einheit }

zusammen mit der Multiplikation eine abelsche Gruppe, die Einheitengruppe von R. Insbeson-
dere gibt es fiir jedes x € R* genau ein y € R* mit xy = 1. Dieses Element bezeichnen wir mit
x~1 und nennen es das (multiplikativ) Inverse zu x.

Proposition 4.5. Sei R ein Ring. Dann gelten die folgenden beiden Aussagen:
(@) Ist x € R*, so0ist x kein Nullteiler.

(b) Ist R speziell endlich, so gilt umgekehrt auch: Ist x € R kein Nullteiler, so ist x € R*.

Insbesondere gilt im Fall R = 7./nZ mit einem n € IN: Ein X € R ist genau dann eine Einheit, wenn
es kein Nullteiler ist. Die Einheiten im Ring Z./nZ nennt man die primen Restklassen modulo n, die

Gruppe (Z/nZ) * die Gruppe der primen Restklassen modulo n.
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Beweis. Wir zeigen zundchst Behauptung (a). Im Fall des Nullrings R = 0 ist das Element 0
eine Einheit, aber kein Nullteiler. Im Fall R # 0 betrachten wir x € R* und y € R mit xy = 0.
Wir erhalten y = x~!xy = 0, so dass x kein Nullteiler sein kann.

Zum Beweis von Behauptung (b) setzen wir R nun als endlich voraus. Wir betrachten ein x € R,
das kein Nullteiler ist, und die Abbildung

R — R,
/\x:{
a +— xa.

Letztere ist injektiv, denn aus Ay (a) = Ay (b) folgt xa = xb und also x(a — b) = 0. Weil x kein
Nullteiler ist, folgt a — b = 0 und somit a = b. Als injektive Selbstabbildung der endlichen
Menge R ist A, auch surjektiv, insbesondere existiert ein y € R mit A,(y) = 1, was xy = 1 und
deshalb x € R* impliziert. O

Satz 4.6. Fiir n € N sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i)  nist eine Primzahl.

(ii) Z/nZ ist ein Korper.

(iii) 7Z/nZ ist nullteilerfrei.

Fiir Primzahlen p schreiben wir auch kurz ¥, := 7./ pZ.

Beweis. Gelte zundchst Aussage (i) und seien n eine Primzahl sowie @ € Z/nZ ~ {0}. Aus
a # 0 folgt n f a und wegen der Primalitét von n weiter ggT(n,a) = 1. Nach dem Erweiterten
Euklid’schen Algorithmus 2.10 (c) gibt es u,v € Z mit un + va = 1. Es folgt un +va = 1 und

also 7-a = 1. Mit ¥ haben wir somit ein Inverses von @ gefunden, so dass Z/nZ ein Korper ist.
Das ist Aussage (ii).

Gelte nun Aussage (ii), sei also Z/nZ ein Korper. Damit ist Z/nZ # 0 und (Z/nZ) =
Z/nZ ~ {0}. Nach Proposition 4.5 ist dann 0 der einzige Nullteiler in Z/nZ und Z/nZ ist
nullteilerfrei. Das ist Aussage (iii).

Um zu zeigen, dass Aussage (i) aus Aussage (iii) folgt, nehmen wir an, Aussage (i) gelte nicht,
n sei also keine Primzahl. Im Fall n = 1 ist Z/nZ = 0 nicht nullteilerfrei. Im Fall n > 1 gibt es
a,b € Nmit1 < a,b < nmitn = ab. Es ergibt sich0 = 77 = ab = abmita,b # 0, also sind @,b
Nullteiler und Z/nZ ist nicht nullteilerfrei. Das ist die Negation von Aussage (iii), so dass wir
unsere Behauptung nachgewiesen haben. ]

4.2 Der Satz von Euler-Fermat

Proposition 4.7. Seien n € IN und a € Z./n’Z. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
G) ae(z/nz)",

(i) ggT(a,n)=1.
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Beweis. Sei zunichst @ € (Z/nZ)”. Dann gibt es ein b € (Z/nZ)” mitab = 1 und also ein
k € Z mit ab = 1 4 kn. Fiir einen beliebigen gemeinsamen Teiler d € Z von a und n folgt dann
d | (ab—kn) = 1. Wir erhalten ggT(a,n) = 1.

Sei nun umgekehrt ggT(a,n) = 1. Nach dem Erweiterten Euklid’schen Algorithmus 2.10 (c)
gibtes dann u,v € Z mit au + vn = 1. Wir erhalten a7 = 1und insbesonderea € (Z/nZ)”*. O

Aus der Algebra ist das folgende gruppentheoretische Resultat bekannt:

Proposition 4.8. Fiir ein beliebiges Element g einer endlichen abelschen Gruppe G gilt

g‘G‘ =1
Beweis. Die Abbildung
G G,
Ag { -
X > gx

ist injektiv, denn aus A¢(x) = A¢(y) mitx,y € G folgt gx = gy und somitx = g~ 'gx = g~ lgy =
y. Sie ist aber auch surjektiv, denn fiir y € G gilt (g7 'y) = g¢~ 'y = y. Also ist A, bijektiv,
und weil die Gruppe G endlich und abelsch ist, ergibt sich

Hx:H/\g(x):ng:g‘G‘Hx,

xeG xeG xeG xeG

woraus g‘G‘ =1 folgt. O

Korollar 4.9 (Satz von Euler-Fermat). Fiirn € Nunda € (Z/nZ)" gilt
a?m =1.

= |(Z/nZ)”|. Die Behauptung folgt

Beweis. Nach Definition 3.5 und Proposition 4.7 ist ¢(n) = |
nun direkt aus Proposition 4.8, angewendet auf G = (Z/nZ)

- O
Beispiel 4.10. Esist 3! = 10 mod 17,
denn: Nach dem Satz von Euler-Fermat 4.9 gilt
316 = 39(17) = 1 mod 17.
Hieraus folgt sofort
39 =3%.3"=27-1=10mod 17.
#

Korollar 4.11 (Kleiner Satz von Fermat). Fiir eine beliebige Primzahl p gelten:
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(a) Fiirjedesa € ¥ istal~" = 1.

(b) Fiir jedesa € I, ist a¥ = a.

Beweis. Nach Proposition 3.6 gilt ¢(p) = p — 1. Behauptung (a) ergibt sich daher direkt aus
dem Satz von Euler-Fermat 4.9.

Istnuna € I, so gilt P! = 1 nach Aussage (a) und deshalb auch
Fiir 7 = 0 gilt trivialerweise

Insgesamt haben wir Behauptung (b) gezeigt. O

Korollar 4.12. Fiir eine beliebige Primzahl p ist die Einheitengruppe ¥ zyklisch, es gibt also einen
Erzeugerw € I, mit ¥} = {1,@,..., w2}

Beweis. Sei e die kleinste natiirliche Zahl mit
a=1 furalleacF,.
Dann ist also jedes Element von I’ Nullstelle des Polynoms
X —1elF,[X].

Da I, ein Korper ist, lassen sich Nullstellen von Polynomen {iiber I, als Linearfaktoren abspal-
ten, so dass insbesondere dieses Polynom hochstens e Nullstellen hat. Es folgt

411
Fyl<e < [F}]
und also I | = e. Durch genaue Buchfiihrung kann man hieraus die Existenz eines Elements
w e F) mitw" # 1firallen € {1,...,p — 2} zeigen und damit die Zyklizit4t von Fy. O
4.3 Quadratische Reste und der Satz von Euler

Definition 4.13. Fiir p € P ungerade heifit ein a € Z (bzw. die Restklasse a € ;) ein quadratischer
Rest bzw. quadratischer Nichtrest modulo p, falls p 1 a gilt und es ein bzw. kein x € Z mit x> =
a mod (p) gibt. Wir definieren das Legendre-Symbol modulo p durch

1 fiir a quadratischer Rest modulo p,

<a> =40 fiirp|a, fiir alle a € Z.
P —1 fiir a quadratischer Nichtrest modulo p

Offenbar hdngt das Legendre-Symbol (%) nur von der Restklasse von 2 modulo p ab.
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Beispiel 4.14. In (Z/57)* ist 1= 1,2°=4,3 =4und =1 Dementsprechend erhalten wir

fiira=1,4mod (5),

1
<g> =40 fiira=0mod (5),
-1 fiira=2,3mod (5).

Lemma 4.15. Fiir eine ungerade Primzahl p, einen Vertreter w € Z eines Erzeugers von ¥ und ein

Beweis. Die Behauptung ist offenbar dquivalent zur Aussage, dass w” genau dann quadrati-
scher Rest modulo p ist, wenn r gerade ist. Dies zeigen wir im Folgenden.

Sei zunichst w” quadratischer Rest modulo p. Dann gibt es ein x € Z mit @" = ¥° in IF,. Daw

die Gruppe I} erzeugt, gibt es einn € INo mit x = w". Es folgt w" = w*" und somit W' " = 1.

Die Zahl r — 2n ist also ein Vielfaches der Ordnung von w. Da w die Gruppe I erzeugt, ist
diese Ordnung p — 1 und insbesondere gerade. Es folgt die Geradheit zundchst von r — 21 und
dann auch von r.

Sei nun umgekehrt  gerade. Dann gibt es ein ¢ € INg mit r = 2¢. Das liefert " = (w7)?, so dass
w" ein quadratischer Rest modulo p ist. ]

Esist F) = {1,%,...,w"?}. In dieser Darstellung sind die quadratischen (Nicht-)Reste mo-
dulo p also genau diejenigen Restklassen mit (un-)geradem Exponenten.

Proposition 4.16. Fiir eine ungerade Primzahl p und a,b € Z gilt:

5)=G)6)
p p/\p)
Wir sagen, das Legendre-Symbol ist stark multiplikativ.
Beweis. Da p eine Primzahl ist, gilt die Aquivalenz

plab <= plaoderp|b.

Die linke Seite der Behauptung ist also genau dann Null, wenn die rechte Seite verschwindet.
Fiir den Rest des Beweises konnen wir daher ohne Einschrankung p { 2 und p 1 b annehmen.
Fiir einen beliebigen Vertreter w € Z eines Erzeugers von IF; gibtesr,s € INo mita = @" und

b = w° und es gilt

(5)=(5) == =) (5) = G)6)
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Satz 4.17 (Satz von Euler). Fiir eine ungerade Primzahl p € P und a € 7Z gilt:

(a) =2"T mod (p)-
p
Beweis. Im Fall p | a gilt

a p—1

(p) =0=a7? mod (p),

so dass wir fiir den Rest des Beweises p {1 a annehmen kénnen. Nach dem Kleinen Satz von
Fermat 4.11 erhalten wir in I, die Gleichung

@72 =a"1=T1.

Da IF, ein Korper ist, lassen sich Nullstellen von Polynomen in I, [X] als Linearfaktoren ab-
spalten und das quadratische Polynom X? — 1 € IF,[X] hat hochstens zwei Nullstellen. Diese
sind offensichtlich 1, =1 € F,. Es folgt

p—1

a7z e{1,-1}.

Der Beweis des Satzes reduziert sich somit auf die Behauptung

<a>:1 — 7’7 =T
p

Fiir deren Beweis nehmen wir zunéchst () = 1 an, also die Existenz eines ¥ € (Z/pZ)* mit

7 = x2. Wieder mit dem Kleinen Satz von Fermat 4.11 folgt dann
ar =1 =1,

-1 —
Gelte nun umgekehrt @7 =1.Schreiben wir @ = @' mit einem Vertreter w € Z eines Erzeugers
von IF ; und einem Exponenten r € INy, so erhalten wir

(w’)"%1 —ar =1,

Die Zahl r }%1 ist also ein Vielfaches der Ordnung von w, also von p — 1, und es folgt, dass r
gerade ist. Mit Lemma 4.15 erhalten wir

(-

Wegen p > 2 sind die Restklassen von —1,0,1 modulo p paarweise verschieden und das
Legendre-Symbol ist durch seine Restklasse modulo p eindeutig bestimmt.

O]

Mit nur ein klein wenig mehr Arbeit erhilt man das beriihmte Quadratische Reziprozitéatsge-
setz, dessen Entdeckung durch Euler und dessen Beweis durch Gauf$ 1796 die Ausgangspunkte
der Entwicklung der modernen Zahlentheorie waren:
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Satz 4.18 (Quadratisches Reziprozitdtsgesetz). Fiir je zwei ungerade Primzahlen p, q gelten die fol-
genden Aussagen:

<Z> = (_1)’%1% (Z) , (Quadratisches Reziprozititsgesetz)
-1 _

<P> = (-1) pTll (Erster Ergdnzungssatz)
2 P21

<P> =(-1)"%. (Zweiter Erginzungssatz)

Beispiel 4.19. Das Reziprozititsgesetz kann benutzt werden, um Legendre-Symbole auszurechnen:

() = ) (s (a2) (ar)

Wegen 7 = 307 = 3 mod (4) und 13 = 1 mod (4) ergibt sich:

() = o (5) (7)) - (5) () ()

Aufgrund von 307 = 1 mod (3), 307 = —1 mod (7) und 307 = 8 mod (13) erhalten wir

3)- ORI “@* )

= (-n =1

4.4 Primzahltests

In diesem Abschnitt werden wir uns mit effizienten Algorithmen beschiftigen, die testen, ob
eine vorgegebene Zahl eine Primzahl ist. Die naive Methode der Probedivisionen geht von der
Definition einer Primzahl aus und testet bei Vorgabe einer Zahl # fiir alle Primzahlen x < N
ob x ein Teiler von n ist. Fiir grofie Zahlen 7 ist dies jedoch zu aufwindig. Um effizientere
Verfahren zu erhalten, benétigen wir geeignete Primzahlkriterien. Um solche zu erhalten, kann
man sich die bisher bewiesenen Sitze fiir Primzahlen anschauen und fragen, ob sich diese in
geeigneter Weise umkehren und zur Charakterisierung von Primzahlen verwenden lassen.

Es stellt sich heraus, dass sich der Kleine Satz von Fermat 4.11 nicht zur Charakterisierung von
Primzahlen eignet, denn es gibt Nicht-Primzahlen 1 < n € IN, die

a"1'=1 furallea € (Z/nZ)*

erfiillen, so etwa n = 561. Solche Zahlen werden Carmichael-Zahlen genannt und sind — wie
man leicht zeigen kann — stets von der Form n = p; - ... - p, mit paarweise verschiedenen,
ungeraden Primzahlen und einem r > 3. Nach einem Ergebnis von Alford, Granville und
Pomerance aus dem Jahr 1994 gibt es unendlich viele Carmichael-Zahlen.
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Der Satz von Euler 4.17 ldsst sich jedoch verwenden. Dafiir definieren wir fiir eine beliebige
ungerade Zahln = [],cp p"»(") das Jacobi-Symbol modulo n durch

vp(n)
<a> = H <a> fir allea € Z.
n peP p

Nach Konstruktion und Proposition 4.16 ist dieses stark multiplikativ und man kann zeigen,
dass das Quadratische Reziprozitdtsgesetz 4.18 auch fiir das Jacobi-Symbol Giiltigkeit hat. Aber
Achtung: Das Jacobi-Symbol modulo n gibt nicht dariiber Auskunft, ob eine Zahl 2 € Z mo-
dulo n ein quadratischer Rest ist oder nicht, denn es gilt etwa

§-6-»

aber 5 ist modulo 9 kein quadratischer Rest. Mit dem Jacobi-Symbol ldsst sich nun die folgende
Umkehrung des Satzes von Euler formulieren:

Satz 4.20. Fiir ungerades 1 < n € IN sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i)  nist eine Primzahl.
(i) Firallea € (Z/nZ)* ist (§) = "z mod (n).
Beweis. Dass Aussage (ii) aus Aussage (i) folgt, ist gerade der Satz von Euler 4.17.
Gelte also Aussage (ii). Durch Quadrieren ergibt sich hieraus
@ '=1 furallea € (Z/nZ)*.
Somit ist n eine Primzahl oder eine Carmichael-Zahl. Letzeres kann jedoch nicht sein,
denn: Wére n eine Carmichael-Zahl, so gélte

n=pi-...-p, mitpaarweise verschiedenen ungeraden py,...,p, € Pundr > 3.

Wire nun a; € Z ein Nichtquadrat modulo py, so gdbe es nach dem Chinesischen Restsatz ein
b € Z mit

b=a; mod (p1), b =1mod (p2), ..., b =1mod (p,)

(- ()G)- () nsrem

Nach Voraussetzung und wegen b € (Z/nZ)* folgte

-1= <b> =b"7 mod (n).

n

und somit


https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/11287/display?page=4
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/11287/display?page=4
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und somit insbesondere

n—1

~1=0p"7 =17 =1mod (p2),
was nicht sein kann. #

Damit haben wir gezeigt, dass n eine Primzahl ist. O

Definition 4.21. Sei 1 < n € IN ungerade und sei a € (Z/nZ)*. Die Zahl a heifit ein Euler’scher
Zeuge fiir die Zerlegbarkeit von n, wenn

(Z) = "7 mod (n)
gilt. Wir setzen
E, :={a € (Z/nZ)* | aist Euler’scher Zeuge fiir die Zerlegbarkeit von n}.

Proposition 4.22. Fiir eine ungerade Nicht-Primzahl 1 < n € IN gilt:

(Z/TIZ)X| — 4’(7’1)

#E, >
"= 2

,

2

Beweis. Da n keine Primzahl ist, gibt es nach Satz 4.20 eina € (Z/nZ)* mita € E,. Wir setzen
ES .= (Z/nZ)* ~E, und aES:={ab|bc ES}.

Es ist #(EE%) = #E,g, denn fiir by, by € E,g gilt ab, = ab, genau dann, wenn by = by ist. Dariiber
hinaus gilt ZES N ES = @,

denn: Fiir jedes ¢ € aES N ES gébe es ein b € ES mit ¢ = ab. Das lieferte

a=cb =" = pe

und also
a chP(n)—1 c b p(n)—1
() =)= (6

EE 7 (p"1 Y901 = (cpe)-1)"7" = 0”7 mod (n)
Es folgte @ € E, was ein Widerspruch ist. #
Wir erhalten

$EC = L4(EC UTES) < L|(2/n2)"| = 9 ()
2 2 2

und somit

_ x _ ¢(n)
#E, = #((Z/nZ)* ~ES) = ¢(n) — #ES > B
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Algorithmus 4.23 (Primzahltest von Solovay-Strassen, 1977). Priife, ob die ungerade Zahl 1 <
n € IN eine Primzahl ist:

(1) Wiihle zufillig Zahlen ay, . .., a, mit ggT(a;,n) = 1firi e {1,...,r}.
(2) Bestimme fiiri € {1,...,r}, ob a; ein Euler’scher Zeuge fiir die Zerlegbarkeit von n ist.

(3) Ist eines der a; ein Euler’scher Zeuge fiir die Zerlegbarkeit von n, so gib aus: ,n ist keine Prim-
zahl”. Andernfalls gib aus: ,n ist vermutlich eine Primzahl”.

Ist n keine Primzahl, so gilt fiir die Wahrscheinlichkeit W, dass die Ausgabe ,n ist vermutlich eine
Primzahl” lautet, die Abschitzung W < %

Die Korrektheit des Algorithmus, falls die Ausgabe 7 ist keine Primzahl” lautet, ergibt sich
aus Satz 4.20; die Abschatzung fiir die Wahrscheinlickeit W unmittelbar aus Proposition 4.22.

Dass es sich bei dem Primzahltest von Solovay-Strassen 4.23 um einen probabilistischen Prim-
zahltest handelt, ist fiir die Praxis durchaus akzeptabel, denn selbst ein deterministischer Prim-
zahltest wird, wenn er auf einem Computer implementiert ist, aufgrund der Moglichkeit von
Hardware- und Softwarefehlern eine gewisse Fehlerwahrscheinlichkeit aufweisen. In der Pra-
xis wéhlt man den Parameter r ,hinreichend grofs”.

Beispiel 4.24. Wir untersuchen n = 73 mit dem Primzahltest von Solovay-Strassen 4.23 auf Primali-
tit und withlen dafiir r = 2 sowie a1 = 3 und a, = 5. Es ist dann

a%l = 3% =1 mod (73) und (i;) = (%) = (733> = (;) =1,
e i (2)-(2)-(3)-0)- () () -

Somit sind a1 = 3 und ay = 5 keine Euler’schen Zeugen fiir die Zerlegbarkeit von n. Die Ausgabe des
Solovay-Strassen-Tests lautet: n = 73 ist vermutlich eine Primzahl.

[uny

4.5 Das RSA-Verfahren

Problemstellung: Ein Absender A mochte einem Empfiinger E verschliisselt eine Nachricht
tibertragen, ohne vorher gemeinsam auf sichere Weise einen Schliissel austauschen zu miissen.

Idee: E erzeugt einen dffentlichen Schliissel und einen privaten Schliissel. A verschliisselt die
Nachricht mit dem o6ffentlichen Schliissel und sendet sie an E. E entschliisselt die Nachricht
mit dem privaten Schliissel.

Schwierigkeit: Das Erzeugen beider Schliissel muss schnell gehen, ebenso das Verschliisseln
mit dem offentlichen Schliissel und das Entschliisseln mit dem privaten Schliissel. Das Bestim-
men des privaten Schliissels aus dem 6ffentlichen Schliissel darf dagegen in angemessener Zeit
nicht machbar sein.

Das RSA-Verfahren (nach Rivest, Shamir und Adleman, 1977) basiert auf dem aktuellen Wis-
sensstand, dass das Faktorisieren einer Zahl in ihre Primfaktoren sehr aufwéndig ist, wo hin-
gegen das Erzeugen einer Zahl durch Multiplikation von Primzahlen sehr einfach ist.
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Algorithmus 4.25 (Schliisselerzeugung beim RSA-Verfahren). E mdchte ein Paar von Schliisseln
erzeugen, um kiinftig als Empfinger von verschliisselten Nachrichten in Frage zu kommen:

(1) E bestimmt zufillig zwei grofie voneinander verschiedene Primzahlen p,q. ,Grof3” heifst hier:
mehrere hundert Stellen.

(2) E berechnet den RSA-Modul n = pq.

(3) E berechnet ¢(n) 4 (p—1)(g—1).
(4) E wiihlt zufillig eine Zahl e € N mit1 < e < ¢(n) und ggT(e, p(n)) = 1.

(5) E bestimmt die eindeutig bestimmte Losung d € N mit 1 < d < ¢(n) der Kongruenz ed =
1 mod (¢(n)); das kann etwa mit dem Erweiterten Euklid’schen Algorithmus 2.10 geschehen.

(6) E setzt
Offentlicher Schliissel := (n,e), privater Schliissel := (n,d)

und gibt den offentlichen Schliissel bekannt. Der private Schliissel verbleibt bei E.

Beispiel 4.26. Zur Veranschaulichung der Schliisselerzeugung betrachten wir ein Beispiel mit unprak-
tikabel kleinen p = 17 und q = 19. Es gilt

n=17-19=323 und ¢(n)=(17-1)-(19—-1) =16-18 = 288.
Es ist
ggT(95,288) =32-288 —97-95 =1,

so dass wir e = 95 wihlen kinnen. Insbesondere ist 191 -95 = (—97) - 95 = 1 mod (288) und deshalb
d = 191. Der dffentliche Schliissel ist also durch (323,95), der private Schliissel durch (323,191)
gegeben.

Ist der offentliche Schliissel durch (1, e) gegeben, so geht das weitere Verfahren davon aus, dass
die zu tibermittelnde Nachricht als eine Folge von Elementen aus Z/nZ vorliegt. Wie man eine
Umwandlung von iiblichen Nachrichten (etwa Text) in eine Folge von Elementen von Z/nZ
und zurtick vornimmt, werden wir an dieser Stelle nicht behandeln. Es sollte jedoch klar sein,
dass man auch hier geschickt vorgehen muss, damit das ganze Verfahren nicht angreifbar wird.

Algorithmus 4.27 (Verschliisselung mit dem RSA-Verfahren). A mdchte eine Nachricht verschliis-
selt an E senden:
(1) A besorgt sich den offentlichen Schliissel (n,e) von E.
(2) A formatiert die Nachricht als Folge von Elementen x,...,%, € Z/n’Z.
(3) Mithilfe der Verschliisselungsfunktion
V. Z./n?7 — 7/nZ,
B ES — X°

verschliisselt A die Nachricht zu V (X7), ...,V (%Xr).
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(4) A iibermittelt V(x1), ..., V(xy).
Algorithmus 4.28 (Entschliisselung mit dem RSA-Verfahren). E mochte eine empfangene Nach-
richt entschliisseln.

(1) E empfiingt eine Folge von Elementen Yy, ..., Y, aus 7./ n’Z als verschliisselte Nachricht.

(2) Mithilfe des privaten Schliissels (n,d) und der Entschliisselungsfunktion

y =7
entschliisselt E die Nachricht als E(y71), ..., E(Yr).

c. {Z/nZ — Z./nZ,

Wir miissen an dieser Stelle nachweisen, dass die Entschliisselung tatsachlich funktioniert, dass
also
E(V(x))=x furallex € Z/nZ

gilt. Dies folgt jedoch recht schnell aus der folgenen Uberlegung:

Proposition 4.29. Fiir ein quadratfreiesn € IN, k € N und a € Z gilt:

ke(n)+1

a = amod (n).

Beweis. Sein = pp - ... p, mit paarweise verschiedenen Primzahlen py, ..., p,. Nach Satz 3.9
ist dann

p(n)=(p1—1)-...-(pr—1).

Seinuni € {1,...,r} beliebig. Wir unterscheiden zwei Félle:

Fall 1: p; { a. Nach dem Kleinen Satz von Fermat 4.11 gilt dann a?~! = 1 mod (p;), also ak¢(")
1 mod (p;) und somit a*?()+1 = g mod (p;).

Fall 2: p; | a. Hier ist offenbar a*?(")*1 = 0 = a mod (p;).
Insgesamt ergibt sich ak*mM+1 = 3 mod (p1-... pr) und damit die Behauptung. O
Es ist nun

E(V(X)) = E(x°) = x.

Nach Konstruktion von e, d gilt weiter ed = 1 mod (¢(n)), so dass wegen ed > 1 ein k € IN mit
ed = kg(n) + 1 existiert. Es ergibt sich

E(V(x)) = 7 = xkom+1 42 %

und es ist gezeigt, dass das RSA-Verfahren korrekt arbeitet.

Wieso sieht man das RSA-Verfahren als sicher an? ,Naiv” argumentiert man wie folgt: Zum
Entschliisseln muss man den privaten Schliissel (n,d) aus dem offentlichen Schliissel (n,e)
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bestimmen. Dazu muss man die Kongruenz ed = 1 mod (¢(n)) losen. Dafiir benttigt man
¢(n) =(p—1)-(g—1),und dafiir benotigt man wiederum p und g, also die Primfaktoren von
n. Fiir grofie Zahlen n ist die Faktorisierung jedoch mit den heute géngigen Verfahren praktisch
nicht durchfiihrbar.

Leider ist dieses naive Argument nicht wirklich tragfahig, denn es kdnnte ja andere Moglich-
keiten geben, den privaten Schliissel aus dem 6ffentlichen Schliissel zu bestimmen, oder viel-
leicht kommt man auch ohne Kenntnis des privaten Schliissels zum Ziel der Entschliisselung.

Tatsdchlich kann man zeigen, dass es ,vergleichbar schwer” ist, aus dem 6ffentlichen Schliis-
sel den privaten Schliissel zu gewinnen wie ein Produkt zweier unbekannter Primzahlen in
letztere zu zerlegen. Ob aber auch das Gewinnen der Ausgangsnachricht aus verschliissel-
ter Nachricht und offentlichem Schliissel ein , vergleichbar schweres” Problem ist, ist derzeit
nicht 6ffentlich bekannt. Da das Verfahren in der realen Welt auf real existierenden Computern
durchgefiihrt wird, gibt es auch eine nicht unbetrachtliche Zahl von Angriffsmoglichkeiten auf
das RSA-Verfahren.



KAPITEL 5

Darstellungen von Zahlen

5.1 Die g-adische Zahldarstellung

In diesem Abschnitt sei ¢ > 2 stets eine feste natiirliche Zahl und S, das kleinste nichtnegative
Restesystem {0,1,...,¢ — 1} modulo g.

Proposition 5.1. Jedes n € IN hat eine eindeutige Darstellung der Form

n= aigi mit ag, ..., ax € Sg und a, # 0.

r
i=0

Diese heif$t die g-adische Darstellung von n, die a; ihre Ziffern und 1 +r = 1+ L}gggj ihre Stellen-

zahl. Die Zahl g, nach der entwickelt wird, heif$t die Basis der Darstellung. Weiter heifSen

Y a; bzw. Z(—l)iai
i=0 ‘

die g-adische Quersumme bzw. die alternierende g-adische Quersumme von n.

Beweis. Um die Existenz einer g-adischen Darstellung fiir n zu zeigen, setzen wir zunachst
Vo := n und gehen dann schrittweise vor: Sei j € INg und seien vy, . . ., vj und ay, ..., aj-1 mit

vi=vig+a, und 0<a;<g<vy; furallei € {0,...,j —1} (5.1)
gegeben. Dann gilt

1;21/1-+1>0 firallei € {0,...,j — 1}
und also

g >ugtl > > v; > 0.

34
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Wir unterscheiden nun zwei Fille:

Fall 1: v > g Dann fithren wir mit dem Paar (1/]-, g) eine Division mit Rest 2.3 durch und
erhalten (5.1) fiir i = j mit ganzen Zahlen vj, 1 und a;.

Fall 2: v; < ¢. Dann setzen wir 4; := v; und horen auf; in diesem Fall ist 0 < a; < g.

Wegen g~/ > v tritt Fall 2 ein, sobald j grofer als 1°§§ ist. Sei dies nach genau r Schritten der

Fall. Dann gilt (5.1) firi € {0,...,r — 1} und 0 < 4, := v, < g. Induktiv erhalten wir

Yt
v =vig' +) aig' firalleje{0,...,r}
i=0

und somit die Existenz einer g-adischen Darstellung fiir 1, insbesondere haben die Koeffizien-
ten a; die behaupteten Eigenschaften.

Zum Beweis der Eindeutigkeit der g-adischen Darstellung beachten wir, dass nach Konstruk-
log n

tiong” <n < ¢ undalsor = |2
eindeutig bestimmt ist. Seien nun

J gilt, so dass die Stellenzahl der g-adischen Entwicklung

zwei g-adische Darstellungen von n. Dann folgt

Y (ai—d)g =0 (5.2)
i=0

und insbesondere g | (a9 — o). Wegen ag, @y € Sy impliziert das bereits ag = . Berticksichtigen
wir dies in (5.2), so erhalten wir ¢? | (a; — @;)g und schliefen analog auf a; = ;. Induktiv folgt
a; = a; furallei € {0,...,r}. d

Proposition 5.2 (Teilbarkeitsregeln). Fiir eine beliebige natiirliche Zahl n mit g-adischer Darstellung
n =Y/ _,a;g gelten die folgenden Aussagen:

(a) Ein beliebiger Teiler d von g — 1 teilt n genau dann, wenn d die g-adische Quersumme von n teilt.
(b) Ein beliebiger Teiler d von g teilt n genau dann, wenn d die Ziffer ay teilt.

(c) Ein beliebiger Teiler d von g + 1 teilt n genau dann, wenn d die alternierende g-adische Quersumme
von n teilt.

Beweis. Die Behauptungen ergeben sich unmittelbar aus
r
n=>Y a((g—1) +1 Z”l mod (g —1),
i=0

n=Y ag =a mod (g),

i=0
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n= Zr:ai((g—i— 1) — 1)i = Zr:(—l)iai mod (g +1).

i=0 i=0

O]

Als Spezialfélle dieses Ergebnisses sind die Teilbarkeitsregeln durch 2, 3, 5, 9 und 11 in der
Dezimaldarstellung bereits aus der Schule bekannt. Offensichtlich ldsst sich diese Methode auf
jedes zu g teilerfremde d verallgemeinern — die so erhaltenen Teilbarkeitsregeln sind dann aber
in aller Regel komplizierter und ihr praktischer Nutzen daher geringer.

Satz 5.3. Jede reelle Zahl 0 < x € R hat eine eindeutige Darstellung der Form

T
x= Y ag miteinemr € Nounda; € Sg fiirallei € {r,r—1,...},

j=—00
a; # g — 1 fiir unendlich viele i,
a=0<—=0<x<1

Diese heifst die g-adische Entwicklung von x und die a; ihre Ziffern.

Beweis. Istx > 1,sobesitzt x| € IN nach Proposition 5.1 eine eindeutige g-adische Darstellung

y .
[x] = Zaigl mit ag, ...,a, € Sg und a, # 0.
!

1
Ohne Einschrankung konnen wir daher fiir den Rest des Beweises 0 < x < 1 annehmen.

Zum Beweis der Existenz einer g-adischen Entwicklung setzen wir nun
x1:=x, a;:=|xg] und xi1:=x9—|xg] furallei € IN.
Konstruktionsgemafs ist dann 0 < x; < 1 fiir alle i € IN. Zudem gilt
xjg = |xjg) + xjs1 =aj+xj11, also x;=a;g " +xj418 " fiurallej € N

und somit rekursiv

j+r—1 .
Xj = Z aé_l_lg_r + xj_Hg_l fir allej € N,r € INy.
i=j

Es gibt hierbei unendlich viele a; ungleich g — 1,

denn: Gébe es nun ein j € IN mit a; = ¢ — 1 fiir alle i > j, so erhielten wir fiir r — oo

gk

x=(@g-1)) ¢ =1

r=1

was wir bereits ausgeschlossen hatten. #
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Eine g-adische Darstellung erhalten wir schliefllich, indem wir in der obigen Formel j =
setzen und r gegen unendlich gehen lassen.

Zum Beweis der Eindeutigkeit seien nun
r . r .
Z a;g' =x = Z a;g' (5.3)

i=—o0 i=—o0

zwei g-adische Entwicklungen von x. Wir nehmen an, es gdbe Zahlen i € IN mit 4; # 4; und
wdhlen j als die kleinste dieser Zahlen. Mit dieser Wahl folgte

[ee]

1< ]a]—u]| ‘Z | — d; g] l‘ <Z’ﬂl—ﬂz’8] l (g_l)zgirzlf

i>j i>j r=1

so dass an allen Stellen Gleichheit gédlte. Insbesondere hitten alle Terme der Form a; — 4; mit
i > j dasselbe Vorzeichen und erfiillten |a; — &;| = ¢ — 1. Wegen a;,4; € S; wére dies nur in
einem von zwei Szenarien moglich: Entweder gilten

a;=0,G=g—-1 fur allei > j,
oder
a;=9—1,8,=0 fur allei > j.

In beiden Fillen gébe es eine g-adische Entwicklung von x mit nur endlich vielen von g — 1
verschiedenen Ziffern, was nicht sein kann. Je zwei g-adischen Entwicklungen von x stimmen
also tiberein. Es folgt die Eindeutigkeit. O

Definition 5.4. Eine Folge (a;)ien in Z heifit periodisch, wenn es ein p € N und ein { € Ny mit
apyi = a; fiiralle 0 <i

gibt. Das minimal mogliche p hierbei heifit die Periodenlinge der Folge. Hat die Folge Periodenlinge
p, so heifit das minimale ¢, das die obige Gleichung mit p erfiillt, die Vorperiodenlinge der Folge.

Proposition 5.5. Fiir eine reelle Zahl x € R sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

i xeqQ.
(ii)  Die Ziffernfolge der g-adischen Entwicklung von x ist periodisch.

Beweis. Gelte zunéchst Aussage (i) und seien p € Z und q € IN mit ggT(p,q) = 1 und x =
Z Die Ziffern der g-adischen Entwicklung von x sind dann nach unseren Uberlegungen im
Beweis von Satz 5.3 durch

Xy = P_ LBJ, a; = |x;g] und x4 = x9— [xg] furallei € IN

q q

rekursiv zu ermitteln. Setzen wir nun noch b; := x;b, so folgt aus dem Obigen leicht b; € S,. Es
gibt daher natiirliche 1 <'s < t mit b; = b; und also auch x; = x;. Die Proposition folgt, da sich
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hieraus mit der Rekursionsformel xs,; = x;,; und somit auch a5, ; = a;,; fiir alle j € IN ergibt.
Das ist Aussage (ii).

Gelte nun umgekehrt Aussage (ii) und sei die g-adische Entwicklung von x durch x =
; a;¢' mit r € INg gegeben. Dann gibt es ¢, p € IN mit

i=—00

x—|x] = Zazg—Zazg +g! Zg P Zawg

i=—o00

1

i (g”—l Za1g£l+2ak+gg )

g (g ==
Es folgt die Rationalitidt von x — | x| und somit auch die von x selbst. O]
Proposition 5.6. Seien p € Z und q € N mit ggT(p,q) = 1. Wir schreiben q = de, wobei d der

grofite positive, zu g teilerfremde Teiler von q sei. Nach Proposition 5.5 ist dann die Ziffernfolge der
g-adischen Entwicklung der rationalen Zahl g periodisch. Es gilt nun:

(a) Die Periodenlinge p ist min{i € N | ¢ = 1 mod (d)}.
(b) Die Vorperiodenlinge ¢ ist min{v € INg | e | g"}.
Insbeondere bricht die g-adische Entwicklung genau dann nach endlich vielen Ziffern ab, wenn d = 1
gilt, d. h. wenn jeder Primfaktor von q in g aufgeht.
Beweis. Nach den Uberlegungen im Beweis von Proposition 5.5 gibt es A, B € Z mit
A B B
g'(gr=1) g'(g"=1)

V\?eg/en ggT(p,q) = 1 folgt g | g'(g¥ — 1) und daraus nach Konstruktion d | (g” — 1) sowie
e| g . Mit

P_,P
LqJJr

p:=min{i c N|g' =1mod (d)} und 7:=min{v e Ny|e]|g"}

folgen hieraus sofort

£<?¢ und p<p.
Nach Konstruktion gilt andererseits d | (g7 — 1) sowie e | ¢/ und also g | ¢’ (g? — 1). Es folgt

(Z—LZJ)-gZ(g”—l)ENo

und nach dem Satz von der Division mit Rest 2.3 gibt es u, v € Z mit

(Z— LZJ)-gZ(gP—l):u(gﬁ—l)—i—v mit0 < v < g’ — 1 sowie 0 < u < g'.
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Nach Proposition 5.1 besitzen u, v eindeutige g-adische Darstellungen

u=up+u; g+...+ug "t und v=v;+05 1g+... + 018",

wobei wegen v < ¢7 — 1 nicht alle v; gleich ¢ — 1 sind. Insgesamt erhalten wir
p_ P 7 p\—1,—0—p ! j - N (N kP
(L) =ug ol =g g P =) jug +g - (Log ) (Lg™)
i=1 j=1 k=0

und also

(Z— LZJ) = Edigi mit d; := u; fiir 1 gigZunddz+jﬁ+k:kaﬁrj€]1\10,1 <k<p.
i—1

Folglich sind alle d; aus S, und es gilt d; # ¢ — 1 fiir unendlich viele i, weil nicht alle vy gleich
g — 1 sind. Durch

L1+ Y dig’
=
ist daher die g-adische Entwicklung von % gegeben, deren Periodenldnge p bzw. Vorperioden-
lange ¢ nach Konstruktion hochstens p bzw. 7 ist. Es folgen
(<? und p<p.
O
Bemerkung 5.7. Die Periodenlinge ist laut der Formel in Proposition 5.6 gerade die Ordnung der

Restklasse von g modulo d in der Einheitengruppe (Z/dZ)* und nach dem Satz von Euler-Fermat 4.9
hochstens ¢(d).

Betrachten wir ein Beispiel: ¢ = 10, ¢ = 7. Dann ist ggT(q,g) = 1 und also d = q. Die Restklasse von
10 modulo 7 ist ein Erzeuger von (Z/77.)*, die Periodenlinge von (gekiirzten) Briichen mit Nenner 7
in der Dezimaldarstellung ist also ¢(7) = 6.

5.2 Kettenbriiche

Definition 5.8. Fiir ag,...,a, € Rmitay...,a, > 0 setzen wir

1

[a0,a1, ..., am] :=ag+
a, +

a ...+ 1

Am—1 + —

Am

und nennen das Tupel ((ag, . ..,am), [ao, - .., am|) einen endlichen Kettenbruch mit Wert [ag, . . ., ap].

Ist (an)new, eine Folge reeller Zahlen mit a, > 0 fir n € IN und existiert der Grenzwert
lim,,_co[ao, . - ., ay), dann setzen wir

[ag,a1,...] := lim [ag, ..., a,]
n—oo
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und nennen das Tupel ((ay)new,, (@0, a1, - . .]) einen unendlichen Kettenbruch mit Wert [ap, a1, . . .].

Unter einer Kettenbruchdarstellung einer reellen Zahl x verstehen wir einen Kettenbruch, dessen
Wert durch x gegeben ist, also einen Kettenbruch der Form ((ao, ..., am),x) oder ((ay)nen,, X). Eine
solche Kettenbruchdarstellung von x heifSt eine Kettenbruchentwicklung von x, wenn ag € Z ist und
a, € N fiir allen € N, sowie a,, # 1, falls die Kettenbruchdarstellung endlich ist.

Bemerkung 5.9. Fiir endliche Kettenbriiche formulieren auch induktiv: Es ist [ag] := ay sowie

! | fiirallei € IN.

i+1

[0, ..., ai,0i+1] :== [ao,...,ai_1,a; +

Beispiel 5.10. (a) Es ist

65 11 1 1 1 1
7:2 7:2 7:2 :2 :2 - = 2/2/2/5
27 + 27 + 27 + 5 5 + ) 1 * 5 1 [ ]
1 ! LT * 1
5 T3
und also ((2,2,2,5), %) eine endliche Kettenbruchentwicklung von %.

(b) FEalls der Grenzwert ¢ = limy,_,0[1,1,...,1] existiert, dann gilt offensichtlich
——

n—mal

1+

1+...

also ¢* — ¢ — 1 = 0. Die einzige positive Lisung dieser Gleichung ist ¢ = ”T\@ der Goldene
Schnitt. Somit ist vorbehaltlich der Existenz des obigen Grenzwertes ([1,1,.. ], ¢) eine unendliche
Kettenbruchentwicklung des Goldenen Schnittes.

Kettenbruchentwicklungen kénnen in der Zahlentheorie beispielsweise dazu benutzt werden,
um die Einheitengruppen der Ganzzahlringe quadratischer Zahlkdrper zu beschreiben. Das ist
von Vorteil, da sich mit Kettenbriichen besonders effizient umgehen lasst.

Das Ziel an dieser Stelle ist nun zu zeigen, dass jede reelle Zahl eine eindeutig bestimmte Ket-
tenbruchentwicklung hat. Hierzu betrachten wir den folgenden Algorithmus:

Algorithmus 5.11 (Kettenbruchalgorithmus). Es soll die Kettenbruchentwicklung von x € R be-
stimmt werden.

(1) ap:= |x] €Z,ty:=x—ap € [0,1) und m := 0.
(2) Solange t,, # 0 ist, wiederhole (3) — (6):
(3) Gm:= tim

(4)  ami1:=[Gm] €N
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(5) byl 1= (:-rm —ap4+1 € [0/ 1)
(6) m:=m+1

Falls die Schleife (2) — (6) terminiert, falls also nach endlich vielen Schritten t,, = 0 erreicht wird,
so ist ((ap,...,am),x) die Kettenbruchentwicklung von x. Falls die Schleife nicht terminiert, so ist
((an)new,, x) die Kettenbruchentwicklung von x.

Es gilt nun zu zeigen, dass der Kettenbruchalgorithmus ein korrektes Ergebnis liefert, genauer:

Satz 5.12. Sei x € R. Dann gilt:

(a) Die Zahl x besitzt eine eindeutig bestimmte Kettenbruchentwicklung. Diese wird durch den Ket-
tenbruchalgorithmus 5.11 geliefert.

(b) Die Kettenbruchentwicklung von x ist genau dann endlich, wenn x rational ist.
Ist die Kettenbruchentwicklung von x durch ((ao, ..., am), x) bzw. ((ay)nen,, X) gegeben, dann heiflen

rationalen Zahlen |a, . .., a,] mit n € No —und n < m fiir x € Q — die Ndherungsbriiche von x.

Beispiel 5.13. (a) Mit den Bezeichnungen aus dem Kettenbruchalgorithmus 5.11 stellt sich die Rech-
nung in Beispiel 5.10 (a) wie folgt dar:

ap = 2, t():%/ 60:%/
a1 =2, tlz%/ 51:%1
=2 th=1% &H=>5,
a3:5, f3:0

(b) Kettenbruchentwicklungen liefern gute Approximationen reeller Zahlen durch rationale Zahlen
mit kleinstmoglichen Nennern: Christiaan Huygens baute 1682 ein Zahnradmodell des Planeten-
systems. Das Verhiltnis der Umlaufzeiten von Saturn und Erde ist in guter Niherung

 77.708.431
~ 2.640.858 °

Dieses Verhiiltnis soll durch Zahnrider mit moglichst wenig Zihnen moglichst exakt realisiert
werden. Der naive Ansatz bestiinde in der Rundung anhand der Dezimaldarstellung dieser Zahlen:

__77.700.000 _ 777
~ 2.600.000 26

Allerdings betriigt der Fehler hier bereits ca. 1,6% und man benotigt ein Zahnrad mit 777 Zihnen.
Der Kettenbruchalgorithmus liefert

x=1029,2,2,1,51,4,1,1,2,1,6,1,10,2,2,3].

Der vierte Niherungsbruch ist [29,2,2,1] = &76. Der Fehler liegt hier nur bei ca. 0,01% und man

bendtigt hochstens 206 Zihne in einem Zahnrad. Genau ein solches baute Huygens.
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Ein kompletter Beweis von Satz 5.12 liegt absolut in Reichweite, sprengt aber den Rahmen
dieser Vorlesung. Wir betrachten im Folgenden nur den Fall rationaler Zahlen:

Lemma 5.14. Fiir ein beliebiges x € R sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(1) Der Kettenbruchalgorithmus 5.11 terminiert bei Eingabe von x nach endlich vielen Schritten.
(i) xeq.

Insbesondere gibt Algorithmus 5.11 fiir rationale Eingaben endliche Kettenbruchentwicklungen aus.

Beweis. Nehmen wir zunédchst (i) an, der Kettenbruchalgorithmus 5.11 terminiere nach Eingabe
von x also nach endlich vielen Schritten. Ist hierbei o = 0, so gilt x = [ag] € Z. Ist sonst m € Ny
maximal mit ¢,, # 0, so zeigt man anhand von 5.11 in einem leichten Induktionsbeweis

X = [a0/ ceorAmy é’m] = [QO/ cee sy aerl]
mit ag € Z sowie ay, ..., a,4+1 € IN. Hiermit erhalten wir x € Q, also Aussage (ii).

Gelte nun umgekehrt Aussage (ii), sei also x € Q, etwa x = S mit p € Z und g € IN. Da fiir
x = 0 nichts zu zeigen ist, konnen wir im Folgenden ohne Einschrankung x # 0 annehmen.
Wir setzen rg := p sowie r; := g und fiithren den Euklid’schen Algorithmus 2.10 aus:

70 =agry + 1 mit a; € Z und 0 < rp < 1,
2] =aira+13 mita) € N und 0 < r3 < 17,
7 = airig1 +rigo mital € IN und 0 < 740 < 141,
Fm—1 =y Tm+tmer mita,  €IN und 0 < rypq < 1,
Tm = ATl mit aj, € IN.
Wir erhalten
ri £ 1 .. .
— =a+ 2 it 12 ¢ (0,1) firallei € {0,...,m — 1},
Tit1 Tit1 Tit1
Tm
Ym+1
Wir setzen
/. Yit2 e . . ro.
toi=—= furie {-1,...,m—1} sowie t,:=0,
Tit1
und erhalten
=a+ t firi € {0,...,m},

/
i—1

wobei t; €(0,1) furi =0,...,m —1ist. Wir vergleichen dies mit den Formeln aus dem Ketten-
bruchalgorithmus 5.11: Es bezeichne ((4;);c1, x) das Resultat des Kettenbruchalgorithmus bei
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Eingabe von x, wobei I = {0,...,n} sei, falls der Algorithmus nach n € INy Schritten abbricht,
und I = INp sonst. Die Folge (t;);c; sei wie im Kettenbruchalgorithmus definiert. Wir zeigen
induktiv a; = a} und t; = t] fiir i € {0,..., m}. Insbesondere ist dann t,, = t,, = 0, so dass der
Kettenbruchalgorithmus nach endlich vielen Schritten abbricht. Sei zunédchst i = 0. Dann ist

7 1 1
aozLxJ:ij:Lt,—J:af) und tozx—aozt,——agzté.
- ~1

Seinun 0 < i < m. Aus der Induktionsvoraussetzung ergibt sich t; 1 = t/_; # 0 und deshalb

|=|-—]=4a und t = — —a;=

Beispiel 5.15. Der Beweis hat gezeigt, dass man den Kettenbruchalgorithmus 5.11 fiir rationale Zahlen
als Variante des Euklid’schen Algorithmus 2.10 ansehen kann. In Beispiel 5.10 (a) erhalten wir:

65 11
65=12-27+11 = =2+
27 5
27 =2-11+45 — =2+
11=2-5+1 0,y
=2.5+ = $=2+3
5
5=5-140 = 7=5+0.



KAPITEL 6

Diophantische Gleichungen

6.1 Pythagoraische Tripel und der GroBe Satz von Fermat
Definition 6.1. Eine diophantische Gleichung ist eine Gleichung der Form
F(Xy,...,Xn) =0 mitF € Z[Xq,...,X,] fiireinn € IN. (6.1)
Eine Losung der diophantischen Gleichung (6.1) ist ein Tupel
P=(ay,...,ay) €7 mit F(P) = 0.
Eine rationale bzw. reelle bzw. komplexe Losung von (6.1) ist ein Tupel
P=(ay,...,a,) € Q" bzw. R" bzw. C" mit F(P) = 0.

Eine Losung P = (ay,...,a,) einer diophantischen Gleichung heifdt eine primitive Losung, wenn
ggT(ay,..., a,) = 1gilt.

Analog definiert man Systeme diophantischer Gleichungen und ihre Losungen.

Diophantos lebte vermutlich um das Jahr 250 herum in Alexandria. Sein 13-bandiges Haupt-
werk, die Arithmetika, galt lange Jahre als verschollen. Im 15. Jahrhundert wurden die Biicher

1 -3 und 8 — 10 wiederentdeckt, 1968 zudem die Biicher 4 — 7 in arabischer Ubersetzung. Dio-
phantos gilt als Begriinder der Theorie der nach ihm benannten diophantischen Gleichungen.

Ein klassisches Beispiel einer diophantischen Gleichung ist
X?+ X3 - X5 =0. (6.2)

Nach dem Satz des Pythagorasbeschreiben ihre Losungen gerade alle Moglichkeiten, ein recht-
winkliges Dreieck mit ganzzahligen Seitenldngen zu konstruieren. Bekannte Losungen sind
etwa (3,4,5) und (5,12,13).

44
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Weil die Losungen (a1, a2, a3) von (6.2) mit a1a2a3 = 0 ungeometrisch und leicht zu beschreiben
sind, betrachten wir nur Losungen mit a;a,a3 # 0. Da weiter mit (a3, a2, a3) auch jedes der acht
Tripel (+a1, £ay, £a3) eine Losung ist, gentigt es zur Beschreibung der Losungsmenge, die Lo-
sungen in IN* anzugeben, die sogenannten pythagordiische Tripel. Mit jedem pythagordischen

Tripel (a1, az,a3) und jedem ¢ € Z ist auch m - (a1, a3, a3) pythagoréisch und es geniigt

sogar, diejenigen Tripel zu beschreiben, die primitive Losungen im Sinne von Definition 6.1
sind, die primitiven pythagordiischen Tripel.
Die Eintrédge eines primitiven pythagordischen Tripels sind paarweise teilerfremd,

denn: Hatten zwei der drei Eintrdge eines gegebenen primitiven pythagordischen Tripels
(a1, a2, a3) einen gemeinsamen Primteiler p, so wére wegen (6.2) auch der dritte Eintrag durch
p teilbar, was ein Widerspruch zur Primitivitat des Tripels wire. #

Folglich ist in einem primitiven pythagordischen Tripel (a1, a2, a3) genau eine der Zahlen ay, a,
gerade,

denn: Wegen der paarweisen Teilerfremdheit sind nicht beide gerade. Waren beide ungerade,
so gilte a7 = a3 = 1 mod (4) und nach (6.2) also 3 = 2 mod (4), was nicht sein kann. #

Der folgende Satz war bereits Euklid bekannt:

Satz 6.2. Fiir ein beliebiges primitives pythagoriisches Tripel (a1,az, a3) mit geradem ay gibt es teiler-
fremde natiirliche Zahlen a,b € IN mit

ap =a>—b%, ap=2ab, az=a>+1b?

fiir die die Differenz a — b positiv und ungerade ist.

Beweis. Die im Satz angegebenen Tripel sind tatsdchlich pythagordisch und primitiv,
denn: Offensichtlich erfiillt jedes dieser Tripel (a3, a2, a3) die Bedingungen
a4 a5 — a3 = (a® — b*)? + 42’0 — (a®> + b*)? =0,
ap=a*—b>=(a+b)(a—b) >0,
a, = 2ab >0,
az = ﬂz + bz > 0.
und ist also ein pythagordisches Tripel.

Zum Beweis der Primitivitdt nehmen wir nun an, 4; und a3 hitten einen gemeinsamen Prim-
teiler p. Nach Voraussetzung wire dieser ungerade und erfiillte

p| (a1 +az) = (a® — b*) + (a® + b*) = 24%,
pl(ag—az) = (a2 + bz) - (a2 — bz) = 21

Im Widerspruch zur vorausgesetzen Teilerfremdheit von a und b folgte p | a und p | b. #
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Sei nun umgekehrt (a;,a2,a3) ein primitives pythagordisches Tripel mit geradem a;. Wegen
(6.2) und a3 > 0 sind a3 — a7 und a3 + a; natiirliche Zahlen und wegen 2 { a; sowie 2 { a3 auch
beide gerade. Wir erhalten natiirliche Zahlen

g = az —ai 4 .:@ g = az +m
r 2 7 TP R 2
und nach Einsetzen in (6.2) den Zusammenhang
2 2 _ 2
a az —a as—ap; as+m
(ﬂlz)Z = ZZ = 2 4 ! = 2 : 2 = all : ﬂé. (6'3)

Es gilt ggT(a},a5) =1,

denn: Wire p ein gemeinsamer Primfaktor der natiirlichen Zahlen 4} und a}, so gélten
pl(az—a))=a und p|(a3+a)=as

was wegen der vorausgesetzten Teilerfremdheit von 4; und a3 nicht sein kann. #

Fiihren wir auf beiden Seiten von (6.3) die kanonische Primfaktorzerlegung 2.23 durch, so folgt
mit der Teilerfremdheit von 4} und a} sofort die Existenz von teilerfremden natiirlichen Zahlen
a,b € Nmita} = a% und ay = b2. Wir erhalten

ay =ay—a) =a*—b*> und a3 =ay+a) =a® + b

sowie
2 N2 ©3) 2 _
a; = 4(a3)” =" 4ajay = (2ab)” und also ap = 2ab.
Weiter gelten
m>0 = ay>a; = a>,
2fa;=a* b =(a+b)(a—b) = 2f(a—0b).
Das gegebene Tripel (a1, 4y, a3) ist also tatsdchlich von der behaupteten Gestalt. ]

An diesem recht tibersichtlichen Beispiel konnen wir bereits erkennen, dass das Bestimmen
aller Losungen einer diophantischen Gleichung im Allgemeinen nicht leicht ist. Tatsachlich
war eine harmlos aussehende Verallgemeinerung der gerade gelosten Frage tiber 350 Jahre
lang ungelost und eines der berithmtesten mathematischen Probleme schlechthin:

Satz 6.3 (Grofier Satz von Fermat). Fiir kein 2 < n € IN hat die diophantische Gleichung
XI+X5—-X5=0

Losungen (ay,ay,a3), deren Eintrige aq, ap, az samtlich natiirliche Zahlen sind.
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Formuliert wurde dieser Satz zuerst um 1640 von Pierre de Fermat, als dieser ihn als Randnotiz
in seine Ausgabe des zweiten Buches der Arithmetika schrieb, versehen mit dem Hinweis, er
habe eine gar wundervolle Losung fiir dieses Problem, der Platz auf dem Rand reiche aber
nicht aus, sie zu fassen. Das Problem wurde schnell als Fermat’sche Vermutung bekannt. Man
glaubt heute, dass Fermat auf eine Losung im Fall n = 4 und vielleicht auch im Fall n =
3 gekommen war und filschlich annahm, diese analog auf ein allgemeines n ausdehnen zu
konnen. Tatsdchlich ldsst sich der Fall n = 4 mit dem elementaren Prinzip des unendlichen
Abstiegs beweisen, das Fermat an anderer Stelle bereits eingesetzt hatte.

In den folgenden Jahrhunderten konnte der Grofie Satz von Fermat 6.3 nach und nach fiir
immer mehr Fille nachgewiesen werden. Zahlreiche Mathematiker versuchten sich an einem
Beweis und entwickelten im Zuge dessen fruchtbare neue Theorien, vor allem in der Algebrai-
schen Zahlentheorie. Besonders zu erwdhnen ist hier Ernst Kummer, der 1846 das Konzept der
(gebrochenen) Ideale einfiihrte, um in endlichen Korpererweiterungen der rationalen Zahlen
Q ein Pendant zum Fundamentalsatz der Arithmetik 2.22 zur Verfiigung zu haben. Kummer
konnte den Satz in dem Fall zeigen, dass n eine sogenannte reguliire Primzahl ist.

Endgiiltig bewiesen wurde der GrofSe Satz von Fermat 6.3 erst 1994 durch Andrew Wiles. In
Wirklichkeit zeigte dieser die im Jahr 1958 formulierte Taniyama-Shimura-Vermutung iber
elliptische Kurven, von der man bereits seit 1990 wusste, dass sie den Grofien Satz von Fer-
mat impliziert. Seine Arbeit stellt einen wichtigen Baustein des ambitionierten Langlands-
Programms dar, in dem aktuell versucht wird, bestimmte Objekte der Algebraischen und der
Analytischen Zahlentheorie miteinander zu identifizieren, um fiir kiinftige Resultate simulta-
nen Zugriff auf beide Methoden zu haben.

Wir 16sen in dieser Vorlesung keine weiteren diophantischen Gleichungen und befassen uns
stattdessen mit elementaren Losbarkeitskriterien. Mit ein wenig Algebra erhalten wir:

Proposition 6.4 (Losbarkeitskriterium fiir diophantische Gleichungen). Ist P = (a3, ..., a,) eine
Losung einer diophantischen Gleichung

F(Xy,...,Xn) =0 mitn € Nund F € Z[Xy,...,Xx],

so ist fiir jedes m € N durch (aq + mZ, ..., a, + mZ) eine Losung der Gleichung F(Xy,...,X,) im
Restklassenring 7./ mZ.

Beweis. Die Zuordnung
7 —7/mZ,
a v a+mi

ist ein Ringhomomorphismus. Es gilt daher

0=F(m,...,ay) + mZ = F(ay +mZ,...,a, + mZ).

Beispiel 6.5. Die diophantische Gleichung X3 — 3X3 + 4 = 0 hat keine Losung,

denn: Reduzieren wir die diophantische Gleichung modulo 3, so erhalten wir die Gleichung X? +1 = 0,
welche keine Losung in 7./37Z aufweist. Nach dem Losbarkeitskriterium 6.4 hat somit auch die ur-
spriingliche, diophantische Gleichung keine Losung. #
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6.2 Lineare diophantische Gleichungen

Im Fall linearer diophantischer Gleichungen konnen wir mit Methoden der Linearen Alge-
bra sogar Charakterisierungen der Losbarkeit angeben. Das ist das Ziel dieses Abschnitts. Zu-
néchst studieren wir den Fall einer einzelnen linearen diophantischen Gleichung:

Proposition 6.6 (Losbarkeitskriterium fiir lineare diophantische Gleichungen). Seien die ganzen
Zahlen co, c1,. .., cn € Z nicht alle gleich Null. Dann gilt:

Die lineare diophantische Gleichung c1X1 + ... + ¢y Xy = co hat eine Losung
< ggT(c1,...,cn) | co.

Beweis. Nehmen wir zundchst an, die diophantische Gleichung habe eine Losung (aj, ..., ay).
Trivialerweise gilt

geT(c1, ... cn) | ci firallei € {1,...,n}
und es folgt
ggT(Cll"‘lcﬂ) ‘ (Clal +...—|—Cn[ln) = CO-

Gelte nun umgekehrt ggT(cy,...,c,) | co. Nach dem Erweiterten Euklid’schen Algorithmus
2.10 (c) gibt es ganze Zahlen u; und v mit

2.16
ggT(cy, ..., cn) = ggT(c1, 88T (ca, ..., cn)) = urc1 +0vggT(ca, ..., cn).
Iterativ erhalten wir ganze Zahlen uy, ..., u, € Z mit
ggT(c1,...,cn) = U1C1 + ...+ UpCy.

Setzen wir nun c
0

a;:=du; mitd = ——————— €7,
l 1 ggT(c1,...,cn)
so folgt
a101 + ...+ ayCy = d (U101 + ...+ UnCy) = co,
so dass (a1, ...,a,) eine Losung der diophantischen Gleichung ist. O

Beispiel 6.7. Das Lisbarkeitskriterium 6.6 kann bei kleinen Alltagsproblemen niitzlich sein:

o Ein Automat verkauft Snacks fiir 1,20€, 1,50€, sowie 2,70€ und gibt kein Riickgeld. Ich habe
7€. Kann ich mein ganzes Geld fiir Snacks ausgeben, ohne zuviel zu zahlen?

Wir miissen die diophantische Gleichung
120X7 4+ 150X; + 270X3 = 700

losen. Wegen ggT (120, 150,270) = 30 1 700 ist das nicht moglich.
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Man sollte die Anwendungsmaoglichkeiten aber nicht iiberbewerten, wie das folgende Beispiel zeigt:

o Ein Automat verkauft Briefmarken fiir 0,80€, 0,95€, 1,55€ sowie 2,70€ und gibt kein Riick-
geld. Ich habe 7€. Kann ich mein ganzes Geld fiir Briefmarken ausgeben, ohne zuviel zu zahlen?

Es gilt die diophantische Gleichung
80X, + 95X, + 155X3 + 270X, = 700

zu losen. Es gilt ggT(80,95,155,270) = 5 | 700. Tatsichlich ist etwa (280,0, —140,0) eine
Losung der diophantischen Gleichung, die uns aber nicht weiterbringt, weil wir in Wirklichkeit
nach einer Losung in IN§ gesucht haben.

Um ein ganzes System linearer diophantischer Gleichungen simultan zu losen, ziehen wir
einen Satz aus der Linearen Algebra zu Rate:

Satz 6.8 (Elementarteilersatz). Fiir alle m,n € IN und jede Matrix A = (a;j)
eindeutige Zahlen

ij € 7" gibt es
€1 ‘ e ‘ ‘ €min{mn} € Ny,
die Elementarteiler von A, sowie Matrizen M € GL,,(Z) und N € GL,,(Z) mit

(MAN); =& St
’ 0 fiiri #j.

Beweis. Wir beweisen den Satz durch Angabe eines zielfiihrenden Algorithmus.

Da sonst nichts zu zeigen ist, konnen wir ohne Einschrankung A # 0 annehmen. Nach even-
tuellem Vertauschen von Zeilen und Spalten iiber Links- bzw. Rechtsmultiplikation mit geeig-
neten Matrizen aus GL,,(Z) bzw. GL,(Z) gilt dann ohne Einschrankung sogar a11 # 0.

Solange es in der ersten Zeile oder Spalte einen Eintrag a gibt, der nicht durch a;; teilbar ist,
bestimme mit dem Erweiterten Euklid’schen Algorithmus 2.10 ganze Zahlen u,v € Z mit
ggT(a11,a) = uayy + va. Im Fall 2 = a;; mit einem j € {1,...,n} multiplizieren wir von rechts
mit der Matrix

u 0 0 ggT(a11,a15) 0 0
0 1 0
0 0 € GL.(Z)
’() PR ¥ S
ggT(a11,a15)
0 1
0 1

und ersetzen so

1. Spalte +— u - (1. Spalte) + v - (j. Spalte),



6.2. Lineare diophantische Gleichungen 50

j. Spalte +— S B (1. Spalte) + S

ggT(a11,a17) ggT(a11,a1))

Im Fall 2 = a;; gehen wir analog vor. Nach jedem solchen Schritt erreichen wir auf diese Weise

einen echt kleineren Wert von a1, so dass wir nach eventueller Anwendung endlich vieler

solcher Schritte ohne Einschrankung annehmen kénnen, alle Eintrage der ersten Zeile und der
ersten Spalte seien durch a1, teilbar.

- (j. Spalte).

Durch Addition von ganzzahligen Vielfachen der ersten Zeile bzw. Spalte zu den anderen Zei-
len bzw. Spalten von A kénnen wir nun ohne Einschrankung erreichen, dass a;; sowohl in der
ersten Zeile als auch in der ersten Spalte der einzige nicht verschwindende Eintrag ist.

Der Satz folgt, wenn wir nun den bisherigen Algorithmus auf die Matrix anwenden, die wir
nach Streichen der ersten Zeile und der ersten Spalte von A erhalten, und dann so weiter, bis
wir nach min{m, n} Schritten terminieren. O

Korollar 6.9 (Losbarkeitskriterium fiir Systeme linearer diophantischer Gleichungen). Fiir alle
m,n € N, jede Matrix A = (a;j);; € Z"*" und jeden Vektor b € Z' gilt in der Notation von Satz 6.8:

X
Das System A | : | = b linearer diophantischer Gleichungen hat eine Losung
X
<= ¢ | (MD); fiirallei € {1,...,n} und (Mb); = 0 fiir allei > n.

Beweis. Eina € 7" ist genau dann eine Losung des gegebenen Systems linearer diophantischer
Gleichungen, wenn N 15 eine Losung von

X1
MAN | : | =Mb
Xn

ist. Nach dem Elementarteilersatz 6.8 ist letzeres Gleichungssystem von der Form

€1X1 = (Mb)l,

ean == (Mb)n,
0= (Mb)l’l+l/

0= (Mb)p.

Beispiel 6.10. Das System

X1\ . (1 2 %2 (2 >
A(Xz)_b mztA—<3 4>€Z undb—<2>€Z
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linearer diophantischer Gleichungen ist losbar, das gegebene Lineare Gleichungssystem hat also eine
Losung mit ganzen Koeffizienten,

denn: In der Notation des Elementarteilersatzes 6.8 berechnet man

-2 1 10 1 0 -2
Mo (Z ) N (00, man= (D) e ().

Wir iiberpriifen
e = 1 | —2= (Mb)1 und [ =2 | 4 = (Mb)z

Nach dem Losbarkeitskriterium 6.9 ist das gegebene System linearer diophantischer Gleichungen also
losbar. #

(z)e”

Tatsiichlich ist

eine Losung.
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		MaMpf-Label		schwache-Multiplikativitaet-von-phi		Gleichung		3.2				3		3.2		3.2.0		19

		MaMpf-Label		bsp:zur-schwachen-Multiplikativitaet-der-Eulerschen-phi-Funktion		Beispiel		3.10		zur schwachen Multiplikativität der Euler'schen $\varphi $-Funktion		3		3.2		3.2.0		19

		MaMpf-Label		chap:Kongruenzen		Kapitel		4		Kongruenzen		4		4.0		4.0.0		20

		MaMpf-Label		sect:Restklassenringe		Abschnitt		4.1		Restklassenringe		4		4.1		4.1.0		20

		MaMpf-Label		prop:Aequivalenzrelationen-auf-Z		Proposition		4.1		Äquivalenzrelationen auf $\mathbb {Z}$		4		4.1		4.1.0		20

		MaMpf-Label		coro:Restklassenringe-von-Z		Korollar		4.2		Restklassenringe von $\mathbb {Z}$		4		4.1		4.1.0		21

		MaMpf-Label		defn:Nullteiler		Definition		4.3		Nullteiler		4		4.1		4.1.0		21

		MaMpf-Label		defn:Einheit		Definition		4.4		Einheit		4		4.1		4.1.0		21

		MaMpf-Label		prop:Einheiten-und-Nullteiler		Proposition		4.5		Einheiten und Nullteiler		4		4.1		4.1.0		21

		MaMpf-Label		satz:Charakterisierung-der-Ringe-ZnZ		Satz		4.6		Charakterisierung der Ringe $\mathbb {Z}/n\mathbb {Z}$		4		4.1		4.1.0		22

		MaMpf-Label		sect:Der-Satz-von-Euler-Fermat		Abschnitt		4.2		Der Satz von Euler-Fermat		4		4.2		4.2.0		22

		MaMpf-Label		prop:Charakterisierung-der-primen-Restklassen		Proposition		4.7		Charakterisierung der primen Restklassen		4		4.2		4.2.0		22

		MaMpf-Label		prop:die-Ordnung-eines-beliebigen-Gruppenelements-teilt-die-Ordnung-der-Gruppe		Proposition		4.8		die Ordnung eines beliebigen Gruppenelements teilt die Ordnung der Gruppe		4		4.2		4.2.0		23

		MaMpf-Label		coro:Satz-von-Euler-Fermat		Korollar		4.9		Satz von Euler-Fermat		4		4.2		4.2.0		23

		MaMpf-Label		bsp:fuer-die-Anwendung-des-Satzes-von-Euler-Fermat		Beispiel		4.10		für die Anwendung des Satzes von Euler-Fermat		4		4.2		4.2.0		23

		MaMpf-Label		coro:Kleiner-Satz-von-Fermat		Korollar		4.11		Kleiner Satz von Fermat		4		4.2		4.2.0		23

		MaMpf-Label		coro:Einheitengruppe-von-Fp-ist-zyklisch		Korollar		4.12		Einheitengruppe von $\mathbb {F}_p$ ist zyklisch		4		4.2		4.2.0		24

		MaMpf-Label		sect:Quadratische-Reste-und-der-Satz-von-Euler		Abschnitt		4.3		Quadratische Reste und der Satz von Euler		4		4.3		4.3.0		24

		MaMpf-Label		defn:Legendre-Symbol		Definition		4.13		Legendre-Symbol		4		4.3		4.3.0		24

		MaMpf-Label		bsp:zum-Legendre-Symbol		Beispiel		4.14		zum Legendre-Symbol		4		4.3		4.3.0		25

		MaMpf-Label		lemma:Legendre-Symbol-eines-Vertreters-eines-Erzeugers-der-passenden-Einheitengruppe		Lemma		4.15		Legendre-Symbol eines Vertreters eines Erzeugers der passenden Einheitengruppe		4		4.3		4.3.0		25

		MaMpf-Label		prop:Legendre-Symbol-ist-stark-multiplikativ		Proposition		4.16		Legendre-Symbol ist stark multiplikativ		4		4.3		4.3.0		25

		MaMpf-Label		satz:Satz-von-Euler		Satz		4.17		Satz von Euler		4		4.3		4.3.0		26

		MaMpf-Label		satz:Quadratisches-Reziprozitaetsgesetz		Satz		4.18		Quadratisches Reziprozitätsgesetz		4		4.3		4.3.0		27

		MaMpf-Label		sect:Primzahltests		Abschnitt		4.4		Primzahltests		4		4.4		4.4.0		27
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		MaMpf-Label		bsp:zum-Primzahltest-von-Solovay-Strassen		Beispiel		4.24		zum Primzahltest von Solovay-Strassen		4		4.4		4.4.0		30

		MaMpf-Label		sect:Das-RSA-Verfahren		Abschnitt		4.5		Das RSA-Verfahren		4		4.5		4.5.0		30

		MaMpf-Label		alg:Schluesselerzeugung-beim-RSA-Verfahren		Algorithmus		4.25		Schlüsselerzeugung beim RSA-Verfahren		4		4.5		4.5.0		31

		MaMpf-Label		bsp:zur-Schluesselerzeugung-beim-RSA-Verfahren		Beispiel		4.26		zur Schlüsselerzeugung beim RSA-Verfahren		4		4.5		4.5.0		31

		MaMpf-Label		alg:Verschluesselung-mit-dem-RSA-Verfahren		Algorithmus		4.27		Verschlüsselung mit dem RSA-Verfahren		4		4.5		4.5.0		31

		MaMpf-Label		alg:Entschluesselung-mit-dem-RSA-Verfahren		Algorithmus		4.28		Entschlüsselung mit dem RSA-Verfahren		4		4.5		4.5.0		32

		MaMpf-Label		prop:Verallgemeinerung-des-Kleinen-Satzes-von-Fermat		Proposition		4.29		Verallgemeinerung des Kleinen Satzes von Fermat		4		4.5		4.5.0		32

		MaMpf-Label		chap:Darstellungen-von-Zahlen		Kapitel		5		Darstellungen von Zahlen		5		5.0		5.0.0		34

		MaMpf-Label		sect:Die-gadische-Zahldarstellung		Abschnitt		5.1		Die $g$-adische Zahldarstellung		5		5.1		5.1.0		34

		MaMpf-Label		prop:g-adische-Darstellung-natuerlicher-Zahlen		Proposition		5.1		$g$-adische Darstellung natürlicher Zahlen		5		5.1		5.1.0		34

		MaMpf-Label		Schritt-in-der-g-adischen-Darstellung		Gleichung		5.1				5		5.1		5.1.0		34

		MaMpf-Label		Eindeutigkeit-der-g-adischen-Darstellung		Gleichung		5.2				5		5.1		5.1.0		35

		MaMpf-Label		prop:Teilbarkeitsregeln-bezueglich-einer-g-adischen-Darstellung		Proposition		5.2		Teilbarkeitsregeln bezüglich einer $g$-adischen Darstellung		5		5.1		5.1.0		35

		MaMpf-Label		satz:g-adische-Entwicklung-reeller-Zahlen		Satz		5.3		$g$-adische Entwicklung reeller Zahlen		5		5.1		5.1.0		36

		MaMpf-Label		Eindeutigkeit-der-g-adischen-Entwicklung		Gleichung		5.3				5		5.1		5.1.0		37

		MaMpf-Label		defn:periodische-Zahlenfolge		Definition		5.4		periodische Zahlenfolge		5		5.1		5.1.0		37

		MaMpf-Label		prop:g-adische-Entwicklungen-sind-genau-fuer-rationale-Zahlen-periodisch		Proposition		5.5		$g$-adische Entwicklungen sind genau für rationale Zahlen periodisch		5		5.1		5.1.0		37

		MaMpf-Label		prop:Periodenlaenge-und-Vorperiodenlaenge-einer-rationalen-Zahl		Proposition		5.6		Periodenlänge und Vorperiodenlänge der $g$-adischen Entwicklung einer rationalen Zahl		5		5.1		5.1.0		38

		MaMpf-Label		bem:Konkretisierung-der-Periodenlaenge		Bemerkung		5.7		Konkretisierung der Periodenlänge		5		5.1		5.1.0		39

		MaMpf-Label		sect:Kettenbrueche		Abschnitt		5.2		Kettenbrüche		5		5.2		5.2.0		39

		MaMpf-Label		defn:Kettenbruchentwicklung		Definition		5.8		Kettenbruchentwicklung		5		5.2		5.2.0		39

		MaMpf-Label		bem:induktive-Beschreibung-des-Wertes-eines-endlichen-Kettenbruchs		Bemerkung		5.9		induktive Beschreibung des Wertes eines endlichen Kettenbruchs		5		5.2		5.2.0		40

		MaMpf-Label		bsp:zur-Kettenbruchentwicklung		Beispiel		5.10		zur Kettenbruchentwicklung		5		5.2		5.2.0		40

		MaMpf-Label		alg:Kettenbruchalgorithmus		Algorithmus		5.11		Kettenbruchalgorithmus		5		5.2		5.2.0		40

		MaMpf-Label		satz:Kettenbruchalgorithmus-liefert-korrektes-Ergebnis		Satz		5.12		Kettenbruchalgorithmus-liefert-korrektes-Ergebnis		5		5.2		5.2.0		41

		MaMpf-Label		bsp:zum-Kettenbruchalgorithmus		Beispiel		5.13		zum Kettenbruchalgorithmus		5		5.2		5.2.0		41

		MaMpf-Label		lemma:Kettenbruchalgorithmus-terminiert-genau-bei-rationaler-Eingabe-nach-endlich-vielen-Schritten		Lemma		5.14		Kettenbruchalgorithmus terminiert genau bei rationaler Eingabe nach endlich vielen Schritten		5		5.2		5.2.0		42

		MaMpf-Label		bsp:Vergleich-Kettenbruchalgorithmus-und-Euklidischer-Algorithmus		Beispiel		5.15		Vergleich Kettenbruchalgorithmus und Euklidscher Algorithmus		5		5.2		5.2.0		43

		MaMpf-Label		chap:Diophantische-Gleichungen		Kapitel		6		Diophantische Gleichungen		6		6.0		6.0.0		44

		MaMpf-Label		sect:Pythagoraeische-Tripel-und-der-Grosse-Satz-von-Fermat		Abschnitt		6.1		Pythagoräische Tripel und der Große Satz von Fermat		6		6.1		6.1.0		44

		MaMpf-Label		defn:diophantische-Gleichung		Definition		6.1		diophantische Gleichung		6		6.1		6.1.0		44

		MaMpf-Label		diophantische-Gleichung		Gleichung		6.1				6		6.1		6.1.0		44

		MaMpf-Label		pythagoraeische-Gleichung		Gleichung		6.2				6		6.1		6.1.0		44
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		MaMpf-Label		satz:pythagoraeische-Tripel		Satz		6.2		pythagoräische Tripel		6		6.1		6.1.0		45

		MaMpf-Label		pythagoraeische-Tripel		Gleichung		6.3				6		6.1		6.1.0		46

		MaMpf-Label		satz:Grosser-Satz-von-Fermat		Satz		6.3		Großer Satz von Fermat		6		6.1		6.1.0		46

		MaMpf-Label		prop:Loesbarkeitskriterium-fuer-diophantische-Gleichungen		Proposition		6.4		Lösbarkeitskriterium für diophantische Gleichungen		6		6.1		6.1.0		47

		MaMpf-Label		bsp:zum-Loesbarkeitskriterium		Beispiel		6.5		zum Lösbarkeitskriterium		6		6.1		6.1.0		47
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		MaMpf-Label		bsp:zu-Systemen-linearer-diophantischer-Gleichungen		Beispiel		6.10		zu Systemen linearer diophantischer Gleichungen		6		6.2		6.2.0		50



