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KAPITEL 1

Grundbegriffe

1.1 Die komplexen Zahlen

Der historische Ausgangspunkt fiir die Entwicklung der komplexen Zahlen liegt in der Alge-
bra, genauer im Studium der kubischen Gleichungen. So haben etwa Gleichungen des Typs

X34+ pX+g=0 mitp,gcR

in jedem Fall mindestens eine reelle Losung und hochstens drei. Im 16. Jahrhundert fand man
eine Formel, die eine Losung dieser Gleichung liefert, die Cardanische! Formel

AT (T N oy

Ein Problem stellte hierbei allerdings der Fall negativer Diskriminante

dar, der casus irreducibilis.
Beispiel 1.1. Im Jahr 1572 studierte Bombelli* die Gleichung
X3 —15X —4=0.

Die Cardanische Formel liefert

R R e S R e

1Gerolamo Cardano (1501-1576)
2Rafael Bombelli (1526-1572)
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:\3/2+M+{/2—m
:\3/2+11-ﬁ+\3/2—11-ﬁ.

Tatsiichlich hat die Gleichung die drei reellen Losungen

x1 =4, xp,= 243 und x3:—2—\f3.
Was ist hier der Zusammenhang? Ohne das Symbol \/ —1 zu interpretieren, rechnete Bombelli

2411 vV-1=8+12-vV/—1-6—+v—-1=(2+v-1),
2-11-vV/—1=8-12-vV=1-6+V—-1=(2—V-1)

und erhielt

X = </2+11-\/—1+ </2—11-\/—1
—2+V-D+@Q2-V-1)=4,
was in der Tat eine der reellen Losungen der Gleichung ist. Sein Kommentar hierzu:

Ein ausschweifender Gedanke nach Meinung vieler. Ich selbst war lange Zeit der gleichen
Ansicht. Die Sache schien mir auf Sophismen mehr als auf Wahrheit zu beruhen, aber ich
suchte so lange, bis ich den Beweis fand. (Cantor, 1900)

Bombellis Rechnung legte den Grundstein fiir die Entwicklung der komplexen Zahlen.

Wir wollen nun die komplexen Zahlen einfiihren und definieren dafiir auf der Menge R? die
Verkniipfungen

a a\  fa+d .. a a 2

<b> + (b’) = <b+b/> fiir alle (b)' (b’) € R7,
/ I /

<Z> : (;) - (Z;’/sz/) fiir alle (Z) <Z,> € R2.

Proposition 1.2. (IRZ, +, ) ist ein Korper, der Korper der komplexen Zahlen C.

Beweis. Das ldsst sich leicht nachrechnen; der Vollstindigkeit halber fithren wir einen Beweis
vor: Als R-Vektorraum ist R? zusammen mit + eine abelsche Gruppe mit neutralem Element
(8). Weiter ist (R? ~ {(8) }, ) eine kommutative Gruppe mit neutralem Element ((1)),

denn: Zunéchst ist die Multiplikation wegen
a ‘ ﬂ/ . a// B a ‘ ﬂ/a,/ _ b/b// B a(a/a// _ blb//) _ b(alb/l _|_ b/a//)
b b b “\p ab! +bva’ ] a(a/b” 4 b/a”) 4 b(a/a” _ b’b”)
_ ((aa" —bb')a" — (ab' +ba")b"\ _ (ad" —bb"\ (a"\ _ ((a\ (a"\\ [a"
~ \(al' +ba')a" + (aa’ — bb')b")  \ab' + ba’ v')  \\b b v’ )
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fir alle (;), (Zj), (Zx) € R? assoziativ. Die Kommutativitit der Multiplikation folgt sofort aus der
Definition und der Kommutativitdt der reellen Multiplikation. Mit

1 a’ a’ . a 5
(o) (3) = (5) farane (j,) em
ist ((1)) das neutrale Element der Multiplikation. Ist schlieBlich (}) # (8), alsoa # 0 oder b # 0,
so gilt
a
() () =)
b - ’
b T 0

so dass mit (“+*) ein multiplikatives Inverses zu (;) gefunden ist. #
aZ+b2

!

Es gilt in R? auch Distributivitit, denn fiir alle (), (},), (zx) € R? gilt

() () ) =6 (i) = i 2 vt )

_ (ad' +ad” —bb' —bb"\  ((aa’ —bb") + (aa” —bb")

B <ub’ +ab” + ba' + ba”) N ((ub’ + ba’) + (ab” + ba”))
_ (aa’ — bV aa’ —bb"\  (a a’ a a
- <ab’ +ba’> * (ab” +ba”> - (b) ' <b’) * (b) ' (b”)'

Insgesamt folgt die Proposition. O

Bemerkung 1.3. Die Abbildung

.{]R — C,
“a = (g)

ist ein injektiver Korperhomomorphismus. Wir nutzen dies fiir eine vereinfachte Notation der komplexen
Zahlen und schreiben kiinftig

o afiir () mita € R,
o ifiir ().
Auf diese Weise hat jede komplexe Zahl offensichtlich eine eindeutige Darstellung
z=a+bi mita,b e R.
Hierbei heifst a der Realteil und b der Imagindrteil von z. Wir schreiben
a=:Re(z) und b=:Im(z).

Wenn wir von nun an komplexe Zahlen z € C in der Form z = a + bi schreiben, meinen wir stets die
Darstellung von z iiber Real- und Imagindrteil.

== (0)-()- ()=

haben wir an dieser Stelle iibrigens in unserer Korererweiterung C der reellen Zahlen eine Quadratwur-
zel aus —1 gefunden und konnen so Bombellis Rechnungen aus Beispiel 1.1 mit Sinn versehen.

Wegen
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Definition 1.4. Sei z = a + bi in C. Dann heifst

zZ:=a—"bi
die zu z komplex konjugierte Zahl.
Im(z)
b z
a Re(z)
-b z

Abbildung 1.1: Die komplexe Konjugation ldsst sich geometrisch als Spiegelung an der x-Achse
veranschaulichen.

Proposition 1.5. Fiir beliebige z = a + bi,w = c+di € C gelten die folgenden Rechenregeln der
komplexen Konjugation:

(@ z+tw=z4+wWundz-w=7z-w,
b) 2=z « z€R,

© )=z

(d) Re(z) = =%, Im(z) = 57,

Beweis. Eigenschaft (a) gilt, denn

(a+c)+(b+d)i=(a+c)—(b+d)i= (a—bi)+ (c—di) =

zZ+w z
z-w = (ac — bd) + (ad + bc)i = ac — bd — (ad + bc)i = (a — bi)(c —di) =z - .

Zum Beweis von Eigenschaft (b) betrachten wir
z—2z=a+bi— (a—bi) = 2bi.

Dies ist offenbar genau dann Null, wenn z reell ist.

Eigenschaft (c) ist klar.

Eigenschaft (d) gilt wegen

z+z a+bi+a—-bi z—Z a+bi—(a—bi)
= > =a =1Re(z) und 5 = 5 =b =1Im(z).
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Definition 1.6. Fiir z = a + bi € C heifst

der Absolutbetrag von z.

yi

o 4+31

Abbildung 1.2: Identifiziert man C mit R?, also z = a + bi mit (}), so ist |z| der EUKLIDsche
Abstand® von (§) zu ({). Im Beispiel gilt |4 + 3i| = ||(3)|| = V42 + 32 = 5.

Proposition 1.7. Fiir alle z,w € C gelten die folgenden Rechenregeln des Absolutbetrags:
(a) Positive Definitheit: |z| > Ound |z] =0 <= z =0,

(b) Multiplikativitit: |zw| = |z| - |w|,

(c) Dreiecksungleichungen: |z + w| < |z| + |w| und |z — w| > ||z| — |w]|,

(d) Zusammenhang mit der komplexen Konjugation: |Z| = |z| und |z|> = zZ.

Beweis. Die positive Definitheit (a) und die Eigenschaften (d) sind klar.
Wegen der positiven Definitheit (a) folgt die Multiplikativitit (b) aus

‘2 @ ()

lzw* = zw 70 = 2Z - ww = |z|* - |w|?.

Es verbleibt, die Dreiecksungleichungen (c) zu zeigen. Wegen der positiven Definitheit (a) folgt
die erste Dreieckungleichung, wenn wir

d — .
z+wP Q) zrw) L 2P+ w2z wz B 22+ |w]? + 2Re(2 )
IN

2 b))
(Iz +[w])® = Iz + [w]? + 22| - o] "=7 |z

+|w]? +2[z - |

und also Re(z - W) < |z - W| zeigen koénnen. Dies gilt aber, denn nach dem Satz von Pythagoras*

stimmt sogar allgemein

Re(u) =a < Va2 +b%2 = |u| firalleu =a+ bie C. (1.1)

3Euklid von Alexandria (ca. 360-280 v. Chr.)
4Pythagoras von Samos (ca. 570-510 v. Chr.)
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Die zweite Dreiecksungleichung folgt aus der ersten,

denn: Nach der ersten Dreiecksungleichung gilt

|z +w| —|w| <|z| fiir alle z,w € C.
Setzen wir hier z/ — w' bzw. w’ — z’ fiir z und w’ bzw. Z’ fiir w ein, so erhalten wir

|Z'| = 0| < |2/ —=d| bzw. |w'|—|Z| < |w —7Z/| fir alle z/,w’ € C.

Wegen |u| = |—u| fiir alle u € C folgt die Behauptung aus diesen beiden Ungleichungen.  [J

Komplexe Zahlen lassen sich auch in Polarkoordinaten ausdriicken. Dafiir schreiben wir
z

o faralleze C* = C~ {0}

z=lz|-

Wegen Re(é—')2 + Irn(é—')2 = ]é—”z = 1 liegt dann (Eiiéj;) auf dem Einheitskreis in R? und es

]

gibt ein ¢ € R mit Re(%) = cos ¢ und Im(é—|) = sin ¢. Mit r := |z| gilt insgesamt

2]
z =r(cos ¢ +i sin @).

Definition 1.8. Die reelle Zahl ¢ heifit das Argument arg z von z.> Wihlt man —m < ¢ < 71, 50 heifst
diese Wahl des Arquments der Hauptwert Arg z des Arquments.

Wir wollen nun untersuchen, wie das Produkt zweier komplexer Zahlen in Polarkoordinaten-
schreibweise aussieht. Seien dafiir

z=r(cosg+ising) und w =s(cosy+isiny)
zwei komplexe Zahlen mit r,s € R~ und ¢, 9 € R. Dann gilt
z-w =rs(cos @ +1ising@)(cosp + i siny)
= rs((cos ¢ cos P — sin @ sin i) + i(sin ¢ cos P + cos @ sin P))
= rs(cos(@ + ¢) +i sin(¢p + ).

Komplexe Zahlen werden also multipliziert, indem man ihre Betrdge multipliziert und ihre
Argumente (modulo 277) addiert.

Ein Spezialfall dieses Multiplikationsgesetzes ist offensichtlich das n-fache Potenzieren kom-
plexer Zahlen vom Absolutbetrag 1. Hier ergibt sich

(cosp +ising)" =cosng+isinng fiirallen € Z>ound alle ¢ € R.

Multipliziert man die linke Seite nach dem binomischen Lehrsatz aus und vergleicht, folgen
hieraus die de Moivre’schen Formeln.®

5Man beachte, dass ¢ = argz nur modulo 27t bestimmt ist, so dass mit ¢ fiir alle n € Z auch ¢ + 27 n ein
Argument von z ist.
6 Abraham de Moivre (1667 - 1754)
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Beispiel 1.9. Fiir n = 2 und beliebiges x € R gelten

2 2

cos2x = cos”x —sin“x und sin2x = 2cos x sin x.

Proposition 1.10. Fiirn € Z>ound a € C* hat die Gleichung z" = a genau n verschiedene Losungen
zin C.Ist a = r(cos ¢ + i sin @), so werden diese gegeben durch

Zr = W(cos <q) +k2:) +isin<¢ —|—k2:>> mitk € {0,1,2,...,n—1}. (1.2)

n n
Beweis. Fiir jedes z; wie in (1.2) gilt
zi = r(cos(@+k-2m) +1isin(¢ +k-2m)) =r(cos ¢ +i sing) = a.

Jedes solche zj ist also eine Losung der Gleichung z" = a. Andererseits sind alle diese Losungen
paarweise verschieden,

denn: Gilt fiir 0 < k, k' < n die Gleichheit
2 2 2 2
Vr (cos <(P —|—k7T> +1 sin <(P +kﬂ>> = r (cos <(P —l—k’n> +1isin (qp —|—k’ﬂ)> ,
n n n n n n n n
so folgt wegen der Eindeutigkeit von Real- und Imaginérteil einer komplexen Zahl
cos <q) —I—k2n> = cos <g0+k,27r> ,
n n n n

sin <(P+k2”> = sin <q)+k/27r>.
n n n n

27T
n n n n

Es gibt also ein m € Z mit

+2m-m

und insbesondere (k — k') = m - n. Wegen 0 < k, k' < n ist dies nur méglich, wenn m = 0 und
somit k = k' gilt. #

Wir haben eingesehen, dass die Zahlen z;y mit 0 < k < n paarweise verschiedene Losungen
der Gleichung z" = a darstellen. Da ein beliebiges Polynom P € C[X] vom Grad n hochstens
n Nullstellen hat,” kann es keine weiteren Losungen geben und wir haben die Proposition
gezeigt. t

"Diese Tatsache gilt auch, wenn man C durch einen beliebigen Korper K ersetzt, und ldsst sich mit ein paar
Algebrakenntnissen wie folgt einsehen: Sei « € K eine beliebige Nullstelle von P. In K[X] gilt der Satz von der
Polynomdivision, so dass es fiir n > 1 eindeutig bestimmte Polynome Q, R € K[X] gibt mit

P(X)=Q(X) - (X—a)+R(X) und degR < deg(X—a)=1.

Insbesondere ist R € K[X] konstant und verschwindet sogar, wie man durch Einsetzen von X = « einsieht. Es gibt
daher ein grofites 1 < r < n, fiir dass es ein Polynom Q € K[X] vom Grad n — r gibt mit

P(X) = Q(X) (X —a)".

Jede von a verschiedene Nullstelle € K von P(X) ist wegen der Nullteilerfreiheit von K auch eine Nullstelle
von Q(X), so dass wir induktiv eine Zerlegung von P(X) als Produkt von hochstens n Linearfaktoren und einem
nullstellenfreien Restpolynom erhalten. P(X) hat also hdchstens n Nullstellen in K.
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Beispiel 1.11. Der wichtigste Spezialfall von Proposition 1.10 ist der Fall a = 1. Losungen von z"* = 1
nennt man n-te Einheitswurzeln. Sie spielen unter anderem in der Zahlentheorie eine wichtige Rolle.

ol
N

Q2

Abbildung 1.3: Die dritten Einheitswurzeln sind 1, ¢ und Q2 mit ¢ = —% + 50

1.2 Die Topologie der komplexen Zahlen

Wir haben den Korper der komplexen Zahlen C eingefiihrt, indem wir auf der Menge R? eine
geeignete Multiplikation definiert haben. Durch die metrische Topologie auf R? wird C daher
zu einem topologischen Raum:

Definition 1.12. Fiir zy € C und eine Teilmenge D C C sagen wir:
(a) Fiir ein beliebiges € € R~ ist
Ue(zp) :={z € C| |z —2z0| <¢}

eine (offene) e-Umgebung von z.

(b) Genau dann ist zq ein innerer Punkt von D, wenn D eine e-Umgebung von zo enthiilt.

(c) Genau dann ist D offen, wenn jeder Punkt z € D innerer Punkt von D ist, und genau dann D
abgeschlossen, falls ihr Komplement C \. D offen ist.

Definition 1.13. (a) Eine Teilmenge D C C heifit beschrinkt, wenn es ein C € R~ gibt, so dass
fiir alle z € D die Abschiitzung |z| < C gilt.

(b) Eine Teilmenge D C C heifdt kompakt, falls jede offene Uberdeckung von D eine endliche Teiliiber-
deckung besitzt. Nach dem Satz von Heine-Borel® ist dies dquivalent dazu, dass sie abgeschlossen
und beschriinkt ist.

Beim Studium komplexer Funktionen werden wir spéter feststellen, dass viele interessante
Funktionen auf C nur auflerhalb einer , kleinen” Teilmenge von Polstellen definiert sind (vgl.
Definition 5.26). Das einfachste Beispiel ist hierbei sicherlich die Funktion

f:{@\{o} -G, 13

1
z - 2

8Eduard Heine (1821 - 1881) und Félix Edouard Justin Emile Borel (1871 - 1956)



https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/15632/display?destination=bsp:metrische-Topologie
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/15632/display?destination=bsp:metrische-Topologie
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/15632/display?destination=satz:Satz-von-Heine-Borel
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/15632/display?destination=satz:Satz-von-Heine-Borel
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Der Betrag von 1 geht fiir z — 0 gegen unendlich, ein Verhalten, das allen Polstellen gemein
ist. Mochte man solche Funktionen miteinander verketten, ist es also naheliegend, die komple-
xen Zahlen noch um einen weiteren Punkt ,00” zu erweitern und Funktionen in C U {oo} zu
betrachten.

Definition 1.14. Fiir ein Symbol , 00" nennen wir
C:=CU{oo}

die erweiterten komplexen Zahlen.

Nach dem Satz von Alexandrow lasst sich die Topologie auf C so wihlen, dass C zu einem
kompakten topologischen Raum wird, der C als einen topologischen Unterraum enthalt, d. h.
eine Teilmenge oo ¢ U C C ist genau dann offen in C, wenn sie offen in C gem&f Definition
1.12 ist. Hierfiir setzen wir:

Definition 1.15. Fiir eine Teilmenge D C C sagen wir:
D ist offen <= D N Cistoffen in C und im Fall co € D gibt es ein € € R~ mit

Un(o0) i= {z € C | || > %}U{oo} cD.

Ug (o)

Abbildung 1.4: Anstelle der offenen Umgebungen aus Definition 1.12 betrachten wir fiir co das
Augere von Kreisen um den Nullpunkt.

Bemerkung 1.16. Die erweiterten komplexen Zahlen C sind kein Korper, so dass nicht einfach alle
Rechenregeln aus den komplexen Zahlen C iibernommen werden konnen. Auflerdem miissen wir beim
Definieren von Funktionen auf C gesondert angeben, was mit dem Punkt oo geschehen soll. Wollen wir
etwa die Funktion f aus (1.3) als Funktion

f:C—C

schreiben, wihlen wir passend zu unserer Anschauung f(0) = oo und f(c0) = 0.

9Das ist gleichzeitig die einzige Wahl, fiir die die Abbildung f : € — C stetig ist.


https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/15632/display?destination=satz:Satz-von-Alexandrow
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Geometrisch lassen sich die erweiterten komplexen Zahlen C als Kugeloberfléche

X

$7 = { (y) ER |+ +P=1}2{(zt) e CxR| [z]*+ 1 =1}
t

veranschaulichen,

denn: Um dies einzusehen, zeigt man, dass die durch

)& fur(zt) #(0,1),
a(z,t)—{io fir (z,) = (0,1)

eine Bijektion, fiir die sowohl ¢ selbst als auch ihre Umkehrabblldung

2z |z2-1 .
0’—1(2) — (|z|22+1/ |z|2+1> fiir z ;é 0o,
(0’ 1) fur Z =00,

offene Mengen auf offene Mengen abbilden. Hierbei tragt $* C C x R die Unterraumtopologie
, die offenen Teilmengen von $2 sind also die Durchschnitte der offenen Teilmengen von C x R [a[t
mit $2 selbst.

o(z,t) = Ly

Abbildung 1.5: Die Koordinaten des Bilds unter der stereographischen Projektion erhdlt man
zum Beispiel mit dem Strahlensatz der Euklid’schen Geometrie.

Betrachtet man $? auf diese Weise als Modell fiir C, so nennt man C auch die Riemann’sche

Zahlenkugel '

1.3 Konvergenz von Folgen und Reihen

Wir wenden uns nun analytischen Fragestellungen zu und untersuchen die Konvergenz von
Folgen und Reihen komplexer Zahlen.

1OGeorg Friedrich Bernhard Riemann (1826 - 1866)


https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/15632/display?destination=defn:Homoeomorphismus
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/15632/display?destination=defn:Homoeomorphismus
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/15632/display?destination=defn:induzierte-Topologie
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/15632/display?destination=defn:induzierte-Topologie
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/8154/display?destination=satz:affiner-Strahlensatz
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/8154/display?destination=satz:affiner-Strahlensatz
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Definition 1.17. Eine Folge (z,)ncz., komplexer Zahlen heifit konvergent, wenn es ein z € C gibt,
so dass es fiir alle e > 0 ein N = N(¢) € Z>( gibt mit

|zy —z| <€ fiirallen > N.
In diesem Fall heifit z =: lim;, o z, der Limes von (z,)nez..,-
Der Limes hat die aus der reellen Analysis bekannten Vertraglichkeiten. Dariiber hinaus ver-

tauscht er auch mit der komplexen Konjugation, Real- oder Imaginérteilbildung und dem Ab-
solutbetrag:

Proposition 1.18. Seien (z,)ncz., und (wn)ncz., konvergente Folgen in C mit limz, = z und
lim w,, = w. Dann gelten die folgenden Rechenregeln:
(@) Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt.

(b) Konwvergente Folgen sind beschriinkt, es existiert also ein C > 0 mit

|zn| < C fiirallen € Z>.

() limy_eo(zy +wy) = z + w und limy, e (zy - wy) = z - w.
(d) Istz # 0undz, # 0 fiir alle n € Z>, so folgt lim, % =1

z

(e) limy_e0z; =z, lim,_ o Rez, = Rez, lim,_o Imz, = Imz und lim,_,|z,| = |z|.

Beweis. Die Beweise zu den Behauptungen (a) und (b) ergeben sich direkt aus der Definition
und die zu den Behauptungen (c) und (d) lassen sich leicht nachrechnen; alle konnen wortwort-
lich aus der reellen Analysis tibernommen werden. Es verbleibt Behauptung (e) zu zeigen. Fiir
limy, e 2, = z gilt

|z —z| = |zn — 2| = |z —z| <& furallen > N

und somit lim,,« z, = z. Mit (c) und Teil (d) von Proposition 1.5 folgt

lim Rez, = Rez und lim Imz, = Imz.
n—oo n—oo

Mit lim;, . z; = z und der zweiten Dreiecksungleichung aus Teil (c) von Proposition 1.7 gilt
schlief3lich
l|zn| — |2|| < |zuw —z| <& furallen > N

und somit limy,_,e0 |2, | = |2]. O
Genau wie in der reellen Analysis benotigen wir Konvergenzkriterien fiir Folgen.

Definition 1.19. Eine Folge (zx)nez., komplexer Zahlen heifit eine Cauchy-Folge,'! wenn gilt:

Fiir alle ¢ > 0 gibt es ein N = N(¢) € Z>o mit |z, —zp| < € fiirallem,n > N.

11 August Louis Cauchy (1789 - 1857)
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Lemma 1.20 (Cauchy’sches Konvergenzkriterium). Eine Folge (Zn)neZZO komplexer Zahlen ist ge-
nau dann konvergent, wenn sie eine Cauchy-Folge ist.

Beweis. Sei zunidchst (Zn)rLGZZo eine konvergente Folge komplexer Zahlen. Dann gibt es fiir
jedes e > 0ein N € Z>g mit

|zn—z|<§ furallen > N
und also auch
1.7(C) Fel €
|zm — zn| < ]zm—z|+|zn—z]<§+§:£ fiir alle m, n > N.

Es folgt, dass (z,)ncz., eine Cauchy-Folge ist.

Sei nun umgekehrt (z,),cz., eine Cauchy-Folge. Wegen

1.1)
|Rez,, — Rez,| = [Re(zm — zn)| < |z —zn| flrallem,n € Zso
und der analogen Uberlegung tiir den Imaginérteil sind dann auch

(Rezp)nez., und  (Imz,)nez.,

Cauchy-Folgen. Da in R alle Cauchy-Folgen konvergieren, gibt es «, § € R mit lim,, . Rez, =
a und lim;, o Imz,, = B. Fiir z := «a + i gilt dann

. 1.7 (c) n—oo
|zn — z| = |Rezy, —a + (Imz, — B)i| < |Rez, —a|+ |Imz, —B| — 0

und die Folge (z)ncz., konvergiert. O
Aus dem Begriff der Folge lasst sich wieder derjenige der Reihe ableiten.
Definition 1.21. Unter der unendlichen Reihe ), z, mit z, € C verstehen wir die Folge (S,)nez..,

der Partialsummen S, := Y, _; z,. Ist diese konvergent, so nennen wir die Reihe konvergent. Mit
S := lim,,_e S;; schreiben wir
[e0]
S = Z Zy.
v=1

Beispiel 1.22. Wie im Reellen gilt fiir die geometrische Reihe ), z"

Zn+1_1
Spi=14z+22+...+2"=""-,

z—1
i 1
Y "= lim S, = -— fiir |z| < 1.
f’lZO n [ee] —

Fiir komplexe Reihen gelten die aus der reellen Analysis bekannten GesetzmafSigkeiten, wie
etwa:
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e Wenn die Reihe } " ( z, konvergiert, dann ist (z,)scz., eine Nullfolge,
e Wenn die Reihe Y, |z,,| konvergiert, dann auch die Reihe Y z,,
e Majorantenkriterium, Quotientenkriterium, Wurzelkriterium, ...

Zum Beweis iibertrage man wortwortlich die Beweise der entsprechenden Aussagen aus der
reellen Analysis.

1.4 Ubungsaufgaben

Aufgabe 1.1. (a) Bestimmen Sie den Real- und Imagindrteil sowie den Betrag und den Hauptwert
des Arguments folgender komplexer Zahlen:

]. ] i
(=) 5 343 1—“ 2.0F,

wobei man e*' := cos(x) + isin(x) fiir x € R definiert.
(b) Sei (z)nez., eine Folge in C. Zeigen Sie:
(i) Konvergiert die Reihe Y7, zn in C, s0 ist (zn)nez., eine Nullfolge.
(ii) Wenn die Reihe ), c7,_|zq| in C konvergiert, so auch die Reihe }-,c 7, Zn.

Aufgabe 1.2. Kipt'n Schwartbart, der alte Haudegen, hinterliefs bei seinem Ableben im Alter von 107
Jahren eine Schatzkarte:

Geh direkt vom Galgen zur Palme, dann gleich viele Schritte unter rechtem Winkel
nach rechts — steck die erste Fahne. Geh vom Galgen zu den drei Felsbrocken, genau-
soweit unter rechtem Winkel nach links — steck die zweite Fahne. Der Schatz steckt
in der Mitte zwischen den beiden Fahnen.

Die Erben starteten sofort eine Expedition zur Schatzinsel. Die Palme und die Felsbrocken waren sofort
zu identifizieren. Vom Galgen jedoch war keine Spur mehr zu finden. Obwohl man die Schritte von
einer zufilligen (und sehr wahrscheinlich falschen) Stelle aus gezihlt hatte, stiefS man gleich beim ersten
Spatenstich auf die Schatztruhe. Wie war das moglich und wo lag der Schatz?

Aufgabe 1.3. (a) Zeigen Sie, dass es einen Isomorphismus von Ringen R[X]/(X? + 1) = C gibt.

(b) Sei f(X) = Z?:o a;- XI € R[X] ein nicht-konstantes Polynom mit reellen Koeffizienten vom Grad
d > 0. Zeigen Sie:

(i) Ist z € C eine Nullstelle von f, so auch z.
(ii) Wenn der Grad d von f ungerade ist, so besitzt f eine Nullstelle in R.

Hinweis: Verwenden Sie den Fundamentalsatz der Algebra 3.36: Jedes nicht-konstante Po-
lynom in C[X] besitzt eine Nullstelle in C.
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KAPITEL 2

Komplexwertige Funktionen

2.1 Stetigkeit
Definition 2.1. Seien D C C eine Teilmenge und zo € C ein Punkt.'> Dann sagen wir:

zo ist ein Hiaufungspunkt von D :<=> in jeder offenen e-Umgebung von z liegen
unendlich viele Punkte aus D.
z¢ ist ein isolierter Punkt von D :<=  zq liegt in D und ist kein Hiaufungspunkt von D
< esgibteine € Roomit Ug(zo) N D = {z0}.

Definition 2.2. Seien D C C eine Teilmenge, zo € C ein Hiaufungspunkt von D und f : D — C eine
Funktion. Dann sagen wir:

Der Limes von f gegen z existiert und ist gleich wy (in Zeichen: h_)m f(z) = wop)
Z—2Z0
<= fiirallee > 0gibtesein § > 0mit |f(z) —wo| < e fiirallez € Dmit0 < |z —zp| < 6.

Bemerkung 2.3. Dass in Definition 2.2 der Punkt zo € C ein Haufungspunkt von D C C ist, ist
wichtig fiir die Wohldefiniertheit des Limes,

denn: Wiire zo kein Haufungspunkt von D, so gibe es ein § > 0 mit U := (Us(zp) N D) ~ {z0} = @.
Es folgte fiir alle wy € C

|f(z) —wo| < e fiirallee € Ruoundallez € U,

so dass alle wy die Bedingung an den Limes erfiillten. #

12Hierbei fordern wir ganz absichtlich nicht zg € D.

16
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Definition 2.4. Seien D C C eine Teilmenge, f : D — C eine Funktion und zy € D. Dann sagen wir:

f ist stetig in z
<= fiirallee € R gibt es ein 6 € R~q mit |f(z) — f(z0)| < € fiirallez € D mit |z — z9| < 8.1

Bemerkung 2.5. Seien D C C eine Teilmenge, f : D — C eine Funktion und zo € D. Ist zg ein
Hiufungspunkt von D, so gilt entsprechend unserer Anschauung

fist stetiginzy <= lim f(z) = f(2o).

Z—2Z0

Ist zg ein isolierter Punkt von D, so ist trivialerweise jedes f in zg stetig.
Wortwortlich wie in der reellen Analysis zeigt man

Proposition 2.6 (Folgenkriterium fiir die Stetigkeit einer Funktion in einem Punkt). Sei D C C.
Genau dann ist die Funktion f : D — C im Punkt zy € D stetig, wenn fiir jede Folge (z,)nez., mit
zn € D und limy,_, z, = 2o die Bedingung

lim f(z,) = f(z0)

n—o0

gilt.

Proposition 2.7. Seien D C C, zg € D und f,g : D — C in z stetig. Dann gelten die folgenden
Aussagen:

13Tn der Topologie definiert man die Stetigkeit einer Abbildung zwischen topologischen Réaumen in einem gege-
benen Punkt {iber Umgebungsbasen. Dass diese Definition mit der unsrigen tibereinstimmt, liegt daran, dass fiir
alle zg € C die Menge der offenen e-Umgebungen von zy eine Umgebungsbasis von z ist, vgl. etwa hier.

Da auch fiir zg = c € C die Menge der in Definition 1.15 definierten, offenen e-Umgebungen von o eine
Umgebungsbasis von co bildet, lisst sich Stetigkeit von f in zg nur leicht umformuliert auch fir D C C, f: D — C
und zg € D definieren als:

f ist stetig in zg
<= flrallee € Ry gibteseind € Ryomit f(z) € Ue(f(z9)) furallez € D N Us(zp)-

Betrachten wir ein Beispiel: Die in (1.3) eingefiihrte und in Bemerkung 1.16 erweiterte Funktion
C —C,
Iz % firz € C*~,
z +—=<{oco fiirz=0,
0 firz=o0
ist stetig in zg = 0 und z; = oo,
denn: Fiir ein beliebiges £ € R~ gilt
f(z) € Ug(oo) fiir alle z € U(0),
f(z) € Ue(0) fiir alle z € Ug(o0)

und somit mit § = € die Stetigkeit von f in zg = 0 bzw. z; = co. #
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D —C, JD =, ) .
(@ f+g: {z - F(2) + 5(2) und f-g: {z ) 9(2) sind stetig in zo.

(b) z+— Ref(z),z— Imf(z), z— f(z) und z — |f(z)] sind stetig in zo.
(c) Ist g(zo) # 0, so gibt es eine 6-Umgebung Us(zo) von zo mit §(z) # 0 fiir alle z € D N Uy(zo),
und die Abbildung

i ) {U(;(Z()) ND — (D,

£(z)
8 |# %)

ist stetig in zo.

Beweis. Die Behauptungen (a) und (b) sowie der zweite Teil von (c) folgen sofort aus dem Fol-
genkriterium 2.6 und den Grenzwertrechenregeln aus Proposition 1.18.

Es verbleibt der erste Teil von Behauptung (c) zu zeigen. Sei also ¢(zg) # 0. Dann ist ¢ :=
@ > 0. Da g in zg stetig ist, existiert zu diesem € € R~ ein 6 € R~ mit

|g(z) — g(z0)| < e furallez € D mit |z — zo| < 4.

Fiir solche z gilt dann

|
> [lg(z0)| = [g(20) — g(2)]|
> [8(20)| - 18(2) — g(20)
= 2¢— |g(2) — g(20)]

>2e—¢e=¢>0.

8(z) = Ig(20) — (8(z0) — 8(2))
)
|

Esistalso g(z) # 0 fur allez € D N Uy(zp), was zu zeigen war. O

Genau wie in der reellen Analysis zeigt man

Proposition 2.8. Seien D,E C Cund f : D — C und g : E — C zwei Funktionen mit f(D) C E.
Sind dann f in zo und g in f(zo) stetig, so ist auch ihre Hintereinanderausfiihrung g o f in zg stetig.

Die einfachsten Beispiele fiir stetige Funktionen sind wie in der reellen Analysis:

Beispiel 2.9. Jede Polynomfunktion P(z) = Y.i_qa,z" mit P(X) € C[X] ist stetig in jedem zy € C,

denn: Dass die konstanten Funktionen und die Identitit auf C stetig sind, ldsst sich jeweils leicht und
unmittelbar anhand von Definition 2.4 nachweisen. Die Behauptung folgt nun mit Teil (a) von Proposi-
tion 2.7. #

Von {iiberragender Bedeutung fiir die Funktionentheorie ist das folgende Beispiel einer nicht
stetigen Funktion:
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Bemerkung 2.10. Bezeichne
$'={zcC||z|] =1}

den Einheitskreis in der komplexen Ebene. Dann ist die Einschrinkung

sl S,
Arglg : {
z +— Argz

des in Definition 1.8 eingefiihrten Hauptwerts des Arquments auf S im Punkt zg = —1 nicht stetig,
denn: Fiir alle n € Z~q liegen die Punkte
10, .. 1
ay = cos(7m — H) + i sin(7r — E)’
1, .. 1
by = cos(m+ —) +isin(mr+ —)
n n
in 8. Nun gilt einerseits
lima, = lim b, =cosmt+isinmt=—1
n—oo n—oo

und andererseits fiir die Funktionswerte

1 oo 1 o
Argan:n—zni T und Argbn:—r{—i—ﬁni —;
und nach dem Folgenkriterium 2.6 folgt die Behauptung. #

Es ist leicht zu sehen, dass Arg |q in allen anderen z € S! stetig ist. Dass die Unstetigkeitsstelle gerade
bei zg = —1 liegt, ergibt sich unmittelbar aus der in Definition 1.8 getroffenen Wahl fiir die Normierung
des Hauptwerts.

In der Literatur wird der Hauptwert gelegentlich auch anders normiert, was dann zu einer verschobenen
Unstetigkeitsstelle fiihrt. So ergibt sich etwa aus der Forderung 0 < Argz < 27t eine Unstetigkeitsstelle
inzg=1.

2.2 Komplex differenzierbare Funktionen

Analog zur reellen Analysis definieren wir:

Definition 2.11. Seien D C C offen, f : D — C eine Funktion und zo € D. Genau dann heifst f in
zo komplex differenzierbar, wenn der Grenzwert

L f(2) = flz0)

Z—2Z0 Z— Z0

existiert. Dieser heifst dann die komplexe Ableitung von f in zo und wird mit f'(zq) bezeichnet. Ist f
in jedem zo € D komplex differenzierbar, so heif§it f auf D holomorph. Gibt es ein ¢ € R, so dass f
auf Ue(z0) C D holomorph ist, so sagen wir auch, f sei in zy holomorph.
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Bemerkung 2.12. Natiirlich gilt in der Notation von Definition 2.11

lim M — lim f(zo+h) — f(20)

z—20 Z— 2 h—0 h

7

wenn die Limites existieren.

Beispiel 2.13. Die Funktion f(z) = z" ist fiir alle n € Z> in jedem Punkt zo € C komplex differen-

zierbar und also auf C holomorph. Ihre komplexe Ableitung in zg ist f'(zo) = nzl ?,

denn:

f(20+h)_f(20) 1 ((Zo+h)” n)

Beispiel 2.14. Die komplexe Konjugation

,.(D—HD,
1z —z

ist in keinem Punkt zo € C komplex differenzierbar,

denn: Offensichtlich sind (1) ez, und (1) nez._, komplexe Nullfolgen, konvergieren also gegen 0 € C.
Nun gilt fiir ein beliebiges zo € C

) h, 1 ir by, = L,
limizo—{_hn ZO:lim—n: fiir Ty n
n—o hy, n—eo hy, —1 ﬁl?’ h, = %,
so dass der Grenzwert limy,_, W nicht existiert, was die Behauptung zeigt. #

Lemma 2.15. Seien D C C offen, f : D — C eine Funktion und zy € D sowie wg € C Punkte. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i)  fistin zo komplex differenzierbar und es gilt f'(zo) = wy.

(ii)  Es gibt eine in z( stetige Funktion ¢ : D — C mit

f(z) = f(20) + ¢(2)(z —20) und ¢(z0) = wo.
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(iii) Es gilt
lim f(zo+h) — f(z0) —woh _

0.
h—0 h

Beweis. Gelte zundchst (i), sei also f in zg komplex differenzierbar und erfiille f'(zp) = wp € C.
Dann erfiillt die Funktion

o(z) == {f(ziéfo(zo) firz € D~ {z0},
(I furz = zg
die Bedingung
lim ¢(z) = f(20) = wo = ¢(20)
und ist also in zj stetig. Nach Konstruktion folgt Aussage (ii).

Gelte nun Aussage (ii) und sei ¢ : D — C eine Funktion mit den dort behaupteten Eigenschaf-
ten. Setzen wir 1 := z — z, so gilt dann

f(zo+h)— f(z0) —woh

lim

h—0 h
). f(zo+h)—f(z0) —@zo+h)h . _
Zlim ; +lim (¢(z0 + 1) — ¢(20))
55 £ = F(20) — p(2)(z = 20)

z—2Zo Z—2p
@ 0
= 11mm

z—z20 Z — 20
=0

und somit Aussage (iii).
Schliefilich gelte Aussage (iii). Dann folgt

fim f G0t h) = f(zo) _ . flzo+ 1) = f(z0) —woh
h—0 h h—0 h

+wy = 0+ wy = wy.
Es st also f in zp komplex differenzierbar und es gilt wy = f'(zo); es gilt also Aussage (i). O

Proposition 2.16. Seien D C C offen, f : D — C eine Funktion und zo € D. Ist f in zy komplex
differenzierbar, so ist f in zo auch stetig.

Beweis. Sei f in z( differenzierbar. Nach Lemma 2.15 gibt es dann eine in zj stetige Funktion
¢ :D — Cmit f(z) = f(z0) + ¢(z)(z — z0). Wegen

lim ¢(z) = ¢(z9) und lim(z—2zp) =0

Z—2Z0 zZ—Zp

folgt
lim f(z) = f(z0) + lim ¢(2)(z —z0) = f(20),

Z—Z0 Z—2Z0

so dass f in z stetig ist. O
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Genau wie in der reellen Analysis zeigt man nun die folgenden Rechenregeln fiir die komplexe
Differentiation:

Proposition 2.17. Seien D C C offen, zo € D und f,g : D — C in zg komplex differenzierbar. Dann
gelten die folgenden Aussagen:

(a) Fiir A € C beliebig ist f + A g in zo komplex differenzierbar und hat dort die komplexe Ableitung

(f+18) (20) = f'(20) + A& (20)- (Linearitiit)

(b) f - gistin zg komplex differenzierbar und hat dort die komplexe Ableitung

(f-8)(z0) = f'(z0) - §(z0) + f(z0) - & (20)- (Produktregel)

(c) Ist g(z0) # O, so ist auch é (definiert fiir ,z nahe bei zo") in zog komplex differenzierbar und hat
dort die komplexe Ableitung

£\ o f'(20)8(20) — f(20) &' (20)
(8) () = $%(zo0) '

(Quotientenregel)

Beispiel 2.18. Nach Beispiel 2.13 und der Linearitit 2.17 (a) ist jede Polynomfunktion P(z) =
Yo_oayz’' mit P(X) € C[X] auf C holomorph mit der komplexen Ableitung

n
P'(z) =) va,z"" "
v=1

Proposition 2.19. Seien D,E C Coffen und f : D — Cund g : E — C Funktionen mit f(D) C E.
Sei weiter zg € D. Sind f in zo und g in wo := f(zo) komplex differenzierbar, so ist auch go f : D — C
in zo komplex differenzierbar und hat dort die komplexe Ableitung

(80 f)(z0) = §'(f(20)) f'(20). (Kettenregel)
Beweis. Nach Lemma 2.15 gibt es eine in wy stetige Funktion ¢ : E — C mit

g(w) —g(wo) = p(w)(w —wo) und  ¢(wo) = &'(wo).

Mit w = f(z) und insbesondere wy = f(z¢) folgt also fiir z # z

SULD = 8UTEN) 52y HELZLED) 50 ) f(an) = /(20 £ )

zZ— Zg zZ— Zp
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Wir hatten ja die komplexen Zahlen C als den mit einer Kérpermultiplikation ausgestatteten
reellen Vektorraum RR? eingefiihrt. An dieser Stelle drangt sich daher ein Vergleich der Begriffe
der komplexen Differenzierbarkeit in C und der (totalen) reellen Differenzierbarkeit in R? auf.

Erinnerung. Seien D C R? offen und (;) € D. Eine Funktion f = () : D — R* mitu : D — R,
v:D — R heifit in (’y‘g) total differenzierbar, wenn es eine lineare Abbildung ¢ : R?> — R? mit

L FGE) —£(GD) — 9 ()

h
hk=0 Gl

=0 @.1)

gibt, wobei ||(})|| = v/h* + k2 die Euklid'sche Norm bezeichnet und die lineare Abbildung ¢ durch f
und (; ) eindeutig bestimmt ist. Ist dies der Fall, so ist die Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich der

du (x u (x
(3’; () %z,(%f)’) 22)

Standardbasis von R? durch

gegeben.

Der Vergleich mit Aussage (iii) aus Lemma 2.15 legt nahe, dass die totale reelle Differenzier-
barkeit und die komplexe Differenzierbarkeit miteinander verwandt sind. Um den Zusam-
menhang besser zu verstehen, untersuchen wir zunachst, welche R-linearen Abbildungen auf
C auch C-linear sind:

Lemma 2.20. Sei ¢ : C — C eine R-lineare Abbildung mit reeller Abbildungsmatrix M beziiglich der
Basis {1,i}. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) ¢ ist C-linear, es gilt also ¢p(wz) = we(z) fiir allew,z € C.
(i) ¢@(iz) =i@(z) firallez € C.

(iii) Esgibta,b € Rmit M= (477).

(iv) Esgibtein{ € Cmit ¢(z) = (zfiirallez € C.

Beweis. Offensichtlich impliziert Aussage (i) sofort Aussage (ii).

Gelte nun Aussage (ii) und sei M = (} ;) die Darstellungsmatrix von ¢. Dann gelten

0~ )0)-() <o
(1) =i (Z 2) (é) =i (Z) = i(a+bi) = —b+ai.

Nach Voraussetzung stimmen diese beiden Ausdriicke tiberein, es gelten also

c=—-b und d=a
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und somit Aussage (iii).

Gelte nun Aussage (iii). Dann erhalten wir mit z = x + iy

—b . . ) .
¢(z) = (Z . > <;> = (ax — by) + (bx + ay)i = (a + bi)(x +iy) = (a + bi)z.
Mit { := a + bi folgt Aussage (iv).
Gilt schliefllich Aussage (iv), so gilt

p(wz) = (wz = wlz = we(z) fiurallew,z € C
und somit Aussage (i). O
Im Folgenden werden wir zur Vereinfachung der Notation Elemente von R? auch als Zeilen-

vektoren schreiben. Den Zusammenhang zwischen reeller und komplexer Differenzierbarkeit
fassen wir in folgendem wichtigen Satz zusammen:

Satz 2.21. Seien D C C offen, f : D — C eine Funktion und zo € D. Sei weiter z = x + iy mit
x,y € R und insbesondere zo = x¢ + i yo. Schreiben wir nun

foy) =u(xy) +iv(xy) mitu(x,y),o(xy) € R,
so sind folgende Aussagen dquivalent.
(i)  fistin zo komplex differenzierbar.
()  fistin (xo,Y0) total reell differenzierbar und es gilt
u Jdv

3y (X0 Yo) = @(xolyo),
(Cauchy-Riemann’sche Differentialgleichungen)

0 0
a;(xO,yo) = —£(XO,yo).

Beweis. Sei f in zg komplex differenzierbar und f’(zp) =: wp. Dann gilt nach Definition

0:11m|f(zo+t)_f(zo)_ _ (ZO+t)_f(ZO)_w0't|
t—0 t t—0 ¢ ’

was dquivalent zu

0 = lim f(Zo + t) —f(Z()) — Wo - t
t—0 |£]

ist. Schreiben wir wy = a +ibmita,b € Rund t = h+ik mit h,k € R, so iibersetzt sich
dies zu (2.1), also zur Definition der totalen reellen Differenzierbarkeit von f in zy. Wenden
wir dabei Lemma 2.20 auf die Multiplikation ¢ — wyt an und beachten (2.2), so erhalten wir
die Giiltigkeit der Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen. Da die Aussagen in Lemma
2.20 alle zueinander dquivalent sind, ldsst sich diese Argumentation auch umkehren, so dass
der Satz gezeigt ist. O
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Beispiel 2.22. Mit Satz 2.21 erhalten wir einen neuen Beweis fiir die Aussage von Beispiel 2.14, dass
die komplexe Konjugation

_JC —=C,

Tz ez

in keinem Punkt zg € C komplex differenzierbar ist,
denn: Fiir z = x + iy gilt Z = x — iy und somit auch

ax 0— .
=—X0,Yo0) = —1= X0, Y0 uralle zop = xp + 1Yo .
—(xoy0) = 1# -1 ayy( ) fiir all +iyo€C

Es folgt, dass ~ in keinem Punkt zy € C die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen erfiillt und
daher nach Satz 2.21 in keinem zo € C komplex differenzierbar ist. #

Korollar 2.23. In der Notation von Satz 2.21 gilt:
Ju . dv dv .ou
fi(z0) = 5 (x0,0) +i 5 (%0, y0) = @(xo,yo) —1i @(xo,yo)-

Beweis. Aus den Uberlegungen des Beweises der Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichun-
gen folgt direkt:

) Ju .00
f/(Z()) = Wo = (1+lb = g(xO/yO) +1£(x0/]/0)
. . . .0V ou
if'(z0) =iwg=ia—b=i @(xo,yo) + @(xo,yo).

O

Definition 2.24. Eine Teilmenge D C C heifit genau dann ein Gebiet, wenn D offen und zusammen-
hiangend ist.

Korollar 2.25. Seien D C C ein Gebiet, f : D — C auf D holomorph und f'(z) = 0 fiir alle z € D.
Dann ist f konstant auf D.

Beweis. Wir schreiben wieder z = x + iy mit x,y € R und f(z) = u(x,y) +iv(x,y). Nach
Satz 2.21 ist f auf D total reell differenzierbar und es gilt Korollar 2.23. Mit der Voraussetzung
0= f'(z) =i f'(z) folgt daraus

ou ; dv _du  .0v

Oza ax—@—kz@.

Komponentenweise konnen wir

ou dv _Jdv  Jdu

dx dx dy Ay

ablesen. Da nach Voraussetzung D C C 22 R? ein Gebiet ist, kénnen wir einen Satz aus reellen
Analysis (Link fehlt noch!) anwenden, der besagt, dass # und v auf D konstant sein miissen. Es
folgt schlieSlich, dass auch f auf D konstant ist. O
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Wie wir im Beweis gerade gesehen haben, ist es aufgrund der komplizierten Notation recht
umstdndlich mit den partiellen Ableitungen von u und v nach x und y zu arbeiten. Wir werden

daher in Zukunft gelegentlich vereinfachend uy, u,, vy, v, fir %, g—;, g—z, g—; schreiben.

2.3 Potenzreihen

Nach Beispiel 2.18 stellen Polynome mit Koeffizienten in C stets holomorphe Funktionen auf
ganz C dar und haben eine leicht zu bestimmende Ableitung. In diesem Abschnitt wollen wir
untersuchen, wie sich Potenzreihen in dieser Hinsicht verhalten. Wir bauen die entsprechende
Theorie aus der reellen Analysis nach, oftmals mit den wortwortlich gleichen Beweisen.

Definition 2.26. Eine unendliche Reihe der Form

Y an(z—z0)" mitzg € Cunday, € C fiirallen € Zxg
n=0

heifit Potenzreihe mit den Koeffizienten a, und um den Entwicklungspunkt zo. Die Menge der z € C,
fiir die die Reihe konvergiert, heifst der Konvergenzbereich der Reihe.

Definition 2.27. Sei A C C eine Teilmenge und fiir jedes n € Z>q eine Funktion f, : A — C gegeben.
Dann heifit die Folge (fn)nez., auf A gleichmiiflig konvergent, wenn es eine Funktion f : A — C
Qibt, fiir die es fiir alle e > 0 ein N = N(e) € Z>( gibt mit

|fu(z) — f(z)| < e fiirallen > N undallez € A.

Lemma 2.28 (Cauchy’sches Konvergenzkriterium fiir Funktionenfolgen). Sei A C C eine Teil-
menge und sei fiir jedes n € Z>q eine Funktion f, : A — C gegeben.

(@) Genau dann ist (fy)nez., auf A gleichmifSig konvergent, wenn es fiir allee > 0 ein N = N(e) €
2> gibt mit
|fm(z) — fu(z)| < e fiirallem,n > N undallez € A.

(b) Ist (fu)nez., auf A gleichmiifsig konvergent gegen f : A — C und sind alle f, auf A stetig, so ist
auch f auf A stetig.

Beweis. Der Beweis von Behauptung (a) geht analog zu dem des Cauchy’sche Konvergenzkri-
teriums 1.20. Behauptung (b) zeigt man wie in der reellen Analysis. O

Definition 2.29. Eine Reihe Y 5 fu(z) von Funktionen f, : A — C heifit auf A gleichmiifdig
konvergent, wenn die Folge (Sn)Nez., der Partialsummen

N
SN=Y_ falz) fiiralle N € Zx
n=0

auf A gleichmiifSig konvergiert.
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Lemma 2.30 (Cauchy’sches Konvergenzkriterium fiir Funktionenreihen). Sei A C C eine Teil-
menge und fiir jedes n € Z>q eine Funktion f, : A — C gegeben. Dann gilt: Genau dann ist
Yoo fu(z) auf A gleichmiiflig konvergent, wenn es fiir alle e > 0 ein N = N(¢) € Zx¢ gibt mit

|fn(z) + fus1(2) + ...+ fusp(z)| <& fiirallen > N, alle p € Z>o und alle z € A.

Beweis. Das folgt unmittelbar aus dem Cauchy’schen Konvergenzkriterium fiir Funktionenfol-
gen 2.28. ]

Lemma 2.31 (Weierstrafy’sches Konvergenzkriterium fiir Funktionenreihen). Sei A C C eine
Teilmenge und fiir jedes n € Z > eine Funktion f, : A — C gegeben. Sei weiter Y, a, mit a, € R>g
eine Majorante von Y, fn(z) auf A, gelte also

an > |fa(z)| fiirallez € A undallen € Z>o.

Konvergiert dann Y . ay, so ist Y - o fu(z) auf A gleichmiflig absolut konvergent, es ist also
Yorolfu(z)| auf A gleichmiflig konvergent. Nach dem Cauchy’schen Konvergenzkriterium 2.30 und
wegen der Dreiecksungleichung ist unter diesen Voraussetzungen auch 'y, fn(2z) selbst auf A gleich-
mif$ig konvergent.

Beweis. Wie in der reellen Analysis. O

Beispiel 2.32. Sei 0 < g < 1 fest. Dann gilt
1z|" < g" fiiralle |z| < qund allen € Z>.

Die geometrische Reihe Y " o q" < oo ist also eine konvergente Majorante von Y ;7 o z" auf U, (0) und
nach dem Weierstrafs'schen Konvergenzkriterium 2.31 folgt die gleichmiifig absolute Konvergenz von

Y=o 2" auf Uy (0).

Proposition 2.33. Ist die Potenzreihe

(o]

E an(z —z9)" mitzyg € Cunda, € Cfiirallen € Z>
n=0
fiir z = z1 € C konvergent und gilt r := |zq — zo|, so konvergiert sie fiir alle z € U,(zo). Ferner

konvergiert die Reihe gleichmiifSig absolut auf U, (zo) fiir alle 0 < ¢ < r.

Beweis. Da Y ;. an(z1 — z0)" konvergiert, bilden die Glieder dieser Reihe eine Nullfolge, ins-
besondere also eine beschrankte Folge. Es existiert daher ein ¢ > 0 mit

lan| " = |ay(z1 — 20)"| < ¢ furallen € Z>o,
was sich zu

c
la,| < s furallen € Z>g
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umschreiben lasst, wenn wir ohne Einschrankung annehmen, r sei positiv. Fiir z € Uy (zp) mit
0 < rund fiir n € Z> folgt hieraus

\an(z —20)"| = |an| |z — z0|" < 1’% o" =cq" mitqg:= g
Nach Konstruktion gilt 0 < g < 1, so dass die Reihe )} 5 cq" konvergiert und also wie in

Beispiel 2.32 eine konvergente Majorante fiir die Potenzreihe Y;> a,(z — z0)" auf U,(z) ist.
O

Nach der Proposition konvergieren Potenzreihen auf Kreisscheiben um ihren Entwicklungs-
punkt. Die naheliegende Frage ist nun, ob es stets eine wohldefinierte grofite solche Kreisschei-
be gibt und wie sie sich bestimmen ldsst. Weil wir gleich darauf zuriickgreifen werden, wollen
wir vor Beantwortung dieser Frage jedoch noch an die Definition des Limes superior erinnern:

Bemerkung 2.34. Sei (by)ucz., eine Folge in Rxo. Ist (by)uez., nach oben beschrinkt, so ist die
Menge M der Hiiufungspunkte von (by)nez.., nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafi '* nichtleer und
konstruktionsgemdf$ nach oben beschriinkt. In diesem Fall setzen wir

limsup b, := sup M.

n—oo

Ist andererseits (bn)nEZZg nicht nach oben beschriinkt, so setzen wir

lim sup b;, := oo.
n—oo

Ist (bu)nez., konvergent, so folgt aus dieser Festlegung

limsupb, = lim b,.
n—o00 n—o0

Satz 2.35. Zu jeder vorgegebenen Potenzreihe

Y an(z—z0)" mitzy € Cunday € Cfiirallen € Zxg
n=0

existiert genau ein v € [0,00) U {oo}, Konvergenzradius genannt, mit den folgenden Eigenschaften:

(i)  Fiir jedes 0 < ¢ < rist die Reihe auf U, (zo) gleichmifig absolut konvergent.

(i) AufC~\ U, (z0) ist die Reihe divergent.

Fiir diesen Konvergenzradius gilt

o0 fiir limsup {/|a,| =0,
n—oo
r=1{0 fuir hl;?_i:jp Vlan| = o, (Formel von Cauchy-Hadamard")

sonst.

1
limsup {/|a,|
n—00

14Bernardus Placidus Johann Nepomuk Bolzano (1781-1848)
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Beweis. Die Eindeutigkeit des Konvergenzradius ergibt sich unmittelbar aus (i) und (ii). Fiir
den Existenznachweis definieren wir die Menge

[ee]
K:={|z1 — 20| | z1 € C, sodass }  a,(z —z)" in z = z; konvergiert }.
n=0

Wegen 0 € K ist K stets nichtleer. Wir setzen r := sup K, falls K nach oben beschrankt ist,
und r := oo, falls dies nicht der Fall ist. Fiir jedes 0 < ¢ < r gibt es dann ein z; € C mit
0 < |z1 — 29| < 1, s0 dass die Reihe in z = z; konvergiert. Nach Proposition 2.33 konvergiert
die Reihe dann auf U,(zg) gleichméfBig absolut, so dass wir Eigenschaft (i) gezeigt haben. Zu
Eigenschaft (ii) bemerken wir, dass diese fiir r = co automatisch erfiillt ist, und fiir r < oo

unmittelbar aus unserer Konstruktion von r folgt.

Zum Beweis der Formel von Cauchy-Hadamard zeigen wir nun, dass mit dem im Satz ange-

gebenen Wert von r die Reihe auf U, (z) konvergiert und auf C \ U,(zo) divergiert.

Sei dafiir zundchst 0 < r < oo. Fiir ein beliebiges ¢ € (0,7) gilt dann

) ; 0 flirr= oo, 1
limsup 1/ |a,| = < P

% sonst

so dass es ein N € Z>( gibt mit {/|a,| < % fir alle n > N, also mit

n
lan(z —z0)"| < <|ZQZO‘) fur allen > N.

Nach Beispiel 2.32 konvergiert somit die Reihe Y ;" a,(z — z0)" gleichméifig absolut fiir
% < 1,also fiir z € Uy(z0). Da ¢ € (0, ) beliebig gewéahlt war, erfiillt r somit Eigenschaft (i).

Sei nun 0 < r < oco. Fiir ein beliebiges ¢ € (r, o) gilt dann

1 o flirr =0, ;
- 1 = limsup {/|a,|
Q 7 sonst n—o00
Daher existiert eine Folge (1 )iez., natiirlicher Zahlen mit
1 1
0 < |ap|" firalle k € Z>y,
also mit 9" < |ay,|. Fir z € € \ Uy(zp) folgt deshalb
|an, (z — 20)"™| = |an, ||z — zo/™ > 1 firalle k € Z>o.

Wir erhalten, dass die Glieder der Reihe Y, a,(z — z9)" keine Nullfolge bilden, so dass die
Reihe in diesem Fall nicht konvergiert. Da ¢ € (r,00) beliebig gewdahlt war, erfiillt  somit
Eigenschaft (ii). O

15]acques Hadamard (1865 - 1963)
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Beispiel 2.36. (a) Y., n"z" hat Konvergenzradius r = 0,

denn: Dies folgt aus der Formel von Cauchy-Hadamard 2.35 und

limsup {/|n"| = limsupn = oo
n—o0

n—oo
b) Yorq %z” hat Konvergenzradiusr = 1,

denn: Dies folgt aus der Formel von Cauchy-Hadamard 2.35 und

: W I 1
imsu ~| = limsup — = 1.
n%oop n nﬁoop \n/ﬁ

() Yoo Z; hat Konvergenzradius r = oo,

denn: Dies folgt aus der Formel von Cauchy-Hadamard 2.35 und

. n 1
limsup 14/ |E| =0.
n—oo

Wer der Berechnung des Limes superior in diesem Fall nicht traut, schitzt vielleicht einen Beweis
mit dem Quotientenkriterium:'® Fiir ein beliebiges z € C* gilt

Py
1
| (n%;)! | = n’i' 1 < 5 < 1 fiir n hinreichend grofs,

was die gleichmiifSig absolute Konvergenz der Reihe auf ganz C zeigt. #
16Gemeint ist das iibliche Quotientenkriterium fiir Reihen komplexer Zahlen, nicht das Quotientenkriterium fiir
Potenzreihen. Letzteres ist eine Verallgemeinerung von ersterem und besagit:
Sei zg € C eine komplexe Zahl und Y ;> (4, (z — z0)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r, welche fiir alle
n € Z>q die Bedingung a,, # 0 erfiillt. Dann gilt

lim inf 2| <r <limsup 2] .
n—eo [a, 1] oo |@n1l

J“—ﬂ‘, falls der Grenzwert existiert. Dies zeigen wir in Ubungsaufgabe 2.5
Yoo anz" mit

Insbesondere gilt ¥ = limy_c0 i
Ein Beispiel, das die Schwiachen des Quotientenkriteriums fiir Potenzreihen aufzeigt, ist tibrigens durch die Reihe

(%)n ftir gerades n,
an = 2;1—1 .
S flrungerades n
gegeben. Nach Cauchy-Hadamard gilt offenbar » = % Fiir die Quotienten gilt nur

liminfM ==

=— <r<9=limsup 2| .
n—eo |, ] 4 nooo | Anil
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Bemerkung 2.37. Fiir eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt zo € C und Konvergenzradius r €
R~ gilt nach Definition des Konvergenzradius

|z—2z0| <r == die Reihe konvergiert in z,
|z—2zo| >r == die Reihe divergiert in z.

Uber die Punkte z mit |z — zg| = r wird keine Aussage getroffen. Tatsiichlich ist hier sowohl Konvergenz
als auch Divergenz maoglich,

denn: Die Potenzreihe aus Teil (b) von Beispiel 2.36 hat Konvergenzradius r = 1. Im Punkt z = 1
erhalten wir die (divergente) harmonische Reihe, im Punkt z = —1 die (konvergente) alternierende
harmonische Reihe — beide bekannt aus der reellen Analysis. #

Bemerkung 2.38. Die Formel von Cauchy-Hadamard 2.35 ist nicht immer zweckmif$ig: Im weiteren
Verlauf dieser Vorlesung werden wir auch lernen, Konvergenzradii von Potenzreihen anhand des funk-
tionentheoretischen Verhaltens und insbesondere der Singularititen der durch sie beschriebenen Funk-
tionen zu bestimmen. Dies ist in aller Regel deutlich unaufwindiger als eine Berechnung mit der Formel
von Cauchy-Hadamard.

Satz 2.39. Sei -
Y an(z—z0)" mitzg € Cunday € Cfiirallen € Zxg
n=0

eine Potenzreihe mit Konvergenzradius v > 0, und sei f(z) die durch diese Reihe auf U, (zo) gegebene
Funktion. Dann ist f(z) auf U, (zo) holomorph und es gilt

fl(z) = i nay(z—2z9)"" 1 fiirallez € U,(z).
n=1

Beweis. Ohne Einschrankung kénnen wir zy = 0 annehmen, sonst fithren wir eine Translation
um —zg durch. Fiir jedes N € Z> schreiben wir dann

N-1 00
f(z) =sn(z) + Ry(z) mitsy(z) := ; a,z" und Ry(z) := ;\]an z".

Der Konvergenzradius der gliedweise abgeleiteten Reihe

o0
Y nay A
n=1

ist ebenfalls 7,

denn: Wegen {/n "= 1 hat ¥, na, z" Konvergenzradius r. Da z nicht von n abhingt, folgt

mit
o o0
Y nayzt=z) na,z" 1
n=1 n=1

die Behauptung. #
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Da Polynome gliedweise abgeleitet werden, erhalten wir auf diese Weise eine Funktion
fiz) ==Y na,z" ' = lim sy(z) fiiralle|z| <r. (2.3)
=1 N—co

Der Satz folgt, wenn wir zeigen konnen, dass f(z) fiir |z| < r komplex differenzierbar ist und
f'(z) = fi1(z) gilt. Wir untersuchen also die Differenzierbarkeit in z; € C mit |z1| < r. Seien
dafiir 0 € (|z1],7) und z € €\ {z1} mit |z] < o.

sssss
~~~~~~~~~~

~~~~~

Fiir dieses z gilt

f(z) = f(z1) _ sn(z) + Rn(z) —sn(z1) — Rn(z1)
. —filz) = —
1 zZ—2Z1
sn(z) —sn(z1)

T iz —sy(z1) +sy(z1) — fi(z1) + RN(z;:le(zl)‘

— fi(z1)
(2.4)

Es gilt nun natiirlich die einzelnen Terme im Betrag nach oben abzuschitzen und zu zeigen,
dass der Gesamtausdruck fiir z gegen z; verschwindet. Wir betrachten zundchst den letzten
Term. Dieser ldsst sich umschreiben zu

n n e}

_Z _ _ _ _
1 Y ay <z” V2" 2z + otz 4 1),
n=N

Rn(z) = Rn(z N
N(z) = Rn(z1) _ Y a,
Z—z1 =N < Z
was uns wegen |z1/, |z| < ¢ < r die Abschitzung
RN(Z) —RN(21
zZ—2Z

) )
| < ) lanlng"™!
n=N

liefert. Weil der Konvergenzradius der gliedweise abgeleiteten Reihe wieder r ist, konvergiert
die Reihe Y0 ;|a,|nz" ! fiir z = p, so dass es fiir jedes ¢ > 0 ein geeignetes Nr = Ng(¢) € Z>o
gibt mit

RN(Z) — RN(Zl) ’
zZ—2Z

< % fiiralle N > Nr und alle z € € \ {z;} mit |z] < o.

Wegen (2.3) gibt es zu demselben ¢ > 0 wie gerade eben ein Ny € Z>o mit

sh(z1) — fi(z1)] < g fur alle N > Nj.
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Sei jetzt N > max{Ng, N1 }. Da sy(z) in z; komplex differenzierbar ist, existiert zu dem gege-
benen & > 0 ein § > 0 mit

‘M —sh(z1)| < ¢ firallez € Us(z1)-
Z—2Z 3

Wir diirfen hierbei ohne Einschrankung 6 > 0 so klein wéhlen, dass |z — z1| < é schon |z| < ¢
impliziert.!” Setzen wir unsere Ergebnisse in (2.4) ein, so folgt insgesamt fiir 0 < |z — z1| < &

\f(zi:;(zl) —AlE)l <S+5+5=¢

und somit die Behauptung. O

Bemerkung 2.40. Leiten wir f(z) sukzessive ab, so erhalten wir durch vollstindige Induktion fiir alle
keZxo

I
(n :,k). ayix(z —z0)"  fiiralle z € Uy (zo).

e =Y

Setzen wir speziell z = zg, so folgt f®)(z) = k!ay, also a; = %ﬁtr alle k > 0. Insgesamt lisst
sich daher f(z) umschreiben zu

oo £(n)
flz) =Y f n('ZO) (z—2z9)" fiirallez € U,(zp). (Taylorformel'® fiir Potenzreihen)
n=0 :

2.4 Die komplexe Exponentialfunktion

In der reellen Analysis spielen die durch Potenzreihen definierten Funktionen e*, sin x und
cos x eine gewichtige Rolle. Wir werden sehen, dass dies in der Funktionentheorie nicht anders
ist, und fithren die genannten Funktionen nun auch im Komplexen ein.

00 n

Definition 2.41. Fiir z € C heifit ¢* := exp z := Z % die (komplexe) Exponentialfunktion.
n=0 """

Bemerkung 2.42. Die komplexe Exponentialfunktion exp z setzt die reelle Exponentialfunktion

(o) xn
X = — mitx € R
exp n;) p

,natiirlich” ins Komplexe fort. Wir werden gleich in Proposition 2.43 sehen, dass exp z eine holomorphe
Funktion auf ganz C ist, und spiter in einem Korollar von Satz 4.8 verstehen, dass sie die einzige

holomorphe Fortsetzung von exp x nach C ist.

17Es gentigt hierfiir offensichtlich § < ¢ — |z1| zu wiahlen.
18Brook Taylor (1685 - 1731)
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Proposition 2.43. Es gelten die folgenden Aussagen:
(a) Die Potenzreihe exp z hat Konvergenzradius r = co.
(b) Die Ableitung von exp z ist fiir alle z € C durch exp’ z = exp z gegeben.
(c) Fiirallez,w € C gilt das Additionstheorem ¢*™% = ¢* - e,
(d) Fiirz = x +iy mit x,y € R hat exp(z) die Darstellung
e* = e eV mit|e?| = e* und |e'V| = 1.
Beweis. Den Konvergenzradius von exp z haben wir bereits in Teil (c) von Beispiel 2.36 zur = oo
berechnet. Behauptung (a) ist also schon gezeigt.

Nach Satz 2.39 diirfen wir exp z gliedweise ableiten. Behauptung (b) folgt daher mit

d z° d dz" nz1 z"-1 .
20l El =0 und e R (=1 fir alle n > 0.

Wir wollen nun Behauptung (c), das Additionstheorem, zeigen. Dafiir betrachten wir fiir ein
fest gewdhltes ¢ € C die Funktion f(z) := e* - ¢“ %. Diese ist als Produkt holomorpher Funk-
tionen auf C holomorph und nach Aussage (b), der Produktregel 2.17 (b) und der Kettenregel
2.19 gilt

fl(z) =€ -eF+(-1)eF-eF=0 VzeC.
Nach Korollar 2.25ist f(z) = C € C auf dem Gebiet C konstant. Setzt man in dieser Gleichung

z =0, so erhdlt man C = f(0) = ¢° und also

Z ,C—Z

efef F =¢" furallez € C.

Da ¢ € C beliebig gewéhlt war, konnen wir speziell ¢ = z + w betrachten und erhalten
efe¥’ = e furallez,w € C,

so dass wir auch Behauptung (c) gezeigt haben.

Zum Beweis von Behauptung (d) verwenden wir zunéchst das soeben gezeigte Additionstheo-

rem und erhalten
& = ex—Hy = ¥ e,

Wegen ‘ ‘ .
] = le" e = [e*] - |e¥] = e - [e¥]

folgt Behauptung (d), wenn wir zeigen konnen, dass e fiir alle y € R Betrag 1 hat. Aber fiir
ein allgemeines z € C gilt

[oe] n
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Ist speziell z = iy mit y € R, so gilt also
ey = eV = o

und

V|2 = e .oV = .o7W =¥ = 0 =1,

so dass wir auch die letzte Aussage der Proposition bewiesen haben. O

Definition 2.44. Fiir z € C definieren wir die komplexen trigonometrischen Funktionen'® Kosinus

und Sinus durch: , , ‘ ‘
elZ _|_ e*lZ eZZ _ e*lZ
cosz:= ——— und sinz:i= ———
2 21

Proposition 2.45. Fiir alle z € C gelten die folgenden Aussagen:

(a) Es gelten die Reihenentwicklungen

_ 22 4 i sing— 2 2
cosz = —E—f—a—... un smz—z—a—i—a—

Insbesondere stimmen Sinus und Kosinus fiir reelle z mit den jeweils gleich benannten Funktionen
aus der reellen Analysis iiberein.

(b) Es gilt die Euler’sche Formel* '
e = cosz+1isinz.

Insbesondere gilt fiir alley € R ‘
e =cosy+isiny.

(c) cos?z+sin’z =1.

(d) sin’z = cosz und cos' z = —sinz.

Beweis. Fiir alle z € C gilt nach Definition

e re ™ 1 (& (i) & (—iz)" 1 & 2", .
COSZ:2:2<V;) ] +E l :Ezf'(ln‘k(—l)n)

n=0

Im Summanden gilt

0 fiir ungerades n,
2. (=1)"? fiir gerades n,

" (i) = (L (1)) = {

YDer Begriff der trigonometrischen Funktionen wurde iibrigens zum ersten Mal 1595 vom damaligen Heidel-
berger Oberhofprediger BARTOLOMAUS PITISCUS (1561 - 1613) in seiner Arbeit Trigonometria: sive de solutione trian-
qulorum tractatus brevis et perspicuus verwendet. (Quelle: Robert E. Krebs: Groundbreaking scientific experiments,
inventions, and discoveries of the Middle Ages and the Renaissance. Greenwood Publishing Group, 2004)

20Leonhard Euler (1707 - 1783)
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so dass die erste Teilbehauptung von (a) folgt. Die entsprechende Formel fiir sinz zeigt man
analog.

Die Eulerformel (b) folgt durch Einsetzen der Definitionen von Sinus und Kosinus:

cosz+1sinz = +1i - = ¢'“.

Als unmittelbare Folgerung sehen wir

cos? z + sin?

z=(cosz+1isinz)-(cosz —1isinz)
@ (cosz+isinz) - (cos(—z) +i sin(—z))

b) .
(__)ezz‘e 12260:1

und somit Behauptung (c).
Die Ableitung des Sinus berechnet sich als

. l‘elZ + iele elZ + e*ZZ
sin’ z = . = = COSsZ
2i 2

und fiir die Ableitung des Kosinus verfiahrt man analog. Das beweist schliefilich Behauptung
(d). O
Bemerkung 2.46. Setzen wir in die Eulerformel 2.45 (b) speziell z = 27t ein, so erhalten wir

e?" = cos2m +1i sin2m = 1.

Mit dem Additionstheorem 2.43 (c) folgt e*+2™! = €7, so dass e periodisch mit Periode 277 i ist. Dieselbe
Arqumentation gilt natiirlich fiir z = 27t k mit einem beliebigen k € Z. Tatsichlich gilt sogar

“=1 <+ z=2nikmitkecZ,

denn: Sei z = x + iy € C gegeben. Fiir ¢* = 1 gilt insbesondere e* = |e*| = 1, was genau fiir x = 0
richtig ist. Es folgt also
1=¢" =e¥ =cosy+isiny,

so dass y ein ganzzahliges Vielfaches von 27t sein muss, was zu zeigen war. #

Die iibrigen komplexen trigonometrischen Funktionen definiert man vermittels der nun be-
kannten Funktionen Sinus und Kosinus. So ist beispielsweise

sinz

tanz := fir alle z € C mit cosz # 0.
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2.5 Der komplexe Logarithmus

In der reellen Analysis hat die Exponentialfunktion eine Umkehrfunktion, den Logarithmus,
die ebenfalls sehr wichtig ist. In Analogie hierzu definieren wir zundchst

Definition 2.47. Sei w € C ~ {0}. Dann heifst jede Losung der Gleichung e* = w ein (komplexer)
Logarithmus von w. Ungenau schreiben wir z = log w.

Wegen der in Bemerkung 2.46 nachgewiesenen Periodizitdt der komplexen Exponentialfunkti-
on ist der komplexe Logarithmus zumeist nicht eindeutig:

Proposition 2.48. Jedes w € C* hat unendlich viele Logarithmen. Schreiben wir w = |w| - (cos ¢ +
i sin @) in Polarkoordinaten, so sind diese durch

logw = log|w| + i@ +2mik fiirallek € Z
gegeben, wobei log|w| der gewdhnliche Logarithmus der positiven reellen Zahl |w| ist.

Beweis. Fiir ein beliebiges k € Z gilt mit dem Additionstheorem 2.43 (c)

ploglwl+ig+2mik _ Jloglw| sig 2mik ’w| . (COSgD—}—i sin (P) 1= w.

Sei umgekehrt ¢* = w = |w| - (cos ¢ + i sin ). Schreiben wir z = x + yi mit x,y € R und
nehmen Absolutbetrédge, so erhalten wir |e*| = |w| = ¢* und also x = log|w|. Da andererseits

e* - (cosy +isiny) = e* e’ = e* = |w| - (cos @ + i sin @)

gilt, folgt
cosy +isiny = cos ¢ +1i sin @,
also
y=¢@+2rk miteinemkc Z
und somit die Behauptung. O

Es liegt nun nahe, die Eindeutigkeit des Logarithmus durch geschickte Wahl eines Vertreters
wieder herzustellen.

Definition 2.49. Fiir w € C* schreiben wir

Logw :=log|w| +i Argw. mit —m < Argw < 7r dem Hauptwert des Arguments.

Proposition 2.50. Fiir die spezielle Wahl eines Logarithmus wie in Definition 2.49 gelten die folgenden
Aussagen:
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(a) Die Einschrinkung exp |4 der komplexen Exponentialfunktion auf die Menge
A={z=x+yieC|-—n<y<mn}
liefert eine Bijektion von A auf C*, deren Umkehrabbildung durch w — Log w gegeben ist.

(b) Die Funktion Logw ist unstetig in allen Punkten der negativen reellen Achse.
Beweis. Wir zeigen zundchst die Injektivitat der auf A eingeschriankten Exponentialfunktion.
Sei dafiir ¢* = ¢ mitz,z' € A. Dann gilte*~* =1, also z — 2’ € 271i Z. Das ist gleichbedeutend
mit

x=x und y-—vy =2nk fireinkeZ.
Da nach Voraussetzung —7 < y,y’ < 7 gilt, folgt z = z’ und somit die Injektivitit.
Es gilt aber auch Surjektivitit von exp(z)[4 : A — C*,
denn: Fir w € C* gibtes einy € (—7t, 71 mit

w = |w| - (cosy +1i siny).

Die reelle Exponentialfunktion exp : R — R ist surjektiv, so dass es ein x € R mit |w| = *
gibt. Mit der Euler’schen Formel 2.45 (b) folgt

w=¢e" - ="V,

Wir haben also mit z := x + yi ein Urbild von w in A gefunden und somit die Surjektivitat
gezeigt. #

Nach Definition wird die Umkehrabbildung durch w +— Logw gegeben, so dass Behauptung
(a) gezeigt ist.

Es verbleibt Behauptung (b) zu zeigen, dass also Log w in allen Punkten der negativen reel-
len Achse unstetig ist. Das zeigen wir wie in Bemerkung 2.10, wo wir schon einen Spezialfall
bewiesen haben. Seien also xg € R<p und t € R beliebig. Dann gilt

Log(xo + ti) = log|xg + ti| + i Arg(xo + ti)

und also
limL ti) =1 i lim A ti) =1 ,
lim og(xo + ti) = log|xo| + i lim rg(xo + ti) = log|xo| + i
limL ti) =1 | lim A ti) =1 — 7Ti.
lim og(xo + ti) = log|xo| + i lim rg(xo + ti) = log|xo| — i
Daher kann Log w in w = x( nicht stetig sein, und Behauptung (b) ist gezeigt. O

Unter exp wird das Komplement der Geraden y = 77 in A genau auf die langs der negativen
reellen Achse geschlitzte C-Ebene

C_o:=C~{ueR|u<o0}

abgebildet, denn e¥ 7 = ¢* . (—1) = —e*.
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Satz 2.51. Die Funktion Logw ist auf C_ holomorph. Es gilt
1
Log' w = > fiirallew € C_.
Beweis. Fiir wy € C_ schreiben wir Logwy =: zg =: xg + yoi mit xo9,y9 € R. Nach Definition
gilt dann |yg| < 7. Fur ¢ > 0 betrachten wir die Menge
Ki={z=x+yi||y| <7, |x—x0| <log2, |z—zo| > ¢}.

Diese ist als Durchschnitt dreier abgeschlossener Mengen selbst abgeschlossen und fiir hin-
reichend kleines ¢ auch nichtleer. Da K offensichtlich beschrankt ist, ist es nach dem Satz von
Heine-Borel sogar kompakt. Daher nimmt die stetige reellwertige Funktion z — |e* — e*| auf
K ihr Minimum m an. Es ist hierbei m > 0,

denn: Wire m = 0, so gébe es in K ein z mit |e* — 0| = 0. Wie im Beweis der Injektivitét in
Proposition 2.50 und mit || < 7t folgte dann z = zo. Andererseits gilte |z — zp| > £ > 0 wegen
z € K, was offensichtlich nicht beides sein kann. Also ist m > 0. #

Wir zeigen nun die Stetigkeit von Log w in wp: Sei 6 := min{m, %} > 0, und sei w € C_ mit
|w — wp| < J. Dann folgt [Logw — Logwy| < ¢,

denn: Seiz = Log w. Angenommen, es gilte |z — z9| = |Logw — Logwy| > &. Wir wollen zeigen,
dass dann z € K folgte. Dies stiinde wegen |w — wy| = |e* — e*| > m > ¢ im Widerspruch zur
Voraussetzung |w — wy| < 6. Um z € K zu zeigen, geniigt es |x — x| < log2 zu zeigen, da
die Bedingung |y| < 7 fiir w € C_ automatisch erfiillt ist. Wir miissen also xg —log2 < x <
xo + log 2 zeigen.

Fall 1: x > xg + log 2. Dann folgt:

levo >4 > |lw—wy| = |e* —e*
> |l —Jen] = et -] 2 et —en
> exo+log2 — X0 = 2p¥0 _ g% — ex()’

was nicht sein kann.

Fall 2: x < xg — log 2. Dann folgt:

leo >4 > |w — wol = |e* — |
= le® —e*| > |le*| — ][ =% — e
> pXo _ pX > %o — englogZ — ¥ — %exo
1
= zexo,
was nicht sein kann. #
Schlieflich zeigen wir, dass Log w in wy komplex differenzierbar ist, und dass Log’ wy = %

gilt. Sei dafiir (w;),~1 eine Folge mit w, € C_ \ {wo} und lim,_,« w, = wy. Sei z, := Log w,
fir alle n € Z>(. Wegen der Stetigkeit von Log folgt dann also lim,, . 2z, = zp und somit

1 1 1
_ = — = —an()/ ((eZ)/(ZO) — ez[))
wo €% limy_eo EZH:ZO
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. Zn 20
= lim —— = lim
n—oo €M —e% n—oo @Zn — @20
Zp—20
. Logw, — Logw
= lim —28%n 810,
n—oo wy, — Wy
Damit ist der Satz bewiesen. ]

Definition 2.52. Die holomorphe Funktion Log : C_— — C heifit der Hauptzweig des (komplexen)

Logarithmus.

2.6 Ubungsaufgaben
Aufgabe 2.1. Sei U C C offen, und sei f : U — C gegeben als
f(2) = f(x,y) = uley) +iv(x,y) mit u=Re(f)0

Seien weiter

L I(L-2) w Lol (L),

dz = 2 \dx 9y Jz 2

Zeigen Sie dann die folgenden Aussagen.

ou Jdv ou _83 g B
(a) (ax = @ l/”’ld @ = ax> < az =0.

ox

0 0 0 0 02
2 _— = _— = =

0) woe(U) — 45 = f=do o f=Af: (
(© (w,veC*(U) und fholomorph) = Au=Av=0.

Bemerkung. Eine zweimal (reell) stetig differenzierbare Funktion h

Im(f) € CY(U).

az
a%*wﬂf

: U — R mit Ah = 0 heifst

auch harmonische Funktion. Wie wir in Satz 3.31 sehen werden, folgt aus der Holomorphie von f
automatisch u,v € C*(U). Nach Teil (c) sind also Real- und Imaginirteile holomorpher Funktionen

stets harmonisch.

Aufgabe 2.2. Kurz nachdem der kostbare Schatz geborgen und sicher an Bord verstaut worden war,
stachen die Erben Kipt'n Schwartbarts in See. Beim Durchqueren der Cauchy-Riemann-See geriet das
Schiff in verhextes Gewiisser. Der oberste Maat notierte dieser Tage in sein Logbuch:

8. Mai 1663. Es herrscht absolute Windstille. Unser Schiff ist vollkommen den merkwiir-
digen Stromungen ausgesetzt, die dieses Meeresgebiet durchziehen. In dieser Lage bleibt
uns nichts anderes iibrig, als die Anderung der Stromungsgeschwindigkeiten bei Blick nach
Osten und Norden je entlang der Blickrichtung und senkrecht dazu zu beobachten. Seit
Tagen ergibt sich dabei stets unverindert dasselbe Bild: Blickt man nach Osten, so dndert
sich die Stromungsgeschwindigkeit in Blickrichtung in gleicher Weise, wie sie sich bei Blick
nach Norden in Blickrichtung dndert. Andererseits gleicht die Anderung der Stromungs-
geschwindigkeit in Richtung Norden bei Blick nach Osten dem negativen Wert derer in
Richtung Osten bei Blick nach Norden. Dariiber hinaus haben wir in unserer Umgebung
betragsmiiflig stets unverindert die gleiche Stromungsgeschwindigkeit gemessen.
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Trotz des unnatiirlichen Wellengangs wihrend der Reise erreichten die Erben schliefSlich doch noch
den sicheren Heimathafen. Welche Route hatte ihr Schiff genommen, wenn es beim Eintreten in das
mysteridse Gewidsser nach Osten gesegelt war?

Aufgabe 2.3. Fiir zwei komplexe Zahlen a,b € C ~ {0} definieren wir rekursiv eine Folge (g, )nez-,
durch

go =",
g1=a+b,
§n+2 = 8n+1 + 8n  flirallen € Z>.

(a) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe p(z) = Y 5 gnz" in Abhingigkeit von a
und b. Was ist der grofite Konvergenzradius, der auftreten kann?

(b) Zeigen Sie, dass es von a und b abhingige Polynome r(z) und s(z) gibt mit

_r(2)
(z) = @

fiir alle z im Inneren des Konvergenzgebiets von p.

Bemerkung. Fiir a = 1 und b = 0 ergibt sich die Folge
0,1,1,23,5,8,13,...

der Fibonacci-Zahlen,*' die im Folgenden mit (fu)nez., bezeichnet werden soll. Explizit lassen sich
ihre Glieder angeben durch

1 n n
fn = /5 (a" —B"),
wobei x = % und B = 1’2—‘/5 = —1 die beiden Nullstellen des Polynoms X*> — X —1 € C[X]

bezeichnen.

Aufgabe 2.4. Verifizieren Sie die folgenden Funktionswerte der Exponentialfunktion.

1+i
V2

. i . i
et =—-1, e2 =24i und et =

Aufgabe 2.5. Sei
Z (z—2z0)" mita, € C* fiirallen € Z>g
eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r und Entwicklungspunkt zo € C. Zeigen Sie, dass dann

lim inf 2] <r <limsup 2]
n—roo ’an—i-l’ n—yo0 ’an—i-l’

_laal

gilt. Hieraus folgt offensichtlich lim, .« ] = 1 falls der Grenzwert existiert.

211 eonardo da Pisa, genannt Fibonacci (ca. 1170 - ca. 1240)
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Aufgabe 2.6. In dieser Aufgabe soll untersucht werden, in wieweit die bekannten Rechenregeln des
reellen Logarithmus und die reellen Potenzrechenregeln ins Komplexe iibertragen werden konnen. Zu-
niichst untersuchen wir das Additionstheorem des Logarithmus.

(a) Zeigen Sie, dass fiir je zwei Punkte z,w € C ~ {0} die folgende Aquivalenz gilt.
Log(zw) = Log(z) + Log(w) <= Arg(z) + Arg(w) € (—m, 7]
Fiirw € C~ {0} und a € C setzen wir nun w” := ¢*°8(*) ynd untersuchen die bekannten Potenzre-
chenregeln. Zeigen Sie also die folgenden Aussagen.
(b) Es gilt w™*? = ww" fiir alle a,b € C.

(c) Fiirw,z € C~ {0} und a,b € C gilt im Allgmeinen nicht w*z" = (wz)* oder (w*)’ = w™.
Geben Sie jeweils ein Gegenbeispiel an.

(d) Gilt in (c) zusitzlich Re(w), Re(z) > 0, dann gilt w'z" = (wz)".

(e) Die Abbildung f : C_ — C mit f(z) = z° ist fiir alle s € C komplex differenzierbar, und es gilt
f'(z) =sz57 L.



KAPITEL 3

Komplexe Integrationstheorie

3.1 Komplexe Kurvenintegrale

In der reellen Analysis definiert man: Ist f : [2,b] — R differenzierbar, so bedeutet dies in den
Randpunkten 2 und b, dass die einseitigen Limites

oy fx) — fa) oy v F(X) = F(b)
fla) =lim == == und fi(b) =lim == —5—

existieren.
Definition 3.1. Sei I = [a,b] C R mit a < b ein abgeschlossenes Intervall, und sei v = y1 +ivy2 :
I — C mit reellwertigen Abbildungen <y1,y,. Genau dann heifit -y stetig bzw. differenzierbar bzw.

stetig differenzierbar, falls die entsprechenden Aussagen fiir -y, und vy, gelten. Ist <y differenzierbar, so
setzt man ' := | +1i5.

Lemma 3.2. Sei [ = [a,b] C R mit a < b ein abgeschlossenes Intervall. Dann gelten die folgenden
Aussagen:

(a) Summen und Produkte differenzierbarer komplexwertiger Funktionen auf I sind wieder differen-
zierbar, und es gelten die iiblichen Rechenregeln.

(b) Sei D C Coffen und f : D — C auf D holomorph. Sei § : I — C eine differenzierbare Abbildung

mit 6(I) C D. Dann ist auch
y: {I — C,
to—= f(6(1))

differenzierbar und hat die Ableitung
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Beweis. Behauptung (a) ist klar.

Wir zeigen nun Behauptung (b) und schreiben dafiir f = u +ivund § = é; + i J, mit reellwer-
tigen Funktionen u, v und é1, ;. Dann gilt

v(t) = u(1(t),62(8)) +i0(01(t), 2(t)).

Nach der Kettenregel aus der reellen Analysis und den Cauchy-Riemann’schen Differential-
gleichungen 2.21 ist y(t) differenzierbar und hat die Ableitung

V() = G160, 8(0) 50+ 55 (510, 52)) - (1)

i <SZ(51('5),52('5)) 01 (1) + 3;@10%520)) -5é<f>>
_ (gzlc(él(t),éz(t)) +igZ(51(t>,52(t))) (01(t) +5(t))
= F(8(8)) 0 (1)
]

Definition 3.3. Sei I = [a,b] C R mit a < b ein abgeschlossenes Intervall, und sei v = 1 +i7ya :
I — C eine stetige Abbildung mit reellwertigen 7y1,7y2. Dann sind Integrale iiber die Abbildung v
definiert durch

/b’)’(l‘) df := /b’h(t) dt+i /b'yz(t) dt und /a'y(t) dt := —/bfy(t) dt.
“ ¢ a b 2

Lemma 3.4. Sei I = [a,b] C R mit a < b ein abgeschlossenes Intervall und seien vy, 8 : I — C stetig.
Dann gelten die folgenden Aussagen:

b b b
(a) /(c'y(t)+5(t))dt:c/’y(t)di—l—/é(i) dt fiirallec € C.

t
(b) Die Abbildung t — [ y(x) dx ist auf I differenzierbar und hat die Ableitung
a
t
| rwa) =v

b
(c) Isty: 1 — C stetig differenzierbar, so gilt / v (t)dt = v(b) — y(a).
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Beweis. Behauptung (a) ist klar. Die Behauptungen (b) und (c) folgen sofort aus Definition 3.3
und dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung aus der reellen Analysis. O

Proposition 3.5. Sei [ = [a,b] C R mit a < b ein abgeschlossenes Intervall, und sei y : I — C stetig.

Dann gilt
b b
[ran < [lvo)de
a a

Beweis. Offenbar stehen auf beiden Seiten der Behauptung nicht-negative Zahlen, so dass wir
nichts zeigen miissen, wenn die linke Seite Null ist. Wir diirfen deshalb ohne Einschrankung
annehmen, die linke Seite sei echt positiv. Dann gibt es eine Polarkoordinatendarstellung

b
/’Y(t) dt =re'? mitr € Rygund ¢ € R

a

und es gilt

r:eii / (a)/ 714)')/
/Re e 1Py (t) dt+1/1m e ””’y(t)) dt
a

Wir konnen auf beiden Seiten der Gleichung den Realteil betrachten und erhalten so

, ay b
r= /Re (e”q’y(t)) dr < /\e”q"y(t)]dt.

Mit |¢!?| = 1 und der Multiplikativitit des Absolutbetrags folgt die Behauptung. O
Definition 3.6. Sei I = [a,b] C R mit a < b ein abgeschlossenes Intervall und sei y : I — C stetig.
Dann sagen wir:

e 1 ist eine (stetige) Kurve mit Anfangspunkt y(a) und Endpunkt v (b).

e yverliuftinD CC <= (I)CD.

o 1 ist geschlossen <= y(a)= (D).

Weiter ist durch
Yy (t):=v(a+b—t) firalletel

eine weitere Kurve v~ gegeben, die dieselbe Punktemenge wie <y durchliuft, aber in umgekehrter Rich-
tung, also von y(b) nach y(a).
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Beispiel 3.7. (a) Fiir feste Punkte zq # z € C ist die Verbindungsstrecke von zq nach z, durch
y(t)=(1—1t)z1 +tzy mitte[0,1]
gegeben.

(b) Fiir feste zog € C und r € R ist die genau einmal im Gegenuhrzeigersinn duchlaufene Kreislinie
um zo vom Radius r durch

Y(t) =z +re®™  mitt € [0,1]
gegeben.??
Definition 3.8. Sei [ = [a,b] C R mit a < b ein abgeschlossenes Intervall, und sei v : I — C eine
Kuruve.
(a) Die Kurve <y heifit glatt, wenn vy stetig differenzierbar ist.

(b) Seia =a9 <a <...<ay_1 < a, = beine Unterteilung von I in Teilintervalle. Sei weiter
fiir jedes k € {1,...,n} die Kurve v auf t € [ax_q,a| gegeben, so dass fiir alle 1 < k < n die
Bedingung

Te(ak) = Vi (@)
erfiillt ist, dass also der Endpunkt von yy gleich dem Anfangspunkt von i ist. Gilt dann
V() = w(t) fiiralle t € [ax_1, ],

so schreiben wir iy = y1 % Y2 x ... % Y. Sind hierbei alle -y, glatt, so heifSt <y stiickweise glatt.
Definition 3.9. Seien D C Coffenund f : D — C eine stetige Abbildung. Seien weiter I = [a,b] C R

mit a < b ein abgeschlossenes Intervall und v : 1 — D eine glatte Kurve. Dann definieren wir das
komplexe Kurvenintegral von f iiber <y als

b
[z = [ £(r(0) 2/ (1) dt.
0% a
Ist allgemeiner y = 1 % y2 x ... * vy stiickweise glatt, so setzen wir

/f(z)dz ::/f(z)dz—l—...—i—/f(z)dz,
v m Tn

Proposition 3.10. Sei D C C offen und f : D — C eine stetige Abbildung. Sei weiter I = [a,b] C R
mit a < b ein abgeschlossenes Intervall, und sei vy : | — D eine glatte®> Kurve. Dann hat das komplexe
Kurvenintegral von f iiber <y die folgenden Eigenschaften:

22Durch diese Parametrisierung der Kreislinie motiviert sagt man in diesem Fall auch, die Kreislinie werde im
(mathematisch) positiven Sinn durchlaufen, und umgekehrt, im (mathematisch) negativen Sinn, wenn die Kreisli-
nie im Uhrzeigersinn durchlaufen wird.

23In Ubungsaufgabe 3.1 zeigen wir, dass dieselben Aussagen ebenso fiir stiickweise glatte Kurven gelten.
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(a) Das Kurvenintegral ist in der Weise invariant unter stetig differenzierbarer Parametertransforma-
tion T: [d,b] — [a,b] mitd < b, T(d) = aund T(b) = b, dass

b

b
[ )7 mar= [ f(6(x)) ¢ (x) dx

a

Qilt, wobei § := yo T: [d, 13] — C ist. Insbesondere ist

/f(z)dz: /f(z)dz.
0

YyoT

Beweis. Mit der Substitutionsregel aus der reellen Analysis gilt

b T(b)
[y mae= [ flnn)

a T(a)
b

dt

7Y (t)
[ FO(T(0) 7/ (T(x)) T' () dx

b
/ £(8(x)) &' (x) dx.

Behauptung (a) folgt.

Wir wollen nun Behauptung (b) zeigen. Nach Definition wird v~ auf [a,b] durch y(a +b —t)
gegeben und es gilt

b
/f(z)dz:—/f('y(a—kb—t))'y/(a—kb—t)dt

v

P [ F )2 (1) a
b

b
—— [frm) v dt = - [ f) e

Y

Behauptung (b) folgt. O
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Proposition 3.11. Seien D C C offen und f,g : D — C stetige Abbildungen. Seien weiter I =
[a,b] C R mit a < b ein abgeschlossenes Intervall und «y : I — D eine stiickweise glatte Kurve. In
Analogie zu Teil (a) von Lemma 3.4 gilt dann

/(cf(z)+g(z))dz:c-/f(z)dz+/g(z)dz fiiralle c € C,
v v

i

das komplexe Kurvenintegral ist also linear.

Beweis. Klar. O

Definition 3.12. Sei in der Notation von Definition 3.8 eine stiickweise glatte Kurve y = y1 % ... % n
gegeben, wobei fiir jedes k € {1,...,n} die Kurve vy auf [ax_1, a] gegeben ist. Dann heifit

() == Sy d
() kz/ 7 (1) dt

die Bogenlinge von .

Bemerkung 3.13. Wird vy einfach durchlaufen, sind also fiir alle k die Abbildungen <y auf den jeweili-
gen Intervallen [ay, ai.y1] injektiv, so ist £(7y) die im anschaulichen Sinne gegebene Liinge des Bildes von
7. Besonders qut lisst sich dies einsehen, wenn «y: [a,b] — C durch t «— t + iy(t) mit einer reell stetig
differenzierbaren Abbildung y gegeben ist. Dann gilt

[V (D] = [1+iy ()] = \J1+y(1).

Andererseits konnen wir das Bild von 7y durch einen Polygonzug approximieren und die Linge mithilfe
Riemann’scher Summen berechnen.

y(t)
y(b)

y(a) ’ \\/

a b t

Abbildung 3.1: Die Lange des Geradenstiicks zwischen den zwei ausgewidhlten Punkten ist

VT aP B @ = (- a) -1+ (20

Beispiel 3.14. Wir betrachten die Kurven aus Beispiel 3.7:
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(a) Seien zy # zp € C. Ihre Verbindungsstrecke y(t) = (1 — t)zq + tzo mit t € [0,1] hat dann
erwartungsgemdfs die Bogenlinge

1 1
() = [IW©)1dt = [|=z+zldt = |21~ ).
0 0

(b) Sei k eine natiirliche Zahl, und sei vy die k-fach im mathematisch positiven Sinn durchlaufene
Einheitskreislinie. Dann ist -y gegeben durch y(t) = e*™'! fiir t € [0, k] und die Bogenliinge ist

k k k
o) :/|7’(t)|dt:/|27Tz'e‘2"”|dt:27'c/dt:27rk.
0 0 0

Lemma 3.15 (Standardabschéatzung fiir Kurvenintegrale). Seien D C C offen, f : D — C stetig
und 7y : [a,b] — C eine stiickweise glatte Kurve, die ganz in D enthalten ist. Ist f auf y betragsmifig
durch ein M € R~ beschriinkt, so gilt

[ £lz)dzl < M- £(y).
i

Beweis. Mit den tiblichen Notationen gilt

| / f(Z)dZ\Ilké / f(z) dz|

< i]/f(z)dz| = i\ / f(v(8)) 7k (8) dt|
k=1 5, k=1

T

SN RCTO)RACIET

n x
<MY [Inbld =M.
k=1,

O]

Nattirlich ist es nicht schlecht, Integrale abschdtzen zu konnen. Ungleich besser ist aber na-
tiirlich eine Methode zu ihrer exakten Berechnung. Aus der reellen Analysis wissen wir, dass
hierzu die Existenz einer Stammfunktion von grofsem Nutzen wire.

Satz 3.16. Seien D C C offen und f : D — C stetig. Wir setzen voraus, dass f auf D eine (holomor-
phe) Stammfunktion hat, dass es also eine holomorphe Funktion F : D — C gibt mit F'(z) = f(z)
fiir alle z € D. Sei weiter y eine ganz in D enthaltene stiickweise glatte Kurve mit Anfangspunkt zq
und Endpunkt zp. Dann gilt

/ £(2)dz = F(22) — F(z1).
J
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Beweis. Sei zunéchst v : [a,b] — C glatt. Dann gilt

b b
[ £ dz= [ Fe) v de = [F(v(n) 2/ (1) de
v a a

b
w %pw)) dt *=9 F(y(b)) — F(7(a)

= F(z2) — F(z1).

Ist vy = 1 % ... % v, stiickweise glatt, so gilt

7/ f(z)dz :k; / f(z)dz

@ é( (@) — F(ra)) )

= —F(71(a0)) + F(va(an))
= F(ZZ) — F(Zl).

(3.1)

Aus dem Satz folgt sofort

Korollar 3.17. Unter den Voraussetzungen von Satz 3.16 gilt fiir alle geschlossenen stiickweise glatten

Kurven «
f(z)dz =
/

Beispiel 3.18. Dieses Korollar hat einen sehr wichtigen Spezialfall: Sei dafiir r € R~q fest und -y die
einfach im mathematisch positiven Sinne durchlaufene Kreislinie um zy = 0 mit Radius r. Dann gilt

/anzz {0 nez~{-1},

2rti n= -1,
7

denn: Fiir n # —1ist 2 +1 eine Stammfunktzon von z" auf C . {0}. Da die Kurve y nach Konstruktion
geschlossen ist, erhalten wir f z" dz = 0 nach Korollar 3.17.

Andererseits gilt mit (t) = re?™ fiirt € [0,1]

1
d .

/—Z = / — 27Ii1’ ezm) dt = 2.
z r e27it

v 0

Insbesondere hat nach Korollar 3.17 die Funktion 1 auf C* keine Stammfunktion — nach Satz 2.51 hat
sie allerdings mit Log z eine Stammfunktion auf der Teilmenge C_ C C*. #
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3.2 Der Cauchy’sche Integralsatz

In diesem Abschnitt wollen wir in Ausweitung von Korollar 3.17 zeigen, dass das komplexe
Kurvenintegral einer holomorphen Funktion f : D — C auf einer offenen Teilmenge D C
C langs geschlossener , Dreieckswege” immer Null ist. Hieraus wird sich ergeben, dass jede
holomorphe Funktion auf einem , Sterngebiet” dort immer eine Stammfunktion hat. Dies ist
eine Schliisselaussage der Funktionentheorie, aus der sich viele zentrale Sédtze ableiten lassen.

Definition 3.19. Die von z1,2,,z3 € C aufgespannte abgeschlossene Dreiecksfliche®*
{z=tizithz+itszz | t,trt3 >0, + 1+ 13 =1}

bezeichnen wir mit /\(z1,22,23).

Das ist die Beschreibung der Dreiecksfliche mit baryzentrischen Koordinaten. Anschaulich
besteht A (z1, 22, z3) aus genau den Punkten z, die auf den Verbindungsstrecken von z; nach z*
liegen, wobei z* alle Punkte auf der Verbindungsstrecke von z; und z3 durchlduft:

Z3

Z*

Z) ¢ > 2o

Ist z* ein Punkt auf der Verbindungsstrecke von z; und z3 und ist z ein Punkt auf der Verbin-
dungsstrecke von z; und z*, so gelten

z=1tz1+tz" mitt; +t° =1,
Z*:E222+f323 mitfz—l—ifgzl.
Setzen wir t; := t*f, und t3 := t*f3, so haben wir offensichtlich eine Darstellung von z als

Punkt von A(z1,22,z3) gefunden. Die umgekehrte Inklusion zeigt man analog.

Definition 3.20. Fiir z1,z2,23 € C bezeichnen wir mit 7y, -, -, die durch

Z1—|—t(Zz—Z1) fil?’f € [0,1],
Tama(t) =922+ (t—1)(z3 —22) firte[l,2],
23+(t—2)(21—23) fil?’tE [2,3]

gegebene geschlossene, stiickweise glatte Kurve. Anschaulich beschreibt vy, -, ., den genau einmal
durchlaufene Rand der abgeschlossenen Dreiecksfliche /\(z1,z2,23) aus Definition 3.19, angefangen
bei z1, dann weiter nach z,, und iiber z3 zuriick nach z;.

248ind z1 — 2,21 — 23 nicht linear unabhéngig tiber R, entartet diese zu einem Punkt oder einer Strecke.
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Satz 3.21 (Lemma von Goursat®). Seien D C C offen und f : D — C holomorph. Seien weiter
21,22,23 € D so gewihlt, dass die abgeschlossene Dreiecksfliche /\(z1,22,2z3) ganz in D enthalten ist.
Dann gilt:

/ f(z)dz =0.

Vz1.20.23

Beweis. Wir schreiben verkiirzend A := A(z1,22,23) und 7 := 93, 2, 2;- Ohne Einschrankung
konnen wir annehmen, dass die Kurve v im mathematisch positiven Sinn durchlaufen wird,
und ersetzen sonst 7y durch 4 ~!. Weiter kénnen wir annehmen, dass A nicht entartet ist, dass
also z1, z; und z3 nicht auf einer Geraden liegen,

denn: Sind zwei Eckpunkte gleich, etwa z; = z3, so wird nach Definition 3.9 und Teil (a) von
Proposition 3.10 zunédchst von z; nach z, = z; integriert, dann von z; = 25 nach z3 und schlief3-
lich von z3 zurtick nach z; = z,. Nach Teil (b) von Proposition 3.10 ist also das Integral Null.

Sind andererseits die drei Eckpunkte paarweise verschieden, liegen aber trotzdem alle drei auf
einer gemeinsamen Geraden, so konnen wir ohne Einschrankung annehmen, z3 liege auf der
Verbindungsstrecke z1z;. Integriert wird nun in analoger Argumentation zunéchst von z; nach
zp und dann tiber z3 zuriick nach z; und das Gesamtintegral ist wieder Null. #

Wir verbinden nun die Mittelpunkte der Kanten von A und erhalten so vier abgeschlosse-
ne Dreiecksflichen A, Ay, A3z, Ay C A mit ihren jeweiligen, mathematisch positiv einfach
durchlaufenen Randkurven 71, ..., 4.

Da sich nach Teil (b) von Proposition 3.10 die Integrale in entgegengesetzten Richtungen langs
der Kanten von A4 aufheben, erhalten wir so

/f(z)dz: /f(z)dz+/f(z)dz+/f(z)dz+/f(z)dz.
r 'tYl "Yz BE Y4
Mit der Dreiecksungleichung 1.7 (c) folgt

[ r@rdzl < | [ Fzydzl ...+ [ @) .
r " T4

SEdouard Goursat (1858 - 1936)
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Es gibt unter den vier nichtnegativen reellen Zahlen auf der rechten Seite eine mit maximalem
Betrag. Wir wihlen eine solche aus und bezeichnen die zugehorige abgeschlossene Dreiecks-
fliche samt Randkurve mit A1) bzw. 41, Es folgt

[f@rdzl <4 [ f)dzl.
0 7@

Wir verfahren jetzt mit A1) wie zuvor mit A und erhalten eine abgeschlossene Dreiecksfliche
A2 € A mit positiv orientierter Randkurve y(?) und

[ f@)azl <4 [ £z,
poey ey

Fahren wir induktiv fort, so erhalten wir mit A(®) := A und 79 := « eine Folge (A(n))neZzo
abgeschlossener Dreiecksflichen mit positiv orientierten Randkurven (") Jnez.,, die fur alle
n € Z>o die Aussagen

A c A ynd |/f(z)dz! §4”-|/f(z) dz|
Y ,y(n)

erfiillen. Nach Konstruktion ist die Folge (A(n))WGZZU geschachtelt. In Verallgemeinerung des
aus der reellen Analysis bekannten Intervallschachtelungsprinzips der reellen Zahlen ist daher

der Durchschnitt ¢z, A nichtleer. Es gibt also einen Punkt zg € C, so dass es fiir alle § > 0
ein N = N(§) € Z>( gibt mit

A C Us(zp) fiiralle n > N.

Wegen zp € A C D ist f in zg komplex differenzierbar, es gibt also nach Lemma 2.15 eine in zg
stetige Funktion ¢ : D — C mit

f(z) = f(z0) + (2= 20)p(z) und  ¢(20) = f(z0)-
Wir benutzen jetzt die Stetigkeit von ¢ in zg. Sei dafiir ¢ > 0. Dann gibt es ein § > 0 mit
lp(z) — f'(z0)] < e fiirallez € Us(zo).
Fiir hinreichend grofes n gilt A" C Uj(zp). Schreiben wir
f(2) = f(z0) + f'(20)(z = 20) + (@(2) = f(20)) (z — 20)

und integrieren iiber 7", s0 folgt

[ f@dz= [ feoydz+ [ flz)z-20)dz+ [ (9() - f(20))(z ~20) dz
) oy oy oy

= f0) [zt f(z) [(-z)dz+ [ (p() - Fz0))(z—20) d=

7(”) 7(7’) 'y(”)
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Die Integranden der ersten beiden Integrale sind Polynome in z und besitzen daher eine holo-
morphe Stammfunktion auf ganz C. Nach Korollar 3.17 verschwinden diese Integrale also und
es folgt

/f(Z)dZZ / (¢(2) = f'(20)) (z — 20) dz.

'y(”)

Wegen Bild(y(") € AU C Us(z) gilt fir alle z € Bild(y™) die Abschitzung |¢(z) —
f'(z0)| < e Fiir z € Bild(y™) gilt zudem elementargeometrisch |z — zy| < £(y")), denn es
war ja zg € A vorausgesetzt. Mit der Standardabschitzung 3.15 fiir Kurvenintegrale folgt

daher
[ f@)dzl e iy
f)/(”)

Andererseits gilt nach Konstruktion ¢(y"*1V) = 1 ¢(y(") und induktiv £(y") = L £(7), also

|/f dz| < o U

Zusammengesetzt gilt somit fiir alle e > 0

[ r@ydzl <4 ey = etr)?
Y

Der Satz folgt, wenn wir € gegen Null gehen lassen. O

Definition 3.22. Eine offene Teilmenge D C C heifst Sterngebiet, falls es einen Punkt z, € D gibt,
fiir den mit jedem z € D auch die Verbindungsstrecke z,z von z, nach z ganz in D enthalten ist. Ein
solcher (nicht notwendig eindeutig bestimmter) Punkt z.. heifit ein Sternmittelpunkt von D.

Beispiel 3.23. (a) Offensichtlich sind offene, konvexe Teilmengen von C Sterngebiete; hier sind alle
(und somit unendlich viele) Punkte Sternmittelpunkte. Besonders wichtige Beispiele dieses Typs
sind C selbst und offene Kreisscheiben in C.

(b) Wegen des komplexen Logarithmus ist natiirlich auch die geschlitzte komplexe Ebene C_ von In-
teresse. Hier sind alle Punkte auf der positiven reellen Achse Sternmittelpunkte.

() €~ {0} und Ue(zo) ~

{zo} sind keine Sterngebiete.

Bemerkung 3.24. Nach Definition 3.22 sind Sterngebiete wegzusammenhingend, nach einem Stan-
dardresultat aus der mengentheoretischen Topologie also auch zusammenhingend und somit Gebiete im
Sinne von Definition 2.24.

Satz 3.25 (Cauchy’scher Integralsatz fiir Sterngebiete). Seien D C C ein Sterngebiet f : D — C
holomorph. Dann gelten die folgenden Aussagen:

Bl o]
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(@) f hat auf D eine holomorphe Stammfunktion.

(b) Ist vy eine stiickweise glatte Kurve in D, so hiingt das Integral | o f (z) dz nur vom Anfangspunkt
und vom Endpunkt von vy ab.

(c) Ist vy eine geschlossene, stiickweise glatte Kurve in D, so ist | . f(z)dz=0.
Beweis. Die Behauptungen (b) und (c) folgen unmittelbar aus Behauptung (a), wenn wir Satz
3.16 bzw. Korollar 3.17 anwenden. Es geniigt also Behauptung (a) zu zeigen.

Fiir Punkte z1,z2 € D, deren Verbindungstrecke z1z; in D enthalten ist, schreiben wir ab sofort

/ F(w) dw := / F(w)dw mit s o () = (1— )21+ tz firt € [0,1],

Vz1.20

wir integrieren also entlang der Verbindungsstrecke von z; nach z,. Sei nun z, € D ein fest
gewdhlter Sternmittelpunkt von D. Da D als Sterngebiet fiir alle z € D die gesamte Verbin-
dugsstrecke z,z enthilt, ist dann die Funktion

F(z) := /f(w) dw furallez € D (3.2)

Zx

wohldefiniert. Behauptung (a) und somit der Satz folgen, wenn wir zeigen konnen, dass F auf
D eine holomorphe Stammfunktion von f ist. Dafiir gentigt es

lim |
h—0

Flz+ h})l —FE) f(z)]=0 furallez € D (3.3)
zu zeigen. Sei also im Folgenden z € D fest gewdhlt. Ist h € C betragsmaflig klein, so ist
A(z4,z+ h,z) ganz in D enthalten,

denn: Da D offen ist, ist z ein innerer Punkt von D, so dass fiir hinreichend kleines |h| auch
z + h samt der Verbindungsstrecke z(z + ) in D liegt. Da D ein Sterngebiet ist, enthilt es dann
auch jeden Punkt auf der Verbindungsstrecke von z, und jedem Punkt auf obiger Verbindungs-
strecke. Dies zeigt die Behauptung. #

Nach dem Lemma von Goursat 3.21 gilt somit fiir betragsmafiig kleine h € C

0= / f(w)dw

Yzu,z+h,z
z+h z Zy
= /f(w)dw+/f(w)dw+/f(w)dw
Zy Z+h z
z+h

(32)

F(z+h) — / F(w) dw — F(2).



3.2. Der Cauchy’sche Integralsatz 56

Fir h # 0 gilt daher

z+h

)=t ey = [ () do - f£2)

z+h z+h

= [ fw)do—; fz) [ dw
= [ (@) - () dw.
z
Seie > 0.Da f(w) in w = z stetig ist, gibt es ein § > 0 mit
|f(w) — f(z)| <e furallew € D mit |w —z| <.

Wir wihlen || > 0 so klein, dass insbesondere |h| < § und A(zy,z+ h,z) C D gelten. Fir
jeden Punkt w = z + th mit t € [0, 1] auf der Verbindungsstrecke von z nach z +  gilt dann

lw—z| = |t-h| < |h] < 6.

Also folgt | f(w) — f(z)] < ¢, also

z+h
F(z+h)—F(z 1 1
FEEZEE ) = 1 [ (@)~ @) dwl < e Jhl =
') O
und im Grenziibergang ¢ — 0 somit (3.3). Daher ist F in z komplex differenzierbar und es gilt
Fi(z) = f(2). =
Beispiel 3.26. Fiir z € C_ sei
zdw
L(z) := o

wobei iiber irgendeine stiickweise glatte Kurve von 1 nach z integriert wird, die in C_ enthalten ist.
Die so entstehende Funktion ist nach dem Cauchy’schen Integralsatz 3.25 wohldefiniert, da C_ ein
Sterngebiet und die Funktion % darauf holomorph ist. Nach Satz 3.16 und wegen Log' w = 2 fiir alle
w e C_ gilt

L(z) =Logz —Logl =Logz fiirallez € C_.

Wir erhalten also eine Integraldarstellung des Hauptzweigs des komplexen Logarithmus, die die klassi-
sche Formel aus der reellen Analysis verallgemeinert.

Bemerkung 3.27. Eine niitzliche Anwendung des Cauchy’schen Integralsatzes 3.25 liegt darin, dass
wir nun unter geeigneten Bedingungen Integrale iiber komplizierte Integrationskurven durch solche
iiber besonders einfache erkliren konnen. Betrachten wir beispielsweise die Kurve v = 71 % yp mit

. 3
Y1(t) := 2 fiirt €0, Z]'
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Ya(t) = —i + (4 — 3)(1 +1) firrte [

-1
4']

und fiihren als Alternative zu -y, die Kurve

Ta(t) := & fiirt € [2,1]
ein. Offensichtlich ist die Halbebene

2z 41
i+1

D={zeC|Im( ) <0}

ein Sterngebiet, in dem die Funktion f(z) = % holomorph ist, und in der die geschlossene Kurve 7y, * 2
zur Giinze enthalten ist.

Nach dem Cauchy’schen Integralsatz 3.25 und Beispiel 3.18 gilt dann
dz dz dz dz ,
/7:/ 7—|—/ — = — = 27t

vz n*12 % T *N2 2 n*a Z

3.3 Die Cauchy’schen Integralformeln

Lemma 3.28 (Lemma von Lebesgue). Sei D C C offen und K C D kompakt. Dann gibt es ein
r € Ry, so dass fiir alle a € K die offene Kreisscheibe U, (a) vom Radius r um a ganz in D enthalten
ist. Eine solche (nicht eindeutige) Zahl r nennt man eine Lebesgue’sche Zahl.?°

Beweis. Zu jedem a € K wihlen wir ein r, € R~ mit Uy, (@) C D. Dann ist {U,, (a) },ck eine
offene Uberdeckung von K. Da K als kompakt vorausgesetzt war, hat diese Uberdeckung nach
Teil (b) Definition 1.13 eine endliche Teiltiberdeckung

N
K C U U, (ay) mitr, :=r,,.
v=1

26Henri Léon Lebesgue (1875 - 1941)
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.....

Sei z € U, (a). Dann gilt
z—ay| < |z—a|+|la—a,| <r+4+r, <27,

Insbesondere liegt also z in Uy, (a,) € D und somit ganz U,(a) in D. O

Satz 3.29 (Cauchy’sche Integralformel fiir Kreiswege). Sei D C C offen und f : D — C holo-
morph. Die abgeschlossene Kreisscheibe

Ur(z0) ={z€C||z—2z20| <1}

sei ganz in D enthalten. Dann gilt fiir alle z in der offenen Kreisscheibe U, (zo) die Darstellung
_ 1 [ fw)
fz) = 27ri/w—zdw'
0

wobei v fiir t € [0,1] durch die Gleichung zq + r e*™* gegeben wird.

Beweis. Seiim Folgenden z € U, (zo) fest gewédhlt und z; einer der Schnittpunkte der Geraden
durch z und zp mit dem Bild von 7. Bezeichne weiter x eine im mathematisch positiven Sinn
einfach durchlaufene ganz in U,(zo) enthaltene Kreislinie um z.

Wir definieren nun wie in der Abbildung zwei im mathematisch positiven Sinne einfach durch-
laufene Kurven 7 und 7, jeweils mit Anfangs- und Endpunkt z;. Hierbei bestehe Bild(-y;) aus
dem grofien Halbkreis rechts, dem kleinen Durchmesserstiick, dann der rechten Hilfte des
Kreises Bild(x) um z und schliellich dem grolen Durchmesserstiick. Bild(7y,) bestehe aus den
entsprechenden Stiicken links.

Wegen U,(zg) C D gibt es nach dem Lemma von Lebesgue 3.28 ein ¢ > 0, so dass auch die
offene Kreisscheibe U, (z) ganz in D enthalten ist. Entfernen wir aus dieser Kreisscheibe den
jeweils passenden, von z ausgehenden Schlitz, der senkrecht auf der Verbindungsgeraden von
z und zg steht, so erhalten wir fiir die geschlossenen, stiickweise glatten Kurven 7; und 7,
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jeweils ein Sterngebiet, in dem sie ganz enthalten sind und auf dem die Funktion w
holomorph ist. Nach dem Cauchy’schen Integralsatz fiir Sterngebiete 3.25 gilt daher

/f(w)dw:O fiirk = 1,2.
w —z
Yk

Dies lésst sich praktischerweise umformen zu
o= [ 1) gy [ 1) g [ S0 g S0
w—z w—z w—z w—
" 72 K- i

denn die Integrale entlang der Bild(+y) und Bild(7,) gemeinsamen Geradenstiicke mit entge-
gengesetzter Orientierung heben sich gegenseitig auf. Wir erhalten

[ = [ e =si [ e [RGB os
v K

Das erste Integral rechts lisst sich leicht berechnen: Die Kurve « ist durch z + ¢ 2™ mit t € [0,1]
und ¢ > 0 gegeben, so dass

1 .
dw _/27‘(1’@62””

Qezm'f dt = 27

w—2z
K

gilt. Wir wollen nun das zweite Integral rechts in (3.4) bestimmen. Sei dafiir ¢ > 0. Da f(w) in
w = z stetig ist, gibt es ein § > 0 mit

|f(w) — f(z)| <e furallew € D mit|w—z| <é.
Wir wihlen nun speziell ein ¢ € (0,6). Fiir alle Punkte w = z + ¢ €™ aus Bild(x) gilt dann
w2 = o] = g < 5,
also | f(w) — f(z)| < e. Es folgt daher
27tit

1 .
,/fwu)];f dw| = |0/ (fz+oe™) f(z))LlQe,

Qeth dt|
:2%\/( (z+ 0e*™) —f(z)> dt| <2re.
0

Dies gilt fiir alle ¢ > 0. Setzen wir dies in (3.4) ein, erhalten wir

‘/i(_w)zdw_znif(z)\ <2me firallee > 0.

Der Satz folgt, wenn wir ¢ gegen Null gehen lassen. O
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Die Cauchy’sche Integralformel ldsst sich kanonisch verallgemeinern auf eine Formel tiber die
n-ten Ableitungen der behandelten Funktion f. Dafiir benotigen wir einen Hilfssatz, der uns
unter bestimmten Bedingungen erlaubt, Differentiation und Integration zu vertauschen.

Lemma 3.30 (Leibniz’sche Regel”). Seien a < b € R und sei D C C offen. Sei weiter f¢ : [a,b] x
D — C eine stetige Funktion, die fiir jedes feste t € [a,b] komplex nach z € D differenzierbar ist, so

dass die Ableitung
%fz‘c a,b] x D — €
stetig ist. Dann ist die Funktion

D —(C,

. b
8¢ 2 — [ fe(t,z)dt

holomorph auf D und es gilt

b
se(e) = [ g

a

Beweis. Wir zeigen zundchst die entsprechende Aussage im Reellen und fithren dann das Lem-
ma darauf zurtick:

Behauptung. Seien a < b € Rund ¢ < d € R. Sei weiter fr : [a,b] x [c,d] — R eine stetige
Funktion, so dass die partielle Ableitung (t,x) % fr(t, x) existiere und stetig sei. Dann ist die
Funktion

[c,d] —R,

: b
SR X — [ fr(t,x)dt
a

differenzierbar und es gilt

denn: Wir bilden den Differenzenquotienten in einem Punkt xo € [c, d]:

gr(x) — gr(x0) /fJR — fr(t,x0) 4

X — Xo X — Xo

27Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716)
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Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es ein von t abhdngiges ¢; zwischen x

und xp mit
fr(t,x) — fr(t, x0) _ <8f1R> (£,

X — Xo d

Nach dem Satz von der gleichméfligen Stetigkeitsind stetige Funktionen auf dem Kompaktum
[a,b] x [c,d] gleichmi&Big stetig; es gibt also fiir alle e > 0 ein § > 0 mit

ad d
|<£R> (t1,x1) — <£CR> (t2, x2)] < € fur [x; —xp| < dund |H — o] < 6.

Insbesondere gilt

() weo- (L) eml<e  farjg-nl<s,

wobei weiterhin ¢ nicht von t abhdngt. Wir erhalten so mit der reellen Standardabschédtzung
fiir Integrale®
b

|gR(x_§;R x0) /( ) (, x0) dt|—|/(( ) (t,&) — (%ﬂ‘)(t,xo))dﬂ

<elb—a) fir|x— x| <6.

Die Behauptung folgt, wenn wir & gegen Null gehen lassen. #

Schreiben wir nun fe(t, x,y) = uc(t, x,y) +ive(t, x, y) mit reellwertigen Funktionen u¢, v¢.

Dann ist
b b

ge(x,y) = /u@(t,x,y) dt+i/vc(t,x,y) dt.

a a

Nach Voraussetzung existiert %u@(t, x,y) und ist stetig. Die reelle Leibniz-Regel liefert, dass
der erste Summand rechts nach x differenzierbar ist mit partieller Ableitung

b
aa /uc(t x,y)dt = /*M@ t,x,y)dt,

a

und diese ist sogar stetig. Eine analoge Rechnung kann man fiir % und fiir v¢ ausfiihren, so

dass gc(x,y) stetig partiell und damit total reell differenzierbar ist. Es verbleibt zu zeigen, dass
gc(x,y) die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen 2.21 erfiillt. Es ist

b b
0 d
a/u@(t,x,y) dt = /guc(t,x,y) dt
a a

28Djese zeigt man genauso wie die Standardabschétzung 3.15 fiir Kurvenintegrale, kann dabei aber auf einige
technische Uberlegungen verzichten.
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b
/8 tx dt
By Y
b

0
= ay/vc(t,x,y) dt,

a

wobei wir die reelle Leibniz-Regel und die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen fiir
fc verwendet haben. Analog erhalten wir

b b
0

)
ay/uc(t,x,y) dt = —a/Uc(f,xly) dt.

a a

Somit ist gc(z) komplex differenzierbar. Die Formel fiir die Ableitung ergibt sich schlieflich
wie folgt:

b b
() 223 98C _/afC(f/x/y) 233/3f0(fz2)

a a

O]

Satz 3.31 (Verallgemeinerte Cauchy’sche Integralformel fiir Kreiswege). Sei D C C offen und
f : D — C holomorph. Dann gelten folgende Aussagen.

(@) f ist auf D beliebig oft komplex differenzierbar.?’

(b) Seien U,(zo) C D und vy wie im Satz iiber die Cauchy'sche Integralformel 3.29. Fiir jedes n € Zi>
gilt dann die Verallgemeinerte Cauchy’sche Integralformel

F(z) = 2%1 / (wjf_(zz%dw fiir alle z € U, (zp),
7

wobei f") die n-te komplexe Ableitung von f bezeichne.

Beweis. Wir zeigen zundchst Aussage (b). Nach der Cauchy’schen Integralformel 3.29 gilt in

der gegebenen Situation
_ 1 [ fw)
)= 27 / w—z4
1

1
7/ (o (t t)dt furallez € U,(z)
2 / t)

¥Das gilt bekanntlich in der reellen Analysis nicht: So ist etwa der reelle Absolutbetrag stetig aber im Punkt
x = 0 nicht reell differenzierbar. Thre nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung existente Stamm-
funktion ist daher einmal aber nicht zwei Mal stetig reell differenzierbar. Holomorphie ist also ein sehr starker
Begriff!
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Der Integrand ist stetig, fiir jedes feste t € [0,1] komplex differenzierbar, und die Ableitung ist
(als Funktion in t und z) stetig, da wegen z € U,(zp) und w € Bild(y) niemals w = z gelten
kann. Somit ist die Leibniz’sche Regel 3.30 anwendbar, und wir erhalten

1
0 = g ([ L8 war) < 2 2 (1500 )
1
:217_”(/(](((0()2) ()dt>:217'tiv/(wf(—wz))2dw fiir alle z € U,(zy).

Induktiv erhalten wir auf diese Weise sowohl die Existenz der n-ten Ableitung von f auf U, (z)
als auch die in (b) behauptete Formel: Zum Nachweis von Behauptung (a) sei zo € D. Da D
offen ist, existiert ein » € R~ mit U;(z9) € D. Wahlen wir nun p € (0,7), so ist U,(z0) C D,
und aus Aussage (b) ergibt sich die Existenz der n-ten Ableitung von f auf U,(zo) fiir alle
n € Z>o. Da zp aus D beliebig war, folgt Behauptung (a). O

3.4 Direkte Folgerungen aus den Cauchy’schen Integralformein

Proposition 3.32 (Cauchy’sche Ungleichungen). Seien U, (zo) eine offene Kreisumgebung um einen
Punkt zog € Cund f : U,(z9) — C holomorph. Gibt es dann eine positive reelle Zahl M € R~ mit
|f(z)| < M fiir alle z € U,(zp), so gilt

|
f")(z0)| < M fiirallen € Zs.

Beweis. Wir Verwenden die Verallgemeinerte Cauchy’sche Integralformel 3.31 mit z = zp und
Y(t) = zo + 0e*™ mit t € [0,1], wobei ¢ < r gelte. Dann gilt

‘f(”)(ZO)‘ = n'/(wﬂggn“dw\

f 20 +962mt

. 27tit
| Q eth n+1 - 27t Qe dt’

|f 20+ &™) i
— 27-( / QEth n+1| |Q27U 627T1t| dt

1
SiMZ _m
27 o" o"

Dies gilt fiir alle o € (0, 7). Lassen wir ¢ gegen r gehen, folgt daher
l
f(z0) < M

und somit die Behauptung. O
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Definition 3.33. Eine Funktion f : C — C, die auf ganz C holomorph ist, heifSt eine ganze Funktion.
Mit den Cauchy’schen Ungleichungen 3.32 zeigen wir den folgenden zentralen Satz:

Satz 3.34 (Satz von Liouville®). Eine beschriinkte ganze Funktion ist notwendigerweise konstant.

Beweis. Aus der Cauchy’schen Ungleichung 3.32 fiir n = 1 folgt

|f'(z0)] < M fur alle zp € Cund aller > 0,
r

wobei M eine Schranke fiir |f| auf ganz C sei. Lassen wir r gegen unendlich gehen, so folgt
daher |f'(z0)| = 0 und somit auch f'(zp) = 0 fiir alle zg € C. Also ist f’ identisch Null, und
somit nach Korollar 2.25 konstant, denn C ist ein Gebiet und insbesondere zusammenhéngend.

O

Bemerkung 3.35. Es gilt sogar noch mehr: Nach dem Kleinen Satz von Picard®' 9.12 ist eine ganze
Funktion bereits konstant, wenn es zwei komplexe Zahlen gibt, die nicht in ihrem Bild liegen.

Mit dem Satz von Liouville kann man beispielsweise das folgende wichtige Resultat beweisen:

Satz 3.36 (Fundamentalsatz der Algebra®). Sei P ein nichtkonstantes Polynom mit komplexen Ko-
effizienten. Dann hat P eine komplexe Nullstelle.

Fiir den Beweis des Fundamentalsatzes 3.36 ziehen wir noch ein Hilfsresultat heran:

Lemma 3.37 (Wachstumslemma fiir Polynomfunktionen). Sei P(X) = Y._qa,X" € C[X] mit
n > 1und a, # 0. Dann gibt es fiir je zwei Konstanten 0 < ¢; < 1 < ¢y < oo eine Schranke R € R~¢
mit

c1lan||z]" < |P(z)| < calau||z|"  fiirallez € C~ Ug(0).

Beweis. Fiir z # 0 gilt
n
P(z)=2"- Z ayz' " =z" (a, + g(z))
v=0

Fiir |z| — oo geht [g(z)| gegen Null, insbesondere gibt es ein R € R~ mit

|g(z)] < min{(1 —c1) |au|, (c2 — 1) |an|} fiir alle z mit |z| > R.

3Joseph Liouville (1809 - 1882)

31Charles Emile Picard (1856 - 1941)

32Das klassisch wichtigste Problem der Algebra ist die Losung algebraischer Gleichungen. Historisch ist das
nichts anderes als die Bestimmung von Nullstellen von Polynomen mit reellen Koeffizienten. Hier ist offensichtlich
der von Johann Carl Friedrich Gauf8 (1777 - 1855) bewiesene Fundamentalsatz von grundlegender Bedeutung.
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Mit den Dreiecksungleichungen 1.7 (c) gilt dort dann

P(2)] = |z]" lan + g(2)| = [z]" |an — (=g(2))] = I2I" (lan| = |8(2)]) = c1 |an] |2]",
IP(2)] = lz|" |an + g(2)| < [2[" (lan| + [8(2)]) < c2an|[2]".

Insgesamt haben wir so das Lemma gezeigt. O

Beweis des Fundamentalsatzes 3.36. Angenommen wir hétten P(z) # 0 fiir alle z € C. Dann wire
die Funktion 1/P(z) auf ganz C definiert und holomorph. Schreiben wir P(X) = Y_,a,X" €
C[X] mit n > 1 und a, # 0. Dann ist durch P eine Funktion

JC —=C
|z = P>) =Y a,z"

gegeben.’> Wegen nn > 1 und a, # 0 und nach dem Wachstumslemma fiir Polynomfunktionen
3.37 geht |P(z)| fur |z|] — oo gegen unendlich. Fiir ein vorgegebenes M > 0 gibt es also ein
R > 0 mit

|P(z)| > M firallez € Cmit |z| > R,

beziehungsweise mit

1
|m\ <M ! farallez € C mit |z| > R.
Da 1/P(z) auf ganz C stetig wire, wire ihr Betrag |1/P(z)| auf dem durch |z| < R gege-
benen Kompaktum beschrédnkt. Insgesamt wire also die ganze Funktion 1/P(z) auf ganz C
beschrinkt, nach dem Satz von Liouville 3.34 also konstant. Es folgte, dass auch P(z) auf ganz

C konstant wire, was im Widerspruch zu unserer Annahme stiinde. P(z) muss also eine Null-
stelle in C haben. O

Satz 3.38 (Potenzreihenentwicklungssatz). Sei U,(zo) eine offene Kreisumgebung um einen Punkt
zo € Cund sei f : U,(z9) — C holomorph. Dann gilt

o £(v)
fla) =y L=

v=0

(z—2z9)" fiirallez € U,(zp). (Taylor-Reihendarstellung)

Beweis. Seig € (0,7). Dannist U,(zp) C

1 /
2
0%

wobei y durch (t) = zo + 0 2™ mit t € [0, 1] gegeben ist.

+(z0) und nach der Cauchy’schen Integralformel 3.29

dw fiir alle z € U,(z0),

3Da C ein unendlicher Korper ist, ist die Abbildung, die einem Polynom die zugehorige komplexe Polynom-
funktion zuordnet, sogar injektiv.
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1
w—z

Bild(7),z € U,(z0) gilt wegen 2=%0l 1 offenbar

Die Idee ist nun, den Cauchy-Kern in eine geometrische Reihe zu entwickeln. Fiir w €

|lw—zo|
1 1 o1 11 i(z—z())"
w—z (w—2z0)— (z—20) w}ZO 1-22 w—zp w—z0,5\W—2
Z — Zo
- Z _ZO v+1
Insbesondere ist
1 ad f(w) .
f(z) = 5ori /1;) W(Z —z0)"dw fiiralle z € Uy(zo)- (3.5)
v

Fiir festes z € U, (z) konvergiert die Reihe

£

gleichméBig auf Bild(vy),
denn: Die Reihe

I =)

1z=z0] Zo\

konvergiert wegen 7= < 1 gleichmaBig. Als stetiges Bild des Kompaktums [0,1] ist Bild(7y)

kompakt. Die Funkt10n f ist holomorph und somit stetig auf U, (zo), weshalb sie auf der kom-
pakten Menge Bild(+y) beschréankt ist. Der Faktor f(w) dndert deshalb nichts an der gleichmé-
Bigen Konvergenz. #

Nach Ubungsaufgabe 3.2 kénnen wir daher in (3.5) Integration und Summation vertauschen

und erhalten
1 / f(w)
z) =) ~— —————dw | (z —zp)".
(ORI ( e 4o | =)
Nach der Verallgemeinerten Cauchy’schen Integralformel 3.31 gilt

1 f(w) _ fM(z0)
2m(y/ (w — zg)vH1 dw = v! :

und somit

f(z) = i ) (z0) (z—2z0)" firallez e U,y(2o).

V!

Da ¢ beliebig mit 0 < ¢ < r war, ist hiermit der Satz gezeigt. O
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Aus dem Satz lasst sich folgendes sehr wichtige Korollar gewinnen.

Korollar 3.39. Sei D C C offen und f : D — C eine Abbildung. Dann sind folgende beiden Aussagen
dquivalent.

(i)  f ist auf D holomorph.

(i)  f ist auf D analytisch, d. h., f ist um jeden Punkt zy € D in eine Potenzreihe entwickelbar. Es
gibt also zu jedem zy € D eine offene Kreisumgebung U (zo) C D und eine Potenzreihe

Y ay(z—z)"
v=0
mit Entwicklungspunkt zo, die auf Uy (zo) konvergiert und mit f(z) iibereinstimmt.

Beweis. Sei zunéchst f auf D holomorph. Wegen der Offenheit von D gibt es zu jedem beliebi-
gen Punkt zy € D ein hinreichend kleines ¢ > 0 mit U,(z9) C D. Die Funktion f ist dann insbe-
sondere auf U (zg) holomorph und somit analytisch nach dem Potenzreihenentwicklungssatz
3.38.

Sei nun umgekehrt f auf D analytisch, also in jedem Punkt zg € D in eine Potenzreihe mit
Konvergenzbereich U,(zg) C D entwickelbar, wobei ¢ von zy abhéngt. Da Potenzreihen nach
Satz 2.39 auf dem Konvergenzbereich holomorph sind, ist f auf U (zg) holomorph. Da zg in D
beliebig gewahlt war, ist f auf ganz D holomorph. O

Bemerkung 3.40. (a) Fiir die Koeffizienten in Aussage (ii) von Korollar 3.39 gilt nach der Taylorfor-
mel fiir Potenzreihen 2.40 notwendigerweise

(b) Das reelle Analogon von Korollar 3.39 gilt nicht: Ist I C R ein offenes Intervall und f : I —
R beliebig oft differenzierbar, so braucht f nicht um jeden Punkt xo € I in einer Potenzreihe
entwickelbar zu sein,

denn: Betrachten wir I = (—1,1) und f : I — R mit

o e 3 fiir x # 0,
Jx) = {0 fiir x = 0.

Mit Methoden der reellen Analysis zeigt man, dass f auf I beliebig oft differenzierbar ist, aber fiir
alle v € Z> die Bedingung fV)(0) = 0 erfiillt. Die Taylor-Reihe von f an der Stelle xo = 0 ist
also identisch Null, die Funktion selbst ist aber nur fiir xo = 0 gleich Null. f ist somit in xg = 0
nicht in eine Potenzreihe entwickelbar. #
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(c) Sei D C Coffen und f : D — C holomorph. Sei r > 0 eine positive reelle Zahl mit U, (zo) C D.
Dann konvergiert nach dem Potenzreihenentwicklungssatz 3.38 die Taylor-Reihe von f in zo auf
U, (zo) und stimmt dort mit f iiberein.

Ist nun R > 0 die grofite reelle Zahl, fiir die Ug(zo) noch in D enthalten ist, so kann es passieren,
dass die Tnylor-Reihe tatsichlich auf einem sehr viel grofieren Bereich konvergiert, dort aber nicht
mehr notwendigerweise die Funktion f darstellt,

denn: Sei Log(z) der fiir z € C_ definierte Hauptwert des Logarithmus. Sei weiter zg € C_. Mit

1 (—1)v-1
Log'(z9) = - und somit auch  Log™"(z9) = (v —1)! —_—

0 0

fiirallev € Z>4

erhalten wir fiir alle v > 0 mit U, (z9) C C_ die Potenzreihenentwicklung

(TSP
0)"  fiiralle z € Uy(zo)

Log(z) = Log(zo) + Y a0

v=1
an der Stelle z = zy. Nach der Formel von Cauchy-Hadamard 2.35 hat die Potenzreihe rechts den

Konvergenzradius

1
r= = |zo].

. e
limsup, . /] T |

Andererseits ist fiir Rezg < 0 analog zu (1.1) der Abstand von zo zur negativen reellen Achse, auf
der Log(z) unstetig ist, echt kleiner als |zo.

20

#

Satz 3.41 (Approximationssatz von Weierstra®). Seien D C C offen und (fu)nez., eine Folge von
Funktionen f, : D — C, die punktweise gegen eine Funktion f : D — C konvergiert. Die Konvergenz

34Karl Theodor Wilhelm Weierstra (1815 - 1897)



69 Kapitel 3. Komplexe Integrationstheorie

sei gleichmiif$ig auf jeder kompakten Teilmenge von D, und alle f, seien auf D holomorph. Dann ist f
auf D holomorph, die Folge (f,)ncz., konvergiert gegen f', und die Konvergenz ist gleichmifiig auf
jeder kompakten Teilmenge von D.

Beweis. Die Funktion f ist auf D stetig,

denn: Sei zg € D fest und sei U,(zp) eine Kreisumgebung von zy mit U,(zg) € D. Der Ab-
schluss u: (z0) ist kompakt und vollstindig in D enthalten, so dass nach Voraussetzung die

Folge (fu)nez., auf Uz (zo) gleichméBig gegen f konvergiert. Da weiterhin die Funktionen f,

stetig sind, folgt wie in der reellen Analysis die Stetigkeit von f auf U: (zo). Da zg € D beliebig
gewdahlt war, folgt die Stetigkeit von f in ganz D. #

Seien wieder zp € D fest und U,(zp) eine Kreisumgebung von zo mit U,(zp) C D. Mit der
Cauchy’schen Integralformel 3.29 gilt dann fiir alle n € Z>¢

fu(z) = ﬁ / mdw fir alle z € U,(zo),

wobei die Integrationskurve durch 1y (f) = zo + r¢*™ mit ¢ € [0, 1] gegeben sei. Fiir z € U (zo)
und w € Bild(vy) gilt

ror
w—z|=|(w—z20)~(z-2)| 2 [w—2]-|z-2]2r-5=7. (3.6)

Da Bild(y) € D kompakt ist, konvergiert nach Voraussetzung die Folge (f,)ncz., auf Bild(7y)
gleichmiflig gegen f, fiir alle ¢ > 0 gibt es also ein N € Z>( mit

|fu(w) — f(w)| < e firallen > N und alle w € Bild ().
Fiir z € U; (z9) und w € Bild(7y) folgt dann mit (3.6)

,JZ:(_W)_ ()’_|fn() fw)| _ 2¢

|w — z| r’
Das bedeutet, dass die Folge fn(w) auf Bild(7y) gleichmiafSig gegen Lﬁ’) konvergiert. Fiir
& nEZos & & 8eg z &

w—z w

alle z € U; (zo) folgt somit nach Ubungsaufgabe 3.2.

f()_hmfn()—hm—

n—00 n—o0 2771 w—2z

! lim de

2711 n—oo W — Z

_ 1 7 f(w)
_27ri7/w—zdw'

Mit der Leibniz’schen Regel 3.30 folgt, dass f(z) auf U;(zp) holomorph ist. Wegen zo € D

beliebig ist also f auf D holomorph. Der Rest der Behauptung wird in Ubungsaufgabe 3.10
gezeigt. [
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3.5 Ubungsaufgaben

Aufgabe 3.1. Ubertragen Sie Proposition 3.10 auf stiickweise glatte Kurven iy = 1 x ... % yy.

Aufgabe 3.2. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Seidurchy : [a,b] — C eine stiickweise glatte Kurve gegebene, und sei (fu)nez., : v([a,b]) = C
eine Folge stetiger Funktionen, die gleichmif$ig gegen f konvergiert. Dann gilt

lim [ fu(e)dz = [ f(z) e

(b) Sei —c0o < a < b < oo, und sei durch vy : (a,b) — C eine stetig differenzierbare Kurve gege-
ben. Sei weiter f : y((a,b)) — C stetig. Dann ist in Analogie zum Reellen das uneigentliche
Kurvenintegral definiert durch

b
[ @dzi= [ fae)y/ v ar
¥ a

wobei rechts das uneigentliche Riemann- oder Regelintegral bzw. das Lebesque-Integral steht (falls
existent).

Sei nun auflerdem (f'rl)nEZzo : ¥((a,b)) — C eine Folge stetiger Funktionen, deren Summe
Ynez., fn(2) lokal gleichmifig konvergiert und fiir die

). blfn(’r(t))’y’(t)| dt < oo

existiert. Dann existiert auch [(YC,ez., fa(2)) dz, und es gilt™®

L(Zﬁ&)a—%m/ﬂ

n€Zx>g

Aufgabe 3.3. Sei 0 < a € R. Berechnen Sie folgende Integrale, wobei die Integrationskurven einfach
und im mathematisch positiven Sinne zu durchlaufen sind:

@ | o % dz, wobei Q, das achsenkreuzparallele Quadrat mit Seitenlinge 4 und Diagonalenschnitt-
punkt im Ursprung bezeichne.

(b) f|z| a%

35Beim Beweis hilft der folgende Satz aus der reellen Analysis, der fiir alle oben genannten Integrale gilt:
Seien a < b zwei reelle Zahlen, und sei (fu)nez., : (a,b) — R eine Folge auf (a,b) absolut integrierbarer Funk-
tionen. Seien weiter die Summen

b
L [ 1h@lds und ¥ fulx)

neZso " a ne€Zx>g

konvergent, und sei die letzte Summe als Funktion in x sogar stetig. Dann existiert das Integral | ab (Cneze, fu(x))dx

und nimmt den Wert } ¢z, f fn(x)dx an.
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(C) fz|:2a ﬁ dz.

Aufgabe 3.4 (Satz von Morera). % Sei D C C ein Gebiet und f: D — C eine stetige Funktion.
Zeigen Sie: Verschwinden fiir alle Dreiecke /\(z1,22,2z3) C D die Integrale

| ree
Yz1.29,23

so ist f holomorph.
Aufgabe 3.5. Berechnen Sie die folgenden Integrale mithilfe der Cauchy’schen Integralformeln 3.31:
() ﬁz,a‘:a G dzmita>1,

(b) fz|:2 22ei1 dz.

Aufgabe 3.6. Essei 0 < R € R und n € Zx,. Berechnen Sie durch Integration einer geeigneten
Funktion iiber den Rand des Sektors

(zeCllzl € (0,R), Arg(z) € (0,20))

das Integral

© 1
/ dx.
o 1+ x

Aufgabe 3.7. Sei D C C ein Gebiet und f : D — C eine analytische Funktion. Zeigen Sie vermaoge
der Cauchy’schen Integralformeln 3.31, dass die Funktion

DxD —C,
f@—fw) g

. — fiir z # w,
f'(z) fiirz =w

(3

(z,w)
als Funktion in zwei Variablen stetig ist.

Aufgabe 3.8 (Riemann’scher Fortsetzungssatz). Sei D C C offen und A C D eine abgeschlossene
Teilmenge, die nur aus isolierten Punkten besteht. Zeigen Sie, dass dann folgende Aussagen iiber eine
auf D ~. A holomorphe Funktion f dquivalent sind:

(i)  f ist holomorph nach ganz D fortsetzbar.
(ii)  f ist stetig nach ganz D fortsetzbar.

(iii)  f ist in einer Umgebung U C D eines jeden Punktes a € A beschriinkt.

36Giacinto Morera (1856 - 1909)
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(iv) lim, ,(z—a)f(z) =0fiirallea € A.

Aufgabe 3.9. Zeigen Sie die folgenden Behauptungen:
(a) Das Bild einer jeden nichtkonstanten ganzen Funktion f liegt dicht in C.
(b) Jedes nichtkonstante Polynom P € C[X] ist surjektiv, es gilt also P(C) = C.

(c) Sei f: C — C eine ganze Funktion. Gibt es eine natiirliche Zahl n € Z>( und reelle Konstanten
M, R > 0 mit
|f(z)| < M|z|* fiiralle |z| > R,

dann ist f ein Polynom von Grad deg(f) < n.

Aufgabe 3.10. (a) Beenden Sie den Beweis des Approximationssatzes von Weierstraf$ 3.41: Sei D C
C offen, und sei (fn)nez., : D — C eine Folge von holomorphen Funktionen, die punktweise
gegen eine holomorphe Funktion f : D — C konvergiert. Die Konvergenz sei gleichmiifig auf
jeder kompakten Teilmenge von D. Zeigen Sie, dass dann die Folge (f})ncz., gegen f' konvergiert,
und zwar gleichmif$ig auf jeder kompakten Teilmenge von D. )

(b) Sei D C C eine offene Teilmenge, und sei ( fu)ncz., eine Folge holomorpher Funktionen f, : D —
C. Sei weiter

F(z) := ifn(z) fiirallez € D
n=1

eine normal konvergente Reihe, es gebe also fiir jedes Kompaktum K C D eine Folge (My)nez-,
nichtnegativer reeller Zahlen mit |f,(z)| < M, fiir alle z € K und alle n € Zxo, fiir die die
Reihe Y1 M, konvergiert. Zeigen Sie, dass F(z) dann auf D holomorph ist und die komplexe
Ableitung durch

F'(z)=)_ fi(z) fiirallez € D
n=1
gegeben ist.

(c) Zeigen Sie in der Situation von Aufgabenteil (b), dass die Reihe der Ableitungen F'(z) ebenfalls
normal konvergent ist.

Hinweis: Fiir ein Kompaktum K betrachte man eine offene Uberdeckung von Kreisscheiben
{U,(a) }sek eines festen Radiuses € > 0, sodass Ue(a) C D fiir alle a € K.

Aufgabe 3.11. (a) Zeigen Sie, dass das uneigentliche Integral

I'(z) ::/ - lemtdt
0

fiir z € C mit Re(z) > 0 absolut konvergent ist und auf D := {z € C;Re(z) > 0} eine
holomorphe Funktion darstellt.

Hinweis: Zum Beweis der Holomorphie zeigt man zuniichst, dass die Funktionenfolge (T')ncz.,
mit ;
Th(z) = / t#~le7tdt fiirallez € D
1/n
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auf Kompakta gleichmiiflig gegen T'(z) konvergiert und benutzt die Leibniz’sche Regel 3.30 sowie
den Approximationssatz von Weierstrafs 3.41.

(b) Zeigen Sie die Funktionalgleichung
I'(z+1) ==zI(z) firallez € D

und folgern SieT'(n + 1) = n! fiirn € Z>y.

Aufgabe 3.12. (a) Zeigen Sie ohne den Satz von Liouville 3.34, dass die Funktion
f(z) =1+ sin*(z)
auf C nicht beschrinkt ist.

(b) Bestimmen Sie alle Paare (f,g) ganzer Funktionen mit

2 (z) +¢*(z) =1 fiirallez € C.



KAPITEL 4

Lokale Abbildungseigenschaften holomorpher Funktionen

4.1 Elementargebiete

Definition 4.1. Ein Gebiet D C C heif$t Elementargebiet, wenn jede holomorphe Funktion f : D —
C auf D eine Stammfunktion hat.

Beispiel 4.2. (a) Nach dem Cauchy’schen Integralsatz 3.25 ist jedes Sterngebiet ein Elementargebiet.

(b) Nach Beispiel 3.18 hat die auf C ~. {0} holomorphe Funktion 1 dort keine Stammfunktion. Es folgt,
dass C ~. {0} kein Elementargebiet ist.

Proposition 4.3. Seien D1, Dy C C zwei Elementargebiete. Gilt D1 N Dy # @ und ist D1 N Dy
zusammenhingend, so ist auch D1 U D, ein Elementargebiet.

Beweis. Als Vereinigung offener Teilmengen ist D1 U D, wieder offen und als Vereinigung zwei-
er zusammenhédngender Teilmengen mit nichtleerem Durchschnitt ist D1 U D, auch zusam-
menhdngend. Insgesamt ist also D1 U D, ein Gebiet.

Seinun f : D; UD,; — C eine holomorphe Funktion. Dann sind auch die Einschrankungen f|p,
und f|p, holomorph. Da D; und D, Elementargebiete sind, gibt es holomorphe Funktionen
F; : D1 = Cbzw. F, : Dy — C, deren Ableitungen auf D7 bzw. D, mit f(z) tibereinstimmen.
Es folgt

(FL—B)(z) =F(z) — F(z) = f(z) — f(z) =0 fiirallez € D; N Ds.

Da Dy N D, zusammenhéngend ist, gibt es daher nach Korollar 2.25 eine Konstante ¢ € C mit
F, = K, +cauf D; N Dy. Mit F, ist auch F, + ¢ Stammfunktion von f auf D,. Wir konnen somit
ohne Einschrankung F, durch F, 4 c ersetzen, also annehmen, dass F; und F, auf D1 N D,
ubereinstimmen. Wir setzen nun

r. DiUD, —C,
"z — F(z) fiirz € Dy und k € {1,2}.

74
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Dann ist F wohldefiniert, holomorph auf D; U D, und erfiillt F' = f auf D; U D,. Folgerichtig
ist D1 U D, ein Elementargebiet. O

Bemerkung 4.4. Man kann Proposition 4.3 benutzen, um zu einzusehen, dass nicht jedes Elementar-
gebiet auch ein Sterngebiet ist,

denn:

N

Dy und D, sind als Sterngebiete insbesondere Elementargebiete. Nach Proposition 4.3 ist also auch
D1 U D; ein Elementargebiet. Man sieht andererseits schnell, dass D1 U Dy kein Sterngebiet ist. #

Bemerkung 4.5. In Abschnitt 7.3 werden wir zeigen, dass sich Elementargebiete auch geometrisch
charakterisieren lassen als einfach zusammenhdingende Gebiete, also Gebiete, in denen jede geschlos-
sene Kurve nullhomotop ist, sich also stetig auf einen Punkt zusammenziehen lisst. Anschaulich sind
Elementargebiete also Gebiete ,,ohne Locher”.

Lemma 4.6. Sei D C C ein Elementargebiet, und sei f : D — C holomorph und nullstellenfrei. Dann
gelten die folgenden beiden Aussagen:

(a) Es gibt eine holomorphe Funktion h : D — C mit f(z) = exp(h(z)) fiir alle z € D.

(b) Fiir jedes n € Z>1 gibt es eine holomorphe Funktion H : D — C mit H" = f auf D.

Beweis. Da f auf D keine Nullstellen hat, ist die logarithmische Ableitung fT, auf D holomorph.

Da D ein Elementargebiet ist, hat somit le eine Stammfunktion F auf D. Schreiben wir

G(z) := ex]}cj(l;gz) mitz € D,
so gilt
G(z) = F'(z) f(z) exp F(z) —exp F(z) f'(z) _ F(2) exp F(z) — f'(2) exp F(z) L
f2) £z ~

Da D ein Gebiet ist, gibt es somit nach Korollar 2.25 eine Konstante C € C* mit G(z) = C
fur alle z € D. Andererseits ist exp : C — C* surjektiv, so dass es ein ¢ € C mit C = e° gibt.
Insgesamt gilt
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also
f(Z) — eF(z)fc_

Wir konnen daher i := F(z) — ¢ wahlen, was Behauptung (a) zeigt.

Setzen wir H(z) := exp (1 h(z)), so gilt

H"(z) = exp (h(z)) = f(2),
und Behauptung (b) folgt. O

4.2 Der ldentitatssatz

Lemma 4.7 (Identitétssatz fiir Potenzreihen). Seien
Y ay(z—z0)" und Y b,(z—z0)" mitay,b, € Cfiirallev € Zxg
v=0 v=0

zwei Potenzreihen mit Entwicklungspunkt zo € C, die in einer Kreisumgebung U, (zo) von zo konver-
gieren. Sei weiter (z,,)5°_; eine Folge in U, (zo) ~ {zo} mit Grenzwert lim,_,o 2, = 2zo. Gilt dann

Y ay(zn —20)" =Y by(zn —20)" fiirallen € Z1,
v=0 v=0

so gilt bereits a, = b, fiir alle v € Z>o.

Beweis. Angenommen, es gibt ein v € Z>o mit a, # b,. Sei i die kleinste solche Zahl. Dann gilt

[ee] (o]

Y ay(zn—z0)" = ) by(zn —20)" fiirallen € Z1.
vV=pu V=Hu

Nach Division durch (z, — zp)* # 0 folgt:

[ee]

ay + ay1(zn —20) + ... = Z ay(zy —z0)"' ™
v=p
=Y bu(zn —20)" " = by + bus1(zn — 20) + . ...
v=p
Wegen lim,, .z, = zo liegen die Folgenglieder z, schon in einem Kompaktum Ug(zo) -

Uy(zp) mit 0 < ¢ < r. Nach Proposition 2.33 konvergieren die Potenzreihen in diesem
Kompaktum gleichméfiig, und bei gleichmiflig konvergenten Reihen diirfen Grenziibergan-
ge und Summation vertauscht werden. Lassen wir also n gegen oo gehen, so folgt wegen
lim;, ;0 2y = zo die Gleichheit a, = b,, was im Widerspruch zu unserer Annahme steht. Es
gilt also a, = b, fiir alle v € Z>, so dass das Lemma bewiesen ist. ]
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Wie wir wissen, sind holomorphe Funktionen lokal in Potenzreihen entwickelbar. Auf diese
Weise sollten wir das Lemma also auch auf holomorphe Funktionen anwenden konnen. In der
Tat:

Satz 4.8 (Identitdtssatz fiir holomorphe Funktionen). Sei D C C ein Gebiet. Seien f,g : D —
C zwei holomorphe Funktionen. Es gebe aufSerdem einen Punkt zo € D und eine Folge (z,)5_, in
D ~ {zo} mit Grenzwert limy,_,« 2, = 2o, fiir die

f(zn) = g(zn) fiirallen € Z>,
Qilt. Dann stimmen auf ganz D die Funktionen f(z) und g(z) iiberein.

Beweis. Sei F(z) := f(z) — g(z) fur alle z € D. Dann ist F(z,) = 0 fiir alle n € Z>1. Seien
A:={zeD|FY(z) =0fiirallev € Zso},
B:={ze D| esgibteinv € Z>o mit F")(z) # 0}.
Wir wollen nun zeigen, dass A und B beides offene Mengen sind. Dazu schreiben wir die
Funktion F(z) um: Holomorphe Funktionen sind nach Korollar 3.39 analytisch, und nach Teil

(a) von Bemerkung 3.40 kennen wir die Gestalt der lokalen Taylor-Koeffizienten. Es gibt somit
zujedema € D ein e > 0 mit U(a) C D und

-
F(Z>=ZOF (a)

” (z—a)" furallez € Ug(a). 4.1)

A ist offen,

denn: Seia € A.Nach (4.1) verschwindet F(z) dann auf ganz U, (a), insbesondere gilt F")(z) =
0 fir alle z € Ug(a) und alle v € Zx¢. Es folgt U(a) C A und somit die Offenheit von A. #

B ist offen,

denn: Sei a € B. Dann gibt es ein v € Z>o mit F") (a) # 0. Wegen der Stetigkeit von F(*) gibt es
eine Umgebung V von a, auf der F(*)(z) keine Nullstelle hat. Insbesondere ist V in B enthalten,
und letzteres ist offen. #

Weiter gilt nach Konstruktion

ANB=® und AUB=0D,
so dass D die disjunkte Vereinigung zweier offener Mengen ist.
Auflerdem ist A # @,

denn: Wahlen wir speziell a = zp und schreiben F(z) wie in (4.1). Da nach Voraussetzung
F(z,) = 0 gilt fiir alle n € Z>1, folgt mit dem Identitétssatz fiir Potenzreihen 4.7 F v) (z0) =0
tiir alle v € Z>¢. Insbesondere liegt zg in A. #

Der Zusammenhang des Gebiets D ldsst sich so charakterisieren, dass D nicht als disjunkte
Vereinigung zweier nichtleerer offener Mengen geschrieben werden kann. Mit dem bisher Ge-
zeigten folgt daher B = @ und somit D = A. Insbesondere ist F(z) = 0 fiir alle z € D, also
f(z) = g(z) auf ganz D. O
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Bemerkung 4.9. (a) Der Identititssatz 4.8 gilt nicht fiir beliebige offene Teilmengen D C C,
denn: Sei D = U;(0) U Uy (3). Dann stimmen die Funktionen f = idp und ¢ : D — C mit

)z zely(0),
8(z) = {—z z € Uy(3)

auf jeder in Uy (0) enthaltenen Folge mit Grenzwert 0 iiberein, sind aber offensichtlich verschieden.
#

(b) Nach dem Identititssatz 4.8 ist der Gesamtverlauf einer holomorphen Funktion auf einem Gebiet
schon durch ihre Werte auf einer ,,sehr kleinen Teilmenge” von D, wie etwa einem Geradenstiick-
chen, vollstindig bestimmt.

Korollar 4.10. Sei D C C ein Gebiet. Sei f : D — C holomorph nicht identisch Null auf D. Dann ist
die Nullstellenmenge T(f) := {z € D | f(z) = 0} abgeschlossen in D und besteht nur aus isolierten
Punkten.

Beweis. Die komplexen Zahlen C sind ein Hausdorff-Raum und die einelementige Teilmenge
{0} C C somit abgeschlossen. Als Urbild von {0} unter der stetigen Funktion f ist folglich
auch die Nullstellenmenge T(f) abgeschlossen.

Das Korollar folgt nun, wenn wir zeigen konnen, dass T(f) in D keinen Haufungspunkt hat.
Nehmen wir also an, es gébe einen Haufungspunkt zo von T(f) in D. Dann existierte eine Folge
(zn)nez-o in T(f) ~ {z0} mit Grenzwert lim, .z, = zo. Nach Konstruktion galte f(z,) = 0
fir alle n € Z> und mit dem Identititssatz 4.8 folgte f = 0 auf D. Das hatten wir aber explizit
ausgeschlossen. O

Bemerkung 4.11. Ist eine offene Teilmenge D C C nicht zusammenhiingend, so lisst sich D als dis-
junkte Vereiniqung nichtleerer offener Teilmengen D = D1UD, schreiben. Dann sind durch

1 fiirz € Dy, 0 fiirz € Dy,
fiz) =L EEDY g gy 0 SrEE D
0 fiirz e Dy 1 firze Dy

offensichtlich zwei nichttriviale, holomorphe Funktionen auf D gegeben, deren Nullstellenmengen nicht
aus isolierten Punkten bestehen.

Folgendes zweites Korollar des Identititssatzes ist zwar offensichtlich, aber dennoch von
grofiem Nutzen:

Korollar 4.12 (Eindeutigkeit der holomorphen Fortsetzung). Sei D C C ein Gebiet und M C D
eine Teilmenge, die in D mindestens einen Hiufungspunkt besitzt. Sei f : M — C eine Abbildung. Gibt
es eine holomorphe Funktion f : D — C mit f(z) = f(z) auf ganz M, so ist f eindeutig bestimmt.

Beispiel 4.13. Die reellen Funktionen e*,sin x, cos x usw. haben genau eine holomorphe Fortsetzung
ins Komplexe.
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4.3 Der Satz von der Gebietstreue

Satz 4.14 (Satz von der Gebietstreue). Sei D C C ein Gebiet. Sei f : D — C holomorph und nicht
konstant auf D. Dann ist auch f (D) ein Gebiet.

Beweis. Die Funktion f ist stetig und D ist zusammenhdngend. Da Zusammenhang eine topo-
logische Eigenschaft ist, ist auch f(D) zusammenhidngend. Wir miissen also nur noch zeigen,
dass f(D) offen ist.

Sei dafiir a € D mit Bild b := f(a). Es gilt zu zeigen, dass es eine offene Umgebung U, (b) von
b gibt, die ganz in f(D) enthalten ist. Ersetzen wir dabei gegebenenfalls f(z) durch g(z) :=
f(z +a) — b und beachten, dass Translationen Homdomorphismen sind, so konnen wir ohne
Einschrankung a = b = 0 annehmen.

D ist offen, so dass 0 € D ein innerer Punkt ist. Da f holomorph und nach Korollar 3.39 also
analytisch ist, gibt es somit eine offene Umgebung U,(0) in D und eine auf U,(0) konvergente
Potenzreihe Y, a, z¥ mit Koeffizienten 4, € C und

f(z) =) a,z" firallez e U(0).
v=0

D ist ein Gebiet und f nach Voraussetzung auf D nicht konstant, insbesondere nicht konstant
Null. Die Teilmenge U,(0) C D ist offen und enthélt damit einen Haufungspunkt. Nach dem
Identitdtssatz 4.8 ist f daher auch auf U, (0) nicht konstant Null, so dass nicht alle Koeffizienten
a, Null sein kénnen. Wegen f(0) = 0 gilt aber ap = 0. Sei also nun n > 1 der kleinste Index v
mit a, # 0. Wir konnen somit
f(z)=2"-Y a,z'"" firallez € U(0)
v=n _
=:8(2)

schreiben. Die Funktion g(z) ist hierbei auf U,(0) holomorph und erfiillt g(0) = a, # 0. Da g
stetig ist, folgt hieraus g(z) # 0 in einer ganzen Kreisumgebung U;, (0) mit einem hinreichend
kleinen ¢; € (0, ¢). Wir wenden nun Teil (b) von Lemma 4.6 an auf die Funktion

g: U, (0) — C.

Das diirfen wir, da U, (0) ein Sterngebiet und also insbesondere ein Elementargebiet ist. Es
folgt die Existenz einer holomorphen Funktion

H: U, (0) - Cmit g(z) = H"(z) fiurallez e U, (0).

Setzen wir F(z) := z H(z) auf U, (0), so erhalten wir dort f(z) = (z H(z))" = F"(z).¥ Ferner
gilt F(0) = 0 und F'(0) = H(0) + 0H'(0) = H(0) # 0. Wir wollen den Satz tiber die inverse
Funktion aus der reellen Analysis auf F im Punkt z = 0 anwenden und interpretieren dafiir
C = R2. Das diirfen wir tun,

37Insbesondere haben wir hier in Verallgemeinerung von Lemma 4.6 eine n-te Wurzel aus einer nicht nullstellen-
freien holomorphen Funktion gezogen. Vgl. hierzu auch Ubungsaufgabe 4.1.
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denn: Wir schreiben F = u + vi mit reellen Funktionen u und v. Als holomorphe Funktion ist F
nach Satz 2.21 reell total differenzierbar und nach Korollar 2.23 gilt F' = u, + ivy = v, — iuy,.
Wegen der Stetigkeit von F’ sind somit die partiellen Ableitungen von F stetig, was die erste
Voraussetzung des Satzes iiber die inverse Funktion ist. Wir miissen noch zeigen, dass die
Jacobi-Determinante

J(F) = det (Zx Zy> = Uy Uy — Uy Uy
x Uy

fiir x = y = 0 nicht verschwindet. Als holomorphe Funktion erfiillt F die Cauchy-Riemann’-
schen Differentialgleichungen 2.21, es gelten also 1, = v, und 1, = —vy. Mit F' = uy + ivx und
F'(0) # 0 folgt somit fiir x =y =0

J(F) = u + o3 #0,
was zu zeigen war. #

Mit dem Satz iiber die inverse Funktion erhalten wir nun eine offene Umgebung V C U, (0)
von 0 und eine offene Umgebung W von 0, so dass F|?Y : V — W bijektiv ist. Insbesondere ist
F(V) offen. 0 = F(0) ist somit ein innerer Punkt von F(V), so dass es ein hinreichend kleines
r > 0 gibt mit U, (0) C F(V). Dann gilt bereits U,»(0) C f(V) C f(D),

denn: Wir koénnen ein beliebiges w € U,»(0) in der Form w = 7" mit einem 7 € C schreiben.
Dann gilt |t]" = |w| < r" und also |t| < r. Wegen U,(0) C F(V) gibt es daher ein z € V mit
F(z) = 7. Es folgt

w=1"=F(z)"=F'z) = f(z)

und damit die Behauptung. #

Wir haben somit gezeigt, dass es eine offene Umgebung von 0 gibt, die ganz in f(D) enthalten
ist. Da wir bereits zu Beginn den Satz auf diese Behauptung zuriickgefiihrt hatten, ist dieser
hiermit bewiesen. O

Korollar 4.15 (Offenheitssatz). Sei D C C offen, und sei f : D — C eine holomorphe Funktion, die
auf keiner Zusammenhangskomponente von D konstant ist. Dann ist f eine offene Abbildung, bildet
also offene Teilmengen von D stets auf offene Teilmengen von C ab.

Beweis. Sei A eine offene Teilmenge von D. Wegen der Offenheit von A in D und der von D in
C ist nach Konstruktion der Unterraumtopologie auch A offen in C. Insbesondere erhalten wir

A= ] U,(a),

aceA

wobei g, > 0 jeweils so gewdhlt sei, dass U, (1) C A gilt. Da f nach Voraussetzung auf kei-
ner Zusammenhangskomponente konstant ist und wegen der Eindeutigkeit der holomorphen
Fortsetzung 4.12 ist f auf keinem der Gebiete U,, (2) konstant. Nach dem Satz von der Gebiets-
treue 4.14 ist dann fiir alle 2 € A das Bild f(Ug,(a)) C C offen. Die Behauptung folgt, da nach
Definition der Topologie die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen wieder offen ist. [

38Carl Gustav Jacob Jacobi (1804 - 1851)
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Der Satz von der Gebietstreue 4.14 hat noch zwei weitere Korollare, fiir deren Formulierung
wir allerdings zuerst noch etwas Notation einfiihren.

Definition 4.16. Sei D C C ein Gebiet, und sei f : D — C eine holomorphe Funktion. Wir sagen, f
habe in zy € D ein lokales Betragsmaximum bzw. lokales Betragsminimum, wenn es eine offene
Umgebung Us(zo) von zg in D gibt mit

f@] < 1f(z0)| bzw. |f(2)] = [f(20)| fiirallez € Us(zo).

Korollar 4.17. Sei D C C ein Gebiet und f : D — C eine holomorphe Funktion, die auf D nicht
konstant ist. Dann gilt

(a) Die Funktion f hat auf D kein lokales Betragsmaximum. (Maximumprinzip)

(b) Besitzt f in zg ein lokales Betragsminimum, so gilt f(zg) = 0. (Minimumprinzip)

Beweis. Wir zeigen zundchst das Maximumprinzip. Angenommen, f ndhme in zg € D ein loka-
les Betragsmaximum an. Nach Definition 4.16 gébe es dann eine offene Umgebung Us(z9) C D
mit 6 > 0 und

|f(z)] <|f(zo0)| firallez e Us(zo).
Die Funktion f wére auch eingeschrankt auf Uy (zo) nicht konstant,

denn: Der Punkt z( ist ein Hiufungspunkt von U;(zp). Wire also f eingeschréankt auf Us(zo)
konstant, so nach dem Identitdtssatz 4.8 auch auf ganz D, was der Voraussetzung des Satzes
widerspéche. #

Nach dem Satz von der Gebietstreue 4.14 wére somit auch f(Us(z)) ein Gebiet und insbe-
sondere offen, und f(zg) wére ein innerer Punkt von f(Us(zo)). Es gédbe dann also eine offene
Umgebung U, (f(z0)) C f(Us(z0)) mite > 0. Jede solche Umgebung enthielte aber einen Punkt
f(z1) mitzy € Us(zo) und |f(z1)| > |f(20)],%° was ein Widerspruch zu unserer Annahme ist.

Der Beweis des Minimumprinzips geht genauso, mit dem einzigen Unterschied, dass im Fall
f(zo) = 0 in der Entsprechung zu Fufinote 39 kein Punkt mit kleinerem Betrag zu finden ist.
Alternativ konnen wir wie folgt argumentieren. Angenommen, f ndhme in zg € D ein lokales
Betragsminimum mit f(zo) # 0 an. Dann existierte ein 6 > 0 mit Us(z9p) € D und f(z) # 0
fiir alle z € Us(zp). Die Abbildung % : Us(z9) — C wire dann nicht konstant, denn andernfalls
wiére f auf Us(zp) und damit auch auf D konstant, und wiirde ein Betragsmaximum in zg
annehmen, was ein Widerspruch zu Aussage (a) ist. O

Korollar 4.18 (Maximumprinzip fiir Kompakta). Seien D C C ein Gebiet, K C D kompakt und
f : D — C holomorph. Dann nimmt die Einschrinkung f|x ihr — wegen der Kompaktheit von K
existentes — Betragsmaximum auf dem Rand 9K = K~ K = K ~ K von K an.

3Fiir f(z9) = 0 ist das klar. Fiir f(zg) # 0 kénnen wir f(z1) := (1+ ) f(z0) wihlen.

e
2[f(z0)]
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Beweis. Es gilt K = KUAK. Sei zg € K ein Punkt, in dem f|k sein Betragsmaximum annimmt.
Liegt zg auf dem Rand 9K, so ist nichts zu zeigen. Liegt zo im Inneren K, so nimmt f in zg € D
ein lokales Betragsmaximum an, ist also nach dem Maximumprinzip 4.17 (a) konstant auf D,
also auch auf K. Auch in diesem Fall wird also das Betragsmaximum auf dem Rand angenom-
men. O

Satz 4.19 (Lemma von Schwarz?). Sei E := {z € C | |z| < 1} die offene Einheitskreisscheibe.
Sei f : IE — IE holomorph und gelte f(0) = 0. Dann gelten

If(z)| < |z| fiirallez e E und |f'(0)] <1.

Beweis. Wegen f(0) = 0 ist die Funktion g : E — C mit

B %‘Z) firz # 0,
g(z)_{f'(o) fiirz =0

auf dem Gebiet IE holomorph.*! Nach dem Maximumprinzip auf Kompakta 4.18 nimmt daher
die Funktion g eingeschrankt auf das Kompaktum K, := {z € C | |z| < r} mitr € (0,1) ihr
Maximum auf dem Rand 9K, = {z € C | |z| = r} an. Dort gilt aber

) _ Yl 1

z r

8(2)] = | ,
so dass |g(z)| auf ganz K, durch 1 beschrinkt ist. Lassen wir r gegen 1 gehen, folgt fiir alle
ze B

|g(z)] <1 wundsomitauch |f(z)] <|z|.

AuBlerdem gilt |f'(0)| = |g(0)| < 1. O

Korollar 4.20. Gibt es in der Situation des Lemmas von Schwarz 4.19 zusitzlich einen Punkt zy €
E ~ {0} mit |f(zo0)| = |zol|, so gibt es eine Konstante ¢ € C vom Betrag |c| = 1 mit f(z) = cz.
Geometrisch lisst sich f also als Drehung verstehen.

Beweis. Seizp € E~ {0} mit|f(zo)| = |zo|, also mit |g(zo)| = 1. Wegen |g(z)| < 1firallez € E
(vgl. Beweis des Lemmas von Schwarz 4.19) nimmt g dann in zj ein lokales Betragsmaximum
an. Nach dem Maximumprinzip 4.17 ist also g auf It konstant, so dass wir

¢(z) =c firalleze E

schreiben konnen mit einer Konstanten ¢ € C. Setzen wir nun z = z( in g(z) ein, so folgt |c| = 1
wegen |¢(zo)| = 1. Hieraus folgt offensichtlich das Korollar. O

“OHermann Amandus Schwarz (1843 - 1921)
4 Hierfiir kann der Riemann’sche Hebbarkeitssatz 5.7 verwendet werden, den wir im néchsten Kapitel behandeln

werden. Wegen f(0) = 0 ist ndmlich lim,_, @ = f/(0), d.h. die Funktion @ ist stetig nach zp = 0 fortsetzbar,
nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz also auch holomorph nach zg = 0 fortsetzbar.
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4.4 Ubungsaufgaben

Aufgabe 4.1. Sei D ein Elementargebiet und f : D — C holomorph. Weiter sei zq die einzige Nullstelle
von f in D. Zeigen Sie: Genau dann gibt es eine in D holomorphe Funktion h mit (h(z))* = f(z), wenn
k die Nullstellenordnung von f in z teilt.

Aufgabe 4.2. (a) Zeigen Sie, dass es genau eine ganze Funktion f gibt, die fiir allen € IN

Flog(1+ 1)) = (-5 = 1) (14 )

erfiillt.

(b) Sei D C C ein Gebiet und seien f,g : D — C holomorph und nullstellenfrei. Sei weiter zo € D
und (zn)nez., eine Folge aus D ~\ {zo}, die fiir n — oo gegen zo konvergiert. Zeigen Sie, dass
dann gilt:

f'(z0) _ §'(z4)

= fiirallen €¢ N = esgibteinc € Cmit f = cg.

f(zn) g(zn)

(c) Untersuchen Sie, ob es eine holomorphe Funktion h : C ~ {0} — C gibt mit e"?) = % fiir alle
z € C~{0}.

Aufgabe 4.3. Geben Sie ein Beispiel fiir ein Gebiet D C C und holomorphe Funktionen f,g: D — C
an, deren Ubereinstimmungsmenge {z € D | f(z) = g(z)} einen Hiufungspunkt hat, die aber nicht
auf ganz D iibereinstimmen.

Aufgabe 4.4. Sei & C C die offene Einheitskreisscheibe und f: & — C eine stetige Funktion, die
eingeschrinkt auf I holomorph ist und f(0E) C O erfiillt. Zeigen Sie, dass dann gilt:

Z — ay
1—ﬁk2.

n
FHeER, n€Zxg ay,...,an €B: f(z)=¢"-T]
k=1

Hinweis: Zeigen Sie die Aussage zuniichst fiir ein nullstellenfreies f und fiihren Sie den allgemeinen
Fall darauf zuriick.

Aufgabe 4.5. Bestimmen Sie (mit Begriindung) jeweils das Betragsmaximum der folgenden Funktio-
nen auf der abgeschlossenen Einheitskreisscheibe T:

_z+2

fe) =25, R =2+z-1, o) =ep(), filz) =12

Aufgabe 4.6. In der reellen Analysis ordnet man einer glatten Funktion f : I — R auf einem offenen
Intervall I C R ihre Taylor-Reihe

n

% £(n)
) ! ('xo) (x —x0)"
n=0 :
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um den Entwicklungspunkt xo € I zu. Nach Teil (b) von Bemerkung 3.40 besitzt die Funktion g : R —
R mit
g(x) = {eﬁ}z rens
0 x =0,

zwar mit Y >4 0x" eine auf ganz R konvergente Taylor-Reihe um xo = 0, diese stellt jedoch g offen-
sichtlich nur im Punkt x = 0 dar. Andererseits besagt der Potenzreihenentwicklungssatz 3.38, dass jede
auf einer offenen Kreisscheibe in C gegebene holomorphe Funktion in allen Punkten der Kreisscheibe
durch ihre Taylor-Reihe um den Mittelpunkt dargestellt wird. In dieser Aufgabe untersuchen wir, wie
sich die Funktion g beim Ubergang ins Komplexe verhiilt:

(a) Bestimmen Sie alle holomorphen Funktionen
h:C~ {0} - C
mit h(x) = g(x) fiir alle x € R*.
(b) Zeigen Sie, dass sich keine der in (a) bestimmten Funktionen h stetig nach z = 0 fortsetzen lisst.

(c) Welchen Konvergenzradius hat die reelle Taylor-Reihe der Funktion g um x = 17

(d) Wie wir in Kapitel 5 sehen werden, trifft fiir jede holomorphe Funktion h : D \ {a} — C mit
D C C offen und a € D genau einer der folgenden drei Fiille zu.

(i)  hist stetig nach a fortsetzbar.
(i) Esgilt |h(z)| — oo fiir z — a.
(iii) h kommt in jeder in D gelegenen Umgebung von a jedem Wert in C beliebig nahe.
Welcher Fall trifft jeweils fiir die in Teil (a) bestimmten Funktionen h zu?
Aufgabe 4.7. Sei D C C ein Elementargebiet und u : D — R eine harmonische Funktion (vgl.
Ubungsaufgabe 2.1).
(a) Zeigen Sie, dass es dann eine holomorphe Funktion f : D — C gibt mit Re(f) = u.
Hinweis: Falls es ein solches f gibt, kann man f' durch u ausdriicken.
(b) Folgern Sie mit dem Satz von der Gebietstreue 4.14, dass die Funktion u konstant ist, wenn sie ein

lokales Extremum hat.

Aufgabe 4.8. Fiir ein beliebiges Gebiet D C C heifst
Aut(D) := {f : D — D | f bijektiv und f, f " sind holomorph}
die Automorphismengruppe von D. In dieser Aufgabe sollen die Automorphismengruppen der offenen

Einheitskreisscheibe It und der oberen komplexen Halbebene H := {z € C | Im(z) > 0} bestimmt
werden.
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(a) Zeigen Sie, dass die Abbildung

¢'{E - E,
a - _
z = ﬁzzful

fiir alle a € IE wohldefiniert, selbstinvers und holomorph ist.
(b) Folgern Sie

az + f P

Aut(E) = { o

,ﬁGCmﬁmF—mF:1}
und
az+b a b

Hinweis: Ist f € Aut(E), so gibt es ein a € E und ein ¢ € C mit |c| = 1, fiir die f = c - ¢, gilt
mit der Funktion ¢, aus Teil (a).



KAPITEL 5

Singularitaten

5.1 Klassifikation der Singularitaten
Definition 5.1. Sei zg € C. Dann heifit fiir aller > 0

U, (z0) := Ur(z0) ~{z0} ={z€C|0< |z—z| <7}
eine punktierte Kreisscheibe um z = z.

Definition 5.2. Sei D C C offen und f : D — C holomorph. Sei zo € C ~ D aber U,(zo) C D fiir
ein r > 0. Dann heif$t zq eine (isolierte) Singularitit von f.

Bemerkung 5.3. Wir sprechen Definition 5.2 von isolierten Singularititen, da wir per Konstrukti-
on ausgeschlossen haben, dass die Menge der Singularititen einen Hiufungspunkt enthilt. Man kann
allgemeiner auch Funktionen f : D — C mit nicht-isolierten Singularitiiten betrachten, wie etwa

-1 . D — C,
D=C~({k " |kez~{0}}u{0}) und f: {z s sin(Z)1.
Offensichtlich ist fiir jedes k € 7 ~ {0} die Stelle z; := k™! eine isolierte Singularitiit von f wie in
der Definition. Ebenfalls offensichtlich ist f auch in zg := 0 nicht definiert. Wegen limy_, zx = 2o
liegt aber in z keine isolierte Singularitit vor. Wir werden im Weiteren keine nicht-isolierten Singula-
rititen behandeln und deshalb vereinfachend schlicht von Singularitaten sprechen, wenn wir isolierte
Singularitdten meinen.

Definition 5.4. Sei D C C offen, f : D — C holomorph und zq eine Singularitit von f. Genau dann
heifit zo hebbar, wenn sich f holomorph auf D U {zo} fortsetzen lisst, wenn es also eine holomorphe
Funktion f : DU {zo} — C gibt mit f|p = f.

Bemerkung 5.5. In der Situation von Definition 5.4 lisst sich zweierlei feststellen:

86
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(a) Als Vereinigung zweier offener Mengen ist D U {zo} = D U U, (zo) offen.

(b) f ist holomorph und insbesondere stetig in zo. Somit gilt

f(zo) = lim f(z) = lim f(z),

zZ—2Z) zZ—2)

und f ist, wenn existent, eindeutig durch f bestimmt. Wir schreiben daher auch einfach f statt f.

Beispiel 5.6. Die Funktion
sinz

f(z) = . fiirz € C*

hat im Punkt z = 0 eine hebbare Singularitiit,

denn: Mit der Taylor-Entwicklung 2.45 (a) des Sinus gilt

2zt
sinz = z(1 — TR F...) firallez € C.
Die Potenzreihe
. 22 4
konvergiert somit fiir alle z € C, liefert uns also eine auf C holomorphe Funktion, die fiir z # 0 mit
f(z) tibereinstimmt, so dass wir eine holomorphe Fortsetzung von f(z) in z = 0 erhalten. #

Satz 5.7 (Riemann’scher Hebbarkeitssatz). Seien D C C offen, f : D — C holomorph und z eine
Singularitit von f. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1)  zq ist hebbar.
(i)  f ist stetig nach D U {zo} fortsetzbar.
(iii) Es gibt ein 6 > 0 mit Us(zo) C D, so dass f auf Us(zo) beschriinkt ist.

(iv) lim, . (z—2z0)f(z) =0.

Beweis. Aus Aussage (i) folgt offensichtlich Aussage (ii).

Gelte nun Aussage (ii) und nehmen wir an, f sei stetig nach D U {zy} fortsetzbar. Dann gibt es
ein 6 > 0 mit

1f(z) — f(z0)| <1 furallez € Us(zp).
Fiir z € Uj(zo) ist f(z) = f(z), also gilt fiir solche z
f(2)] < If(2) = f(=0)| + |f(20)]

= f(z) = f(z0)| + | (20)]
< 1+|f(20)l,

so dass f auf U;(zg) beschréankt ist. Das ist Aussage (iii).
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Aussage (iii) impliziert sofort Aussage (iv).

Gelte schlieSlich Aussage (iv). Wir definieren eine Funktion g : Us(z9) — C durch

o(2) = {<z —20)2 f(2) fiirz # zo,

0 fur z = zg.
Offensichtlich ist g auf Ujs(zo) holomorph. Wegen (iv) gilt

tim 8@ =80 _ yypy G20 @ =0y (o 4y =,

Z—20 zZ— 2 Z—2Z zZ—2p Z—20

und g ist auch in z = zy komplex differenzierbar mit Ableitung g’(zo) = 0. Nach dem Potenz-
reihenentwicklungssatz 3.38 hat deshalb g auf Us(z() die Taylor-Entwicklung

(o]
=Y ay(z—2z)"
v=0

( 0)

mit a, = . Wegen ¢(zo) = ¢'(z0) = 0 gilt dabei ag = 4y = 0. Klammern wir nun (z — zg)?
aus und setzen .
z) =Y ay(z— 20)V™? furallez € Us(zo).
v=2

Dann ist & holomorph auf Us(zp), denn wegen

v=2

haben die Potenzreihen auf beiden Seiten der Gleichung denselben Konvergenzradius. Aufser-
dem stimmt h auf Us(z) wegen

h(z) = Z—Zo Zav z—z0)" = (Z’g—(ZZ)O)Z = f(z) furallez € U(;(Zo)

mit f tiberein. & liefert also eine holomorphe Fortsetzung von f auf ganz U;(z). Die Hebbarkeit
der Singularitdt zo folgt, wenn wir wie folgt eine holomorphe Funktion f:DU{zp} — Cmit
flp = f definieren.

o h(z) firz € Us(zo),
(=) {f(z) fiir z & Us(2o).

Beispiel 5.8. In Beispiel 5.6 haben wir

f(z) = % mit z € C*

betrachtet. Mit dem Riemann’schen Hebbarkeitssatz 5.7 lisst sich die hebbare Singularitit in z = 0 nun
leichter nachweisen,
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denn: Es gilt
limzf(z) =limsinz =sin0 =0
z—0 z—0

und die Hebbarkeit von z = 0 folgt mit Eigenschaft (iv) des Hebbarkeitssatzes. #
Definition 5.9. Sei D C C offen, f : D — C holomorph und zo eine Singularitit von f. Genau dann

heifit zo ein Pol von f, wenn es ein 6 > 0 mit Us(z9) € D U {zo} gibt, eine holomorphe Funktion
¢ Us(z9) — C mit g(zo) # 0 und ein m € Zi~q mit

f(z) = (Zg_<2)m fiir alle z € Us(zo).

Die Zahl m heif3t hierbei die Polstellenordnung oo-ord(f;zo) von f in zy. Ist speziell m = 1, so heifst
z( ein einfacher Pol von f.

Bemerkung 5.10. Sei D C C offen, f : D — C holomorph und zg eine Singularitiit von f.

(a) Die Polstellenordnung oo-ord( f;zo) wie in Definition 5.9 ist eindeutig bestimmit,

denn: Nehmen wir an, es gilte fiir m > 1 € Ziq
sz hiz)
(z—2z0)™ (z—2z)"

wobei g, h : Us(zg) — C holomorphe Abbildungen mit g(zo) # 0 # h(zo) seien. Wegen h(zg) #
0 und der Stetigkeit von h gibt es eine punktierte Umgebung von z = z, in der wir h(z) invertieren
konnen und in der % beschriinkt ist, und es gilt dort

fiir alle z € Us(zp),

f(z) =

(Z _ Zo)mim — g(Z)

Lassen wir nun z gegen zo gehen, folgt mit m — 1 > 0 die Unmaglichkeit g(zo) = 0. Da sich
m < 1 analog ausschlieflen lisst, folgt m = 1 und somit die Eindeutigkeit von m. #

(b) Gilt co-ord(f;z¢) = m, so gibt es ein 6 > 0 mit

o a_m Cl,m+1 a_q .. .
f(z) = = z) + (2= 2 +...+ p— +ao+a1(z—z0) +... fiirallez € Us(zo)

fiir geeignete Koeffizienten a, € C fiir allev € Z>_y, und a_y, # 0. Dafiir miissen wir nur g(z)
in z = zq in eine Potenzreihe entwickeln und g(zo) # 0 beachten. Wir werden diesen Effekt in
Abschnitt 5.2 genauer untersuchen.

Satz 5.11. Sei D C C offen, f : D — C holomorph und zo eine Singularitit von f. Dann sind die
folgenden Aussagen gleichbedeutend:

(i)  zo ist ein Pol von f.

(i) Jim|f()] = o
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Beweis. Sei zunéchst zg ein Pol von f und

f(z) = (zg—(Z)m fiir alle z € Us(zo)

mit ¢ und m wie in Definition 5.9. Wegen g(zo) # 0, der Stetigkeit von g in zp und m > 1 folgt
dann wie verlangt

lim|f(z)| = llmM:oo

Z—2) Z—2) ’Z — Z(]|m
also Aussage (ii).

Gelte nun umgekehrt die in (ii) angegebene Bedingung lim,_,, |f(z)| = co. Dann gibt es eine
ganz in D enthaltene, punktierte Umgebung Us(zp) von zg, auf der |f(z)| > C fiir ein C € R~
gilt. Dort ist 1/ f definiert, holomorph und beschrankt. Nach dem Riemann’schen Hebbarkeits-
satz 5.7 14}t sich 1/f somit holomorph zu einer Funktion f auf Uj(zg) fortsetzen, die nach
Konstruktion f(zp) = 0 erfiillt. Nach dem Potenzreihenentwicklungssatz 3.38 hat deshalb f
auf U;(zp) eine Taylor-Entwicklung

[ee]

Z (z—20)" mita, € Cfiirallev € Z>,

mit einem m € Z~o und a,, € C \ {0}. Es gilt also

f(z) = (z = 20)" h(z)

mit einer holomorphen Funktion & : Us(zp) — C ohne Nullstellen in Us(z¢).*? Fiir z € U;(zo)
gilt somit

1
flz) = 1 _ 1 _ Wy 8(z)
flz)  (z—z20)"h(z) (z—z0)" (z—z0)"
wobei g := 1/h auf U;(z) holomorph ist und g(zo) # 0 erfillt. O

Definition 5.12. Sei D C Coffen, f : D — C holomorph und z, eine Singularitit von f. Genau dann
heifit zg eine wesentliche Singularitit von f, wenn zo weder hebbar noch ein Pol von f ist.

Beispiel 5.13. Die Funktion f(z) = et ist holomorph auf D = C* und hat eine wesentliche Singula-
ritditinz = 0,

denn: Die Folgen (1)*_ und ()", haben beide den Grenzwert 0 fiir n gegen unendlich. Es gilt aber

1 ) 1 ; 0
f<>:e"nj> co  und |f<in>|:|e’”|:1ni> 1,

n

so dass f weder einen Pol in z = 0 hat noch sich dorthin holomorph fortsetzen lisst. #

#Dass h in Us(zp) keine Nullstellen hat, ist klar, denn andernfalls hitte f und damit 1 7 dort eine Nullstelle.
Auferdem gilt h(zg) = am # 0.
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Satz 5.14 (Satz von Casorati-Weierstra8*®). Sei D C C offen, f : D — C holomorph und z eine
wesentliche Singularitit von f. Sei weiter Us(zq) eine beliebige, vorgegebene punktierte Umgebung von
zo. Dann existiert zu jedem a € C und zu jedem ¢ > 0 ein z € Us(z9) N D mit |f(z) —a| < e.

Bemerkung 5.15. Im Satz von Casorati-Weierstraf$ 5.14 kommt also die Funktion f in jeder noch so
kleinen punktierten Umgebung U von zo jedem Wert a € C beliebig nahe. Es gilt sogar noch mehr:
Nach dem Grofien Satz von Picard 9.19 gibt es fiir jedes U ein c(U) € C, so dass C ~ {c(U)} in f(U)
enthalten ist.

Beweis von Satz 5.14. Sei ohne Einschrankung 6 > 0 so klein, dass Uj(zo) ganz in D liegt. An-
genommen die Behauptung wére nicht richtig. Dann gédbe es ein a € C und ein ¢ > 0 mit

|f(z) —a| > e furallez € Us(zp).

Es folgte, dass durch
1

S Fe

auf U;(zo) eine holomorphe und beschrinkte Funktion ohne Nullstellen gegeben wire. Nach
dem Riemann’schen Hebbarkeitssatz 5.7 liee sich dieses ¢ dann holomorph auf Us(zg) fort-
setzen.

Fall 1: ¢(zg 0. Dann gilt f(z) = = + a auf ganz Uj(zo), und f(z) ist auf U;(zo) holomorph,
8 g 6] g P

so dass z( eine hebbare Singularitit von f ist. Widerspruch.

Fall 2: g(z9) = 0. Da g auf Us(zo) nicht identisch Null ist, gilt nach dem Potenzreihenentwick-
lungssatz 3.38 und dem Identitédtssatz 4.8

e(z) =(z—29)"h(z) mitm € Z~ound h : Us(zp) — C holomorph mit h(zg) # 0.
Hierbei ist sogar h(z) # 0 fiir alle z € Us(zp). Fiir z € U;(z) folgt

fl&) = o ba= Ay, o OO

(z—zp)™ (z—zp)™

1
G(z) := 0z +a(z —zp)" furallez € Us(zp).

Es gilt G(z9) = ﬁ # 0, so dass f in zg einen Pol hat. Widerspruch.

Insgesamt ist der Satz bewiesen. O

Bemerkung 5.16. Es gilt auch die Umkehrung des Satzes von Casorati-Weierstraf$ 5.14,

denn: Liegt das Bild einer jeden punktierten Umgebung von zq dicht in C, so kann zy nach den Siitzen
5.7 und 5.11 weder hebbar noch ein Pol sein. Definitionsgemdfs ist zo dann wesentlich, was zu zeigen
war. #

43Felice Casorati (1835 - 1890)
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5.2 Laurent-Zerlegung

Nach Korollar 3.39 kénnen wir eine holomorphe Funktion f : D — C auf einem Gebiet D C C
in jedem Punkt zg € D in eine Potenzreihe entwickeln. Es stellt sich heraus, dass dies in punk-
tierten Umgebungen isolierter Singularitdten im Wesentlichen genauso funktioniert. Es lassen
sich sogar allgemeiner Reihenentwicklungen fiir holomorphe Funktionen auf so genannten
Ringgebieten definieren. Letztere wollen wir nun einfiihren.

Definition 5.17. Fiir jedes zo € C und aller,R € RU {co} mit 0 < r < R < oo heifSt das Gebiet
DR(z9) :={z € C|r < |z—z| <R}

ein Ringgebiet.

Bemerkung 5.18. Wir werden im Weiteren ohne Einschrinkung zumeist nur Ringgebiete DX (zo) mit
zo = 0 studieren, da die allgemeineren Ringgebiete mit zo # 0 aus diesen schlicht durch Translation
hervorgehen. Fiir diese schreiben wir dann kurz DR := DR(0).

Satz 5.19 (Satz von der Laurent-Zerlegung44). Seienr,R € RU{co} mit 0 < r < R < oo, und sei
f : DR — € holomorph. Dann besitzt f eine Zerlegung

f(z)=g(z)+h (i) fiir alle z € DX (5.1)
mit holomorphen Funktionen
¢:Ur(0) = C wund h:U:(0) — Cmith(0) =0.

Diese Zerlegung ist eindeutig bestimmt. Die Funktion z h(%) heif$t hierbei der Hauptteil und die
Funktion z — g(z) der Nebenteil von f. Die Zerlequng (5.1) heifSt die Laurent-Zerlegung von f.

Bevor wir den Satz beweisen, zeigen wir noch ein technisches Lemma, das wir fiir den Nach-
weis der Existenz der Laurent-Zerlegung benttigen werden.

Lemma 5.20. Seien r,0,P,R € RU {0} mit0 < r < 9 < P < R < oo, und sei G : DR — C
holomorph. Dann gilt

/G(w)dw: / G(w)dw,
|w]=¢ |w|=P

wobei jeweils einfach im mathematisch positiven Sinn iiber die angegebenen Kreislinien integriert
wird.*

#“Pierre Alphonse Laurent (1813 - 1854)
“Hierbei wird also fiir ein beliebiges 7 € R~ im Fall des Integrals iiber |w| = r lings der Kurve 7, : t > re
mit ¢ € [0,1] integriert. Diese abkiirzende Schreibweise ist praktisch und wird kiinftig weiter benutzt werden.

27Tit
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Beweis. Sei die Notation wie in der folgenden Skizze:

Im(2)
Y1
yz /C}\p P |Be
N/

Die Kurven 7, mit k € {1,...,n} sind geschlossen und stiickweise glatt, und ihre Bilder
liegen jeweils in einem — in der Skizze fiir 7 grau markierten — Sterngebiet, auf dem G(w)
holomorph ist. Nach dem Cauchy’schen Integralsatz 3.25 gilt daher

i /G(w)dw: Zn:0:0.
k=1 i k=1

Da sich die Integrale iiber die entgegengesetzt orientierten kleinen Geradenstiickchen gegen-
seitig aufheben, folgt also

0= / Gw)dw+ | — / G(w)dw |,

|w|=P |w[=e

und das Lemma ist bewiesen. O
Beweis von Satz 5.19. Wir zeigen zudchst die Eindeutigkeit der Laurent-Zerlegung. Seien
1 - (1
f(z)=g(z)+h (z) =3(z)+h <z> fiir alle z € DX

zwei Zerlegungen mit Funktionen /1 und g bzw. h und § wie im Satz gefordert. Mit G := g — §
und H := h — h gilt dann

G(z) = —-H (i) fir alle z € DX.

46Im Bild ist n = 4. Die tatséchlich benotigte Anzahl von Unterteilungen héngt von & := arccos % ab:
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Fir z € C setzen wir

_JG(=2) fir |z] <R,
F@) = {—H (1) fir |z > 7.

z

Dann ist F wohldefiniert und auf C holomorph. Sei nun ¢ € (r,R). Auf dem Kompaktum
|z| < ¢ ist die stetige Funktion F(z) = G(z) beschrinkt. Ebenso ist die stetige Funktion H(w)
auf dem Kompaktum |w| < % < 1 beschrinkt, sodass F(z) = —H(1) auf|z| > o beschrénktist.
Insgesamt ist F(z) auf ganz C beschrankt und somit nach dem Satz von Liouville 3.34 konstant.
Es gilt
. . 1 . 1

lim |F(z)| = lim |-H <>| = lim |H ()] =0,

|z| =00 |z| =00 zZ |z] =00 z
denn es giltja h(0) = 0, E(O) =0und H = h — h. Also ist F auf C identisch Null, also sind G
und H identisch Null und somit ¢ = § und h = .

Es verbleibt die Existenz der Laurent-Zerlegung zu zeigen. Gelte dafiir r < ¢ < P < R wie in
Lemma 5.20. Da wir die Eindeutigkeit der Laurent-Zerlegung bereits gezeigt haben, gentigt es,
ihre Existenz auf jedem der kleineren Ringgebiete Dg zu beweisen. Das wollen wir mit dem

Lemma tun. Sei also z € Dg fest. Fiir w € DR sei

fw) - f(z) .
G(w) :{ - furw # z,
f'(z) firw = z.

Dann ist G(w) auf DX \ {z} holomorph. Aulerdem ist G(w) in w = z stetig, denn f ist ja
in w = z komplex differenzierbar. G(w) ist somit in einer Umgebung von w = z beschrankt
und lésst sich daher nach dem Riemann’schen Hebbarkeitssatz 5.7 holomorph auf ganz DX
fortsetzen. Nach Lemma 5.20 gilt somit

/Z];(ivldw—f(z) dw__ / G(w) dw

w—z

|w|=P |w|=P |w|=P
= / G(w) dw (5.2)
|w|=¢
- [ e [ 5
jwl=g wl=o

Die Funktion w wl_z ist fiir w # z holomorph. Da wir auflerdem |z| > ¢ vorausgesetzt

hatten, gilt nach dem Cauchy’schen Integralsatz 3.25

/ dw 0
w=q W —2z

Nach der Cauchy’schen Integralformel 3.29 gilt zudem wegen |z| < P
dw
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Setzen wir dies in (5.2) ein, ergibt sich

f(z)zzlm'g/ - / zj:(f))zd@"):g(z)w(i)

w|=P |lw|=0
mit
_ ! f(w) )

g(Z) —277” / Edw fur ‘Z| <P,
|w|=P

h(z) .= _—1 f(ZU)l dw fir0 < |z] < 1

27i " w— Q

w|=e

Analog zum Beweis der verallgemeinerten Cauchy’schen Integralformel 3.31 zeigt man, dass
¢(z) auf Up(0) und h(z) auf U; (0) holomorph ist. Wir miissen noch zeigen, dass sich & durch
0

h(0) = 0 holomorph nach z = 0 fortsetzen 148t. Fiir |w| = o und |z| < % gilt

1 1 1 1
—_ = [- — > — — —= — — .
ol =2 —wl 21|~ el = I - o

Mit der Standardabschitzung fiir Kurvenintegrale 3.15 folgt

1 max,, — w
L \ulJl Q‘f( )‘ '27TQ zj>0 0.
27 Izl —e

[h(z)] <

Insbesondere ist /1(z) beschrankt fiir z nahe bei 0, hat also nach dem Riemann’schen Hebbar-
keitssatz 5.7 eine hebbare Singularitit bei z = 0. Aus Stetigkeitsgriinden folgt /1(0) = 0. O

Definition 5.21. Unter einer unendlichen Reihe der Form Y, _ . a, versteht man das Paar
(Z an, Y an> i
n=0 n=1

Eine solche Reihe heifit konvergent, wenn Y ;. a, und Y ,> ; a_y beide konvergieren; in diesem Fall
heif$t Y 07 1 Ay + Y oo an der Grenzwert von Y, _ ., a,, und man schreibt

(o] o0 (o]
Z a, = Zan—i— Zu_n.
n=0 n=1

n=—oo

Im selben Sinn verwenden wir die Begriffe absoluter Konvergenz und gleichmiifSiger Konvergenz
bei obigen Reihen.

Definition 5.22. Eine Laurent-Reihe mit Entwicklungspunkt zg € C ist eine Reihe der Form

Y. an(z—z0)" mita, € Cfiirallen € Z.

n=—oo
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Satz 5.23 (Satz von der Laurent-Entwicklung). Sei fiir zo € C und 0 < r < R < co eine holomor-
phe Abbildung f : DR(zo) — C gegeben. Dann besitzt f eine eindeutige Laurent-Entwicklung

f(z) = i an(z —20)" fiiralle z € DR(z),

n=—oo

die auf DR (z¢) absolut und auf jeder kompakten Teilmenge von DR (zo) gleichmiifig absolut konvergiert.
Fiir die Koeffizienten gilt

ay = — / (wf(j];mdw fiirallen € Z,
— 20

|w—zo|=0

wobei iiber die genau einmal im mathematisch positiven Sinn durchlaufene Kreislinie vom Radius ¢ €
(r,R) um zq integriert wird.

Beweis. Sei ohne Einschrankung zo = 0. Sei f(z) = g(z) + (1) wie im Satz von der Laurent-
Zerlegung 5.19. Seien

g(z) =) a,z" firallez € Ur(0),
n=0

h(z) =) b,2" firallez € Ui (0)
n=1 !

die Taylor-Reihen von g und / — man beachte /1(0) = 0. Setzen wir a_,, := b, fur allen > 1, so
gilt
fz) = g(z) +h C) — ¥ 4y firallez € DX,
n=—o0

Die Eindeutigkeit der Laurent-Entwicklung folgt dann aus der entsprechenden Aussage aus
dem Satz von der Laurent-Zerlegung 5.19. Die Aussagen iiber die Konvergenz folgen aus den
wohlbekannten Sitzen iiber Konvergenz von Potenzreihen und der Stetigkeit der Funktion 1.

Es verbleibt die Koeffizientenformel zu zeigen. Fiir n > 0 gilt hier nach dem Potenzreihenent-
wicklungssatz 3.38 und der verallgemeinerten Cauchy’schen Integralformel 3.31

(n)
_g"o) _ 1 / g(w) .
ay = =5 ) dw fiiralle o € (0,R).

|w|=¢

Sei jetzt zusitzlich ¢ > r. Die Abbildung w — 1 bildet die Kreislinie |w| = ¢ auf die Kreislinie
|w| = % ab und dndert die Orientierung. Daher gilt

h(L)  wsl h(w) 1 e
o=t | Eha(5) = ] o

|lw|=0 \w|:% (w
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wobei wir fiir das zweite Gleichheitszeichen d(%) == i}%’ beachten.?” Dieses Integral ist Null,

denn: Nach Voraussetzung gilt % < L und w — h(w)w" ! ist wegen 1(0) = 0 fiir n > 0 holo-
morph. Wir konnen somit den Cauchy’schen Integralsatz 3.25 anwenden, und die Behauptung
folgt. #

Zusammengefasst gilt

(R CORR 1 (w)
=g | el o [ e
lw|=0 lw|=¢

wie verlangt.

Fir n < 0 gilt nach dem Potenzreihenentwicklungssatz 3.38 und der verallgemeinerten
Cauchy’schen Integralformel 3.31 fiir alle ¢ € (7, R)

hemo) 1 hw) . w1 h(3)
WE T T | e =g [ e
Jw|=3 [wl=e
und desweiteren mit derselben Argumentation wie im Fall n > 0 auch
1 §w) 4o _
50 / T dw = 0.
lwl=e
Zusammengefasst gilt auch hier
_ 1 gw) +h(z) , 1 (w)
R e e e I L
lw|=0 lw|=¢
wie verlangt. O

Beispiel 5.24. Die Funktion

2 .
f(Z) = m fur allez € C {1,3}

hat in D? eine Laurent-Entwicklung. Diese konnen wir wie folgt bestimmen: Die Partialbruchzerlegung
liefert

f(z):112+213.

47Fiir komplexe Kurvenintegrale haben wir eigentlich keine Transformationsformel bewiesen, die hier anwend-
bar ist. Strenggenommen miissten wir also die Integrale unter Verwendung der enstprechenden Parametrisierungen
berechnen. Dies liefert in der Tat dasselbe Ergebnis.
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Weiter gilt
1 1 1 1 1 1
- _-. ==Y —=_-yY — fiirl < |z|,
1—2z z 1_% z 542" n202n+1
1 1 1 1 Z\" z"
) _ —— —_ = — —_— I 3'
-3 3 1-Z 3,1;(3) n;:anﬂ fiir |2 <
f(z) hat also auf D} eine Laurent-Zerlequng f(z) = g(z) + h(L) mit
ZVI
g(z)=—) ErEs] fiiralle |z| < 3,
n>0
h(z)=—-) 2" fiir alle |z| < 1.
n>1

Satz 5.25. Ist D C C offen, f : D — C holomorph und zq eine Singularitit von f, so ist f auf dem
Ringgebiet Ug(z0) = DE(zo) fiir gecignetes R > 0 holomorph, besitzt dort also nach Satz 5.23 eine
Laurent-Entwicklung. In dieser Situation gilt

(@) Genau dann ist zg hebbar, wenn a,, = 0 gilt fiir alle n < 0.

(b) Genau dann ist zq eine Polstelle der Ordnung m > 1, wenn a, = 0 gilt fiir allen < —m und
a_m, # 0 erfiillt ist.

(c) Genau dann ist zo wesentlich, wenn a, # 0 gilt fiir unendlich viele n < 0.

Beweis. Behauptung (a) gilt,

denn: Sei zundchst zo hebbar. Nach dem Potenzreihenentwicklungssatz 3.38 fiir die holomor-
phe Fortsetzung von f nach zj besitzt dann f eine Potenzreihenentwicklung auf Ur(zo), die
konstruktionsgeméfs nur Koeffizienten zu nichtnegativen Indizes aufweist. Nach der in Satz
5.23 gezeigten Eindeutigkeit der Laurent-Entwicklung stimmt diese Potenzreihenentwicklung
auf Ug(zo) mit der Laurent-Entwicklung von f {iberein, und es folgt a, = 0 fiir alle n < 0.

Erfiillt umgekehrt die Laurent-Entwicklung von f auf Ug(zg) die Bedingung a,, = 0 fiir alle
n < 0, so ist diese eine Potenzreihe, konvergiert nach Proposition 2.33 auf ganz Ug(zp) und
stellt dort nach Satz 2.39 eine holomorphe Funktion dar. Nach Definition 5.4 ist zyg dann hebbar.
#

Behauptung (b) gilt,

denn: Sei zunéchst zp ein Pol der Ordnung m € Z-o. Nach Definition 5.9 gibt es dann eine auf
Ug(zp) holomorphe Funktion ¢ mit g(zo) # 0 und nach dem Potenzreihenentwicklungssatz
3.38 gibt es komplexe Zahlen b, fiir n € Z>o mit by # 0 und

o]

g(z) =) bu(z—z0)" fiir alle z € Ug(zo).
n=0
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Es folgt

Y. bupm(z —z)" fiir alle z € Ug(zo).

n=—m

Wegen der in Satz 5.23 gezeigten Eindeutigkeit der Laurent-Entwicklung erhalten wir sofort
a_,=by#0 und a, =0fiurallen < —m.

Erfillt umgekehrt die Laurent-Entwicklung von f fiir ein m € Z auf Ug(zo) die Bedingung
a_m #0unda, =0 far alle n < —m, so ist

(z—zp)" Z an(z —zp)" Z an(z —zp)"" = Zan m(z —2z0)"

n=-—m n=-—m

ebenfalls auf Ug(zo) holomorph und sogar eine Potenzreihe. Nach Proposition 2.33 konvergiert
diese auf ganz Ug(zo) und stellt dort nach Satz 2.39 eine holomorphe Funktion g dar, die nach
Konstruktion g(zg) # 0 erfiillt. Nach Division durch (z — z9)™ erhalten wir

f(z) = (zg—(zi)m fiir alle z € Ug(zp),

so dass zg nach Definition 5.9 ein Pol von Ordnung m ist. #

Da die Fallunterscheidung in der Formulierung des Satzes vollstandig ist, folgt Behauptung (c)
aus dem bisher Gezeigten. O

5.3 Meromorphe Funktionen

Wir haben in den letzten zwei Abschnitten drei Typen isolierter Singularitdten kennengelernt.
Wir wollen nun auch Funktionen studieren, die in ihrem Definitionsbereich (isolierte) Singula-
ritdten aufweisen. Dies wére im Allgemeinen recht kompliziert, wir beschranken uns daher auf
Funktionen, deren Singularitaten hebbar oder Pole sind. Ist D C C offen und f : D — C holo-
morph mit einem Polin zy € C, so setzen wir f(zg) := co und betrachten f als eine Funktion mit
Werten in der in Definition 1.14 eingefiihrten erweiterten komplexen Ebene C. Diese Notation
rechtfertigt sich durch den in Satz 5.11 gezeigten Grenzwert lim,_,,,|f(z)| = oo. Versehen wir
C mit der in Definition 1.15 festgelegten Topologie, so ist diese Funktion insbesondere stetig in
Z0.

Definition 5.26. Sei D C C offen und f : D — C eine Abbildung. Genau dann heifit f eine mero-
morphe Funktion auf D, falls gilt
(i)  S(f) := f1({co}) ist abgeschlossen und besteht nur aus isolierten Punkten in D.

(ii)  Die Einschrinkung fo := f ‘D\S( £ ist holomorph.

(iii) Alle Punkte aus S(f) sind Polstellen von fy. Vereinfachend sprechen wir kiinftig auch von Pol-
stellen der meromorphen Funktion f.
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Bemerkung 5.27. Nach unserer Voriiberlegung sind meromorphe Funktionen stetig. AufSerdem lisst
sich jede meromorphe Funktion in einer hinreichend kleinen Umgebung jeder Polstelle als Quotient
zweier holomorpher Funktionen schreiben,

denn: Seien D C C offen und f : D — C meromorph. Sei weiter zo € D eine Polstelle von f mit
Polstellenordnung co-ord(f;z0) = m € Zi~q. Dann gibt es ein r € R~o mit U,(z9) N S(f) = @, so
dass f eingeschriinkt auf die punktierte Umgebung U, (zo) holomorph ist. Dort gilt also

__38()
& e=ar

mit einer holomorphen Funktion g : U,(zo) — C mit g(zo) # 0.

Proposition 5.28. Ist D C C offen, so bilden die meromorphen Funktionen auf D eine C-Algebra
M(D), die die Menge der auf D holomorphen Funktionen O(D) als Unteralgebra enthilt. Ist D ein
nichtleeres Gebiet, so ist M (D) zudem ein Korper.

Beweisskizze. Wir betrachten exemplarisch die Summe zweier meromorpher Funktionen f, g :
D — C mit Polstellenmengen S(f) und S(g). Zunéchst ist die Summe f; + go eine holomorphe
Funktion auf D \ (S(f) US(g)), welche die Punkte aus S(f) U S(g) als Singularititen hat. Eine
solche Singularitat zg ist hebbar, wenn sich die Hauptteile der Laurent-Entwicklungen von f
und gp um zp nur um das Vorzeichen unterscheiden, und sonst eine Polstelle. Daher ldsst sich
fo + go eindeutig zu einer meromorphen Funktion f + g auf D erginzen. Ahnlich definiert man
die meromorphen Funktionen f — g, f - g, sowie c f fiir ein beliebiges ¢ € C und rechnet nach,
dass M (D) so zu einer C-Algebra wird.*®

Sei nun D ein nichtleeres Gebiet und g nicht identisch Null. Nach Korollar 4.10 ist die Null-
stellenmenge von g eine abgeschlossene Teilmenge von D und besteht aus isolierten Punkten.
Deshalb wird é zu einer meromorphen Funktion auf D, deren Polstellenmenge S (é) durch die

Nullstellenmenge von ¢ gegeben ist.* O

Beispiel 5.29. (a) Rationale Funktionen R(z) = g(é)) mit Polynomen P(z), Q(z) mit Q # 0 sind

meromorphe Funktionen auf D = C. Die Menge S(R) ist hierbei eine Teilmenge der Nullstellen-
menge von Q.

Tz

cos
(b) cotmz:=
sin 7t z

ist meromorph auf D = C. Es gilt hierbei S(cotmz) = Z.

() Quotienten fg; beliebiger holomorpher Funktionen f,g : D — C mit g nicht identisch Null auf
einem Gebiet @ # D sind meromorph.™

#BIst D = @, so sehen wir die leere Funktion @ — C als meromorph an; M (D) ist dann der Nullring.

#Tst D nicht zusammenhéngend, so gibt es nichttriviale, meromorphe Funktionen, die kein meromorphes mul-
tiplikatives Inverses haben; betrachte etwa die Funktionen f; und f, aus Bemerkung 4.11. Mit diesen Funktionen
lasst sich auch schnell die Nullteilerfreiheit von M (D) in diesem Fall widerlegen.

50Man kann sogar zeigen, dass alle meromorphen Funktionen h : D — C von diesem Typ sind. Das sehen wir
spéter mit dem Weierstra8’schen Produktsatz 8.25. Algebraisch formuliert ist dann M (D) gerade der Quotienten-
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Es bietet sich nun an, den Begriff der meromorphen Funktion auch auf offenen Teilmengen
D C C einzufiithren, wie wir sie in 1.15 definiert haben.

Definition 5.30. Sei D C C offen und f : D — C eine Abbildung. Genau dann heifit f eine mero-
morphe Funktion auf D, wenn die folgenden Bedingungen gelten:

(i)  fistauf D N C meromorph.

(ii) Die Funktion

ist auf der offenen Menge

b {zeCc~{0}|leD} falls oo & D,
|{zec~{0}|leD}u{0}, fallsco€ D

meromorph.

Bemerkung 5.31. Offensichtlich ist der Meromorphiebegriff aus Definition 5.30 im Fall co & D dqui-
valent zu dem aus Definition 5.26. Im Fall co € D bedeutet Bedingung (ii) jedoch eine echte Zu-
satzforderung, die Meromorphie von f(z) in z = oo. Diese entspricht definitionsgemdifS gerade der
Meromorphie von f(z) inz = 0.

Klammbheimlich reden wir hier iiber holomorphe Abbildungen von der Riemann’schen Fliiche C auf
sich selbst. Die Struktur als Riemann’'sche Fliiche von C ist wie folgt gegeben:

Die Menge C wird iiberdeckt von den offenen Teilmengen C und C ~. {0}, die sich jeweils auf eine offene
Teilmenge von C, in diesem Fall C selbst, abbilden lassen. Diese Kartenabbildungen ¢; : C — C und
@2 : C~ {0} — C sind durch

1 "
s firz € C¥,

p1(z) =zfirze C und (pz(z):{o fiir 2 = oo

gegeben und homdomorph, d. h. stetig und bijektiv mit stetiger Umkehrabbildung. Auf C* ist die Kar-
tenwechselabbildung ¢, o ¢, ' (z) = 1 defininiert und biholomorph, also holomorph und bijektiv mit

holomorpher Umkehrabbildung, vgl. Definition 7.1.

korper
Quot(O(D)) = {;5 |f.g€0O(D), g %0}

des Rings der holomorphen Funktionen O(D).
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Das legt folgende Festsetzungen nahe:

Definition 5.32. Sei D C C eine offene Teilmenge, die oo enthiilt, und sei f : D \ {oo} — C eine
holomorphe Funktion.® Dann sagen wir:

(@) Der Punkt oo ist eine Singularitdit von f. Weiter nennen wir oo eine hebbare Singularitiit, einen
Pol bzw. eine wesentliche Singularitit, wenn die Singularitit O der Funktion f die entsprechen-
de Eigenschaft besitzt.

(b) Die Laurent-Entwicklung von f(z) um den Punkt z = oo erhiilt man aus der Laurent-Entwicklung
von f(z) um den Punkt z = 0, indem man z durch % ersetzt.

Bemerkung 5.33. Sei D C C eine offene Teilmenge, die oo enthilt. Dann sind die meromorphen Funk-
tionen f : D — C nach Bemerkung 5.31 gerade die meromorphen Funktionen auf D ~ {oo}, die
zusitzlich in z = oo meromorph sind, die also in der Sprache von Definition 5.32 in z = oo eine hebbare
Singularitit oder einen Pol haben. Analog zur Argumentation in Proposition 5.28 lisst sich zeigen, dass
die Menge M (D) der meromorphen Funktionen auf D die Struktur einer C-Algebra trigt und sogar
ein Korper ist, wenn D zusammenhingt.

Beispiel 5.34. (a) Seiena, € C fiirv € {0,...,n} komplexe Zahlen mit a, # 0 und
n
P(z) := ) ayz’ fiirallez € C
v=0

eine Polynomfunktion. Das Verhalten von P(z) bei z = oo entspricht definitionsgemiifs dem Ver-
halten von

N 1 a a1
P(z):P<Z> :Z—Z+2271+...+a0

bei z = 0. P(z) hat also in z = oo fiir n = 0 eine hebbare Singularitit und fiir positives n einen
Pol n-ter Ordnung.
(b) Sei f(z) = Yo anz" eine ganze Funktion, die kein Polynom ist. Da

) 0
f(z) = ;)anz’” = ) a2

n=—oo

nach Satz 5.25 in z = 0 eine wesentliche Singularitit hat, trifft das auch auf f(z) an der Stelle
z = oo zu. Insbesondere ist f(z) keine meromorphe Funktion auf C. In Korollar 8.5 zeigen wir,
dass die meromorphen Funktionen auf C alle rational sind.

Beispiel 5.35. Fiir ein beliebiges

M= <‘CZ Z) € GLy(C)

51Dass wir an dieser Stelle keine allgemeinen auf D meromorphen Funktionen fiir f erlauben, hat den Grund,
dass wir Vermgiden wollen, dass co ein Haufungspunkt von Singularitdten von f ist. Das ist nach Definition der
Topologie auf C etwa fiir auf D meromorphe Funktionen mit unbeschrankter Polstellenmenge der Fall.
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ist durch

az+b
cz+d

om(z) ==

eine meromorphe Funktion ¢y : C — C gegeben, die zu M gehirige Mébius-Transformation,

denn: Im Fall ¢ = 0 ist

pm(z) = {M;b firz e C,

00 fiir z = oo

ein Polynom von Grad n = 1 wie in Teil (a) von Beispiel 5.34 und insbesondere eine meromorphe
Funktion auf C.

Im Fall c # 0 gilt

azth firz e N {-4},
— - _ _d
om(z) = ¢ fiirz = —%,

5 fiir z = oo.

Offensichtlich ist dann @] . (— holomorph und —% wegen

1 .
az+b_azth fiir alle z € Ur(—g) mit hinreichend kleinem r
cz+d c z—(-19) c
ein Pol erster Ordnung. Hierbei ist zu beachten, dass LC“’ fiir z = —% wegen M € GL,(C) von

Null verschieden ist. ¢ ist also eine meromorphe Funktion auf C. Desweiteren gilt auf einer kleinen
Umgebung vonz = 0in C = C

1> _al4b  a+bz o

X _ 1 a
Pm(z) = Pu (z Cclyd cdtdz Y

die Singularitiit von @ in oo ist also hebbar. #

5.4 Ubungsaufgaben

Aufgabe 5.1. Sei D C C offen und f,g : D — C holomorph mit einer gemeinsamen Nullstelle
zo € D, die fiir beide Funktionen dieselbe Nullstellenordnung k hat. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Esgibtein § > 0mit Us(zo) C D und g(z) # 0 fiir alle z € Us(zp).
(b) Die Funktion f/g : Us(zo) — C hat in zo eine hebbare Singularitit.

fz) _ fP(z0)

(©) zlgrzlo ¢(2) - g®(z9)
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Aufgabe 5.2. (a) Beschreiben Sie das Verhalten der folgenden Funktionen in den offensichtlichen kri-
tischen Punkten, indem Sie zuniichst zeigen, dass diese isoliert sind und anschlieflend ihren Typ
(hebbar, Pol oder wesentlich) bestimmen. Geben Sie zusitzlich im hebbaren Fall den Wert der
Fortsetzung und im Polstellen-Fall die Polstellenordnung an:

fi(z) = L—l' fo(z) = zcot(mz) = Zsifls(g_:;z))

. f3(z) = zsin(%).

eZ

(b) Verwenden Sie die Ergebnisse aus Teil (a) sowie funktionentheoretische Argumente, um die Kon-
vergenzradii der Taylor-Reihen der Funktionen f1 und fy im Nullpunkt zu bestimmen, ohne die
Taylor-Koeffizienten zu bestimmen oder allzu explizite Rechnungen durchzufiihren.

Aufgabe 5.3. Betrachten Sie die folgende Laurent-Entwicklung fiir die Nullfunktion:
+) "= ) 2"
n=0 n=-—oo

Dies scheint ein Widerspruch zur Eindeutigkeit der Laurent-Entwicklung zu sein. Warum ist es das
nicht?

1 1 1 1
+

1 [ee)
o z—1 1—2_2'1—%—’_1—2_,;2

Aufgabe 5.4. Sei © # D C C ein Gebiet, und sei M (D) die Menge der meromorphen Funktionen
auf D.

(a) Seien f,g € M(D). Zeigen Sie, dass dann auch f — g und f - g in M(D) liegen, und dass dies
im Fall ¢ # 0 auch auf f /g zutrifft.

(b) Folgern Sie, dass M (D) mit den so definierten Verkniipfungen ein Korper ist.

(c) Gibtesein0 # f € M(C)mit f(1/n) =0 fiirallen € Z>¢?

Aufgabe 5.5. (a) Sei f : C — C eine ganze Funktion, welche in oo eine nicht-wesentliche Singulari-
tit besitzt. Zeigen Sie, dass f dann ein Polynom ist.

(b) Bestimmen Sie die Automorphismengruppe Aut(C) der komplexen Ebene.

Hinweis: Verwenden Sie den Satz von Casorati-Weierstraf§ 5.14, um zu zeigen, dass jedes f &
Aut(C) eine nicht-wesentliche Singularitiit in oo hat. Welche Polynome definieren bijektive Abbil-
dungen?

Aufgabe 5.6. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

(@) Jede meromorphe Funktion f : C — C ist rational.

Hinweis: Zeigen Sie zuniichst, dass f nur endlich viele Singularititen in C haben kann und mo-
difizieren Sie f geeignet mit den Hauptteilen dieser Singularititen, um eine Funktion wie in Teil
(a) von Aufgabe 5.5 zu erhalten.

(b) Sei f : C — C meromorph mit f(C) C C. Dann ist f bereits konstant.
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Aufgabe 5.7. In dieser Aufgabe wollen wir

Aut(C) = {¢n | M € GL,(C)}

zeigen. Beweisen Sie dafiir die folgenden Aussagen.

(a)
(b)

()

Fiir M € GL,(C) gilt ¢p € Aut(C).

Ist f € Aut(C), dann ist f stetig.

Hinweis: Da C das erste Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt, sind hier die Begriffe der Stetigkeit und
Folgenstetigkeit dquivalent, was ohne Beweis verwendet werden darf. Hierbei ist der topologische
Konvergenzbegriff zu verwenden, d. h. eine Folge konvergiert gegen einen Punkt z € C, wenn jede
offene Menge in C, die z enthilt, auch fast alle Folgenglieder enthiilt.

Ist f € Aut(C), dann gibt es ein M € GLy(C) mit f = @y .

Hinweis: Verwenden Sie Ubungsaufgabe 5.5 und beachten Sie, dass dort die Holomorphie der
Umkehrfunktion im Beweis nicht benétigt wurde.

Aufgabe 5.8. Seien D C C ein Gebiet und f,g: D — C holomorph mit ¢ # 0. Nach dem Identi-
titssatz fiir holomorphe Funktionen 4.8 besteht dann die Nullstellenmenge T(g) von g aus isolierten
Punkten und die Elemente von T(g) sind isolierte Singularititen der auf D \. T(g) holomorphen Funk-

tion é. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a)

(b)

()

Zu jedem zo € D gibt es eine eindeutig bestimmte Zahl m € Z>o und eine auf einer Umgebung
zp € U C D holomorphe Funktion § mit §(zo) # 0 und

Q(z) =(z—20)"-§(z) fiirallez € U.
Man nennt m die Nullstellenordnung von g in zy und schreibt 0-ord(g; zo) := m.

Welche Bedingungen muss man an f und g stellen, damit ein gegebener Punkt t € T(g) eine
hebbare Singularitiit, eine Polstelle bzw. eine wesentliche Singularitit von é ist?

Fiir hebbare t € T(g) gilt die 'Hospital’sche Formel

limM = lim f(m)(z)
2t g(z) 2ot g(m) ()

mit m := 0-ord(g; t).



KAPITEL 6

Der Residuensatz

Ist D C C ein Sterngebiet, so wissen wir, dass fiir alle geschlossenen stiickweise glatten Kurven
v in D und fiir alle holomorphen Funktionen f : D — C das Integral

Lf(z)dZZO

verschwindet. Der Residuensatz ldsst uns eine grofiere Klasse von Integralen berechnen: Sei
f : D~A{z1,...,zt} — C holomorph, wobei z1, ...,z endlich viele paarweise verschiedene
Punkte aus D sind, und sei v eine Kurve, die durch keinen der Punkte zy, ..., z; lauft. Dann
gilt

k
/f(z) dz =27 ) x(7:%)) res,—, f,
4 j=1

wobei x(7v; zj) die Umlaufzahl von <y bzgl. z; ist und res;—z; f das Residuum von f in z;.

Um den Residuensatz formulieren und dann auch beweisen zu kdnnen, miissen wir offenbar
zundchst die Begriffe der Umlaufzahl und des Residuums einfiihren.

6.1 Die Umlaufzahl

Definition 6.1. Sei <y eine geschlossene, stiickweise glatte Kurve in C und z € C \ Bild(vy). Dann
heift

_ 1 du

27 Jyw—z

x(7;2) :

die Umlaufzahl von vy bzgl. z.

Beispiel 6.2. Sei k € Z ~ {0}, und sei «y die k-fach im mathematisch positiven Sinn durchlaufene
Kreislinie um einen Punkt zo € C mit Radius r > 0, also

Y(t) = zo +re®™*  fiirt € [0,1].

106
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Offensichtlich gibt hierbei das Vorzeichen von k den Umlaufsinn der Kurve vor. Es gilt dann

0 fiir|z —zo| >,
k  fiir|z—zo| <7,

x(1;z) = {

denn: Im ersten Fall liegt -y in einem Sterngebiet, auf dem die Funktion w — —— holomorph ist. Mit
dem Cauchy’schen Integralsatz 3.25 folgt somit die Behauptung.

Im zweiten Fall gilt mit der Cauchy’schen Integralformel 3.29 fiir die Abbildung f(w) =1

=k

1 dw ' 1 / dw
|w

X2 =on o=z K 2 Jun =z

#

Unsere Definition der Umlaufzahl ist ungeometrisch, stimmt aber im gerade untersuchten Bei-
spiel mit unserer Anschauung iiberein. In der Topologie zeigt man, dass sich jede geschlossene
Kurve auf C* mit Anfangs- und Endpunkt 1 stetig in eine k-fach durchlaufene Einheitskreisli-
nie mit geeignetem k € Z deformieren lédsst, dass sie also (relativ) homotop zu dieser ist. Mit
der Homotopieversion des Cauchy’schen Integralsatzes 7.23 werden wir spéter einsehen, dass
sich der Wert des relevanten Integrals dabei nicht dndert.

Proposition 6.3. Sei 7y eine geschlossene, stiickweise glatte Kurve in C und z € € ~\ Bild(vy). Dann
Qilt x(v;z) € Z.

Beweis. Sei ohne Einschrankung vy : [a,b] — C glatt. Wir setzen

h(t) := /at ')/;YLZSL?Z du furallet € [a,b].

Dann gilt insbesondere h(b) = 27i x(7; z). Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnungist  auf [a, b] stetig differenzierbar und es gilt

/ t)
iy = L
W=30-z
Sei nun weiter H(t) := e ") . (+(t) — 2) fiir alle t € [a,b]. Dann gilt H'(t) = 0, so dass insbe-
sondere H(t) auf [a, b] konstant ist. Mit
H(a) = 7" (y(a) —2) = ¢ (7(a) —2) = 7(a) — 2
folgt H(t) = y(a) — z auf [a, b] und somit

et = o=z furalle t € [a,b].
7(a) —z
Setzen wir nun speziell t = b, so folgt wegen der Geschlossenheit der Kurve
) — v(b) —z -1
7(a) —z
Es folgt h(b) € 27i Z und damit die Behauptung x(v;z) € Z. O
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Proposition 6.4. Sei -y eine geschlossene, stiickweise glatte Kurve, und seien zg,z; € C ~ Bild(7y).
Die Punkte zy und z; seien durch eine Kurve in C \ Bild(7y) verbindbar, es existiere also ein stetiges
¢ :[0,1] — C \ Bild(7y) mit ¢(0) = zo und ¢(1) = z1. Dann gilt

x(7v:20) = x(1;21)-
Beweis. Die Teilmenge C \ Bild(y) C C ist offen. Nach Konstruktion ist
W(zp) := {z € €\ Bild(7) | z ist mit zg durch eine Kurve in C \ Bild(vy) verbindbar}
wegzusammenhingend und somit auch zusammenhingend. Die Abbildung

C\Bild(y) —C,
z = x(7:2)

ist holomorph nach der Leibniz-Regel 3.30, also auch stetig. Zusammenhang ist eine topologi-
sche Eigenschaft, so dass mit W(zp) auch x(y; W(zo)) zusammenhingend ist. Nach Proposition
6.3 besteht andererseits x(y; W(zo)) C Z aus isolierten Punkten. Es folgt, dass x(; W(zo)) nur
aus einem einzigen Punkt bestehen kann. Da nach Voraussetzung zo und z; beide in W(z)
liegen, folgt die Behauptung x(7;z0) = x(7;21)- O

6.2 Das Residuum

Definition 6.5. Sei D C C offen, f : D — C holomorph und z, eine Singularitiit von f. Sei
f(z) = Z an(z —z0)"  fiir z € Ugr(zo)
n=—o0

mit einem geeigneten R > 0 die Laurent-Entwicklung von f um zo. Dann heif$t der Koeffizient a_q das
Residuum von f in zg. Wir schreiben dafiir

a_1 =:r€S;—y f.

Bemerkung 6.6. Gelte die Notation aus Definition 6.5. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(@) Nach der Koeffizientenformel aus dem Satz von der Laurent-Entwicklung 5.23 gilt fiir hinreichend

kleines o
1
a1 =5 /|Z_ZO|Qf(z) dz.

(b) Ist zo hebbar, so verschwinden nach Satz 5.25 alle Koeffizienten a, mit n < 0. Insbesondere gilt
res;—;, f = 0.

Beispiel 6.7. (a) res,—o “%* =1,

2
cosz 1—-%FH+... 1 z

_ . . 1z ’ x
denn: Es gilt . = . =2 zj:...furalleze(D. #
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(b) res,— el/z =1,
denn: Es gilt €'/ = Y0 ((n!-z") 7! fiiralle z € C ~ {0}. #

(c) Analog gilt res,—g el/? = 0fiirallel < k € Z.

Lemma 6.8. Sei D C Coffen, f : D — C holomorph und z ein Pol von f der Ordnung m > 1. Nach
Definition 5.9 gibt es ein R > 0 und eine holomorphe Funktion g : Ugr(zo) — C mit g(zo) # 0, so dass
wir

f(z) = (zg—(z()))m fiir alle z € Ug(zo)
schreiben konnen. In dieser Situation gilt

AR &)

res,—,, f = n—1) "

Insbesondere gilt fiir m = 1, also fiir einen einfachen Pol,

res;—, f = lim (z — zo) f(z).

Z—2Z0

Beweis. Sei

()
g(z) = Z 3 n('Zo) (z—zp)" firallez € Ugr(zp)
n=0 '

die Taylor-Entwicklung von g um zg. Fiir z # z folgt dann

® ()
f(Z) N (Z g_(z()J)m N n_og 7’1(!20) (Z _ZO)nim;

das ist die Laurent-Entwicklung von f um zp. Nach Definition des Residuums gilt also

(m—1) Z
res;—z, f = g(m—(l)o!)'
Ist speziell m = 1, so gilt

res;—, f = g(zo) = lim g(z) = lim (z — z¢) f(z).

Z—2Z0 Z—20

iz

Beispiel 6.9. (a) Wir betrachten f(z) = Z;ﬁ fiirallez € C ~ {+£i}:

Offensichtlich hat f(z) in z = =i jeweils einen einfachen Pol. Daher gilt nach dem Spezialfall von
Lemma 6.8 fiirm =1

) ez el i
resZ:ilezig}(z—z)f(z) :lzig}z_“ =5 =5y
elz e ei

res,— ;i f = lim (z+1i) f(z) = lim

z——i z——i2Z—1 —2i 2
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(b) Wir betrachten f(z) = fiirallez € C~ {xi}:

Lt
(ZZ + 1)3
Offensichtlich hat f in z = =i jeweils einen Pol der Ordnung m = 3 und es gilt

S R W .
f(z) = CEDE mit g+ (z) = CETE fiiralle z € C ~\ {Fi}.
Nach Lemma 6.8 fiir m = 3 gilt dann wegen g" (z) = (zlizi)5
o 8N(F) 6 FBi
rese—xif = S T s T 16

6.3 Der Residuensatz

Satz 6.10 (Residuensatz). Sei D C C ein Elementargebiet, und seien z1, . . ., zy endlich viele, paarwei-
se verschiedene Punkte in D. Sei weiter f : D \ {z1,...,zx} — C holomorph und y eine geschlossene,
stiickweise glatte Kurve in D ~ {z1, ...,z }. Dann gilt die Residuenformel

k
/f(z) dz = 2mi Z)((’)f;zj) res;—;, f.
v j=1

Beweis. Definitionsgemaf sind die Punkte z; mit j = {1,...,k} Singularitdten von f. Sei also
tiir je ein geeignetes R; > 0

f(z) = Z nj(z —2z;)" fur allez € UR]- (z)
n=—oo

die Laurent-Entwicklung von f um z;. Nach dem Satz {iber die Laurent-Zerlegung 5.19 ist jeder
Hauptteil

1 —1
hj (z — zj> = n; anj(z — z;)" furallez € C~ {z;}
holomorph. Sei
£ 1
8(z):=f(z) = ) _hj (z z) furallez € D~ {z1,...,2}.
j=1 i

Die einzigen Singularitidten von g(z) sind die bekannten Punkte z1, ..., zx. Da aber die Laurent-
Entwicklung von g(z) um jeden der Punkte z; keine negativen Terme hat, sind nach Satz 5.25
die Singularitdten in allen z; hebbar. Da D ein Elementargebiet ist, hat ¢ auf D eine Stamm-
funktion. Es gilt also

0= Ag(z)dz
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/( ]éh] <Zl j))dz
g ()

]

_/f dz—i/y(Zan] )dz

n=—oo

Nach dem Satz von der Laurent-Entwicklung 5.23 konvergieren die Laurent-Entwicklungen
auf der kompakten Menge Bild () gleichméBig, so dass wir in der Summe rechts Integration
und Summation vertauschen diirfen. Es gilt somit

Y j=1 n=—
k dz
= f(z)dz—za,l]/z_z
r j=1 r ]
k

wobei wir fiir das zweite Gleichheitszeichen berticksichtigt haben dass die Integrale rechts fiir
n < —1 verschwinden, da dann die Funktion (z — z;)" mit n+1 (z —zj)"t! auf €\ {z;} eine
Stammfunktion hat.”? O

Bemerkung 6.11. In der Residuenformel liefern nur diejenigen Punkte z; einen Beitrag, deren Um-
laufzahl x(vy; z]-) nicht verschwindet, die also im Inneren der Kurve -y liegen.

Als Korollar des Residuensatzes erhalten wir die folgende Version der Cauchy’schen Integral-
formel:

Satz 6.12 (Cauchy’sche Integralformel fiir stiickweise glatte, geschlossene Kurven). Sei D C C
ein Elementargebiet, f : D — C holomorph und -y eine stiickweise glatte, geschlossene Kurve in D.
Dann gilt fiir alle z € D \ Bild(7y)

x(7;z) 2711/f—z v

Beweis. Sei z fest gewdhlt. Dann setzen wir

()= L)

furallew € D ~ {z}.

2Dieses Wegfallen der anderen Terme erklart {ibrigens den Namen ,Residuum®, also Rest.
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Im Fall f(z) = 0 hat die Funktion g in w = z eine hebbare Singularitdt und es gilt offensichtlich
| st@)dw = 0= 2mix(72) f(2)

Im Fall f(z) # 0 hat die Funktion g einen Pol erster Ordnung in w = z, so dass sich nach
Lemma 6.8

resq—: g(w) = lim (w — 2)g(w) = lim f(w) = f(2)

w—z

ergibt. Des Weiteren ist g(w) holomorph auf D ~\ {z}. Nach dem Residuensatz 6.10 gilt also
ebenfalls

L g(w) dw = 271i x(1;2) £(2).

6.4 Funktionentheoretische Anwendungen des Residuensatzes

Definition 6.13. Sei D C C offen, f : D — C holomorph, und sei z( eine nicht-wesentliche Singula-
ritit von f, um die es eine punktierte Kreisscheibe gibt, auf der f nicht konstant Null ist. Sei schliefSlich
fiir ein hinreichend kleines R > 0

f(z) = i an(z —z0)" fiiralle z € Ug(zo)

n=—oo

die Laurent-Entwicklung von f um zo. Wir definieren dann die Nullstellenordnung

0-ord(f;zo) := min{n € Z | a, # 0} falls es kein n < 0 gibt mit a, # 0,
T o falls es ein n < 0 gibt mit a, # 0

und erweitern die Definition 5.9 der Polstellenordnung

0 falls es kein n < 0 gibt mit a,, # 0,
—min{n € Z | a, # 0} fallsesein n < 0 gibt mit a, # 0.

co-ord(f;z) 1= {

Satz 6.14 (Satz vom Null- und Polstellen zéhlenden Integral). Sei D C C ein Elementargebiet und
f # 0 eine auf D meromorphe Funktion mit nur endlich vielen Null- und Polstellen z1, . ..,z,. Sei 7y
eine geschlossene stiickweise glatte Kurve mit z; ¢ Bild(«y) fiir allek € {1,...,n}. Dann gilt

1 f@
o 7

Beweis. Die Funktion % ist holomorph auf D \ {zy, ..., z, }. Nach dem Residuensatz 6.10 gilt

dz = kix(’y;zk) - (0-ord(f; z¢) — co-ord(f; z)).
=1

also

1 G, & f
et iy 9 e s
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und es geniigt zu zeigen: Ist z eine Nullstelle oder ein Pol von f, so gilt

/

res;—z, ]; = 0-ord(f;z9) — c0-ord(f;z0) =: m € Z.

Es gibt ein R > 0 und eine holomorphe Funktion g : Ur(zg) — € mit g(zo) # 0, so dass wir
f(z) = (z—20)"g(z) fiirallez € Ugr(zo)

schreiben konnen.

denn: Ist hierbei m < 0, so hat f einen Pol und wir verwenden Lemma 6.8. Ist m > 0, so hat f
eine Nullstelle und die Behauptung ist klar. #

Fiir z nahe bei aber ungleich z, gilt dann

fl(z) =m(z—20)" " g(2) + (z—20)" &' (2)
und somit

fiz) _mz=z)"1g(z) + (z—20)"g'(z) _ _m ()

f(2) (z —20)" g(2) Cz-z g(z)

Da mit g auch % in zg holomorph ist, folgt mit Lemma 6.8 wie behauptet

/

res;—z, 7 = m.

Hieraus ergibt sich unmittelbar das folgende Korollar.

Korollar 6.15 (Argumentprinzip). Seien die Voraussetzungen wie im Satz von Null- und Polstellen
zithlenden Integral 6.14. Sei weiter

N(O):= Y Oord(fiz) bz N(eo):= Y co-ord(fiz)
k=1 k=1

die Gesamtanzahl der Null- bzw. Polstellen von f, jeweils mit Vielfachheit gezihlt. Dann gilt

1L rf(z), _
27ri[Yf(z) dz = N(0) — N(co)

fiir jede geschlossene, stiickweise glatte Kurve -y, die jeden der Punkte zj genau einmal im positiven
Sinne umliuft.
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Satz 6.16 (Satz von Rouché®). Sei D C C ein Elementargebiet, seien f und g zwei holomorphe
Funktionen auf D, und sei vy : [0,1] — D eine geschlossene stiickweise glatte Kurve, welche jeden
Punkt in ihrem Inneren genau einmal in mathematisch positiver Richtung umliuft.>* Es haben f und g
nur endlich viele Nullstellen in D und es gelte

f(2) =g(2)[ < |f(2)] fiirallez € y([0,1]).

Dann haben f und g im Inneren der Kurve vy mit Vielfachheiten gerechnet gleich viele Nullstellen.

Beweis. Wir betrachten fiir alle ¢ € [0,1] die Funktion h; := f + t(g — f) auf D. Offensichtlich
gilt hp = f und h; = g. Nach Voraussetzung gilt fiir alle z € ¢([0,1])

h(z)| > 1£(2)] = [t(g(z) = f(2)] > [f(2) =t [f(z)| =0 fiirt £0,
(@) > [£(z) - g(z)] 2 0 fiar t = 0.

Fir t € [0,1] hat also h(z) auf ([0, 1]) keine Nullstellen, und wir kénnen den Satz vom Null-
und Polstellen zdhlenden Integral 6.14 anwenden. Wir erhalten

1 o hi(z) ., 1 @)+t (=) -f(2) ,
2 Lo = 2 L i) %= MO

wobei N;(0) die Summe der Vielfachheiten der Nullstellen von /; im Inneren von 7 bezeichne.
Wie man der Formel entnimmt, hingt N;(0) stetig von t ab. Damit ist der Wertebereich von
N;(0) als stetiges Bild des zusammenhéngenden Intervalls [0, 1] zusammenhingend; anderer-
seits liegt der Wertebereich von N;(0) in den natiirlichen Zahlen, so dass N;(0) fiir t € [0,1]
konstant sein muss. Insbesondere folgt N; (0) = Np(0) und somit der Satz. O

Satz 6.17 (Satz von Hurwitz™). Sei D C C ein Gebiet und (f,)uez., eine Folge holomorpher Funk-
tionen f, : D — C, die auf jeder kompakten Teilmenge von D gleichmifig gegen eine Funktion
f : D — C konvergiert. Es gelte f,(z) # O fiir alle z € D und alle n € Z>o. Dann ist entweder
f identisch Null auf D oder f hat keine Nullstelle auf D.

Beweis. Nach dem Approximationssatz von Weierstrafs 3.41 ist f auf D holomorph. Wir neh-
men an, f sei nichtidentisch Null auf D. Da D ein Gebiet ist, besteht dann die Nullstellenmenge
von f in D nach Korollar 4.10 nur aus isolierten Punkten. Wir miissen nun fiir ein beliebiges
aber festes zg € D zeigen, dass f(zo) # 0 gilt. Wegen der Isoliertheit der Nullstellen gibt es ein
r > 0mit U,(z9) € D und f(z) # 0 fiir alle z € U,(zo) \ {z0}. Insbesondere gilt fiir dieses r

M := Z{ni?_ |f(z)| > 0.

Da (fu)nez., auf der kompakten Menge |z — zp| = r gleichméfig gegen f konvergiert, gibt es
ein N € Z>( mit

Ifu(z) — f(2)] < % fur allen > N und alle z € D mit |z — zo| = 1.

53Eugene Rouché (1832-1910)
%4Wir verlangen also, dass fiir alle z € D . ([0, 1]) die Umlaufzahl x(;z) entweder 0 oder 1 ist.
55 Adolf Hurwitz (1859 - 1919)
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Fiir solche n und solche z folgt dann

M M
fn(@)]=1f(z) = (f(2) = fu))| 2 [f D) = |f(2) = fu(2)| 2 M = = = —
und somit . . F2)— (2] )
zZ)— n
7@ 70 e e S M O )
Da nach Voraussetzung die Folge (fy)nez., auf |z — zo| = r gleichmiafig gegen f konver—
giert, konvergiert dort also auch die Folge <fi> ’ gleichmiafliig, und zwar gegen f Nach
"/ n€lx>o

der zweiten Aussage des Approximationssatzes von Weierstraf 3.41 konvergiert (f})ucz., auf

|z — zg| = r gleichméBig gegen f’, so dass dort insgesamt ({T’/‘ gleichmiflig gegen fT/

n ) HGZEO
konvergiert. Es folgt

im o @) g, 1 N AC I f'(2) 4,
1’}%00 27Ti /|z—z0|_r fn(z) d 2711 /z 20|= rn%oo fn( )d 27 /|z 2ol =r f(Z) dz.

Da die Funktionen f, nach Voraussetzung auf D keine Nullstellen haben, verschwindet nach
dem Argumentprinzip 6.15 die linke Seite fiir alle n € Z>o. Wenden wir das Argumentprinzip
auf die rechte Seite an, folgt jetzt f(z) # O fiir alle z € D mit |z — zg| < r. Insbesondere gilt
f(z0) # 0 und somit der Satz. O

Korollar 6.18. Sei D C C ein nichtleeres Gebiet und (fu)nez., eine Folge injektiver holomorpher
Funktionen f, : D — C, die auf jeder kompakten Teilmenge von D gleichmiifiig gegen ein f : D — C
konvergiert. Dann ist f entweder konstant oder auch injektiv.

Beweis. Sei f nicht konstant und zg € D fest gewihlt. Dann sind die Funktionen f,,(z) — f.(20)
nullstellenfrei auf dem Gebiet D \ {z}. Nach dem Satz von Hurwitz 6.17 ist dann f(z) — f(zo)
auf D \ {zo} entweder identisch Null oder nullstellenfrei. Der erste Fall ist nach Voraussetzung
ausgeschlossen, also gilt f(z) # f(zo) furallez € D\ {zp} # @. Da zy € D beliebig gew&hlt
war, folgt die Injektivitat von f auf D. O

6.5 Berechnung reeller Integrale mithilfe des Residuensatzes

Satz 6.19. Seien P(X,Y) und Q(X,Y) zwei Polynome in zwei Variablen mit reellen bzw. komplexen
Koeffizienten, und sei
P(x,y)
R(x,y) :=
()= 55y
die als Quotient von P und Q gegebene rationale Funktion. Weiter sei Q(x,y) # O fiir alle x,y € R
mit x? + y*> = 1. Dann liisst sich R komplex lings der Einheitskreislinie integrieren und es gilt

27T
/ R(cost,sint)dt =27 Z res;—z, f,°
0

zpelR

%6Man beachte: In der Summe rechts wird in Wirklichkeit nur iiber die endlich vielen Polstellen von f summiert.
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wobei E = {z € C | |z| < 1} die offene Einheitskreisscheibe sei und f die rationale Funktion

1 1 1\ 1 1
= -R|(= ) Z(z—2) ).
= ix () m (-2))
Beweis. Fiir |z| = 1ist 1 = & = z, und die Zahlen

1 1
<z—|—z) E(z—i—z) =Rez =x

1
2
1 1 1 _
Zi(z_z> ?(z—z)—lmz—y

sind reell. Wegen 1 = |z|> = x? + y? hat Q(x, y) fiir solche z nach Voraussetzung keine Null-
stellen; insbesondere hat f auf |z| = 1 keine Pole. Damit ist das Integral aus dem Satz definiert
und ldsst sich umschreiben zu

27 - I Y L R U L it . it
/0 R(cost,smt)dt—?/0 R<2 (e +e >’Z(6 —e )) e it dt
1 1 1 1 1 1
= R(=(z+=),2(z-2)) =d
1 ./|Z|=1 (2 <Z+z> 2i (Z z>> z z

= % /|z|_1f<z> dz.

Die Funktion f ist rational in den Variablen z und z~! und somit nach Erweiterung mit geeig-
neten z-Potenzen eine rationale Funktion in z. Insbesondere besitzt f nur endlich viele Polstel-
len und wir konnen zur Berechnung des Integrals den Residuensatz 6.10 beztiglich der durch
|z| = 1 gegebenen Kurve v anwenden. Wir erhalten

1 1 .
flz)dz == |27 Y x(7;z0) res,—s, f
‘Z‘ 1 ! zo€lE
zq Pol
=21 ) res;—, f,
zo€lE
Z0 Pol
wobei wir verwenden, dass fiir zg € IE stets x(v;z0) = 1 gilt. O
Beispiel 6.20. / m fiir ein a € R1. Hier gilt R(x,y) = 1, also
1 1 2 2
f(z) = Z 1 ™ = 2 1~ (z— _
ll‘f‘j(z‘i‘g) z=+2az+ (Z IX)(Z :B)

mit reellen Zahlen

a=—-a++va*—1 und B=—-a—+a*>—1.

Hierbei gilt || < 1,
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denn:

—1<—a++va>-1<1
a—1<va2—-1<a+1
(a—1)?<a®>-1<(a+1)?
—2a4+1<-1<2a+1
—a< —-1<a.

la| <1

11111

Wegen a > 1 ist die letzte Zeile erfiillt und die Behauptung ist gezeigt. #

Durch Ausmultiplizieren erhalten wir o - B = 1 und insbesondere |B| > 1. Wenden wir nun Satz 6.19
an, erhalten wir somit

0 a-+cost 24007241
o
(z—a)(z—PB)
6.8 . Z— K
o8 g lim——~ %
=y e T ey
1
lx_

=47 res,—,

=4

==

Definition 6.21. Sei f : R — R stetig. Dann heifit f integrierbar iiber R, falls die beiden Grenzwerte

lim /Af(x) dx wund lim /_OBf(x) dx

A—o0 JO B—o0

(unabhiingig voneinander) existieren. Wir schreiben dann

/_O:of( dx = lim f dx+hm/ Flx

f heifit absolut integrierbar, falls | f| integrierbar ist. Man zeigt leicht, dass absolute Integrierbarkeit
die Integrierbarkeit impliziert.>’

Satz 6.22. Seien P(X) und Q(X) zwei Polynome mit reellen Koeffizienten. Es gelte

degQ > degP+2 und Q(x) # 0fiiralle x € R.

Fiir die auf C definierte Quotientenfunktion R(z) := g(é)) Qilt dann

(@) R(x) ist absolut integrierbar iiber R.

57Beweis mit Hilfe eines Analogons des Cauchy-Kriteriums, dhnlich wie bei unendlichen Reihen.
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) k
(b) / R(x)dx =27i ) res,—; R,
o ~

]

wobei z1, . . .,z gerade die Polstellen von R(z) in der oberen Halbebene H := {z € C | Imz > 0}
sind.

Beweis. Sei m der Grad von P und n der Grad von Q. Dann schreiben wir
m n
P(X) = Z a, XY und Q(X) = Z b, X".
v=0 v=0

Firz € C* gilt
P(Z) — M, %_F"‘—}_am

RO =5 =" " nr

Fiir |z| — oo strebt der zweite Faktor gegen 3*, ist also insbesondere beschrinkt. Es gibt somit
Konstanten M > 0 und ¢ > 0 mit

|IR(z)| < |z" "M firalle |z| > c.
Mit n —m > 2 folgt

M

RE)I < 1

fir alle |z| > c.

R(x) ist stetig auf R. Fiir z = x reell folgt also fiir hinreichend grofles A € R

/OA\R(x)|dx:/OC]R(x)|dx+/CA|R(x)|dx
S/OC!R(x)|dx+M-/CAi§

:/OC]R(x)|dx+M (—=)|"

c

_ /OcyR(x)\dHM (‘iﬁi)

g/ yR<x)\dx+¥ < oo,
0

Diese Abschédtzung ist unabhéngig von A. Hieraus folgt leicht, dass der Grenzwert

A
lim / |R(x)|dx
0

A—o00

existiert.”® Genauso zeigt man die Existenz von limp_,c [ 0 5| R(x)[ dx. Insgesamt haben wir
hiermit Behauptung (a) gezeigt.

Das ist das Analogon zur Tatsache, dass eine monoton wachsende, beschrankte Zahlenfolge konvergiert.
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Es verbleibt Behauptung (b) zu zeigen. Sei dafiir r > 0 und v, die durch

t firallet € [—r,7],
’)/r(t) = i(t—r) ..

re furallet € [r,r + 7]
gegebene geschlossene, stiickweise glatte Kurve. Nehmen wir weiter an, r sei grofer als |z;| ftr

allej € {1,...,k}, und schreiben wir «, fiir die durch v, | i+ gegebene Halbkreiskurve. Mit
dem Residuensatz 6.10 gilt dann

7 k
/ R(z)dz+ | R(x)dx = / R(z)dz = 27mi Zreszzzj R,
Ky —r T ]':1
denn fiir alle j giltja x(7,;z;) = 1. Andererseits gilt
>0 ©
]/ z)dz| = |/ re)rze”dt|<r/ IR(ré )\dtﬁr%n:gri 0.
Offenbar folgt hieraus die Behauptung. O

B 16.23.
eispie / x2 - 1

Esgilt 22 +1 = (z —i)(z + ). Also hat ﬁ genau eine Polstelle in H, nimlich i, und es gilt

res L lim 1 —l
=21 T izt 2

/oo i—Zm'l—ﬂ
7oox2+1_ 21_ )

Mit Satz 6.22 folgt

6.6 Ubungsaufgaben

Aufgabe 6.1. Sei D C C ein Elementargebiet, und sei f : D~ {a1,...,a,} — C eine holomorphe
Funktion mit einfachen Polen in a, € D fiirallev = 1,...,n. Zeigen Sie: Gilt dann fiir jede geschlos-
sene, stiickweise glatte Kurve v in D . {ay,...,a,}

/f(z) dz € 2miZ,
g
so gibt es eine in D meromorphe Funktion g mit f = %.

Aufgabe 6.2. Sei D C C eine offene Teilmenge, sei f : D — C eine injektive, holomorphe Funktion,
und sei zog € D und R > 0 mit Ur(z9) C D. Zeigen Sie, dass dann die Formel

fl(z)zzlm/auR<zo> fzg)’)( ) du fitralle z € f{Ur(z0))

gilt.
Bemerkung: Insbesondere ist f| () : Ur(20) — f(Ur(20)) biholomorph (vgl. Definition 7.1).
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Aufgabe 6.3. Diese Aufgabe ist eine erstaunliche Anwendung des Satzes von Rouché 6.16.

Sei f(z) = Yoo ganz" eine komplexe Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0, und sei zo € Ugr(0)
ein beliebiger Punkt. Zeigen Sie: Zu jeder offenen Umgebung zo € U C Ur(0) gibt es ein zq € U und
ein N € Z>q mit

) N
20) = Y anzf = ) anzi.
n=0 n=0

Hinweis: Ohne Einschrinkung ist f nicht konstant. Dann findet man e > 0und 6 > 0 mit U (z9) C U
und |f(zo) — f(z)| > 6 fiiralle z € C mit |zy — z| = e.

Aufgabe 6.4. Seien f,g € C[X] ~ {0} zwei Polynome mzt deg(g) > deg(f) und g(x) # O fiir alle
x > 0. Sei aufferdem n > 1 eine natiirliche Zahl, 7, := e und A, C C gegeben durch das Segment

An::{ZEC]0<Arg(z)<2:}.

(a) Zeigen Sie mithilfe des Residuensatzes 6.10 die Formel

[PIE g 2 f")
0

I€Syp—y
1- C” z€A,

Hinweis: Betrachten Sie das geschlossene Kurvenintegral

Z" f( Z" f(z") 0 f(z")
n / OR g(zn) dz+ /@nR g(zn) =

TR 8
wobei 0g : [0,22] — C das Kreissegment 5g(t) = Re'* bezeichne.

(b) Berechnen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale mithilfe der in Teilaufgabe (a) hergeleiteten
Formel.

. ° \/x / /°° 1
W /o Trrrad T+x T i) | T 9%




KAPITEL 7

Der Kleine Riemann’sche Abbildungssatz und Folgerungen

7.1 Biholomorphe Funktionen

Definition 7.1. Seien D1, Dy C C offen. Genau dann heif$t eine Funktion ¢ : D; — D; biholo-
morph, wenn die folgenden Bedingungen gelten.

(i) ¢ ist bijektiv.

(ii) ¢ ist holomorph.

(iii) ¢! ist holomorph.

Aufgrund der aus Proposition 2.16 bekannten Stetigkeit holomorpher Funktionen sind biholomorphe

Funktionen insbesondere Homoomorphismen.

Bemerkung 7.2. Biholomorphe Funktionen werden in der Literatur haufig auch ,konform™ genannt.
Wir verwenden diese Bezeichung nicht, weil sie in der Geometrie in anderer, aber verwandter Bedeutung
eingesetzt wird und wir Verwechslungen vorbeugen wollen.

Beispiel 7.3. Sei
a b
M= (C d) € GLz(C)
und @ die zugehorige Mobius-Transformation, wie wir sie in Beispiel 5.35 eingefiihrt haben.
(a) Istc =0, soist offensichtlich ¢ eine biholomorphe Funktion von C auf sich selbst.
(b) Istc # 0, soist g eine biholomorphe Funktion von €~ {—2} nach C ~ {4}.

Natiirlich lisst sich @y auf eine beliebige offene Teilmenge Dy von C bzw. C {—%} einschriinken.
Dann erhilt man eine biholomorphe Funktion von Dy auf ¢ (D). Wir werden gleich sehen, wieso dies
niitzlich ist.

121
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Beispiel 7.4. Nach Proposition 2.50 und Satz 2.51 ist die Einschrinkung der komplexen Exponential-
funktion auf die Menge
{z=x+yicC|-—n<y<mn}

eine biholomorphe Funktion von dieser nach C_, deren Umkehrabbildung durch den Hauptzweig des
komplexen Logarithmus gegeben ist.

Definition 7.5. Zwei Gebiete D1, Dy C C heifien biholomorph dquivalent, wenn es eine biholomor-
phe Funktion ¢ : Dy — Dy gibt.>’

Beispiel 7.6. (a) Die obere Halbebene H und die Einheitskreisscheibe IE sind biholomorph dquivalent,

denn: Die Mobius-Transformation ¢y mit
1 —i
M = (1 ; ) EGLz(C)
heifit die Cayley-Transformation® und ist nach Beispiel 7.3 biholomorph und bildet H auf IE ab:

z— i . .
|Z—+l| <l<e=z—i*<|z+i
> (z—i)(z+1) < (z+1i)(z—1i)
—= |z +iz-2)+1< |z —i(z—2)+1
< 2i(z—2z) <0
zZ—z
2i
<= Imz >0
<~ zcll

<= >0

(b) Im Gegensatz dazu sind C und E nicht biholomorph dquivalent,
denn: Eine holomorphe Abbildung f : C — I ist stets beschrinkt, nach dem Satz von Liouville
3.34 also konstant. Insbesondere kann eine solche holomorphe Funktion f keine Bijektion sein.  #
Lemma 7.7 (Biholomorphiekriterium). Seien D, D, C C Gebiete und ¢ : D1 — Dy eine Abbil-
dung. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.
(i) ¢ ist biholomorph.
(i) ¢ ist bijektiv, holomorph und ¢'(z) hat auf Dq keine Nullstelle.
(iii) ¢ ist bijektiv und holomorph.

Dieser Begriff ist insofern wohldefiniert als die biholomorphe Aquivalenz tatsichlich eine Aquivalenzrelation
auf der Menge aller Gebiete in C definiert. Letzteres zu iiberpriifen ist eine leichte Ubung.
60 Arthur Cayley (1821-1895)
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Beweis. Gelte zundchst Aussage (i), sei also ¢ biholomorph. Dann gilt ¢ o ¢~ = id und nach
der Kettenregel 2.19 also

¢ (¢ (w)) (971 (w) =1 fiir alle w € D;.
Insbesondere gilt
@' (¢ Y (w)) #0 fiir alle w € D,
und wegen der Bijektivitit von ¢!
¢'(z) #0 firallez € Dy,
also Aussage (ii).
Dass Aussage (ii) Aussage (iii) impliziert, ist trivial.
Es verbleibt zu zeigen, dass Aussage (iii) Aussage (i) impliziert, dass also die Umkehrabbildung

¢~ ! einer bijektiven, holomorphen Funktion ¢ : D; — D, stets holomorph ist. Zunéchst ist ¢~
stetig,

denn: Sei U C D; eine offene Teilmenge. Als injektive Funktion ist ¢ auf keiner Zusammen-
hangskomponente von U konstant, so dass wir den Offenheitssatz 4.15 anwenden konnen,
nach dem das Urbild (¢~1)~1(U) = ¢(U) unter der Umkehrabbildung ¢! offen ist. #

Insbesondere ist ¢ ein Homdomorphismus. Die Ableitung ¢’ ist wegen der Injektivitit auf kei-
nem Teilgebiet von D; identisch Null, so dass nach Korollar 4.10 die Nullstellenmenge T(¢’)
von ¢’ nur aus isolierten Punkten besteht und abgeschlossen in D; ist. Da ¢ ein Homdomor-
phismus ist, besteht dann auch T := ¢(T(¢’)) nur aus isolierten Punkten und ist abgeschlossen
in Dz.

Sei nun wy € Dy \. T mit Urbild z := ¢~ !(wp). Dann gilt
¢(z) = ¢(z0) + (z — 20)P(2)

mit einer in zj stetigen Funktion ¢ : D1 — C mit (z9) = ¢'(z0) # 0. Setzen wir nun z :=
¢~ (w) fiir alle w € Dy, so folgt

w=wy+ (¢ ' (w) — ¢ (wo)) - Yo~ (w)).

Die Funktion g := o ¢~ ! ist stetig in wp und erfiillt g(wy) = P (z) # 0, es gibtalsoeinr € R

mit

¢ Y w) = ¢ Hwp) + wq(—wz;Jo fir alle w € U,(wg) N D».

Hieraus lasst sich ablesen, dass der Differenzenquotient von ¢~ !(w) in wy durch die stetige
Funktion ﬁ gegeben ist, so dass ¢! in wy komplex differenzierbar ist und dort die Ableitung

1V (wn) — 1 — 1 = 1 = L
(070 0) = L) = 90 ~ Pa) @ lp (o)

besitzt.

Nach dem eben Gezeigten ist ¢! auf D, \. T holomorph. Andererseits ist ¢! ja auf ganz D,
stetig. Nach dem Riemann’schen Hebbarkeitssatz 5.7 ist somit ¢ ~! holomorph auf ganz D,. O
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Zwei Gebiete, die biholomorph dquivalent sind, sollten dieselben funktionentheoretischen Ei-
genschaften haben. In der Tat gilt:

Lemma 7.8. Seien D1, D, C C Gebiete und ¢ : D1 — Dy eine biholomorphe Funktion. Ist dann D
ein Elementargebiet, so auch D;.

Beweis. Sei g : D, — C holomorph. Wir miissen zeigen, dass g eine Stammfunktion G : D — C
hat. Es gilt das folgende kommutative Diagramm.

D, ? D,
g% %
C
Da D; ein Elementargebiet ist und (g o ¢) ¢’ : D; — C eine holomorphe Abbildung, hat (g o
@) ¢’ eine Stammfunktion F : D; — C. Fiir G := Fo ¢! gilt nun

Es ist also G eine Stammfunktion von g. Es folgt, dass D, ein Elementargebiet ist. O

Die grofSe Fragestellung iiber biholomorphe Aquivalenz ist offensichtlich die nach einem Ver-
tretersystem der Aquivalenzklassen. Wir suchen also eine Liste moglichst schon beschreibbarer
Gebiete D C C, so dass jedes Gebiet in C dquivalent ist zu einem Gebiet aus der Liste und keine
zwei Gebiete in der Liste dquivalent sind.

7.2 Der Kleine Riemann’sche Abbildungssatz

Fiir Elementargebiete ist die Antwort auf diese Frage — wenn auch nicht ihr Beweis — einfach:

Satz 7.9 (Kleiner Riemann’scher Abbildungssatz). Sei @ & D & C ein Elementargebiet." Dann
ist D biholomorph dquivalent zur Einheitskreisscheibe IE.

Bemerkung 7.10. Der Kleine Riemann’sche Abbildungssatz ist ein Spezialfall des Groffen Rie-
mann’schen Abbildungssatzes, welcher besagt, dass jede einfach zusammenhingende Riemann’sche Flii-
che biholomorph iiquivalent ist zu C, |E oder C.

Den Beweis des Abbildungssatzes erfolgt in mehreren Schritten und fiillt den Rest dieses Ab-
schnitts aus.

611n unserer Definition ist auch die leere Menge ein Elementargebiet, fiir welches der Satz aber offensichtlich
falsch ware. Weil das unintuitiv ist, wird oft auch die leere Menge als Gebiet verboten.
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1. Schritt: Vorbereitung

Lemma 7.11. Sei @ & Dy & C ein Elementargebiet. Dann ist Dy biholomorph dquivalent zu einem

Elementargebiet Dy mit 0 € Dy C E.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es ein ¢ € C ~\ Dj, so dass die holomorphe Funktion f(z) =
z — c auf D keine Nullstelle hat. Da D; ein Elementargebiet ist, hat somit f auf D; nach Lemma
4.6 eine holomorphe Quadratwurzel, also eine holomorphe Funktion ¢ : D; — C mit g?(z) =
f(z) auf ganz D;. Fiir z1,zo € D, gilt dann

g(z1) = +8(z2) = f(z1) =f(z2) = z1=2.

Hieraus folgt einerseits, dass g injektiv ist und nach Lemma 7.8 also eine biholomorphe Funk-
tion von D; auf das Elementargebiet ¢(D;). Andererseits folgt

we g(D)N{0} = —w¢g(D), (7.1)
denn: Istw = ¢(z1) = —g(2z2) mit z1,zp € Dy, so gilt nach dem obigen z; = z;. Setzen wir dies
in die urspriingliche Gleichung ein, erhalten wir w = —w und somit w = 0. #

Da g(D;) offen und nicht leer ist, gibt es ein zop € €~ {0} und ein r > 0 mit U,(zp) C g(D1)
und 0 € U,(zp). Dann gilt
|w+zo| >r firallew € g(Dy),

denn: Gébe es ein w € ¢g(D;) mit |w + zo| < r, dann ldge dieses in U,(—z9) = —U,(z0). Nach
(7.1) und den Voraussetzungen an w und zy ist aber der Durchschnitt —U,(zp) N g(D1) leer,
was einen Widerspruch ergibe. #
Die Abbildung
h:ww—
W+ 20

ist fir w # —zp holomorph und injektiv, bildet also g(D;) auf das biholomorph dquivalente
Gebiet 1(g(D;)) ab. Dieses ist beschréankt,

denn: Fiir w € g(D) gilt nach dem obigen |w + zo| > r und somit || < 1. #

w+zp

Nach Anwenden einer geeigneten Translation t : w — w + a erhalten wir ein biholomorph
dquivalentes beschrinktes Elementargebiet t(h(g(D1))), das 0 enthélt. Nach Anwenden einer
geeigneten zentrischen Streckung s : w + ¢ - w erhalten wir ein biholomorph dquivalentes
Gebiet D, das wie verlangt 0 € D, C E erfiillt. O

Wir nehmen Lemma 7.11 zum Anlass, im weiteren Beweis des Kleinen Riemann’schen Abbil-
dungssatzes 7.9 stets 0 € D C IE vorauszusetzen. Da fiir D = I nichts zu zeigen ist, konnen
wir im Folgenden sogar 0 € D & [E annehmen.
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2. Schritt: Rickfiihrung auf ein Extremalproblem

Lemma 7.12. Sei D ein Elementargebiet mit 0 € D S IE. Dann gibt es eine injektive holomorphe
Abbildung ¢ : D — E mit ¢(0) = 0 und |¢’(0)| > 1.

Beweis. Fiirjedesa € E~ {0} gilt

M, = G j) € GL,(C).

Nach Beispiel 7.3 ist die Mobius-Transformation ¢, := ¢y, eine biholomorphe Funktion von
C ~ {1} auf sich selbst. Nach Ubungsaufgabe 4.8 ist die Einschrankung von ¢,|g : E — E auf
die offene Einheitskreisscheibe IE ebenfalls biholomorph. Offensichtlich gilt dabei aufserdem

¢a(a) =0.
Nach Voraussetzung gibt es ein b € E ~\ D. Das zugehorige ¢, ist daher auf D nullstellenfrei.
Da D ein Elementargebiet ist, gibt es eine holomorphe Abbildung / : D — C mit h?(z) = ¢;(z)

fir alle z € D. Da aufierdem
lpp(z)| <1 fiirallez € D

gilt und ¢, auf D injektiv ist, gelten diese beiden Eigenschaften auch fiir . Setzen wir ¢ := h(0)
fest — das geht, da wir 0 € D angenommen hatten. Dann ist auch ¢ := ¢, o h eine injektive
holomorphe Abbildung von D nach IE. Weiter gilt

_ h(0)—c 0
$O) = =1 T =1

Es verbleibt zu zeigen, dass die Ableitung von ¢ an der Stelle z = 0 betragsmafsig grofer als 1
ist. Es gilt

0.

L W (0)(ch(0) — 1) —Eh/(O)(h(O) —0) _ H(0) (’C[z —1) _ H(0)
s (eh(©) -1 BTV T

Wir miissen nun den Term auf der rechten Seite noch genauer untersuchen. Es gilt h?(z) =
¢p(z), also insbesondere

/ _ / _ _(EO—l)—E(O—b)_ _
21(0) (0) = () (0) = g4(0) = o= = [bP ~ 1.

Andererseits gilt
c[* = [R(O)* = |@s(0)] = [b]

und somit |c| = |h(0)| = +/|b|. Setzen wir beides in (7.2) ein, erhalten wir
21'(0) h(0) |6 — 1| b| +1
'(0)] = _ _ > 1,
O 2o -1 T 21l R T 2 /]

wobei wir in der Abschidtzung benutzt haben, dass

2
|b| =24/16| +1>0 <= <\/|b|—1> >0

gilt. O
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Korollar 7.13. Sei D ein Elementargebiet mit 0 € D G I, und sei weiter
R(D) :={¢: D — E | ¢ injektiv, holomorph, ¢(0) = 0}.
Falls es ein i € R(D) gibt mit
[9'(0)| = [9'(0)|  fiiralle ¢ € R(D), (7.3)

dann ist dieses  eine biholomorphe Funktion von D nach IE.

Beweis. Angenommen i wire nicht surjektiv, es galte also (D) & IE. Nach Lemma 7.8 ist mit
D auch ¢(D) ein Elementargebiet, so dass wir dann Lemma 7.12 auf ¢(D) anwenden konnten.
Nach diesem gibe es dann ein ¢ € £((D)) mit |¢’(0)| > 1. Es gilte dann ¢ o ¢ € K(D) und

(9 o) (0)] = 19" (¥(0)) ¢'(0)] = ¢/ (0)] - [¢"(0)| > [9'(0)].

Dies ist ein Widerspruch zur Maximalitdt von [¢’(0)|. Also ist ¢ surjektiv und daher nach
Lemma 7.7 eine biholomorphe Funktion von D auf E. O

Wir haben also den Beweis des Riemann’schen Abbildungssatzes 7.9 darauf reduziert, die Vor-
aussetzung (7.3) zu zeigen. Im nidchsten Schritt gelingt uns dies mithilfe des Satzes von Montel
7.14.

3. Schritt: Riickfilhrung auf den Satz von Montel®’

Sei
K:= sup [¢'(0)].
¢eR(D)
Das ist ein wohldefiniertes Element aus R>o U {o0}, da mitidp € £(D) die Menge £(D) nicht
leer ist. Nach Definition des Supremums gibt es eine Folge (¢,)nez., von Funktionen ¢, €
R(D), fur die |¢),(0)| mit n — oo gegen K geht. )

Satz 7.14 (Satz von Montel). Sei A C C offen und (fu)ncz., eine Folge holomorpher Funktionen
fu: A — C, die auf A beschrinkt ist, fiir die es also ein C > 0 gibt mit |f,(z)| < C fiir allen € Z>o
und alle z € A. Dann besitzt (fu)ncz., eine konvergente Teilfolge, die auf jeder kompakten Teilmenge
von A gleichmif$ig konvergiert. .

Beweis. Im 4. Schritt. O

Wegen ¢,(D) C T ist die Folge (¢n)ncz., von oben beschrankt. Wir kénnen also den Satz
von Montel 7.14 auf sie anwenden, der besagt, dass sie eine Teilfolge besitzt, die auf jeder
kompakten Teilmenge von D gleichmiflig gegen eine Grenzfunktion ¢ : D — C konvergiert.
Bezeichnen wir die Glieder dieser Teilfolge mit ¢, .

Wegen ¢,, (0) = 0 und

V—r00

¢, (0) "= 9(0)
62Paul Antoine Aristide Montel (1876 - 1975)
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gilt ¢(0) = 0. Da (¢4, )vez., nach dem Satz von Montel 7.14 auf Kompakta gleichmafig kon-
vergiert, konnen wir den Weierstrafs’schen Approximationssatz 3.41 anwenden, und erhalten
die Holomorphie der Grenzfunktion ¢ auf D sowie ¢}, (z) — ¢'(z) fiiralle z € D, insbesondere

also fiir z = 0. Wegen
vV—00

|9, (0)] ="K
folgt also K = |¢’(0)|, insbesondere gilt K < co und |¢’(0)| < [¢’(0)] fiir alle ¢ € K(D).

Mit der soeben gezeigten Maximalititseigenschaft von ¢ und id |p € (D) folgt ¢'(0) # 0, so
dass insbesondere i auf dem Gebiet nicht konstant sein kann.®®> Da alle ¢, injektiv sind, ist
somit nach Korollar 6.18 auch 1 injektiv.

Da die Folge ¢, (z) fiir v — oo auf ganz D gegen ¢(z) konvergiert und dort stets |¢,, (z)| <
1 gilt, folgt |p(z)| < 1 fur alle z € D. Gébe es ein zg € D mit |(zp)| = 1, so ndhme ¢
in diesem z( ein Betragsmaximum, wire also nach dem Maximumprinzip 4.17 konstant, was
bereits ausgeschlossen wurde. Also gilt ¢(D) C E.

Insgesamt liegt also i in £(D) und erfiillt die Extremalbedingung (7.3). Mit den Ergebnissen
des 2. Schritts haben wir somit gezeigt, dass der Kleine Riemann’sche Abbildungssatz 7.9 aus
dem Satz von Montel 7.14 folgt. Letzteren gilt es nun noch zu beweisen.

4. Schritt: Beweis des Satzes von Montel

Lemma 7.15. Sei A C C offen, C € R eine Konstante und (fy)nez., eine Folge holomorpher
Funktionen

fntA—=C mit|fy(z)| < Cfiirallen € Z>oundallez € A.

Es gebe eine dichte Teilmenge S C A, auf der (fu)ncz., punktweise konvergiert. Dann konvergiert
(fu)nez., auf A, und zwar gleichmif$ig auf kompakten Teilmengen.

Beweis. Es gentigt zu zeigen, dass es fiir jedes Kompaktum K C A und jedese > 0ein N € Zxg
gibt mit

|fm(z) — fu(z)| < e furallem,n > Nundallez € K, (7.4)
denn: Aus (7.4) folgt wegen der Vollstindigkeit von C zundchst die Konvergenz von
(fu(2))nez., injedem z € K. Sei die Grenzfunktion durch

f(z):= lim f,(z) furallez € K

n—00

gegeben. Wahlen wir n > N fest aber beliebig und lassen m in (7.4) gegen oo gehen, so folgt
£(2) ~ fu2)| = lim |fu(z) — fulz)| < ¢ firallez € K.

Die Folge (fy)nez., konvergiert auf K somit gleichméfig gegen f. #

%3denn sonst wireja ' (z) = 0 fiir alle z € D
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Sei also K C A kompakt. Da A offen ist, gibt es zujedema € K C A einr, > 0 mit Uy, (a) C A.
Die Familie {U,,(a)},ck bildet eine offene Uberdeckung von K. Da K kompakt ist, hat diese
Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung

N
K< |JU,(a) mitay,...,ay €K,

v=1

wobei wir kurz r, := r,, geschrieben haben. Es folgt insbesondere

N
Kc JU,(a) CA,

v=1

wobei die zweite Inklusion nach Konstruktion der Umgebungen U, (a,) gilt. Es gentigt daher,
(7.4) fiir kompakte Mengen der Form

K=U(a) CA mitac€ Aundr >0

zu zeigen, wobei wir noch Uy, (a) C A annehmen diirfen.

Das wollen wir nun tun. Zu einem & > 0 wéhlen wir also ein 5= -& > ¢ > 0. Seien zg,z1 €
Us .(a) mit |zg — z1| < é. Nach der Cauchy’schen Integralformel 3.29 gilt dann fiir alle n € Z>g

(£l 1) g

w—z9 W—2q

ulz) = folzn) = | 3 [

|w—a|=2r

_ |-z / fu(w) dw‘.
20 | e (0= 20) (@ —21)
Fir |w —a| =2rund z € U%r(a) gilt
3 r
lw—z| =[(w—a)—(z—a)| > |w—a| —|z—al 22r—§r:§.

Setzen wir dies in die obige Gleichung ein, so erhalten wir mit der Standardabschétzung fiir
Kurvenintegrale 3.15

20— z1] [(2\? |zo — z1] - 8C r 8C ¢

_ <20 2= .C. — e = by
falz0) = fu(z1)] < 2r T Cdmr r < 24C r
Zusammengefasst erhalten wir also

| fu(z0) — fu(z1)] < g fur alle n € Z>o und alle zp,z1 € U;r(a) mit |z — z1| < 4. (7.5)

Da S dicht in A ist, lasst sich U, (a) wie folgt tiberdecken:
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Da U, (a) kompakt ist, hat diese Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung

M
Uy (a) C | Us(by) mit by, ..., by € S N Uy, (a). (7.6)
u=1

Seiz € Uy(a). Dann gibt es also ein € {1,..., M} mit |z — b,| < J. Insbesondere kénnen wir
(7.5) anwenden und erhalten fiir alle m, n, die grofier als ein geeignetes N, € Z>¢ sind,

Fn(2) = fa@)] < Ufn(2) = )| + fn(0) = fo By + 1 alby) = Fu(2)]
) — Falb)] + 5

<44 =¢

3 3 3 7
wobei wir fiir die letzte Abschitzung die punktweise Konvergenz der Folge ( fn)nezzo auf
S ausgenutzt haben. Da die Uberdeckung (7.6) endlich war, existiert das Maximum N :=

max;f:l N, und fiir alle z € U,(a) und alle m,n > N gilt die Behauptung. O

Beweis des Satzes von Montel 7.14. Sei S eine abzédhlbare dichte Teilmenge von A, etwa
S={x+iye Alx,yecqQ}

und sei 1,5y, ... eine Abzdhlung von S. Die Folge (f,(51))nez., ist beschrinkt, also hat die
Folge (fn)nez., nach dem Satz von Bolzano-Weierstral®* eine "l:eilfolge, die in s; konvergiert.
Eine solche sei f11, f12, fi3 . . .. Ebenso hat diese wiederum eine Teilfolge f21, f22, f23,. .., die in
sy konvergiert. Induktiv konstruiert man eine Folge von Folgen, derart dass jede dieser Folgen
Teilfolge der vorhergehenden ist und so dass die n-te Folge f1, fu2, fu3, ... insy,...,s, konver-
giert. Offensichtlich konvergiert dann die Diagonalfolge f11, f22, f33,... inallen s € S. Der Satz
von Montel 7.14 folgt somit aus Lemma 7.15. O

Insgesamt haben wir so den Kleinen Riemann’schen Abbildungssatz 7.9 bewiesen.

7.3 Geometrische Charakterisierung von Elementargebieten

Ein Elementargebiet in C ist nach Definition 4.1 ein Gebiet auf dem jede holomorphe Funktion
eine Stammfunktion besitzt. Diese Definition ist zwar gut geeignet, um Sétze in der Integra-
tionstheorie zu zeigen, gibt aber nicht gut daritiber Aufschluss, ob ein gegebenes Gebiet ein
Elementargebiet ist oder nicht. Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, dass die Elementarge-
biete in C gerade diejenigen Gebiete in C sind, die einfach zusammenhingend sind, die also
anschaulich , keine Locher haben”. Fiir dieses Resultat werden wir eine Umformulierung des
Cauchy’schen Integralsatzes 3.25 verwenden, die wir nun zunéchst herleiten wollen.

Lemma 7.16. Sei D C C offen und «y : [a,b] — C eine (stetige) Kurve in D. Dann existiert eine
Unterteilunga = ag < a1 < ... < a, = bundeinr € R, derart dass

U(zy) €D mit z,:=y(ay) fiiralle0 <v<mn

64Bernardus Placidus Johann Nepomuk Bolzano (1781 - 1848)
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und
v([ay, ay41]) C Up(zy) N Up(zy41) fiiralle0 <v <n-—1

gelten.

Beweis. Da y([a,b]) als Bild einer kompakten Menge unter einer stetigen Abbildung wieder
kompakt ist, gibt es nach dem Lemma von Lebesgue 3.28 ein r € R~ mit U,(z) C D fiir alle
z € y([a,b]). Da die stetige Funktion 7 auf dem Kompaktum [a, b] gleichmé&fig stetig ist, gibt
es zu diesem r ein § > 0 mit

lv(t) — ()| <r firallet,t' € [a,b] mit|t—t| <.

Wir wihlen nun ein n € Z>( mit % < ¢ und unterteilen das Intervall [g, b] in die n Teilinter-
valle

b—a b—a
v, a+

a+ (v+1)| mitve{0,...,n—1}

der Lange b%“ < 4. Seien

a,=a+ v und zy:=(ay) furalleve {0,...,n}.

Dann liegt nach Konstruktion U, (z,) in D, und fiir ein beliebiges t € [ay, a,1] gilt |t —ay|, |t —
ay+1] < 0. Mit der gleichméBigen Stetigkeit von v folgt dann
[v(8) =z, [7(8) = zoa| <7,

Definition 7.17. Sei D C C offen und f : D — C holomorph. Sei 7y eine Kurve in D. Sei die Notation
wie in Lemma 7.16. Dann ist das Integral von f lings vy definiert als

Zy41

Jf(z)dz::zzgj/f(z)dz,

Zy

wobei jeweils lings der Verbindungsstrecke von z, nach z, 1 integriert wird.®

Bemerkung 7.18. (a) Definition 7.17 ist wohldefiniert in dem Sinne, dass sie unabhiingig ist von der
Auswahl der Unterteilung,

denn: Offensichtlich geniigt es zu zeigen, dass sich der Wert des Integrals beim Ubergang zu einer
Verfeinerung der Unterteilung nicht dndert. Genauer sei a = ay < a1 < ... < a, = b eine
Unterteilung von [a, b] wie in Lemma 7.16 und a = dp < 41 < ... < i = b eine weitere solche
Unterteilung mit m > n und {ay,...,a,} C {do,...,dy}. Dann gilt

n—1 Zy+1 m—1 ')/(d]l+1)
Y [rae=Y [ fad
v=0 u=0 _~-

Zv ’Y(”y)

65Man beachte, dass nach Lemma 7.16 die Punkte z,, zy4+1 samt ihrer Verbindungsstrecke in D liegen.
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denn: Betrachten wir ay, = d, < dy41 < ... < Ay x = ayy1 mit einem k > 0. Nach Voraus-
setzung liegen die Bilder davon unter <y alle in der offenen Kreisscheibe U, (z, ). Da letztere konvex
ist, sind damit auch alle Verbindungsstrecken ganz enthalten. Da f(z) auf U,(z,) holomorph ist,
folgt mit dem Cauchy’schen Integralsatz fiir Sterngebiete 3.25

Zv41 7(a11) P (@)
3 (z)dz:[y(av) f(z)dz = ;;4 A(M f(z)dz.
#
l]r(zv) []r(zv+1)
Y(b)
(ay
ry ’Y(av+1)
Y(a)
#

(b) Ist -y stiickweise glatt, so ist die rechte Seite der Definition gerade das iibliche Kurvenintegral,

denn: Ist <y stiickweise glatt, so trifft dies insbesondere auf das Teilstiick von z, nach z,,1 zu, also
ist dieses zusammen mit der Strecke von z, nach z, 1 eine geschlossene stiickweise glatte Kurve im
Sterngebiet U, (z,), also ist wieder nach dem Cauchy’schen Integralsatz fiir Sterngebiete 3.25 das
Integral von f hieriiber gleich Null. #

Definition 7.19. Sei D C C offen, und seien 1,72 : [0,1] — C zwei Kurven in D. Dabei gelte

71(0) = 72(0) und 7(1) =12(1),

es sollen also die Anfangs- und die Endpunkte von vy und vy, jeweils iibereinstimmen. Genau dann
heiflen y1 und yo homotop in D (mit festgehaltenem Anfangs- und Endpunkt), wenn es eine stetige
Abbildung H : [0,1] x [0,1] — D gibt mit

(@) H(t,0) =1(t) und H(t, 1) = 72(t).
(b) Fiiralles € [0,1] gilt

H(0,s) = 71(0) = 72(0) und H(1,s) = 11(1) = 72(1).

In diesem Fall nennt man auch H eine Homotopie von 1 nach 7y in D.
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Diese Definition bedeutet gerade, dass man 7 in D stetig nach 7, deformieren kann, wobei
Anfangs- und Endpunkt fest bleiben. Wir werden im Folgenden nur Homotopie von Kurven
mit festgehaltenem Anfangs- und Endpunkt betrachten und dabei kurz von Homotopie von
Kurven sprechen.

Beispiel 7.20. Ist D konvex, so sind je zwei Kurven 7y und 7y, in D mit gleichem Anfangs- und
Endpunkt homotop in D. Eine Abbildung H mit den geforderten Eigenschaften ist

H(t,s) = m(t) +s(r2(t) = (t)) mits,t€[0,1].

0 1

Abbildung 7.1: Im konvexen Gebiet D = C sind die gerade Strecke von 0 nach 1 und der
Halbkreisbogen von Radius 1 um 1 homotop. Eingezeichnet sind die Kurven H(t,s) mit s €
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Definition 7.21. Sei D C C offen und -y eine geschlossene Kurve in D mit Anfangs- und Endpunkt
zo. Genau dann nennen wir -y nullhomotop in D, falls y in D zur Punktkurve *y,, homotop ist.%°

Definition 7.22. Ein Gebiet D heifit einfach zusammenhiingend, falls jede geschlossene Kurve in D
nullhomotop in D ist.

Anschaulich bedeutet das, dass es , keine Locher” aufweist, dass also sein Komplement keine beschrink-
ten Zusammenhangskomponenten besitzt.

Im Bild lisst sich die rot eingezeichnete geschlossene Kurve wegen des ,Lochs” im Gebiet D nicht zur
Punktkurve vy, ,,zusammenziehen”.

6 Hierbei ist 7., gegeben durch 5, (t) = zo fiir alle t € [0,1].
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Satz 7.23 (Homotopieversion des Cauchy’schen Integralsatzes). Seien D C C offen und vy, «/
zwei Kurven in D mit gleichem Anfangs- und Endpunkten, die in D homotop sind. Sei weiter f : D —

C holomorph. Dann gilt
[ f@rdz= [ fz)dz
v 7

Ist speziell D ein einfach zusammenhingendes Gebiet, so gilt
[ fzydz=
g
fiir alle geschlossenen Kurven vy in D.
Vor dem Satz zeigen wir noch ein technisches Lemma, das wir fiir den Beweis benotigen.

Lemma 7.24. Sei D C C offen, sei Q := [0,1] x [0,1], und sei H : Q — D eine stetige Abbildung.
Die Kurve 7y sei gegeben als 7y * 7y * 7y3 * 7y, wobei fiir k € {1,2,3,4} die Kurve vy durch

11(t) :== H(t,0) fiirt € [0,1],
12(t) ;= H(1,t—1) fiirt €[1,2],
v3(t) := H(3—t,1) fiirt € [2,3],
v4(t) ;= H(0,4 —t) fiirt € [3,4]
gegeben sei.

H(0,1) H(1,1)
Q@ | H.

H(0,0) HELO

Fiir jede holomorphe Abbildung f : D — C gilt dann

A f(z)dz =

Beweis. Die stetige Funktion H ist auf dem Kompaktum Q gleichmifig stetig. Ahnlich wie
beim Beweis von Lemma 7.16 kann man daher unter Benutzung des Lemmas von Lebesgue
3.28 eine derartige Unterteilung von Q in n? Teilquadrate

va mit"l/l,l/ S {0,...,1’1—1}

gleicher Kantenldnge finden, dass die Bildmengen H(Q,,) jeweils ganz in einer offenen Kreis-
scheibe U,, C D liegen. Analog zu <y definieren wir dann geschlossene Kurven 7, fiir
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1 < u,v < n, wobei Q jeweils durch Q,,, ersetzt wird. Nach dem Cauchy’schen Integralsatz
3.25% gilt

f(z)dz = 0.
Yuv
Mit
/f(z) dz= ) / f(z)dz
r 0<py<n ’Tw
folgt hieraus die Behauptung. O

Beweis von Satz 7.23. Die zweite Behauptung folgt sofort aus der ersten, denn fiir die Punkt-
kurve 7, giltja
f(z)dz =0.

T2

Wir wollen nun die erste Behauptung zeigen. Sei dafiir in der Notation von Lemma 7.24 mit
H : Q — D eine Homotopie von 1y nach 9 gegeben; insbesondere gelten also y; = 7 und
v3(t) = 9’7 (t — 2), und die beiden Kurven 7, und 74 sind konstant. Nach Lemma 7.24 gilt
somit

oz/aH(Q)f(z)d.z:Af<z)dz+0—/7/f(z)dz+o

und der Satz folgt. O

Satz 7.25. Sei D C C ein Gebiet. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:
(i) D ist ein Elementargebiet.

(ii) D ist einfach zusammenhingend.

Beweis. Fiir leeres D ist nichts zu zeigen. Sei also fiir den Rest des Beweises D nicht leer.

Sei zunéchst D einfach zusammenhiéngend, und sei z; € D fest gewédhlt. Zu einer beliebigen
holomorphe Abbildung f : D — C definieren wir dann

F(z) := /Zf(w) dw furallez € D.
Jzy

Integriert wird hierbei entlang einer beliebigen Kurve von z; nach z. Das ist moglich, da
D einfach zusammenhédngend ist, und das Integral somit nach der Homotopieversion des
Cauchy’schen Integralsatzes 7.23 unabhingig von der Auswahl der Kurve ist. Genau wie im
Beweis des Cauchy’schen Integralsatzes fiir Sterngebiete 3.25 zeigt man, dass F holomorph ist
und F’ = f erfiillt. Es folgt, dass D ein Elementargebiet ist.

67Diesen diirfen wir anwenden, da das Integral ldngs der nur stetigen Kurven v, laut Definition 7.17 durch das
Integral langs einer stiickweise glatten Kurve gegeben ist.
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Sei nun umgekehrt D ein Elementargebiet. Nach dem Kleinen Riemann’schen Abbildungssatz
7.9 ist dann D = C, oder D ist biholomorph dquivalent zu E. C und E sind beide konvex und
insbesondere einfach zusammenhédngend. Dass D einfach zusammenhéngend ist, folgt nun,
wenn wir zeigen konnen, dass Nullhomotopie von Kurven unter biholomorphen Abbildungen
erhalten wird. Dies folgt aus Ubungsaufgabe 7.1. O

Korollar 7.26. Je zwei nichtleere einfach zusammenhingende Gebiete in der komplexen Ebene sind ho-
moomorph.

Beweis. Nach Satz 7.25 sind einfach zusammenhéngende Gebiete stets Elementargebiete. Nach
dem Kleinen Riemann’schen Abbildungssatz 7.9 gibt es bis auf biholomorphe Aquivalenz ge-
nau zwei nichtleere Elementargebiete, nimlich C und E. Die Behauptung folgt also, wenn wir
zeigen konnen, dass C und E homoomorph sind. Tatsachlich ist

{C — I,
Q:
zZ =
ein Homdomorphismus,
denn: Zunéchst einmal gilt
= <
1+1z]' 1+

und somit tatsdchlich ¢(C) C E. Dass hier in Wirklichkeit Gleichheit herrscht, dass also ¢ sur-
jektiv ist, zeigen wir zusammen mit seiner Injektivitit durch Angabe einer Umkehrabbildung;:
Wie man leicht nachrechnet, ist diese durch

1.{]E —C,

¢ - w
w '_>1—|w|

gegeben. Dass sowohl ¢ als auch ¢! stetig sind, folgt leicht aus der Stetigkeit von id¢ bzw.
idg und den Rechenregeln aus Proposition 2.7. #

O]

7.4 Ubungsaufgaben

Aufgabe 7.1. Seien D1, D, C C offen, und sei ¢ : D1 — D, ein Homdomorphismus. Zeigen Sie: Ist
dann H eine Homotopie in D1, so ist ¢ o H eine Homotopie in D».



KAPITEL 8

Konstruktion meromorpher Funktionen

Ziel in diesem Kapitel ist es, auf einem gegebenen Gebiet D C C konkrete meromorphe Funk-
tionen mit bestimmten Eigenschaften zu konstruieren. In den Abschnitten 8.1, 8.2 und 8.4 wol-
len wir Beispiele fiir solche Eigenschaften studieren. Vorgegeben sind hier jeweils meromorphe
Funktionen auf offenen Mengen, die unser Gebiet D iiberdecken, und gesucht ist jeweils eine
globale meromorphe Funktion. In Abschnitt 8.1 sollen sich hierbei die meromorphen Funktio-
nen in den Ubergidngen nur um einen holomorphen Summanden unterscheiden, in den Ab-
schnitten 8.2 und 8.4 nur um einen invertierbaren holomorphen Faktor.

8.1 Mittag-Leffler-Verteilungen

Definition 8.1. Sei D C C ein Gebiet und D = J;c; U, fiir eine geeignete Indexmenge I eine offene
Uberdeckung von D. Sei weiter fiir jedes i € I eine meromorphe Funktion f; € M(U;) gegeben, so
dass fiir je zwei 11,1, € I die Differenz (f;, — f,) eine holomorphe Funktion in O (U;, N Uy,) ist. Die
Menge { f;}ic1 nennt man dann eine Mittag-Leffler-Verteilung®®.

Unter einer Losung der Mittag-Leffler-Verteilung versteht man eine meromorphe Funktion f &
M(D) mit (f|u, — fi) € O(U;) fiirallei € 1.

Mittag-Leffler-Verteilungen lassen sich in grofserer Allgemeinheit auf Riemann’schen Flachen
definieren. Auf nicht-kompakten Riemann’schen Fldchen sind sie stets l1osbar, das wurde 1884
tir D = C von Mittag-Leffler und 1948 in voller Allgemeinheit von Herta Florack bewiesen.
Auf nicht einfach zusammenhédngenden kompakten Riemann’schen Fldachen gibt es dagegen
stets unlosbare Mittag-Leffler-Verteilungen. Wir studieren in diesem Abschnitt die Spezialfille
D =Cund D = Cund zeigen in den Sétzen 8.4 und 8.8, dass es dort fiir alle Mittag-Leffler-
Verteilungen Losungen gibt.

%Magnus Gosta Mittag-Leffler (1846-1927)

137
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Lemma 8.2. Ist f eine Losung einer Mittag-Leffler-Verteilung auf einem gegebenen Gebiet D C C
beziiglich einer beliebigen offenen Uberdeckung D = \J;c; U,, so ist die Menge aller moglichen Losungen
durch

f+OD)={f+glgcOD)}
gegeben.

Beweis. Offensichtlich ist mit f auch jede Funktion aus f + O(D) eine mogliche Losung. Sind
andererseits f und f zwei Losungen, so ist f — f auf jedem U; mit i € I eine holomorphe
Funktion aus O(U;). Da Holomorphie lokal definiert ist, folgt daraus f — f € O(D) und somit
die Behauptung. O

Lemma 8.3. Sei D C C ein Gebiet und {f;};c; fiir eine geeignete Indexmenge I eine Mittag-Leffler-
Verteilung auf einer offenen Uberdeckung D = J;c; U; von D. Sei S(f;) fiir jedes i € I die Menge der
Polstellen von f; in U;, und sei
S .= U S(f,)
i€l

(a) Liegteins € S im Durchschnitt mehrerer Mengen U; mit i € I, so stimmen die Hauptteile h ; der

Laurent-Zerlegungen der jeweiligen f; in s iiberein,® so dass wir zu jedem s € S eine holomorphe

Funktion hs(z) mit hs(0) = 0 erhalten.

(b) Eine Losung der Mittag-Leffler-Verteilung { fi }ic1 ist nichts anderes als eine meromorphe Funktion
f € M(D), deren Hauptteile an den Stellen s € S mit den gegebenen hy iibereinstimmen, also
eine Losung der durch {hs}scs gegebenen Hauptteilverteilung.

Beweis. Liege s in S N (U;; N Uj,). Da nach Voraussetzung die Differenz (f;, — f;,) eine ho-
lomorphe Funktion aus O(U;, N Uj,) ist, missen die Hauptteile & ; und h,;, der Laurent-
Zerlegungen von f; bzw. f;, {ibereinstimmen. Das zeigt Behauptung (a) und sogleich die Hin-
richtung von Behauptung (b).

Es verbleibt die Riickrichtung von Behauptung (b) zu zeigen. Sei dafiir f eine Losung der
Hauptteilverteilung {4 }s;cs. Dann gilt fiir ein beliebiges i € I die Identitdt S N U; = S(f;).
AuBerdem haben die Funktionen f und f; in jedem s € S(f;) dieselben Hauptteile und sind
ansonsten holomorph. Es folgt f|uy, — fi € O(U;), so dass f auch eine Losung der gegebenen
Mittag-Leffler-Verteilung ist. O

Satz 8.4. Aufden erweiterten komplexen Zahlen C ist jede Mittag-Leffler-Verteilung losbar. Die Losung
einer gegebenen Mittag-Leffler-Verteilung ist dabei bis auf eine additive Konstante aus C eindeutig
bestimmt.

Beweis. Sei C = J;c; U; eine beliebige offene Uberdeckung und { f;};c; eine darauf vorgegebe-
ne Mittag-Leffler-Verteilung. Wir konnen ohne Einschrankung annehmen, dass I endlich ist,

69Da s nach Voraussetzung ein isolierter Punkt ist, ist es natiirlich insbesondere eine isolierte Singularitat, so dass
die jeweiligen Laurent-Zerlegungen wohldefiniert sind. Die Laurent-Entwicklung einer meromorphen Funktion
fi(z) um z = oo ist hierbei wie in Definition 5.32 (b) durch die Laurent-Entwicklung von £;(1) um z = 0 gegeben.
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denn: Weil C kompakt ist, hat jede offene Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung. Offen-
sichtlich ist jede Losung beziiglich dieser Teiltiberdeckung bereits eine Losung beztiglich der
urspriinglichen Uberdeckung. #

Die Vereinigung S := [J;c; S(fi) der Polstellenmengen ist endlich,

denn: Fiir jeden Punkt aus s € S gibt es wegen der Isoliertheit der Polstellen meromorpher
Funktionen in jedem U; eine offene Umgebung U;, in der kein weiterer Pol von f; liegt. Der
Durchschnitt (;c; U; dieser endlich vielen Umgebungen ist eine offene Umgebung von s in
C, in der kein weiteres Element von S liegt. Es folgt, dass jeder Punkt s € S ein isolierter
Punkt in C ist. Aulerdem ist S als endliche Vereinigung abgeschlossener Polstellenmengen
selbst wieder eine abgeschlossene Teilmenge des Kompaktums C, also selbst wieder kompakt,
vgl. Topologie. Die Behauptung folgt, da kompakte Teilmengen, die nur aus isolierten Punkten
bestehen, endlich sind.”® #

Eine Losung der zu {f;}ic; gehorigen (endlichen) Hauptteilverteilung {/;}scg ldsst sich leicht
angeben durch

) Teeshs(55) fiirco ¢ S,
fle) = {ZSGS\{OO} hs(2£) + heo(z) fiiroo € S, ®1)

so dass wir die Losbarkeit einer beliebigen Mittag-Leffler-Verteilung auf C bewiesen haben.

Es verbleibt die Eindeutigkeit bis auf eine additive Konstante zu zeigen. Diese folgt aber unmit-
telbar aus Lemma 8.2, weil nach Beispiel 5.34 alle holomorphen Funktionen auf den erweiterten
komplexen Zahlen C konstante Polynome sind. O

Korollar 8.5. Der Korper M(C) der meromorphen Funktionen auf C stimmt mit dem Korper der
rationalen Funktionen C(X) iiberein, also der Menge der Quotienten je zweier durch Polynome aus
C[X] gegebener Funktionen.

Beweis. Nach den Beispielen 5.29 und 5.34 (a) sind rationale Funktionen meromorphe Funk-
tionen auf C. Fiir die andere Inklusion betrachten wir eine beliebige meromorphe Funktion
f auf C. Diese 16st fiir eine beliebige Uberdeckung C = |J;c; U; die Mittag-Leffler-Verteilung
{flu,}ic1- Letztere hat nach Satz 8.4 aber auch eine Lésung f wie in (8.1). Wegen der Eindeu-
tigkeitsaussage in Satz 8.4 unterscheiden sich je zwei Losungen einer Mittag-Leffler-Verteilung
auf C nur um eine additive Konstante. Fiir ein beliebiges zy € C \ S gilt also

f(z) = f(z) + (f — f)(z0) furallez < C.

Betrachten wir die Losung f aus (8.1) genauer, so stellen wir fest, dass die dort vorkommenden
endlich vielen Funktionen /i;(z) allesamt Hauptteile meromorpher Funktionen auf offenen Teil-
mengen von C und somit Polynomfunktionen sind — diese meromorphe Funktion ist im Falle
s # oo durch ein geeignetes f;(z) gegeben, im Falle s = oo durch ein geeignetes f;(1). O

70Gei § C X eine kompakte Teilmenge von isolierten Punkten in einem topologischen Raum X. Wegen der Iso-
liertheit aller Punkte s € S gibt es fiir jedes solche s eine offene Umgebung Us, die au8er s kein weiteres Element aus
S enthélt. Offenbar ist S C |Jycs eine offene Uberdeckung von S, die wegen der Kompaktheit von S eine endliche
Teiltiberdeckung haben muss. Da in jeder in der Uberdeckung verwendeten offenen Teilmenge U; C X genau ein
Element von S liegt, folgt die Endlichkeit von S.
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Unmittelbar aus Korollar 8.5 erhalten wir die folgenden zwei Resultate:

Korollar 8.6. Jede meromorphe Funktion auf C, die keine rationale Funktion ist, hat als Funktion auf
C betrachtet in z = oo eine wesentliche Singularitit.

Korollar 8.7 (Partialbruchzerlegung rationaler Funktionen). Seien P und Q # 0 zwei Polynome
in C[X], und sei
P(z) —
R(z) = firallez € C
die zugehorige rationale Funktion. Seien sy, . .., sy die verschiedenen Polstellen von R und uy, ..., ux
die zugehorigen Ordnungen. Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome hy, . . ., hy sowie heo € C[X]
mit deg(h;) = u;j und h;(0) = 0 fiirallej € {1,...,k} und

1
Z—S]‘

k
R(z) =)yl

j=1

)+ heo(z) fiirallez € C.

Dies nennt man die Partialbruchzerlegung von R.

Wir wollen nun auch die Losbarkeit beliebiger Mittag-Leffler-Verteilungen auf C beweisen. Da
C im Gegensatz zu C nicht kompakt ist, kdnnen wir hier bei der Lésung der entsprechenden
Hauptteilverteilung allerdings nicht von einer endlichen Polstellenmenge ausgehen, und fiir
unendliches S ist die Summe tiber die Hauptteile

2 hs(

seS

1
zZ—5

)

im Allgemeinen divergent. Wir werden uns mit der Einfithrung sogenannter konvergenzerzeu-
gender Summanden behelfen.

Satz 8.8 (Satz von Mittag-Leffler). Auf den komplexen Zahlen C sind alle Mittag-Leffler-Verteilun-
gen losbar.

Beweis. Sei C = J;c; U; eine beliebige offene Uberdeckung und {f;}c; eine darauf vorgege-
bene Mittag-Leffler-Verteilung. Dann ist die Vereinigung S := U;c; S(f;) der Polstellenmengen
nicht tiberabzahlbar,

denn: Sei K C C ein beliebige kompakte und somit beschrankte Menge. Hétte die beschrankte
Menge K N S unendlich viele Elemente, so enthielte sie nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafs
zwangsldufig einen Haufungspunkt, was wegen der Isoliertheit der Punkte in S nicht sein kann.
Ist S endlich, so ist nichts mehr zu zeigen. Ist S unendlich, so betrachten wir die kompakten
Mengen K,, := U,(0) € C mitn € Z-¢. Eine Abzdhlung von S erhalten wir, indem wir zu-
nichst die endlich vielen Elemente von K; N S anordnen, dann die endlich vielen in K, N S,
die nicht schon in K; N S liegen, dann die endlich vielen in K3 N S, die nicht schon in K, N S

liegen, usw. #
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Es gilt nun, die Losbarkeit der zu {f;}ic; gehorigen Hauptteilverteilung {4 }scs zu untersu-
chen.

Fall 1: S ist endlich. Hier ist offenbar

1
f&) = L)

eine mogliche Losung von {1 }ses.

Fall 2: S ist abzahlbar. Sei 59, s1, 52, . .. eine Abzdhlung von S mit
[s0] < ls1] < saf < ...
Fiir diese gelten offensichtlich
0€S=s5=0 und n>1=|s,| >0.

Fiir n > 1 ist daher die Funktion ,, Z_l ) = hs, (Z_1 » ) holomorph auf der offenen Kreisscheibe
U, (0) und lasst sich dort nach dem Potenzreihenentwicklungssatz 3.38 um den Punkt z =
0 in eine Potenzreihe entwickeln, die auf Kompakta gleichméfig absolut konvergiert. Durch

Abbrechen dieser Entwicklung an geeigneter Stelle erhalten wir ein Polynom P, (z) mit

1
Z_Sn

) — Pu(z)| < % fir alle z aus dem Kompaktum U% (0). (8.2)

[ (

Sei nun K C C ein beliebiges Kompaktum. Dann gibt es eine nattirliche Zahl N mit

K C U, (0) furallen > N.
2

Wegen (8.2) und Y, % < oo folgt somit, dass die Reihe

)+nf)1(hn(z_1sn) —Pn<z>)

auf Kompakta K C C \ S gleichmiflig absolut konvergiert. Mit dem Approximationssatz von
Weierstrafs 3.41 zeigt man, dass h auf C \ S holomorph ist und somit nach Konstruktion eine
Losung der Hauptteilverteilung. Das beweist den Satz. O

1
Z— 90

h(Z) = ho(

Korollar 8.9 (Partialbruchzerlegung meromorpher Funktionen). Sei f € M (C) eine meromorphe
Funktion mit Hauptteilen h; fiir s € S(f). Dann gibt es eine ganze Funktion g und fiir jedes s € S(f)
ein Polynom P; € C[X] mit

f(z) = Z) <hs(zis) - Ps(z)> +g(z) fiirallez € C,

seS(f

wobei die Reihe rechts auf Kompakta K C C \ S gleichmiifig absolut konvergiert.
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Beweis. Die Hauptteilverteilung {/; },cg(s) hat nach Konstruktion f als eine mogliche Losung,
aber auch die im Beweis von Satz 8.8 explizit konstruierte. Nach Lemma 8.2 unterscheiden sich
die beiden somit nur um eine ganze Funktion g, was die Behauptung zeigt. O

Die Partialbruchzerlegung einer meromorphen Funktion f € M (C) ist leicht zu berechnen.
Ein ,Kochrezept” zur expliziten Berechnung einer Darstellung einer meromorphen Funktion
f € M(C) wie in Korollar 8.9 ist das folgende:

(i)  Bestimme die Hauptteile ; fiir alle s € S(f).

(if)  Untersuche } cs(y) hs(i) auf Konvergenz und bestimme gegebenenfalls fiir alle s ¢
S(f) konvergenzerzeugende Summanden, also Polynome P;, so dass

2 (s

seS(f)

1
zZ—S5

) = Px(2))

auf Kompakta K C C \ S gleichméfiig absolut konvergiert. Es bietet sich hier an, die
ersten Terme der Potenzreihenentwicklung der jeweiligen Hauptteile zu versuchen.

(iii) Versuche (sic!) eine ganze Funktion g mit

f(z) = Z)(hs( L )—Ps(z)>+g(z) firallez € C

seS(f Z=5

zu finden.

Beispiel 8.10 (Partialbruchzerlegung von - ) Es gilt

— = Z 2 fiirallez € C, (8.3)
sin®(mz) = (

wobei die rechte Seite auf Kompakta K C C \ Z gleichmiifSig absolut konvergiert.

Beweis. Die Polstellenmenge in diesem Fall ist offensichtlich auf beiden Seiten durch S = Z
gegeben, so dass es gentigt, die behaupteten Aussagen fiir holomorphe Funktionen auf C \ Z
Zu zeigen.

Wir wollen nun als Punkt (i) des , Kochrezepts” die Hauptteile von ﬁ inden n € Z be-

stimmen. Zunédchst einmal gilt

3 5

4

smz_z—a—i—s,q: . furallez € C
und somit auch
1 1 1 1
511‘12-[7'[2) - E sin(7z) = E (nz)? (mz)* firallez € C < {O}
iz I—"F-+5-F
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Fiir alle z € U,(0) mit hinreichend kleinem r stellt der Bruch ganz rechts eine holomorphe
Funktion dar, so dass wir

(1+ a2 +agz* +...) fiir alle z € U,(0)

T 1
sin(rtz)  z
mit geeigneten Koeffizienten a, € C fiir alle v € Z>( schreiben konnen. In dieser Notation folgt

T2

1 .
e = (142072 +.. )= = +2a+... furallez € U,(0).
sinz(nz) 22( 2 ) %) 2 r()

2

() Nz = 0 ist also durch hy(z) = z* gegeben. Wegen

Der Hauptteil von

2 2 2
— = furallez € C\Z
sin®(rz)  sin®*(7t(z —n) 4+ ) sin®(7(z —n)) e h

7T

konnen wir die Uberlegungen zu hy direkt auf die anderen Hauptteile anwenden und erhalten

hy(z) = 22 fiir den Hauptteil von sinnz

S () in z = n fiir ein beliebiges n € Z.

Fiir Punkt (ii) des , Kochrezepts” wollen wir nun zeigen, dass die Reihe

1

L ey

nez

auf Kompakta in C \ Z gleichméfiig absolut konvergiert. Fiir eine beliebige kompakte Teilmen-
ge K C €\ Zlasst sich ein ¢ € R finden mit K C U,(0), so dass also

I

|z —n| > |n| —|z| > \n\—cZT fur allen > 2¢

gilt. Es folgt

1
4. <
5 fop st b s
|n|>2c |n|>2c

und somit die gewiinschte gleichméflig absolute Konvergenz auf K.

Es folgt somit, dass beide Seiten von (8.3) die gleiche Polstellenmenge S = Z mit den jeweils
gleichen Hauptteilen haben. Wie in Korollar 8.9 gezeigt, gibt es also eine ganze Funktion g mit

T2

1 }
m—nezzm‘i—g("@ firallez € C\ Z.

Fiir Punkt (iii) des ,Kochrezepts” werden wir zeigen, dass g identisch verschwindet. Dafiir
halten wir zunéchst fest, dass g auf C \ Z periodisch mit Periode 1 ist, weil die beiden anderen
Terme in der obigen Gleichung es sind. Aus Stetigkeitsgriinden gilt dann sogar

¢(z+1) =g(z) fiurallez € C.
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Ebenfalls wegen der Stetigkeit ist ¢ auf der Menge
{x+iyeC||x| <1, |y <1}
beschrankt. Kénnen wir nun noch die Beschranktheit von g auf der Menge
R:={x+iyeC||x| <1, |yl >1}

zeigen, so folgt mit der 1-Periodizitdt auch schon die Beschranktheit von g auf ganz C, so dass g
nach dem Satz von Liouville 3.34 konstant sein muss. Diese Beschranktheit gilt aber tatsdchlich,

denn: Zum Einen gilt

iz —TTiz
—e

2 _ 2
sin? (22)] = | ©— 5
— _i (eniz . efniz) (em'i . efm'f)
— i ( 27y _|_e—271y Zm'x o e—2m’x)
. (e 4 2M) — ! cos(27tx)
~ 1 2
Y= . P
— 0 (gleichmaflig in x)
und somit auch
2
|27T7\ =0, (gleichméBig in x)
sin”(7tz)
so dass Sinf(znz) auf R beschrankt ist. Zum Anderen gilt fiir n # O und allez € R
z—nf =|(x—n)+iy? = (x—n) +y? = |n—x +y
> (|nf = [x[)* +y* = (In] = 1) + 3% > (In] = 1)* +1
und also
1 1 1 1
Y ——==+ ) <1+ s <, (8.4)
ey lz—nl> 2| neZ~{0} |z —n]? neZZ\:{O} (In| =1)2+1

so dass auch ZneZ )2 auf R beschréankt ist. Wie bei der Periodizitit folgt die Behauptung
aus der Definition Von g. #

Die Abschitzung (8.4) zeigt die gleichméaflig absolute Konvergenz von ), Z )2 auf R. Hal-
ten wir nun ein x € [—1, 1] fest, so gilt
1

| Y y155}02|2 =Y lim =0

=y |x —n]2+y

Vorhin hatten wir schon gezeigt, dass auch |

\ auf R fiir y — oo gleichmafig in x ge-

gen Null geht. Wieder folgt die entsprechende Aussage fur g. Mit der Konstanz von g folgt
schliefslich die Behauptung. O
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Beispiel 8.11 (Partialbruchzerlegung des Kotangens). Es gilt

7 cot(nz) = f—i— Y. ( %) fiiralle z € C, (8.5)

neZ~{0}
wobei die rechte Seite auf Kompakta K C C \ Z gleichmiifig absolut gegen einen Wert aus C konver-
giert.

Beweis. Die Polstellenmenge ist offensichtlich wie im letzten Beispiel auf beiden Seiten durch
S = 7 gegeben, so dass es wieder geniigt, die behaupteten Aussagen fiir holomorphe Funktio-
nen auf C \ Z zu zeigen.

Die Hauptteile der linken Seite berechnen sich genauso wie die fiir 4-, ndmlich zu
hy(z) =z,

womit wir Punkt (i) des ,Kochrezepts” geniige getan haben.

Die Reihe ), c7. (0} ﬁ konvergiert nicht fiir allez € C \ Z,

denn: Nehmen wir an, die Reihe konvergierte fiir ein x € R \ Z. Dann konvergierte auch die

Teilreihe”!
i 1

n=[x|

aus negativen Summanden und somit auch deren Abschitzung
i 1
=

was bekanntermaflen nicht sein kann. Die Reihe konvergiert also in keinem x € R \ Z und
insbesondere nicht in allen z € C \ Z. #

X—n

In Punkt (ii) des ,, Kochrezepts” miissen wir daher fiir alle n € Z konvergenzerzeugende Sum-
manden P, finden. Fiir n # 0 ist der konstante Term der Taylor-Entwicklung von - gleich

1 1
(=)0 =3
z—n n
Nach Ubungsaufgabe 8.1 konvergiert die Reihe
1 1
(=t
z—n n

nezZ~{0}

auf Kompakta K C C \ Z gleichméfiig absolut. Nach Korollar 8.9 gibt es daher eine ganze
Funktion g mit

1

7t cot(mz) = 1+ Yo
nEZ\{O}

+g( ) firallez € C. (8.6)

71Tx] bezeichnet hierbei die kleinste ganze Zahl n, fiir die n — x positiv ist.
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Es verbleibt zum Beweis der Behauptung zu zeigen, dass g auf ganz C identisch verschwindet.
Dafiir leiten wir beide Seiten von (8.6) ab; nach dem Approximationssatz von Weierstraf3 3.41
diirfen wir dies auf der rechten Seite gliedweise tun. Es gilt

i<i+ Y (- +i)+g(2))=—zlz— )y ((Z_ln)z)+g’(2)

nez~foy <M

fir die rechte Seite und

2

i(n cot(72)) = d (cos(nz)) _ T

0z oz sin(7z) _sinz(n'z)

fiir die linke Seite. Nach (8.3) folgt hieraus ¢’(z) = 0 fiir alle z € C \ Z. Weil letzteres ein Gebiet
ist, folgt hieraus, dass g auf C \ Z eine konstante Funktion ist. Andererseits ist ¢ eine ungerade
Funktion,

denn: Die Funktion 7t cot(7rz) ist bekanntermafen ungerade, und es gilt

1 1 1 1 1 1
(ST Ut e pri <z Pk G n))
:_<i+ 2 (Zil’l—{—:l))’
neZ~{0}

wobei wir im letzten Gleichheitszeichen die Reihe mit n — —n umsortiert haben, was wir we-
gen der bereits gezeigten absoluten Konvergenz tun diirfen. g ist somit nach (8.6) die Differenz
zweier ungerader Funktionen und als solche selbst wieder ungerade. #

Die Behauptung folgt, da es aufier der Nullfunktion keine weitere ungerade konstante Funkti-

on gibt. O

8.2 Cousin-Verteilungen

Definition 8.12. Sei D C C eine offene Teilmenge.

(a) Die Menge der multiplikativ invertierbaren Elemente im Ring O (D) der holomorphen Funktionen
auf D besteht aus den nullstellenfreien holomorphen Funktionen auf D und wird mit O(D)*
bezeichnet.

(b) Die Menge der multiplikativ invertierbaren Elemente im Ring M (D) der meromorphen Funktio-
nen auf D ist durch alle meromorphen Funktionen auf D gegeben, die auf keiner Zusammenhangs-
komponente von D identisch verschwinden, und wird mit M(D)* bezeichnet.

Offensichtlich tragen O(D)* und M(D)* beide die Struktur einer multiplikativen Gruppe.
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Definition 8.13. Sei D C C ein Gebiet und D = J;c; U; fiir eine geeignete Indexmenge 1 eine offene
Uberdeckung von D. Sei weiter fiir jedes i € I eine meromorphe Funktion f; € M(U;)* gegeben, so
dass fiir je zwei iy,1ip € 1
& S O(Ul‘l N Uiz)x

fir
gilt. Die Menge { f; }ic; nennt man dann eine (multiplikative)’* Cousin-Verteilung’>.

Unter einer Losung der Cousin-Verteilung versteht man eine meromorphe Funktion f € M(D)*
mit
f}'}”‘ e O(Uy)* fiirallei € 1.

i

Cousin-Verteilungen lassen sich in grofierer Allgemeinheit auf Riemann’schen Flachen definie-
ren. Auf nicht-kompakten Riemann’schen Flachen sind stets alle Cousin-Verteilungen 16sbar.”*
Wir werden dies mit dem Weierstrafs’schen Produktsatz 8.25 im Spezialfall der Riemann’schen
Flache C beweisen. Auf kompakten Riemann’schen Flachen wird die Losbarkeit durch das
Abel’sche Theorem”® beschrieben, das wir in Satz 8.16 fiir die Riemann’sche Zahlenkugel C
beweisen werden.

Lemma 8.14. Ist f eine Losung einer Cousin-Verteilung auf einem gegebenen Gebiet D C C beziiglich
einer beliebigen offenen Uberdeckung D = J;c; U,, so ist die Menge aller méglichen Losungen durch

f-OD) ={f-glgc0O(D)"}
gegeben.

Beweis. Offensichtlich ist mit f auch jede Funktion aus f - O(D)* eine mogliche Losung. Sind
andererseits f und f zwei Losungen, so ist ihr Quotient auf jedem U; miti € I eine invertierbare
holomorphe Funktion aus O(U;)*. Da Holomorphie lokal definiert ist, folgt daraus

é € O(D)*
f
und somit die Behauptung. O

Lemma 8.15. Sei D C C ein Gebiet und {f;}ic; fiir eine geeignete Indexmenge I eine Cousin-
Verteilung auf einer offenen Uberdeckung D = J;c; U; von D. Sei S(f;) (bzw. T(f;)) fiir jedes i € 1
die Menge der Polstellen (bzw. der Nullstellen) von f; in U;, und sei

S:=JS(fi) und T:=|]JT(fi).
icl i€l

72Das Wort ,multiplikativ” dient zur Abgrenzung, da manche Autoren die Bezeichnung ,additive Cousin-
Verteilung” fiir Mittag-Leffler-Verteilungen verwenden.

73Pierre Auguste Cousin (1867-1933)

74Das wurde wie schon die entsprechende Aussage fiir Mittag-Leffler-Verteilungen im Jahr 1948 von Herta Flo-
rack bewiesen.

75Dieses gibt eine dquivalente Bedingung fiir die Losbarkeit einer Cousin-Verteilung an, deren eine Richtung 1828
von Niels Henrik Abel (1802-1829) gezeigt wurde, die andere Richtung 1865 von Rudolph Friedrich Alfred Clebsch
(1833-1872).
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(a) Liegteins € S (bzw. eint € T) im Durchschnitt mehrerer Mengen U; mit i € 1, so stimmen die
Vielfachheiten us (bzw. u;) iiberein, mit der die entsprechenden Funktionen f; in s (bzw. in t) den
Wert oo (bzw. den Wert 0) annehmen.

(b) Eine Losung der gegebenen Cousin-Verteilung ist nichts anderes als eine meromorphe Funktion
f € M(D)* ohne Null- und Polstellen in D ~. (SU T) und mit Vielfachheiten

co-ord(f;s) = us fiiralles € S und  O-ord(f;t) = u; fiirallet € T,

also eine Losung der durch ({us}ses, {ut }ier) gegebenen Null- und Polstellenverteilung.

Beweis. Liegesin S N (Lli1 N Uiz) fiir zwei Werte i1, i, € I. Da nach Voraussetzung

I o, nu,)”
fi
holomorph und nullstellenfrei ist, miissen die Polstellenordnungen oo-ord(f;;s) und
oo-ord(f;,; s) libereinstimmen. Die entsprechende Aussage fiirein t € T N (U;, N Uj;,) zeigt
man analog, so dass wir nun Behauptung (a) und sogleich die Hinrichtung von Behauptung
(b) bewiesen haben.

Es verbleibt die Riickrichtung von Behauptung (b) zu zeigen. Sei dafiir f eine Losung der Null-
und Polstellenverteilung ({us}ses, {1t }rer). Dann gelten fiir ein beliebiges i € I die Identitéten
SN U = S(fi)und T N U; = T(f;). AuBerdem haben die Funktionen f und f; in jedem
s € S(f;) dieselbe Pol- und in jedem t € T(f;) dieselbe Nullstellenordnung und sind ansonsten
null- und polstellenfrei. Es folgt
M S O(Ul) x,

fi

so dass f auch eine Losung der gegebenen Cousin-Verteilung ist. O

Satz 8.16 (Abel’sches Theorem auf C). Auf den erweiterten komplexen Zahlen C sind genau jene
Cousin-Verteilungen losbar, deren zugehorige Null- und Polstellenverteilung in der Notation von Lem-
ma 8.15 die Bedingung

Z Us = Z Up (8.7)

seS teT

erfiillt. Die Losung einer gegebenen Cousin-Verteilung ist dabei bis auf eine multiplikative Konstante
aus C* eindeutig bestimmt.

Beweis. Sei C = J;c; U; eine beliebige offene Uberdeckung und {f;}:c; eine darauf vorgege-
bene Cousin-Verteilung. Genau wie im Beweis von Satz 8.4 konnen wir ohne Einschrankung
annehmen, dass I endlich ist. Wenn wir berticksichtigen, dass mit den Polstellen einer mero-
morphen Funktion auch ihre Nullstellen isolierte Punkte sind, konnen wir mit einer nur leich-
ten Abwandlung der entsprechenden Stelle im Beweis von Satz 8.4 zudem zeigen, dass die
Mengen S und T endlich sind (Ubung!).
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In Korollar 8.5 haben wir gezeigt, dass die meromorphen Funktionen auf C gerade die ratio-
nalen Funktionen, also Briiche von Polynomfunktionen, sind. Die Gesamtnullstellenordnung
einer komplexen Polynomfunktion P ist nach dem Fundamentalsatz der Algebra 3.36 gleich
deg(P). Als ganze Funktion hat P in keinem z € C einen Pol und nach Beispiel 5.34 (a) ist seine
Polstellenordnung in z = oo gleich deg(P). Insgesamt folgt, dass Polynome und somit auch
alle meromorphen Funktionen aus M (C) Bedingung (8.7) erfiillen. Nur in diesem Fall kann es
also eine Losung der Null- und Polstellenverteilung geben.

Ist umgekehrt (8.7) erfiillt, so lasst sich eine Losung der (endlichen) Null- und Polstellenvertei-
lung ({us}ses, {ut}ier) leicht angeben durch

 lier oy (z =)™

f(Z) o HSES\{OO} (Z - S)us '

(8.8)

so dass wir die Losbarkeit einer beliebigen Cousin-Verteilung auf C bewiesen haben.

Es verbleibt die Eindeutigkeit bis auf eine invertierbare multiplikative Konstante zu zeigen.
Diese folgt aber unmittelbar aus Lemma 8.14, weil nach Beispiel 5.34 alle holomorphen Funk-
tionen auf den erweiterten komplexen Zahlen C konstante Polynome sind. O

Wir wiirden nun gerne noch die Losbarkeit beliebiger Cousin-Verteilungen auf C beweisen. Da
letzteres im Gegensatz zu C nicht kompakt ist, kénnen wir hier bei der Losung der entspre-
chenden Null- und Polstellenverteilung allerdings nicht von endlichen Null- und Polstellen-
mengen ausgehen. Um auch fiir unendliche S und T eine Losung angeben zu konnen, bietet es
sich in Hinsicht auf (8.8) an, ,unendliche Produkte” einzufiihren und ihr Konvergenzverhalten
zu studieren. Das werden wir im ndchsten Abschnitt tun und danach in Abschnitt 8.4 wieder
auf die Cousin-Verteilungen zurtickkommen.

8.3 Unendliche Produkte

Das Ziel in diesem Abschnitt ist es, auf sinnvolle Weise ein Produkt unendlich vieler mero-
morpher Funktionen einzufiihren, um zu gegebenen unendlichen Verteilungen von Null- und
Polstellen eine meromorphe Funktion konstruieren zu konnen, die diese annimmt.

Als ersten Schritt fithren wir dafiir unendliche Produkte komplexer Zahlen ein. Die nahelie-
gende Methode, dies zu tun, ist die folgende:

Sei (pu)nez., eine Folge komplexer Zahlen. Dann sagen wir:

das Produkt H pn konvergiert
I’IEZZO
N
<= die Folge (Pn)Nez., der Partialprodukte Py := H pn konvergiert.

n=0
Gilt hierbei limy_,o Py = P, so setzen wir HnEZzo pn = P.
Das Problem an dieser Definition ist, dass schon ein einziges Folgeglied p, = 0 dafiir sorgt,

dass das unendliche Produkt mit Grenzwert 0 konvergiert. Wir definieren darum etwas sorg-
faltiger
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Definition 8.17. Sei (p,)nez., eine Folge komplexer Zahlen, fiir die die Menge {n € Zxq | p, = 0}
endlich ist, und sei m die kleinste nichtnegative ganze Zahl, die grofSer als jedes Element dieser Menge ist.
Genau dann heifSt das Produkt [T,z pn konvergent, wenn die Folge (Pn,m)n>m der Partialprodukte

N
PN,m = H Pn
n=m

konvergiert und einen von 0 verschiedenen Grenzwert P hat. Wir setzen dann

H Pni=pPo-pP1---.  Pm-1-PL.

TZEZ20

Bemerkung 8.18. Nach Definition 8.17 nimmt ein konvergentes Produkt genau dann den Wert 0 an,
wenn einer seiner Faktoren gleich O ist.

[ee]

Beispiel 8.19. (a) H zst konvergent und hat den Wert L

denn: Alle Terme p,, sind ungleich Null. Weiter gilt

N N
1 n—1 n+1 1 N+1nNswl
Pvo=T1(1-= : =—.—T- -
e N B e
#
= 1
b JJ(1- ﬁ) ist — wie in Teil (a) gesehen — konvergent und hat den Wert 0.
n=1
(c) ﬁ 1 ist nicht konvergent
= n g ’
denn: Py 1 = H - i Nz, #
n

Lemma 8.20 (Notwendige Konvergenzbedingung fiir unendliche Produkte). Sei (pn)nez., eine
Folge komplexer Zahlen. Ist [ 1,c7., pn konvergent, so folgt py, "2

Beweis. Die Behauptung gilt, weil in der Notation von Definition 8.17 fiir N > m

pN—Hm N—oo P
= 4 — =1
PN+ = T P

gilt. Hierfiir benotigen wir p, # 0 fiir alle N > m und P # 0. O
Satz 8.21 (Konvergenzkriterium ftir unendliche Produkte). Sei (py)nez., eine Folge komplexer
Zahlen mit p, # O fiir alle n € Z>o. Dann gilt die folgende Aquivalenz:

H pn konvergiert <= Z Log p, konvergiert.

HGZZO HGZZO

Genauer gelten
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(a) H pn =P — Z Log pn = Log P +2mtih  fiirein h € Z,

ne€Z>g n€Z>o
®) Y Logpa=S = ] pn=¢"
ne€Z>g n€Zx>o

Beweis. Wir zeigen zunédchst Behauptung (b). Sei dafiir S = Ynez., LOg P, also

N
S = Z\l}lgr;o Sy mitSy = ng;)Log Pn-

Wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion folgt dann

N
S — . SN — .
e lim e 1\1]1310 exp (Z Log pn>

N—co =0
N N
= dim, [ Texp(ogpn) = Jim TTpn = Jim Puo

und somit die Behauptung.

Wir zeigen nun Behauptung (a). Konvergiere dafiir das Produkt [],c7_, p» gegen den Wert P.

Dann gilt auch
N
(aN)NEZEO = (HHPO pn) N:>OO 1.

NEZZO

Setzen wir nun ey := Logay, so folgt wegen der Stetigkeit des Logarithmusinz =1

lim ey = Log1 = 0. (8.9)
N—oo

Weiter gibt es fiir jedes N € Z>( ein hy € Z mit
N
en = )_ Log p, — Log P+ 2mihy, (8.10)
n=0

denn: Nach Definition von ey und dem Additionstheorem der Exponentialfunktion 2.43 (c) gilt

N N
expeN = H”;O Pn _ exp ( Log pn —LogP) .

=0

Die Behauptung folgt, da bekanntermafien das Urbild einer festen komplexen Zahl w € C
unter der Exponentialfunktion durch exp ™! ({w}) = Logw + 27iZ gegeben ist. #

Durch Vergleich von (8.10) fiir N und fiir N + 1 erhalten wir

27Ti<hN+1 - hN) = (€N+1 - 81\]) - LOg PN+1- (811)
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Nach (8.9) gehen hierbei ex1 und ey fiir N — oo gegen Null. Des Weiteren gilt wegen der
Konvergenz von [],,cz., p» nach der notwendigen Konvergenzbedingung fiir unendliche Pro-
dukte 8.20 R

AL PN =T

so dass auch der letzte Summand auf der rechten Seite von (8.11) fiir N — co gegen Null
strebt. Da die hy fiir N € Z>( ganze Zahlen sind, folgt hieraus, dass fiir ein hinreichend grofles
N € Z> die Folge (hn)nez., konstant wird, etwa hy = h € Z fir N > 1. Mit (8.9) und (8.10)
folgt dann .

Y Logpn =LogP —2mih

HEZZO

und somit die Behauptung. O

Das Konvergenzkriterium fiir unendliche Produkte 8.21 liefert uns ein Kriterium fiir die Kon-
vergenz unendlicher Produkte. Leider sind die dort vorkommenden unendlichen Summen von
Logarithmen immer noch recht schwer zu kontrollieren. Dieses Problem soll das folgende Lem-
ma beheben:

Lemma 8.22. Sei (an)neZZo eine Folge komplexer Zahlen mit a, # —1 fiir alle n € Z>¢. Dann gilt
folgende Aquivalenz:

Z Log(1 + ay) konvergiert absolut <= Z a, konvergiert absolut.

HGZZO nGZZO

Beweis. Ist ), cz.,|an| konvergent, so ist nach der notwendigen Konvergenzbedingung die Fol-
ge (an)nez., eine Nullfolge. Ist 7 [Log(1 + a,)| konvergent, so ist (a,)ncz., ebenfalls eine
Nullfolge, B

denn: Nach der notwendigen Konvergenzbedingung ist (Log(1 + a,)) eine Nullfolge.

HEZZO
Nach dem Folgenkriterium fiir Stetigkeit erhalten wir nach Einsetzen der Folge in die (steti-
ge) Exponentialfunktion den Grenzwert lim, (1 + 4,) = 1 und somit die Behauptung. #

Es gilt

i Log(1+2) _ . Log(l+z)—Log(l) _ (a Logz> (1) =1 firallez € U;(0).
z—0 z z—0 z 0z

Zujedem e > 0 gibt es daher ein N € Z>, so dass fiir alle n € Z>¢ mitn > N die Abschédtzun-
gen

(1—¢)|an| < |Log(l+ay)| < (1+¢)|ay| (8.12)

gelten, wobei fiir a, = 0 diese Abschidtzungen trivialerweise richtig sind. Das Lemma folgt
somit aus dem Majorantenkriterium fiir Reihen. O

Wir kénnen das Gezeigte nun in dem folgenden Kriterium fiir unbedingte Konvergenz unend-
licher Produkte zusammenfassen:
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Satz 8.23 (Unbedingtes Konvergenzkriterium fiir unendliche Produkte). Ist die Reihe ) e, an
absolut konvergent, so konvergiert auch das unendliche Produkt [1,,cz. (1 + ay,). Die Konvergenz des
Produkts ist hierbei sogar unbedingt, das heifst, der Wert des Produkts hingt nicht von der Reihenfolge
der Faktoren ab.

Beweis. Ist die Reihe )", c7_ |a,| konvergent, so strebt insbesondere die Folge (|a,|)cz., gegen
Null. Es gibt also ein N € Zxo mit |a,| < 3 fiir alle n > N. Fiir solche n ist dann auch a, #
—1 und wir kénnen Lemma 8.22 verwenden. Hiermit und mit dem Konvergenzkriterium fiir
unendliche Produkte 8.21 folgt dann sofort die Konvergenz des unendlichen Produkts.

Die Unbedingtheit der Konvergenz ergibt sich, weil eine Reihe genau dann absolut konvergiert,
wenn sie unbedingt konvergiert, vgl. reelle Analysis. O

Wir werden im Folgenden unendliche Produkte holomorpher Funktionen betrachten. Es bietet
sich daher an, genauer zu untersuchen, wann ein solches Produkt unbedingt konvergiert:

Satz 8.24 (Unbedingtes Konvergenzkriterium fiir unendliche Produkte holomorpher Funktio-
nen). Sei D C C offen und (fu)necz., eine Folge holomorpher Funktionen f,: D — C, fiir die die
Reihe Y ez, fn(z) auf jeder kompakten Teilmenge von D gleichmiifSig absolut konvergiert. Dann ist
fiir jedes z € D das Produkt

fl@)= 11 (+ fu(2))

J’IGZZO

unbedingt konvergent, und die so definierte Funktion f(z) ist auf D holomorph.

Beweis. Die unbedingte Konvergenz des Produkts fiir jedes z € D folgt unmittelbar aus dem
unbedingten Konvergenzkriterium 8.23, wenn wir dort a, = f,(z) setzen.

Es verbleibt die Holomorphie von f auf D zu zeigen. Nach Konstruktion der Topologie auf C
kénnen wir D mit offenen Mengen U iiberdecken, deren topologischer Abschluss U kompakt
ist und génzlich in D liegt. Da Holomorphie lokal definiert ist, geniigt es daher, die Holomor-
phie von f auf solchen offenen Mengen U zu untersuchen.

Nach Voraussetzung konvergiert .. fx(z) auf U und also auch auf U gleichméBig absolut.
Nach der notwendigen Konvergenzbedingung fiir gleichméaflige Konvergenz konvergiert da-
her die Folge (fu)nez., auf U gleichméfig gegen Null. Insbesondere gibt es ein Ny € Z>, so
dass fiir alle n € Z> mitn > Ny

Ifu(z)] <1 firallez € U

gilt. Wir konnen also die Abschitzung (8.12) anwenden und tun dies mit der speziellen Wahl
e = % Es gibt dann ein N, € Z>¢, so dass fiir alle n € Z>o mit n > N, die Abschédtzung

Log(1+ fu(2))| < %]fn(z)\ fiir alle z € U


https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/18436/display?page=7
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gilt. Nach Voraussetzung konvergiert die Reihe Y72y, .1 fu(z) gleichmiBig auf U C U, und
nach der obigen Abschitzung gilt dasselbe auch fiir

S(z) := i 1Log(l + fu(2)).

Nach dem Approximationssatz von Weierstraf3 3.41 ist also S(z) auf U holomorph, und nach
dem Konvergenzkriterium 8.21 gilt das auch fiir

o]

C =TT 1+ ful2).
n=Ny+1
Es folgt, dass auch
F@) =1+ fAE) .- (1+ fa(2)) -3
eine auf U holomorphe Funktion ist, was zu zeigen war. 0

8.4 Der Produktsatz von WeierstraB3

Satz 8.25 (Produktsatz von Weierstrafs). Aufden komplexen Zahlen C sind alle Cousin-Verteilungen
l6sbar. Die Losung einer gegebenen Cousin-Verteilung ist dabei bis auf einen Faktor e"?) mit h € O(C)
eindeutig bestimmt.

Beweis. Sei C = |J;c; U; eine beliebige offene Uberdeckung und {f;}c; eine darauf vorgegebe-
ne Cousin-Verteilung. Wenn wir berticksichtigen, dass mit den Polstellen einer meromorphen
Funktion auch ihre Nullstellen isolierte Punkte sind, konnen wir mit einer nur leichten Ab-
wandlung der entsprechenden Stelle im Beweis von Satz 8.8 auch zeigen, dass in der Notation
von Lemma 8.15 die Mengen S und T nicht iiberabzahlbar sind (Ubung!).

Es gilt nun, die Losbarkeit der zu { f; };c; gehorigen Null- und Polstellenverteilung

({”s}sesz {”t}teT)

zu zeigen. Hierfiir ist es offenbar ausreichend, wenn wir fiir jede Nullstellenverteilung {u; } et
eine holomorphe Losung in O(C) finden.

Fall 1: T ist endlich. Hier ist offenbar

eine mogliche Losung von {u; }rer.

Fall 2: T ist abzdhlbar. Sei to, t1, t2, ... eine Abzdhlung von T mit
lto] < |t1] < |t2| < ... (8.13)

und schreiben wir kurz u,, statt u;, fiir alle n € Z>.



155 Kapitel 8. Konstruktion meromorpher Funktionen

Da wir eine Nullstelle der Ordnung u in z = 0 durch nachtrédgliches Multiplizieren mit z* er-
zwingen koénnen, diirfen wir ohne Einschrénkung 0 ¢ T annehmen. Daraus folgt offensichtlich
|ta| > O fiir alle n € Z>(. Das hat den Vorteil — wir erhoffen uns hiervon bessere Konvergenzei-
genschaften — dass wir statt Faktoren der Form (z — t,,)"" solche der Form (1 — £)"" betrachten
konnen.

Die Funktion (1 — é)“" ist auf dem Elementargebiet U;,|(0) holomorph und nullstellenfrei, so
dass es eine Funktion i, € O(Uj,,((0)) gibt mit

(1- tg)un = ¢ M@ fiiralle z € Uy, (0). (8.14)
n
Ohne Einschrankung gilt dabei h,(0) = 0,

denn: Setzen wir in der definierenden Gleichung z = 0, so erhalten wir

1= (1= )" =)

n

und somit 4, (0) € 27iZ. Durch Addition eines geeigneten ganzzahligen Vielfachen von 27ri
erhalten wir also 1, (0) = 0. #

Die Taylor-Entwicklung von h,, um z = 0 konvergiert auf dem Kompaktum

gleichmaflig absolut. Fiir jedes € > 0 gibt es also ein Polynom P, mit
|hy(z) — Py(z)| < e firallez € K,.

Da die Exponentialfunktion stetig ist, gibt es insbesondere ein Polynom P, mit

1
11— i)”n ePn®) 1| = P mE) 1| < = fiirallez € K,,.
ty n?

Wegen (8.13) ist ein beliebiges Kompaktum K C C fiir allen > N mit einem hinreichend grofsen
N € Z>¢ in K,, enthalten. Es folgt also, dass die Reihe

(4 2y a)

n=0 n

auf beliebigen Kompakta K C C gleichméfig absolut konvergiert. Nach dem unbedingten
Konvergenzkriterium fiir Produkte holomorpher Funktionen 8.24 ist somit das unendliche Pro-

dukt )
f2)=1] <(1 - ti)”” .ePn(Z)> 76

n=0 n
auf ganz C unbedingt konvergent und stellt eine holomorphe Funktion dar. Nach Konstruktion
ist offensichtlich f eine Losung der Nullstellenverteilung {u; };c7, so dass wir gezeigt haben,
dass sich auf C jede Cousin-Verteilung l6sen lésst.

760ffenbar spielen hier die Faktoren ¢+(2) die analoge Rolle zu den konvergenzerzeugenden Summanden im
Beweis des Satzes von Mittag-Leffler 8.8. Man spricht daher auch von konvergenzerzeugenden Faktoren.



8.4. Der Produktsatz von Weierstraf3 156

Nach Lemma 8.14 unterscheiden sich zwei Losungen einer Cousin-Verteilung auf C um einen
Faktor H € O(C)*. Nach Lemma 4.6 sind diese Funktionen von der Form

H(z) =¢"? firallez € €

mit einem & € O(C). Damit haben wir auch die Eindeutigkeitsaussage gezeigt. O

Korollar 8.26. Sei f € O(C) eine holomorphe Funktion mit Nullstellenmenge T(f), und sei u; :=
0-ord(f;t) fiiralle t € T(f). Dann gibt es eine holomorphe Funktion ¢ € O(C) und fiir jedes t € T(f)
ein Polynom P; € C[X] mit

I ((1 - ?)ut -ePf(Z)) -8 falls 0 & T(f),

_ ) teT(f)
flz) = 240 . H ((1 — E)”’ . eH(Z)) e8@) flls 0 € T(f),

teT(f)~{0}

wobei das jeweilige Produkt rechts auf C unbedingt konvergiert.

Beweis. Die Nullstellenverteilung {u; }cr(s) hat nach Konstruktion f als eine mogliche Losung,
aber auch die im Beweis des Produktsatzes von Weierstraf3 8.25 explizit konstruierte. Nach der
Eindeutigkeitsaussage des Produktsatzes unterscheiden sich die beiden also um einen Faktor
der Form e8 mit g € O(C), was die Behauptung zeigt. O

Korollar 8.27. Jede nicht identisch verschwindende meromorphe Funktion aus M(C) ist Quotient
zweier holomorpher Funktionen aus O(C).”

Beweis. Sei f € M(C) . {0}. Dann besteht die Polstellenmenge S(f) von f aus isolierten Punk-
ten. Setzen wir u; := oo-ord(f;s) fiir alle s € S(f), so hat nach dem Weierstra’schen Produkt-
satz 8.25 die Nullstellenverteilung {us}.cg(f) eine Losung h € O(C). Nach Konstruktion ist

das Produkt g := fhin O(C), so dass wir mit f = § eine Darstellung wie gewiinscht gefunden
haben. O

Wir wollen nun in Analogie zum ,Kochrezept” zur Berechnung der Losung einer Mittag-
Leffler-Verteilung auf C auch die Losung einer Cousin-Verteilung auf C explizit berechnen
konnen.

Bemerkung 8.28. Die im Beweis des Weierstrafs'schen Produktsatzes 8.25 in (8.14) durch

(1- ti)un — (2 fiirallez € Uy, (0) und  hy(0) =0

eingefiihrte Funktion hy, € O(Uy,,((0)) ist eindeutig und hat die Reihendarstellung

[ Zk )
ha(z) = uy, k; P fiir alle z € Uy, ((0).

77Etwas eleganter formuliert besagt das Korollar, dass der Korper M (C) der meromorphen Funktionen auf C
der Quotientenkorper des nullteilerfreien Rings O(C) der ganzen Funktionen ist.
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Beweis. Seien h, und f, zwei Funktionen, die den beiden obigen Bedingungen geniigen. Dann
gilt )

e~z — p=M(2)  fiirallez € u|t,,|(0)-

Es gibt also eine ganzzahlige Funktion /(z) mit
ha(z) = ha(z) 4+ 27ik(z)  firalle z € Uy, (0).

Wegen der Stetigkeit von &, und 1, ist h(z) auf Uy, |(0) konstant, und wegen h, (0) = h,(0) =0
verschwindet /1(z) sogar identisch. Die Eindeutigkeitsaussage haben wir somit bewiesen.

Es gilt
(1- 7) € Uy(1) farallez € Uy, (0),

so dass wir dort den (Hauptzweig des) Logarithmus aus der definierenden Gleichung ziehen
konnen und dquivalent

hy(z) = —uy - Log(1 — ti)

erhalten. Die Bemerkung folgt mit der Taylor-Reihenentwicklung

Log(1 — Z
k=1

fiir alle w € U;(0).7®

~| &

O

Bemerkung 8.29. Will man ein Weierstrafi-Produkt zu einer Nullstellenverteilung {u; }ier explizit
angeben, so kann man wegen der gleichmifSig absoluten Konvergenz von Taylor-Reihen innerhalb ih-
res Konvergenzradiuses fiir die Polynome P; geeignete Partialsummen der Reihen aus Bemerkung 8.28
wihlen.

Beispiel 8.30. (a) Die Nullstellenverteilung {1}t mit T = {n® | n € Z} wird durch

)=2z- H ) fiirallez € C

n=1

geldst. Die unbedingte Konvergenz des Produkts folgt hierbei nach dem unbedingten Konvergenz-
kriterium fiir Produkte holomorpher Funktionen 8.24 aus der Konvergenz der Reihe }.,° 1 5 auf
Kompakta.

(b) Die Nullstellenverteilung {1}cz wird durch

o) 2
z)=2z- 1—7 =z- iirallez € C
fer=2 1 (-2e==10-5) 4
nez~{0} n=1
gelost,
78Differenzieren beider Seiten liefert — =z bzw. =32, wk, so dass sich diese hochstens um eine additive Kon-

stante C € C unterscheiden. Setzt man in belden Seiten w = 0 ein, so erhilt man sofort C = 0.
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()

denn: Da die Reihe Y, c 7. 10y 7 nicht auf Kompakta absolut konvergiert, miissen wir wie in der
obigen Bemerkung explizit Polynome Py konstruieren. Der lineare Term von h, mit n # 0 in
der Reihenentwicklung von Bemerkung 8.28 ist %. Mit der bekannten Taylor-Entwicklung der
Exponentialfunktion gilt

(-3ei=0-2) -0+ 242 G4 ) =1+ ()80

mit einer holomorphen Funktion B € O(C) mit B(0) = —1+ J. = —3. Die unbedingte Konver-
genz des linken Produkts aus der Behauptung folgt nun wieder nach Satz 8.24 aus der Konvergenz

der Reihe
Z\2_,2Z
(=) B(>)
nez—{o} " n

auf Kompakta. Wegen der unbedingten Konvergenz diirfen wir schliefSlich die Faktoren umsortieren
und erhalten so das rechte Produkt aus der Behauptung. #

Es gilt

00 2
sin(mz) =mz- [[(1— %) fiir alle z € C.
n=1

denn: Die Funktion sin(rtz) € O(C) ist bekanntermaflen eine Losung der Nullstellenverteilung
{1}+ez. Fiir die rechte Seite haben wir dies in Aussage (b) gezeigt. Da C ein Elementargebiet ist,
gibt es nach der Eindeutigkeitsaussage des Produktsatzes 8.25 und Lemma 4.6 eine ganze Funktion
h mit

o 2
I . . Z ..
¢"® sin(mz) = nz- [ (1 - ﬁ) fiir alle z € C.

n=1
Die Behauptung folgt, wenn wir zeigen konnen, dass h identisch verschwindet.

sin(7z)

= 2 in z = 0 eine hebbare Singularitit

Nach der bekannten Taylor-Entwicklung des Sinus hat
und nimmt dort den Wert 1 an. Werten wir die Gleichung

i) SITZ) H (8.15)

an der Stelle z = 0 aus, erhalten wir daher ¢"©) = 1, also h(0) € 2miZ. Ohne Einschrinkung
diirfen wir annehmen, es gelte h(0) = 0, und idndern h sonst um ein geeignetes ganzzahliges
Vielfaches von 27ti ab.

Fiir z € U;(0) sind alle Faktoren im Produkt auf der rechten Seite von (8.15) ungleich Null, so dass
wir Satz 8.21 anwenden konnen. Da fiir Arqumente nahe bei Eins die aus dem Reellen bekannten
Logarithmusrechenregeln gelten,” gibt es fiir z € U, (0) mit r < 1 klein eine ganzzahlige Funktion

7Namlich Log(zw) = Log(z) + Log(w) und Log(e?) = z.
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t mit

2 Log(1

821 (ﬁ z2 >

~ Log (Eh(z) . Smf;fz)) + 27it(2) (8.16)

= h(z) + Log(sin(r[z)

) + 2mit(z).

Da die Reihe auf der linken Seite von (8.16) auf Kompakta in U,(0) gleichmiflig absolut konver-
giert, stellt sie dort eine holomorphe und insbesondere stetige Funktion dar. Es folgt

t(z) :=t konstant auf U,(0).

Nach dem Approximationssatz von Weierstrafs 3.41 konnen wir gliedweise ableiten und erhalten

fiir alle z € U,(0)

> 2z x =25
1,; z2 — n? n; 1 %
9 sin(nz)
=1(z) a‘iméi)
iz
, iz 7 (7tz cos(mz) — sin(7z))
sin(7tz) (71z)?

= h'(z) + mcot(nz) — =

Andererseits gilt mit der Partialbruchzerlequng des Kotangens (8.5) fiir allez € C \Z

7 cot(mz) = = —|—

1 1 2 2z
L (z—n n>_g+n:122—n2’

neZ~{0}

so dass wir insgesamt

W(z) =0 fiirallez € U,(0)

erhalten. Nach dem Identitiitssatz 4.8 folgt, dass h' auf ganz C identisch verschwindet und h somit
eine konstante Funktion ist. Die Behauptung folgt wegen h(0) = 0. #

8.5 Ubungsaufgaben

Aufgabe 8.1. Zeigen Sie, dass die Reihe

nez{0} =

absolut konvergiert.

1

+ %) auf Kompakta K C C \ Z gleichmiiflig

2 |

Aufgabe 8.2. Leiten Sie den WeierstrafS’schen Produktsatz 8.25 aus dem Satz von Mittag-Leffler 8.8
her, indem Sie die folgenden Aussagen zeigen:
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(b)

()

f ist genau dann eine Losung der Nullstellenverteilung {u; }rer := (D, {us }ret) auf C, wenn fT/
eine Losung der Hauptteilverteilung {h;(z) = u;z}er auf C ist.

Zu jeder meromorphen Funktion f € M(C), deren Pole alle einfach sind und positive ganzzahlige

Residuen haben, gibt es eine ganze Funktion g mit f = %.

Hinweis: Fiir jedes R > 0 findet man eine auf Ur(0) definierte holomorphe Funktion gr mit

f= g—lﬁ auf UR(0). Dabei ist gr eindeutig bestimmt bis auf einen Faktor aus C*. Durch geeignetes
Abiindern konnen die gr mit R € Z> zu einer ganzen Funktion zusammengesetzt werden.

Die Losbarkeit der Nullstellenverteilung {u; }ter in C folgt nun mit dem Satz von Mittag-Leffler
8.8.



KAPITEL 9

Bildbereiche holomorpher Funktionen

In diesem Kapitel untersuchen wir Bilder holomorpher Funktionen. Die generische Fragestel-
lung ist hier die folgende:

Sei .# die Familie holomorpher Funktionen auf einem Gebiet D C C, die eine be-
stimmte Eigenschaft P erfiillen. Wie sieht dann fiir alle f € .# das Bild f(D) aus?

Wir haben bereits Ergebnisse dieser Art bewiesen, wie etwa den Satz von Casorati-Weierstrafs
5.14. Dieses Kapitel wird in einer Verscharfung dieses Satzes miinden, dem Grofsen Satz von Pi-
card 9.19. Bevor wir diesen zeigen konnen, miissen wir noch eine Reihe weiterer Resultate tiber
den Bildbereich holomorpher Funktionen zeigen, die aber auch jeweils fiir sich von Interesse
sind.

9.1 Der Satz von Bloch (x)

Passend zur Notation der Einleitung sei in diesem Abschnitt D = IE die offene Einheitskreis-
scheibe und D’ C C ein Gebiet, das den Abschluss E von E in C enthalt. Sei weiter %, die Men-
ge aller holomorphen Funktionen f : D’ — Cmit f(0) = 0und f'(0) = 1. Wegen f'(0) =1 # 0
ist fiir jedes f € % das Bild f(E) eine offene Menge und enthilt so eine offene Kreisscheibe
von positivem Radius. Wir wollen nun mit dem Satz von Bloch®’ zeigen, dass es eine Un-
terschranke fiir den grofstmoglichen Radius einer solchen Kreisscheibe gibt. Dafiir zeigen wir
zundchst einige vorbereitende Lemmata:

Lemma 9.1. Sei C € R, und sei f : IE — C holomorph mit

f(0)=0, f'(0)=1 und |f(z)| <Cfiirallez € E.

Dann gilt C > 1und f(E) 2 Ugc)-1(0).

80 André Bloch (1893-1948)

161
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Beweis. Nach den Cauchy’schen Ungleichungen 3.32 gilt
If™(0)] < Cn! fiiralle n € Zo.

Die holomorphe Funktion f ist nach dem Potenzreihenentwicklungssatz 3.38 auf IE durch ihre
Taylorentwicklung

()

_ n . _ ..
f(z) = nzz%)anz mita, = o furallen € Z>g

mit Entwicklungspunkt z = 0 gegeben, so dass wir stattdessen bequemer auch |a,| < C fir
alle n € Z>¢ schreiben kénnen. Insbesondere gilt mit 1 = |a;| < C die erste Behauptung.

Es liegen dann alle z € € mit |z| = (4C)~! in der offenen Einheitskreisscheibe IE. Betrachten
wir f auf dieser Kreislinie, so gilt wegen a9 = 0 und a; = 1 die Abschétzung

f(2)] = |z| = |} anz"| (zweite Dreiecksungleichung)
n=2

> (4C)7 1~ Y lan| (4C)7" (Dreiecksungleichung)
n=2

> @)=Y cuo (|an| < C fiir alle n € Z>g)
n=2

1

= @4C)t-c- (W —(1+ (4C)’1)) (geometrische Reihe)

= (4C)7 1 — (16C* —4)!

> (6C)7 1.

Betrachten wir nun ein w € U 4c)-1(0), so hat die Funktion g(z) := f(z) — w in E eine Nullstel-
le,

denn: Fiir |z| = (4C) ! gilt
f(z) = g(z)| = |w] < (6C)" < |f(2)],

so dass nach dem Satz von Rouché 6.16 die Funktionen f(z) und g(z) in Uycy-1(0) dieselbe
Anzahl von Nullstellen haben. Die Behauptung folgt mit f(0) = 0. #

Fiir ein fest vorgegebenes w € Usc)-1(0) gibt es also ein z € IE mit f(z) = w, was das Lemma

zeigt. OJ

Lemma 9.2. Sei R > 0 eine reelle Zahl und sei g : Ug(0) — C eine holomorphe Funktion mit
¢(0)=0, |¢'(0)]=:C1>0 und |g(z)| < C,fiirallez € Ug(0).

Dann gilt

R*C?

$(UR(0)) 2 UA0) mitr ="t
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Beweis. Fiir alle z € E setzen wir f(z) := (Rg’ (0))_1 ¢(Rz). Dann erfiillt f offensichtlich die
Voraussetzungen von Lemma 9.1 mit C = Rc—czl Es folgt also

f(E) 2 Usc, (0).

6Cy
Das Lemma folgt unmittelbar, wenn wir in diese Inklusion die Definition von f einsetzen. [J
Lemma 9.3. Sei zo € C beliebig, und sei R > 0 eine reelle Zahl. Dann ist jede holomorphe Funktion

f : UR(Z()) — C mit
1f'(z) = f'(z0)| < |f'(z0)| fiirallez € Ur(zo)

injektiv.

Beweis. Seien z1 # z zwei verschiedene Punkte in Ug(zp). Sei weiter -y (t) = z;y + t(zo — z7) fiir
t € [0,1] . Dann folgt mit der zweiten Dreiecksungleichung aus 1.7 (c)

£~ )l = || ()
=1 f)dz= [ (F) - f(e0)) d
> || o) dzl = | [ (F'(2) ~ £'(z0)) oz
> If ()l -l =22l = [ I () = £ (zo)l =)

Nach Voraussetzung ist dies eine echt positive Zahl; es folgt also f(z1) # f(z2) und somit die
Injektivitat von f. O

Satz 9.4 (Satz von Bloch). Sei f € F. Dann enthiilt IE eine offene Kreisscheibe U, so dass die folgen-
den beiden Aussagen gelten:

(1) flu ist injektiv.

(i)  f(U) enthiilt eine offene Kreisscheibe von Radius 7.

Beweis. Wir wollen zunichst eine offene Kreisscheibe U finden, auf die eingeschrankt f injektiv
ist. Das tun wir, indem wir fiir ein geeignetes U die Voraussetzungen von Lemma 9.3 zeigen.
Wir interessieren uns also fiir die Ableitung f’ von f.

Fiirr € [0,1] sei

K(r) := max|f'(z)|.

|z|=r

Die Funktion K : [0,1] — R ist offenbar stetig und nach dem Maximumprinzip fiir Kompakta
4.18 aufierdem monoton wachsend. Setzen wir weiterhin

h(r):= (1—7r)K(r),

81Wir haben die Schreibweise |dz| nicht eingefiihrt. Gemeint ist hier das Integral fol [ (v(#)) = f'(z0)| |7 (#)| dt.
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so erhalten wir in 4 : [0,1] — R eine stetige Funktion mit #(0) = 1 und k(1) = 0. Mit rp :=
Supj, ()1 7 gilt dann aus Stetigkeitsgriinden h(ro) = 1 und h(r) <1 fiirr > ro. Wegen h(1) =0
folgt aufserdem ry < 1.

Wihlen wir nun ein zg mit |zo| = ro und |f'(z0)| = K(rp), so gilt nach Definition von r

f(z0)] = — ©.1)

- 1—1’0.

1-2(1-rp)=3(1+1)

Fiir jedes z € U1, (z0) ist
2

1-— 1
2| < |z —zo| + 20| < ro+ro: 1o
2 2
und deshalb
|f'(z)] < K(|z]) (Definition von K)
1
< K< —;ro> (Monotonie von K und |z| < 147)
()
= % (Definition von h)
1 - Ltn
2
2
. (h(r) < 1 fur alle r > 1)
1-— ro

Mit der Dreiecksungleichung und (9.1) folgt
3
1f(2) — f'(z0)] < |f'(2)| + |f(z0)] < R fiir alle z € U% (z0). (9.2)

Mit dem Lemma von Schwarz 4.19 gilt sogar

6 —
|f'(z) — f'(z0)| < (1’2_702)02’ firalle z € Ui, (20),

2
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denn: Betrachten wir die auf IE definierte Abbildung

F:=g¢po@gof oproep,

wobei ¢. mit - € {D, T, T, D} die durch

1-rg 0 1 20 B 1 _fl (ZO) 5 1—rg 0
D (0 1)’ T (o 1>' T (0 1 ) und D (o 1>

gegebenen Mobiustransformationen seien.®? Offensichtlich gilt F(0) = 0. Mit (9.2) lasst sich
aulerdem leicht F(EE) C [ zeigen, so dass fiir F die Voraussetzungen des Lemmas von Schwarz
4.19 erfiillt sind. Nach diesem gilt dann

[F(2)] < |2] firallez € E
/ 2 |z — zg ..
= [(ppops)(f'(z))] < 1o fiirallez € U%(zo)
1— 2|z —
— | o (f'(z) = f(z0))] < 2|z = 2 furalle z € Ui+ (z0)
3 1-—- 1o 2
und somit die Behauptung. #
Insbesondere gilt mit (9.1)
6 1 1

‘f/(z) _f’<zo)’ < (1 —1’0)2 = T = ‘f/(ZO)’ fiir alle z € U%(Zo).

Nach Lemma 9.3 ist dann die Einschrankung von f auf U1, (zo) injektiv. Ui, (2o) ist demnach
6 6

eine mogliche Wahl fiir eine offene Kreisscheibe U mit Eigenschaft (i). Es bleibt nachzuweisen,
dass Ui+ (z0) auch Eigenschaft (ii) erfiillt und also eine offene Kreisscheibe vom Radius %
6

enthilt. Das wollen wir tun, indem wir die offene Kreisscheibe U1, (z9) nach Null verschieben

und dann eine geeignete Funktion ¢ wie in Lemma 9.2 finden.

Betrachten wir also die auf U1, (0) definierte Abbildung
6

g:=g¢rofoer

SRS

gegebenen Mobiustransformationen g1 und ¢4. Mit (9.1) gilt offensichtlich

mit den durch

1

0.
1—1’0 =

§(0) =0 wund [g"(0)] = |f'(z0)| =

82Man sieht leicht ein, dass ¢p und ¢ Drehstreckungen und ¢7 und ¢4 Translationen sind.
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Fir z € U1 (0) liegt das Bild der Kurve 7 (t) = zo + tz, t € [0,1] ganz in der offenen Kreis-
6

scheibe U1+, (z0) € Ui, (20). Es gilt daher
6 2

2(2)| = | L £/ (w) dwl

2
1—|Zr’0 (Standardabschitzung und |f'(w)| < 5 _270)
2 1-n
S
1-— 1o 3

Lemma 9.2 besagt nun, dass das Bild g(U1-,, (0)) die offene Kreisscheibe U, (0) mit
6

1—1’0 2 1 2
6 “\1=r 1
"= 1 -
3

. —

72

enthélt. Der Satz folgt nach Ubersetzen in eine Aussage tiber f. O

Korollar 9.5. Sei R > 0 eine reelle Zahl und sei
RD':={z€C|z=Ruwfireinw e D'}.
Dann enthiilt das Bild f(Ug(0)) einer jeden holomorphen Funktion f : RD' — C eine offene Kreis-

scheibe vom Radius w.

Beweis. Fiir f'(0) = 0 ist offenbar die leere Kreisscheibe in f(Ugr(0)) enthalten, so dass wir fiir
den weiteren Beweis ohne Einschrankung f'(0) # 0 annehmen konnen. Es bleibt nun nur noch
der Bloch’sche Satz 9.4 auf die Funktion

. f(Rz) = f(0)
9 R0y

anzuwenden. Das ist erlaubt, da g offensichtlich in .7, liegt. O

Bemerkung 9.6. Sei fiir jedes f € F, die Zahl B( f) gegeben als das Supremum aller reellen Zahlen r,
fiir die es eine offene Kreisscheibe U C I gibt, so dass f |y injektiv ist und f(U) eine offene Kreisscheibe
vom Radius r enthiilt. Der Satz von Bloch 9.4 besagt dann 25 < B(f).

Fiir die Bloch’sche Konstante B := finf B(f) gilt deshalb und wegen idp € Fy, die Abschiitzung
EFR

1
— <B<1.
727 7

Tatsichlich sind noch sehr viel bessere Abschiitzungen von B bekannt; man wei 83

0,4332 < B <0,4719.

Den tatsichlichen Wert von B kennt man nicht.

83Dje obere Schranke wurde 1937 von Lars Valerian Ahlfors (1907-1996) und Helmut Grunsky (1904-1986) bewie-
sen, die untere in einer Reihe von Artikeln bis zurzeit 2003 von mehreren Autoren. Die Grundidee hierzu lieferte
Mario Bonk im Jahr 1990.
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Ganz dhnlich wie die Bloch’sche Konstante ldsst sich die etwas einfachere Landau’sche Kon-
stante® einfiihren.

Definition 9.7. Sei fiir jedes f € Fp,
A(f) := sup{r € R | r ist Radius einer offenen Kreisscheibe in f(IE)}.

Die Landau’sche Konstante L ist dann definiert als L := finf A(f).
EIR

Auch hier bekommt man schnell Abschédtzungen geliefert: Es gilt
B<L<I,

wobei die Abschdtzung nach unten trivial ist und die Abschédtzung nach oben wie fiir die
Bloch’sche Konstante geschieht. Wieder kann man die Abschidtzung signifikant verbessern; es
gilt®

0,5 <L <0,5433

und insbesondere B < L.

Proposition 9.8. Fiir jedes f € .Fy, enthiilt f(IE) eine offene Kreisscheibe vom Radius L > 0.

Beweis. Nach dem Satz von Bloch 9.4 ist B > 0 und somit auch L > 0. Insbesondere ist A(f) > 0
tir jedes f € #g. Zum Nachweis der Proposition zeigen wir die etwas starkere Aussage,
dass fiir jedes f € Zp das Bild f(IE) eine offene Kreisscheibe vom Radius A(f) enthélt. Nach
Definition von A(f) gibt es fiir jedes n € Z ein z, € f(I) mit U, _1(z4) € f(E). Da

f(E) kompakt ist, gibt es ein zy € f(IE), gegen das eine Teilfolge von (z,) konvergiert, ohne
Einschréankung sei dies bereits die Folge (z,) selbst.

_1
n

Fiir ein beliebiges z € U, f)(z0) wahlen wir ein n(f) mit

I
n(f)

Wegen der Konvergenz der Folge gibt es ein n(z) > n(f) mit

|z = 2ol <A(f) =

120 — 20| < (A(f)—n(lf))—\z—zo| fiir alle n > n(z).
Es folgt
|z —zy| < |z — 20| + |20 — za| < A(f) — 1 < A(f) — 1 fur alle n > n(z).
n(f) n
Da z € U, (y(z0) beliebig war, folgt U, s (z0) C f(IE) und somit die Proposition. O

84Edmund Georg Hermann Landau (1877-1938)
85Die obere Schranke wurde 1943 von Hans Adolph Rademacher (1892-1969) bewiesen, die untere 1938 von
Raphael Mitchel Robinson (1911-1995).



9.2. Der Kleine Satz von Picard (%) 168

Korollar 9.9. Sei R > 0 eine reelle Zahl. Dann enthilt das Bild f(Ug(0)) einer jeden holomorphen
Funktion f : RD" — C eine offene Kreisscheibe vom Radius R |f'(0)| L

Beweis. Analog zum Beweis von Korollar 9.5. O

9.2 Der Kleine Satz von Picard (x)

Das Ziel dieses Abschnitts, der Kleine Satz von Picard 9.12, ist eine Verscharfung des Satzes
von Liouville 3.34. Statt der Beschranktheit der ganzen Funktion wird fiir ihre Konstanz nur
noch gefordert, dass ihr Wertebereich zwei komplexe Zahlen ausldsst. Wie im vergangenen
Abschnitt auch zeigen wir zunéchst einige vorbereitende Lemmata.

Lemma 9.10. Sei D ein Elementargebiet und f : D — C holomorph mit {0,1} N f(D) = @. Dann
gibt es eine holomorphe Funktion g : D — C mit

f(z) = —exp(ri cosh(2g(z))) fiirallez € D.

Beweis. Da f auf dem Elementargebiet D holomorph ist und keine Nullstelle hat, gibt es nach
Lemma 4.6 eine holomorphe Funktion / : D — € mit f(z) = ¢"®).

h(z)

Ndhme nun die Funktion 7+ einen ganzzahligen Wert an, so wére im Widerspruch zur Vor-

aussetzung der Wert von f an dieser Stelle gleich 1. Da g(—;) also insbesondere die Werte 0
und 1 nicht annimmt, ist es, wieder mit Lemma 4.6, moglich, auf D holomorphe Funktionen
Q1:D—Cund Qp: D — Cmit
h(z) h(z)
2 2 _ B ..
Qi(z)" =5 und Qu(z)° =+ —1 furallezeD

zu definieren und diese zu einer holomorphen Funktion H : D — C mit
H(z) := Q1(z) — Q2(z) furallez € D

zusammenzufiigen. Nach Konstruktion hat H(z) auf D keine Nullstellen, so dass wir wie ge-
rade eben eine holomorphe Funktion g : D — C finden mit H(z) = ¢8(). Es folgt®

cosh(2g(z)) +1 = = (e2B) 4 72E)) 11

h(z)
—

86Dje letzte Gleichheit erfordert hierbei etwas Rechenarbeit. Die Durchfithrung dauert zwar ein wenig, kommt
aber ohne besondere Tricks aus.
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Setzen wir dies in die Definition von / ein, so erhalten wir
f(z) = ¢"®) = exp(rmi cosh(2g(z)) 4 7ti) = — exp (i cosh(2g(z))).
L]

Lemma 9.11. Seien D, f und g wie in Lemma 9.10. Dann enthiilt (D) keine offene Kreisscheibe von
Radius 1.

Beweis. Wir zeigen das Lemma, indem wir eine Menge M C C angeben, die mit g(D) leeren
Schnitt haben muss, und deren Komplement keine offene Kreisscheibe von Radius 1 enthalt.
Wir wollen zeigen, dass

M := {+log(v/n + \/n—l)+?i | m € Z,n € Zso}

eine mogliche Wahl ist. Wegen log(v/n + 1 + /) —log(y/n + v/n—1) > 0 sind die Elemen-
te von M die Eckpunkte einer Parkettierung der komplexen Ebene mit Rechtecken positiver
Breite. Genauer gelten fiir die Abmessungen dieser Rechtecke die Abschidtzungen

the:§<\f3

und
Breite = log(v/n + 1+ /1) —log(yv/n + vn —1) < log(v2+1) —log(1) < log(e) = 1.

Mit dem Satz von Pythagoras folgt, dass die Lange einer jeden Rechtecksdiagonalen echt klei-
ner ist als 2, so dass C . M keine offene Kreisscheibe von Radius 1 enthalten kann.

Abbildung 9.1: Die Werte fiir -1 <m <3und1<n <7.

Es verbleibt also noch zu zeigen, dass g(D) mit M leeren Schnitt hat. Nehmen wir dafiir an, es
gdbe einen Punkt zy € D gibt mit

g(z0) = £log(vn+ v —1) + %i
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tir geeignete m € Z und n € Z~,. Dann gélte
cosh(2¢(zg)) = = (eZg(Zo) + E*Zg(zo))
(em‘m(\/ﬁ_F \/m):i:Z +e—m’m(\/ﬁ+ \/m)qzz)

(=)™ (Vi +Vn =12+ (Vi — Vn —1)2))
— (C1"n—1),

NI =N =N =

wobei wir beim vorletzten Gleichheitszeichen ausgenutzt haben, dass nach der 3. binomischen
Formel

(Wn+vn—-1)(Vn—vVn-1)=n—(n—-1)=1 (9.3)

gilt. Nach der Definition von g folgte f(z9) = —exp(mi(—1)"(2n —1)). Da 2n — 1 ungerade
ist, erhielten wir so

f(z0) =1,
was nicht sein kann. Der Durchschnitt von ¢(D) und M ist also tatséchlich leer und das Lemma
bewiesen. n

Satz 9.12 (Kleiner Satz von Picard). Sei f eine ganze Funktion. Gibt es zwei komplexe Zahlen, die
nicht im Bild f(C) liegen, so ist f konstant.

Beweis. Wir konnen ohne Einschrankung annehmen, dass die zwei komplexen Zahlen, die
nicht im Bild von f liegen, gerade 0 und 1 sind,

denn: Wenn a und b zwei verschiene komplexen Zahlen sind, die nicht im Bild von f liegen,
dann nimmt die ganze Funktion
f(z) —a

b—a
die Werte 0 und 1 nicht an. #
Nach Lemma 9.10 gibt es dann eine ganze Funktion g mit
f(z) = —exp(mi cosh(2g(z))) furallez € C

und nach Lemma 9.11 gibt es keine offene Kreisscheibe von Radius 1, die ganz im Bild g(C)
enthalten ist.

Nehmen wir nun an, f wére nicht konstant. Dann wiare auch g nicht konstant, so dass es einen
Punkt zg € C gébe mit g'(zo) # 0. Wir konnen hierbei ohne Einschrankung zp = 0 annehmen,

denn: Offensichtlich erfiillte die Funktion g(z + z¢) die Bedingung ¢’(0) # 0 und hétte ebenfalls
keine offene Kreisscheibe von Radius 1 im Bild. #

Wir konnen aber auch Korollar 9.9 auf ¢ anwenden. Dieses besagt, dass fiir ein beliebiges R &
R~ die Menge g(Ur(0)) eine offene Kreisscheibe von Radius R |g'(0)| L enthilt. Insbesondere
enthilt g(C) eine offene Kreisscheibe von Radius 1, was ein Widerspruch zur Annahme ist, f
wire nicht konstant. O
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9.3 Der Satz von Schottky (x)

Satz 9.13 (Satz von Schottky®). Seien a € (0,00) und B € [0,1) beliebig. Dann gibt es eine Kon-
stante C(w, B) € Rq mit folgender Eigenschaft: Ist D' ein Elementargebiet, das den Abschluss | der
offenen Einheitskreisscheibe I enthiilt, und f : D' — C eine holomorphe Funktion, welche die Werte 0
und 1 nicht annimmt und auflerdem | f(0)| € (0, a] erfiillt, so gilt

|f(z)| < C(a,B) fiirallez € Ug(0).

Beweis. Haben wir den Satz fiir ein festes oy € (0, c0) gezeigt, so folgt er offensichtlich fiir alle
« € (0,a9]. Es gentigt daher ohne Einschrankung, wenn wir den Satz fiir & € (2, c0) zeigen.
Den eigentlichen Beweis erledigen wir, indem wir zwei Fille getrennt studieren.

Fall 1: [f(0)| € [%,a].%8 Wir verwenden die Notation aus dem Beweis von Lemma 9.10. Das

heifdt, zu unserer gegebenen Funktion f betrachten wir
e eine Funktion /1 : D — C mit f(z) = ¢"? auf ganz D,
e Funktionen Q1 : D — Cund Q; : D — C mit
h(z) = 2mi Q1(z)* = 2mi (Qa2(2)* +1) fiirallez € D,

e eine Funktion H : D — C mit H(z) = Q1(z) — Q2(z) auf ganz D,
e eine Funktion g : D — C mit H(z) = ¢8(*) auf ganz D.

Die Funktionen & und g sind hierbei offensichtlich nur bis auf Addition ganzzahliger Vielfacher
von 27ti eindeutig gewihlt. Fiir unseren Beweis wihlen wir die Normierungen®

—n <Im(h(0)) <7 und —m<Im(g(0)) <. (94)

Auch die Quadratwurzeln Q; und Q, sind nicht eindeutig, es gibt hier jeweils zwei Wahlen,
die sich nur um das Vorzeichen unterscheiden. Fiir H ergeben sich so vier Moglichkeiten, von
denen wir aber keine besondere auswéhlen.

Wir wollen uns als erstes eine Abschitzung fiir den Betrag |¢(0)| herleiten. Unter Ausnutzung
von |f(0)| € [3,a] und & > 2 liefert uns die Normierung (9.4)

[1(0)[ = [log| f(0)| +i Arg(f(0))]
< [log|f(0)[| + [Arg(f(0))]
< max{log(2),log(a)} + 7 (9.5)
=log(a)+ 1
=:27 Co(ﬂ).

87Friedrich Schottky (1851-1935)
8 An dieser Stelle benstigen wir a > % In (9.5) werden wir sehen, warum wir sogar & > 2 vorausgesetzt haben.
89Wir konnen ungenau

h(z) =log(f(z)) =log|f(z)| +i arg(f(z)) furallez e D

schreiben. Dann bedeutet unsere Normierung von &, dass wir fiir z = 0 den Hauptwert des Arguments auswéhlen
und die Funktion  stetig fortsetzen. Das Analoge gilt nattirlich fiir die Normierung von g.
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Dies konnen wir benutzen, um eine Abschitzung des Betrags von |H(0)| zu bekommen. Wir
untersuchen dabei alle vier Moglichkeiten fiir H gleichzeitig.

[£Q1(0) £ Q2(0)] < [Q1(0)] + |Q2(0)]

(' (o)

N|—

< Co(w)2 + (Co(a) +1)
= C1 (a)
Analog zu (9.5) erhalten wir schlieSlich die gesuchte Abschéitzung von |g(0)|. Es gilt
log|H(0)| 4+ 7t falls |H(0)| > 1,
12(0)] < g|H(0)| |H(0)]
—log|H(0)| + v falls |H(0)| <1

B {10ng1(0) — Qx(0)|+ 7 falls |[H(0)| > 1,

= \10g]Q1(0) + Qx(0)| + 7 falls |[H(0)| < 1 97)

9.6)
< log(Ci(a)) + 7
=: Cz(d),

wobei wir fiir das zweite Gleichheitszeichen wieder den Trick mit der 3. binomischen Formel
aus (9.3) angewendet haben.

Unser néchstes Ziel ist eine Abschitzung fiir den Betrag |g(zo)|, wenn zp € E beliebig ist. Sei
dafiir C das durch y(t) = tzo mit t € [0, 1] parametrisierte Geradenstiick. Dann gilt

18(20)[ < [8(0)] +[8(20) — £(0)]

9.7) ,

< Calo) +| [¢/() e ©3)
<C "(2)].

< Cow) + ool _ma 19/(2)

Wir benotigen also eine Abschitzung fiir [¢’(z)| mit z € E. Sei dafiir z; € E fest gewahlt. Dann
enthilt das Bild g(LIl,w (z1)) € g(E) nach Korollar 9.9 eine offene Kreisscheibe von Radi-

us (1 — |z1]) - |¢'(z1)] - L.”° Andererseits enthilt das Bild g(IE) nach Lemma 9.11 keine offene
Kreisscheibe von Radius 1. Es folgt

1
/ .
lg (21)|<7(1_|Zl|)L fiir alle z; € E.

Setzen wir dies in (9.8) ein, so erhalten wir

|20

8(z0)| < Co(a) + [(E=ENIA
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Offensichtlich ist die rechte Seite dieser Abschitzung monoton in |zy|. Setzen wir also fiir ein

pelo)
P

C3((X,‘B) = Co(a) + m/

so folgt

Ig(z)| < C3(a, B) fiir alle z € Ug(0).
Es gilt abschliefsend fiir diesen Fall

|f(z)| = |exp(rti cosh(2g(z)))|

< exp(7 |cosh(2g(z))])
< exp(m 8@

< exp (7 22Ca(wp) )

= C4((X, ‘B)

Fall 2:0 < |f(0)] < 3. Dann gilt

%<1—|f(0)| <1-fO)]<1+][f(0)] < %

die Funktion (1 — f) geniigt also den Bedingungen von Fall 1 mit « = 3. Es gilt also
11— f(z)] < C4(§,/3) fiir alle z € Ug(0),

und |f(z)| ist fir alle z € Uﬁ( ) durch 1+ Cy4(3, B) beschrankt.
In Zusammenfassung von Fall 1 und Fall 2 folgt der Satz mit

C(a, B) := max{Cy(a, B),1+ C4(§,,B) }.

O]

Korollar 9.14. Seien R € (0,00),a € (0,00), € [0,1) reelle Zahlen. Sei weiter f : RD" — C eine
holomorphe Funktion, welche die Werte 0 und 1 nicht annimmt und der Bedingung |f(0)| € (0, «]
erfiillt. Dann gilt

1f(z)| < C(a,B) fiirallez € Ugg(0),
wobei C(a, B) die Konstante aus dem Satz von Schottky 9.13 bezeichne.

Beweis. Man wende den Satz von Schottky 9.13 auf die Funktion f(Rz) an. O

Der Satz von Schottky 9.13 und auch Korollar 9.14 liefern Folgen von Funktionen, die auf offe-
nen Kreisscheiben in E gleichméfSig beschrankt sind. Nach dem Satz von Montel 7.14 hat jede
solche Folge eine auf kompakten Teilmengen gleichmifiig konvergente Teilfolge. Diese An-
wendung des Satzes von Schottky wird uns im ndchsten Abschnitt fiir den Beweis des Grofien
Satzes von Picard 9.19 von Nutzen sein.
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9.4 Der GroBe Satz von Picard (x)

Bevor wir den Grofien Satz von Picard 9.19 beweisen konnen, fithren wir noch einige Begriffe
ein:

Definition 9.15. Eine Familie % von Funktionen auf einer offenen Teilmenge D C C heifit lokal
gleichmdif$ig beschrinkt, wenn es fiir jedes zg € D eine offene Umgebung U C D und ein C > 0 gibt
mit

|f(z)| < C fiirallez € Uundalle f € Z.

Definition 9.16. Sei D C C offen.

(a) Genau dann heifst eine Folge (fu)ncz., von Funktionen f, : D — C kompakt konvergent, wenn
(fu)nez, auf D punktweise konvergiert und die Konvergenz auf jeder kompakten Teilmenge von
D gleichmiifig ist.

(b) Genau dann heifst eine Folge (fu)nez., von Funktionen f, : D — C kompakt divergent, wenn
es fiir jede kompakte Teilmenge K C D und jedes C > 0 ein N € Z>( gibt mit

|fu(z)| > C fiirallen > N und alle z € K.

(c) Eine Familie % von auf D holomorphen Funktionen heifit normal, wenn jede Folge in % eine
kompakt konvergente Teilfolge besitzt.

(d) Eine Familie # von auf D holomorphen Funktionen heif$t fast normal, wenn jede Folge in .F eine
kompakt konvergente oder eine kompakt divergente Teilfolge besitzt.

In dieser Sprache ldsst sich der Satz von Montel 7.14 wie folgt fassen:

Lemma 9.17 (Verallgemeinerung des Satzes von Montel). Sei D C C offen. Dann ist jede lokal
gleichmiifSig beschrinkte Familie # auf D holomorpher Funktionen normal.

Beweis. Wir setzen
S:={z € D|Re(z),Im(z) € Q}

und wéhlen eine Abzdhlung sy, s,... von S.

Fiir eine beliebige Folge (f,)nez., in .# gibt es nach Voraussetzung eine offene Umgebung
U; € Dvonsy, inder (fulu, )nez>; beschrénkt ist. Nach dem Satz von Montel 7.14 gibt es daher
eine auf U; kompakt konvergeﬂte Teilfolge (fin)nez., VON (fn)necz.,- Iterativ erhalten wir so
eine auf UYL, U,, kompakt konvergente Teilfolge (fun)ncz-o VO (fu)nez.,-

Die Diagonalfolge ( fun)nez., konvergiert dann kompakt auf (J;_; U, und wegen der Dichtheit
von S in D somit auf ganz D. Das zeigt die Normalitit von .# und somit die allgemeinere
Formulierung des Satzes von Montel. O

Eine unmittelbare Anwendung ist das folgende fiir den Beweis des GrofSen Satzes von Picard
9.19 wichtige Ergebnis:
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Satz 9.18 (Satz von Montel-Carathéodory”). Sei D C C ein Gebiet und
F :={f: D — C holomorph | f(z) # {0,1} fiirallez € D}.

Dann ist F fast normal.

Beweis. Fir ein festes zg € D definieren wir
F1:={f € F[[f(z20)| <1} und F:={fe€F||f(z0) >1}.
Wir werden zeigen, dass .#7 normal und .%; fast normal ist.

Zum Beweis der ersten Aussage langt es nach der Verallgemeinerung des Satzes von Montel
9.17 die lokal gleichméfSige Beschranktheit von .%#; zu zeigen. Sei dazu wy € D beliebig und C
eine Kurve in D mit Anfangspunkt zo und Endpunkt wy. Eine solche Kurve gibt es,

denn: Als Gebiet ist D zusammenhingend und offen. Offene Teilmengen in C 2 R? sind lokal
wegzusammenhdngend, da mit jedem Punkt auch eine (konvexe) offene Kreisscheibe enthalten
ist. Eine zusammenhéngende und lokal wegzusammenhéngende Menge ist aber auch wegzu-
sammenhdngend, vgl. Topologie. #

Wir wihlen nun Punkte zg, z1, . . ., zx_1, 2x = wp auf dem Graphen von C und geeignete Umge-
bungen Dy := U,, (z) mitx € {0,...,k}, fiir die die folgenden Bedingungen gelten:

(i)  z¢-1,2z« € Dy_1 N D, furallex € {1,...,k},
(i) DyCD firallex € {0,...,k}.

Abbildung 9.2: Nach Konstruktion liegt also jedes z, nicht nur in D, sondern auch in D, und
Dy, falls es diese gibt.

Solche Punkte und Umgebungen gibt es,

denn: Der Graph einer Kurve ist als stetiges Bild eines kompakten Intervalls selbst wieder kom-
pakt. Nach dem Lemma von Lebesgue 3.28 gibt es also eine Lebesgue-Zahl r € R+, so dass

91Constantin Carathéodory (1873-1950)
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fiir alle Punkte z auf dem Graphen die offenen Umgebungen U, (z) ganz in D liegen. Im vorlie-
genden Fall wihlen wir dann ;. := 7 fiir alle x € {0,...,k} um Bedingung (ii) zu erfiillen und
setzen k so grofs, dass auch Bedingung (i) gilt. #

Fiir ein beliebiges f € .77 gilt |f(zo)| < 1. Wir kénnen daher auf die Funktion f und das Gebiet
Dy das Korollar des Satzes von Schottky 9.13 anwenden’? und erhalten

|f(z)| < C(1,79) =: Co fur alle z € Dy.

Nach Konstruktion liegt nun z; in Dy. Nach dem eben Gezeigten gilt also |f(z1)| < Co, so dass
wir erneut Korollar 9.14 anwenden konnen, diesmal auf die Funktion f und das Gebiet D;. So
erhalten wir

1f(z)| < C(Co,r1) = C4 fiirallez € Dy.
Sukzessiv erhalten wir schliefslich
[f(2)| < C(Cr1,1e) =2 Ck fiir alle z € Dy.

Wegen wy € Dy und der Beliebigkeit von f € .#; haben wir die gleichméflige Beschranktheit
von .71 in einer offenen Umgebung von wy gezeigt. Da auch wy € D beliebig gewdahlt war, folgt
die lokal gleichméfSige Beschranktheit und nach der Verallgemeinerung des Satzes von Montel
9.17 auch die Normalitat von .%#.

Wir wollen nun die zweite Aussage zeigen, dass namlich .%; fast normal ist. Sei dazu (fy)nez.-,
eine Folge in .%,. Dann ist offenbar (1/f,)ncz., eine Folge in .%;. Wegen der Normalitat
von .7 gibt es eine Teilfolge von (1/ f,)uez.,, die kompakt gegen eine holomorphe Funkti-
on f : D — C konvergiert. Jede der Funktionen 1/ f, ist nullstellenfrei, da ja die Funktionen
fn holomorph sind. Nach dem Satz von Hurwitz 6.17 ist also entweder f ebenfalls nullstellen-
frei oder konstant Null auf D. Wegen der kompakten Konvergenz von (1/ f,)ncz., gibt es eine
Teilfolge von (f,)nez.,, die kompakt divergiert — falls f die Nullfunktion ist — oder kompakt
gegen 1/ f =: f konvergiert — falls f nullstellenfrei ist. Es folgt, dass .%, fast normal ist.

Damit ist der Satz bewiesen, denn jede Folge in .# hat eine Teilfolge in .%; oder in .%,. O

Satz 9.19 (GrofSer Satz von Picard). Sei D C C offen und f : D — C holomorph mit einer wesent-
lichen Singularitit in zo € C. Dann nimmt f in jeder Umgebung von zo in D jeden Wert in C mit
hochstens einer Ausnahme unendlich oft an.

Beweis. Wir nehmen nun an, es gébe eine Umgebung U C D von zy, in der f mehr als nur einen
Wert in C nicht anndhme, und wollen dies zum Widerspruch fithren. Ohne Einschrankung
diirfen wir dabei annehmen, dabei gilte zg = 0, und die nicht angenommenen Funktionswerte
wiaren O und 1,

denn: Anstelle von f(z) betrachten wir f(z — zp) fiir die erste Annahme und, analog zum Beweis

des Kleinen Satzes von Picard 9.12, % fiir die zweite Annahme, wobei hier a,b die von f
nicht angenommenen Funktionswerte bezeichnen. #

92 Hierfiir benstigen wir rg < 1. Da wir r jederzeit kleiner wéhlen diirfen, ist das aber kein Problem. Dasselbe
trifft auf die folgenden Anwendungen von Korollar 9.14 und die Abschidtzungen der r, mitx € {1,...,k} zu.
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Des Weiteren konnen wir ohne Einschrankung annehmen, U wire von der Gestalt U = U,(0)
mit einem kleinen » > 0 und ersetzen sonst U durch eine solche punktierte Kreisscheibe in U.

Wir definieren nun eine Folge (f,)$"_; von Funktionen durch

fn(2) Zf(g) fir allez € U.

Die f,, sind wohldefiniert, da mit z auch jedes & mitn > 1in U liegt, und nach Annahme ndhme
keine der Funktionen f, die Werte 0 und 1 an. Es folgte, dass die Folge (f,)$>_; in der Familie

n=1
Z :={f:U — Cholomorph | f(z) # {0,1} furallez € U}

lage, so dass wir den Satz von Montel-Carathéodory 9.18 anwenden konnten. Nach diesem ga-
be es eine Teilfolge (fy, )kez.,, die kompakt divergiert oder kompakt gegen eine holomorphe
Funktion ¢ : U — C konvergiert. In beiden Fillen werden wir im Folgenden einen Wider-
spruch herleiten.

Im Falle der kompakten Divergenz gélte

lim f(nik) = lim f, (z) = co firallez € U.

k—c0 k—o0

Da fiir alle z € U die Folge (nik) tiir k gegen unendlich gegen 0 konvergiert, wiare dann z = 0
eine Polstelle von f, was unserer Voraussetzung widerspricht, die Singularitit dort sei wesent-
lich.

Im Falle der kompakten Konvergenz setzen wir
Ki={zelll|z] = %} und € = max|g(2)].

Da K kompakt ist, konvergierte ( f;, )kez., auf K gleichmafiig gegen g. Es gébe also ein kg € Z>,
fiir das .

|fu (z) —g(2)| < C fiir alle k > ko und alle z € K

gdlte. Es folgte
‘f(nik)\ = |fu,(2)| < |fu,(2) — g(2)| +|g(2)| < 2C fiir alle k > ko und alle z € K.

Das ist dquivalent zu

|f(z)] <2C furallez € Uﬁ (0) mit k > k.

Die Funktion f wére folglich in einer punktierten Umgebung von z = 0 beschrankt und hitte
dort somit eine hebbare Singularitédt, was unserer Voraussetzung widerspricht, die Singularitat
dort sei wesentlich.

Wir haben nun gezeigt, dass f in einer beliebigen Umgebung einer wesentlichen Singularitat
zo jeden bis auf moglicherweise einen Wert aus C annimmt. Es bleibt noch zu zeigen, dass jeder
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dieser Werte unendlich oft angenommen wird. Nehmen wir also an, es gdbe einen Wert, der
von f in einer Umgebung U von zp nur endlich oft angenommen wird und einen weiteren, der
dort von f ebenfalls nur endlich oft oder sogar gar nicht angenommen wird. Dann wéren die
Stellen in U, an denen diese Werte angenommen werden, isoliert, und wir konnten in U eine
Umgebung von zg bestimmen, in der beide Werte gar nicht angenommen werden, was nicht
sein kann. O

Bemerkung 9.20. Sei D C C offen und f : D — C holomorph mit einer wesentlichen Singularitit in
zo € C. Der Satz von Casorati-Weierstraf$ 5.14 besagt, dass fiir eine beliebige offene Umgebung U von
zo das Bild f(U) dicht in C ist. Der Grofle Satz von Picard 9.19 verschiirft diese Aussage dazu, dass
C \ f(U) hichstens ein Element enthilt. Das Beispiel

D=C~{0}, f(z)=eY* und zy=0

zeigt, dass sich diese Aussage nicht verbessern lisst, denn es gilt bekanntlich f(z) # 0 fiir alle z € D.

Wenden wir den Groflen Satz von Picard 9.19 nun auf ganze Funktionen an, so erhalten wir
eine Aussage in der Form des Kleinen Satzes von Picard 9.12:

Satz 9.21 (Satz von Picard). Sei f eine ganze Funktion, die nicht durch ein Polynom gegeben ist.
Dann nimmt f mit einer moglichen Ausnahme jeden Wert in C unendlich oft an.

Beweis. Wie wir schon in Abschnitt 5.3 eingesehen haben, hat f in z = oo eine wesentliche
Singularitdt. Nach dem Grofien Satz von Picard 9.19 folgt somit, dass f mit einer moglichen
Ausnahme jeden Wert in C unendlich oft annimmt. O
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		MaMpf-Label		defn:gleichmaessig-konvergente-Funktionenreihe		Definition		2.29		gleichmäßig konvergente Funktionenreihe		2		2.3		2.3.0		26

		MaMpf-Label		lemma:Cauchysches-Konvergenzkriterium-fuer-Funktionenreihen		Lemma		2.30		Cauchy'sches Konvergenzkriterium für Funktionenreihen		2		2.3		2.3.0		27

		MaMpf-Label		lemma:Weierstrasssches-Konvergenzkriterium-fuer-Funktionenreihen		Lemma		2.31		Weierstraß'sches Konvergenzkriterium für Funktionenreihen		2		2.3		2.3.0		27

		MaMpf-Link		19794

		MaMpf-Label		bsp:geometrische-Reihe-als-Majorante		Beispiel		2.32		geometrische Reihe als Majorante		2		2.3		2.3.0		27

		MaMpf-Label		prop:Potenzreihen-konvergieren-auf-Kreisscheiben-um-den-Entwicklungspunkt		Proposition		2.33		Potenzreihen konvergieren auf Kreisscheiben um den Entwicklungspunkt		2		2.3		2.3.0		27

		MaMpf-Label		bem:Erlaeuterungen-zum-Limes-superior		Bemerkung		2.34		Erläuterungen zum Limes superior		2		2.3		2.3.0		28

		MaMpf-Link		16640

		MaMpf-Label		satz:Formel-von-Cauchy-Hadamard		Satz		2.35		Formel von Cauchy-Hadamard		2		2.3		2.3.0		28

		MaMpf-Label		bsp:zum-Konvergenzradius-von-Potenzreihen		Beispiel		2.36		zum Konvergenzradius von Potenzreihen		2		2.3		2.3.0		30

		MaMpf-Label		bem:durch-den-Konvergenzradius-einer-Potenzreihe-ist-ihr-Konvergenzverhalten-auf-dem-Rand-des-Konvergenzgebietes-nicht-festgelegt		Bemerkung		2.37		durch den Konvergenzradius einer Potenzreihe ist ihr Konvergenzverhalten auf dem Rand des Konvergenzgebietes nicht festgelegt		2		2.3		2.3.0		31

		MaMpf-Link		18436

		MaMpf-Label		bem:Formel-von-Cauchy-Hadamard-nicht-immer-zweckmaessig		Bemerkung		2.38		Formel von Cauchy-Hadamard nicht immer zweckmäßig		2		2.3		2.3.0		31

		MaMpf-Label		satz:Potenzreihen-koennen-gliedweise-abgeleitet-werden		Satz		2.39		Potenzreihen können gliedweise abgeleitet werden		2		2.3		2.3.0		31

		MaMpf-Label		abgeleitete-Reihe-als-Grenzwert		Gleichung		2.3				2		2.3		2.3.0		32

		MaMpf-Label		abgeleitete-Reihe-ist-Ableitung		Gleichung		2.4				2		2.3		2.3.0		32

		MaMpf-Label		bem:Taylorformel-fuer-Potenzreihen		Bemerkung		2.40		Taylorformel für Potenzreihen		2		2.3		2.3.0		33

		MaMpf-Label		sect:Die-komplexe-Exponentialfunktion		Abschnitt		2.4		Die komplexe Exponentialfunktion		2		2.4		2.4.0		33

		MaMpf-Label		defn:komplexe-Exponentialfunktion		Definition		2.41		komplexe Exponentialfunktion		2		2.4		2.4.0		33

		MaMpf-Label		bem:die-komplexe-Exponentialfunktion-ist-die-eindeutig-bestimmte-holomorphe-Fortsetzung-der-reellen-Exponentialfunktion-auf-die-komplexen-Zahlen		Bemerkung		2.42		die komplexe Exponentialfunktion ist die eindeutig bestimmte holomorphe Fortsetzung der reellen Exponentialfunktion auf die komplexen Zahlen		2		2.4		2.4.0		33

		MaMpf-Label		prop:Eigenschaften-der-komplexen-Exponentialfunktion		Proposition		2.43		Eigenschaften der komplexen Exponentialfunktion		2		2.4		2.4.0		34

		MaMpf-Label		defn:komplexe-trigonometrische-Funktionen		Definition		2.44		komplexe trigonometrische Funktionen		2		2.4		2.4.0		35

		MaMpf-Label		prop:Eigenschaften-der-komplexen-trigonometrischen-Funktionen		Proposition		2.45		Eigenschaften der komplexen trigonometrischen Funktionen		2		2.4		2.4.0		35

		MaMpf-Label		bem:komplexe-Exponentialfunktion-ist-periodisch		Bemerkung		2.46		komplexe Exponentialfunktion ist periodisch		2		2.4		2.4.0		36

		MaMpf-Label		sect:Der-komplexe-Logarithmus		Abschnitt		2.5		Der komplexe Logarithmus		2		2.5		2.5.0		37

		MaMpf-Label		defn:komplexer-Logarithmus		Definition		2.47		komplexer Logarithmus		2		2.5		2.5.0		37

		MaMpf-Label		prop:jede-komplexe-Zahl-ungleich-Null-hat-unendlich-viele-Logarithmen		Proposition		2.48		jede komplexe Zahl ungleich Null hat unendlich viele Logarithmen		2		2.5		2.5.0		37

		MaMpf-Label		defn:komplexer-Logarithmus-mit-spezieller-Wahl-des-Arguments		Definition		2.49		komplexer Logarithmus mit spezieller Wahl des Arguments		2		2.5		2.5.0		37

		MaMpf-Label		prop:komplexe-Exponentialfunktion-bildet-geeigneten-Horizontalstreifen-bijektiv-auf-multiplikative-Gruppe-der-komplexen-Zahlen-ab		Proposition		2.50		komplexe Exponentialfunktion bildet geeigneten Horizontalstreifen bijektiv auf die multiplikative Gruppe der komplexen Zahlen ab		2		2.5		2.5.0		37

		MaMpf-Label		satz:komplexer-Logarithmus-mit-spezieller-Wahl-des-Arguments-ist-auf-geschlitzter-komplexer-Ebene-holomorph		Satz		2.51		komplexer Logarithmus mit spezieller Wahl des Arguments ist auf geschlitzer komplexer Ebene holomorph		2		2.5		2.5.0		39

		MaMpf-Link		15632

		MaMpf-Label		defn:Hauptzweig-des-komplexen-Logarithmus		Definition		2.52		Hauptzweig des komplexen Logarithmus		2		2.5		2.5.0		40

		MaMpf-Label		sect:Uebungsaufgaben-Komplexwertige-Funktionen		Abschnitt		2.6		Übungsaufgaben		2		2.6		2.6.0		40

		MaMpf-Label		aufg:harmonische-Funktionen		Aufgabe		2.1				2		2.6		2.6.0		40

		MaMpf-Label		aufg:Quotientenkriterium		Aufgabe		2.5				2		2.6		2.6.0		41

		MaMpf-Label		chap:Komplexe-Integrationstheorie		Kapitel		3		Komplexe Integrationstheorie		3		3.0		3.0.0		43

		MaMpf-Label		sect:Komplexe-Kurvenintegrale		Abschnitt		3.1		Komplexe Kurvenintegrale		3		3.1		3.1.0		43

		MaMpf-Label		defn:Stetigkeit-und-Differenzierbarkeit-komplexwertiger-Funktionen-auf-reellen-Intervallen		Definition		3.1		Stetigkeit und Differenzierbarkeit komplexwertiger Funktionen auf reellen Intervallen		3		3.1		3.1.0		43

		MaMpf-Label		lemma:Eigenschaften-differenzierbarer-komplexwertiger-Funktionen-auf-reellen-Intervallen		Lemma		3.2		Eigenschaften differenzierbarer komplexwertiger Funktionen auf reellen Intervallen		3		3.1		3.1.0		43

		MaMpf-Link		27117

		MaMpf-Label		defn:Integration-ueber-eine-stetige-komplexwertige-Funktion-auf-einem-reellen-Intervall		Definition		3.3		Integration über eine stetig komplexwertige Funktion auf einem reellen Intervall		3		3.1		3.1.0		44

		MaMpf-Label		lemma:Eigenschaften-von-Integralen-ueber-stetige-komplexwertige-Funktionen-auf-einem-reellen-Intervall		Lemma		3.4		Eigenschaften von Integralen über stetige komplexwertige Funktionen auf einem reellen Intervall		3		3.1		3.1.0		44

		MaMpf-Link		18579

		MaMpf-Label		prop:Betragsabschaetzung-von-Integralen-ueber-stetige-komplexwertige-Funktionen-auf-einem-reellen-Intervall		Proposition		3.5		Betragsabschätzung von Integralen über stetige komplexwertige Funktionen auf einem reellen Intervall		3		3.1		3.1.0		45

		MaMpf-Label		defn:Kurve		Definition		3.6		Kurve		3		3.1		3.1.0		45

		MaMpf-Label		bsp:Verbindungsstrecken-und-Kreislinien		Beispiel		3.7		Verbindungsstrecken und Kreislinien		3		3.1		3.1.0		46

		MaMpf-Label		defn:glatte-und-stueckweise-glatte-Kurven		Definition		3.8		glatte und stückweise glatte Kurven		3		3.1		3.1.0		46

		MaMpf-Label		defn:komplexes-Kurvenintegral		Definition		3.9		komplexes Kurvenintegral		3		3.1		3.1.0		46

		MaMpf-Label		prop:Transformationsinvarianz-des-komplexen-Kurvenintegrals		Proposition		3.10		Transformationsinvarianz des komplexen Kurvenintegrals		3		3.1		3.1.0		46

		MaMpf-Link		19579

		MaMpf-Label		prop:Linearitaet-des-komplexen-Kurvenintegrals		Proposition		3.11		Linearität des komplexen Kurvenintegrals		3		3.1		3.1.0		48

		MaMpf-Label		defn:Bogenlaenge-einer-komplexen-Kurve		Definition		3.12		Bogenlänge einer komplexen Kurve		3		3.1		3.1.0		48

		MaMpf-Label		bem:Veranschaulichung-der-Bogenlaenge		Bemerkung		3.13		Veranschaulichung der Bogenlänge		3		3.1		3.1.0		48

		MaMpf-Label		bsp:Bogenlaenge-von-Verbindungsstrecke-und-Kreislinie		Beispiel		3.14		Bogenlänge von Verbindungsstrecke und Kreislinie		3		3.1		3.1.0		48

		MaMpf-Label		lemma:Standardabschaetzung-fuer-Kurvenintegrale		Lemma		3.15		Standardabschätzung für Kurvenintegrale		3		3.1		3.1.0		49

		MaMpf-Label		satz:hat-eine-auf-einer-offenen-Teilmenge-der-komplexen-Zahlen-stetige-Funktion-eine-holomorphe-Stammfunktion-so-haengt-das-Integral-ueber-diese-Funktion-laengs-einer-beliebigen-stueckweise-glatten-Kurve-nur-von-Anfangs-und-Endpunkt-der-Kurve-ab		Satz		3.16		hat eine auf einer offenen Teilmenge der komplexen Zahlen stetige Funktion eine holomorphe Stammfunktion, so hängt das Integral über diese Funktion längs einer beliebigen stückweise glatten Kurve nur von Anfangs- und Endpunkt der Kurve ab		3		3.1		3.1.0		49

		MaMpf-Label		Stammfunktion-und-glatte-Kurve		Gleichung		3.1				3		3.1		3.1.0		50

		MaMpf-Label		coro:hat-eine-auf-einer-offenen-Teilmenge-der-komplexen-Zahlen-stetige-Funktion-eine-holomorphe-Stammfunktion-so-ist-das-Integral-ueber-diese-Funktion-laengs-einer-beliebigen-geschlossenen-stueckweise-glatten-Kurve-Null		Korollar		3.17		hat eine auf einer offenen Teilmenge der komplexen Zahlen stetige Funktion eine holomorphe Stammfunktion, so hängt das Integral über diese Funktion längs einer beliebigen geschlossenen, stückweise glatten Kurve Null		3		3.1		3.1.0		50

		MaMpf-Label		bsp:Integration-der-Monome-laengs-Kreislinie-um-den-Ursprung		Beispiel		3.18		Integration der Monome längs Kreislinie um den Ursprung		3		3.1		3.1.0		50

		MaMpf-Label		sect:Der-Cauchysche-Integralsatz		Abschnitt		3.2		Der Cauchy'sche Integralsatz		3		3.2		3.2.0		51

		MaMpf-Label		defn:abgeschlossene-Dreiecksflaeche		Definition		3.19		abgeschlossene Dreiecksfläche		3		3.2		3.2.0		51

		MaMpf-Label		defn:Randkurve-der-abgeschlossenen-Dreiecksflaeche		Definition		3.20		Randkurve der abgeschlossenen Dreiecksfläche		3		3.2		3.2.0		51

		MaMpf-Label		satz:Lemma-von-Goursat		Satz		3.21		Lemma von Goursat		3		3.2		3.2.0		52
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		MaMpf-Label		defn:Sterngebiet		Definition		3.22		Sterngebiet		3		3.2		3.2.0		54

		MaMpf-Label		bsp:Beispiele-fuer-Sterngebiete-offene-konvexe-Teilmengen-der-komplexen-Zahlen-geschlitzte-komplexe-Ebene		Beispiel		3.23		Beispiele für Sterngebiete: offene, konvexe Teilmengen der komplexen Zahlen, geschlitzte komplexe Ebene		3		3.2		3.2.0		54

		MaMpf-Label		bem:Sterngebiete-sind-wegzusammenhaengend-und-also-zusammenhaengend		Bemerkung		3.24		Sterngebiete sind wegzusammenhängend und also auch zusammenhängend		3		3.2		3.2.0		54
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		MaMpf-Label		satz:Cauchyscher-Integralsatz-fuer-Sterngebiete		Satz		3.25		Cauchy'scher Integralsatz für Sterngebiete		3		3.2		3.2.0		54

		MaMpf-Label		Stammfunktion-im-Beweis-des-CIS		Gleichung		3.2				3		3.2		3.2.0		55

		MaMpf-Label		Ableitung-der-Stammfunktion-ist-die-urspruengliche-Funktion		Gleichung		3.3				3		3.2		3.2.0		55

		MaMpf-Label		bsp:Integraldarstellung-des-Hauptzweigs-des-komplexen-Logarithmus		Beispiel		3.26		Integraldarstellung des Hauptzweigs des komplexen Logarithmus		3		3.2		3.2.0		56
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		MaMpf-Label		bem:Berechnung-von-Kurvenintegralen-unter-Verwendung-des-Cauchyschen-Integralsatzes		Bemerkung		3.27		Berechnung von Kurvenintegralen unter Verwendung des Cauchy'schen Integralsatzes		3		3.2		3.2.0		56

		MaMpf-Label		sect:Die-Cauchyschen-Integralformeln		Abschnitt		3.3		Die Cauchy'schen Integralformeln		3		3.3		3.3.0		57

		MaMpf-Label		lemma:Lemma-von-Lebesgue		Lemma		3.28		Lemma von Lebesgue		3		3.3		3.3.0		57

		MaMpf-Label		satz:Cauchysche-Integralformel-fuer-Kreiswege		Satz		3.29		Cauchy'sche Integralformel für Kreiswege		3		3.3		3.3.0		58

		MaMpf-Label		CIF		Gleichung		3.4				3		3.3		3.3.0		59

		MaMpf-Label		lemma:Leibniz-Regel		Lemma		3.30		Leibniz-Regel		3		3.3		3.3.0		60
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		MaMpf-Label		satz:Verallgemeinerte-Cauchysche-Integralformel-fuer-Kreiswege		Satz		3.31		Verallgemeinerte Cauchy'sche Integralformel für Kreiswege		3		3.3		3.3.0		62
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		MaMpf-Label		sect:Direkte-Folgerungen-aus-den-Cauchyschen-Integralformeln		Abschnitt		3.4		Direkte Folgerungen aus den Cauchy'schen Integralformeln		3		3.4		3.4.0		63

		MaMpf-Label		prop:Cauchysche-Ungleichungen		Proposition		3.32		Cauchy'sche Ungleichungen		3		3.4		3.4.0		63

		MaMpf-Label		defn:ganze-Funktion		Definition		3.33		ganze Funktion		3		3.4		3.4.0		64

		MaMpf-Label		satz:Satz-von-Liouville		Satz		3.34		Satz von Liouville		3		3.4		3.4.0		64

		MaMpf-Label		bem:der-Satz-von-Liouville-laesst-sich-mit-dem-Kleinen-Satz-von-Picard-verschaerfen		Bemerkung		3.35		der Satz von Liouville lässt sich mit dem Kleinen Satz von Picard verschärfen		3		3.4		3.4.0		64

		MaMpf-Label		satz:Fundamentalsatz-der-Algebra		Satz		3.36		Fundamentalsatz der Algebra		3		3.4		3.4.0		64

		MaMpf-Label		lemma:Wachstumslemma-fuer-Polynomfunktionen		Lemma		3.37		Wachstumslemma für Polynomfunktionen		3		3.4		3.4.0		64

		MaMpf-Label		satz:Potenzreihenentwicklungssatz		Satz		3.38		Potenzreihenentwicklungssatz		3		3.4		3.4.0		65

		MaMpf-Label		Potenzreihenentwicklungssatz		Gleichung		3.5				3		3.4		3.4.0		66

		MaMpf-Label		coro:analytische-Funktion		Korollar		3.39		analytische Funktion		3		3.4		3.4.0		67

		MaMpf-Label		bem:zum-Potenzreihenentwicklungssatz		Bemerkung		3.40		zum Potenzreihenentwicklungssatz		3		3.4		3.4.0		68

		MaMpf-Label		satz:Approximationssatz-von-Weierstrass		Satz		3.41		Approximationssatz von Weierstraß		3		3.4		3.4.0		68
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		MaMpf-Label		Abschaetzung w - z		Gleichung		3.6				3		3.4		3.4.0		69

		MaMpf-Label		sect:Uebungsaufgaben-Komplexe-Integrationstheorie		Abschnitt		3.5		Übungsaufgaben		3		3.5		3.5.0		70

		MaMpf-Label		aufg:Transformationsinvarianz-des-komplexen-Kurvenintegrals		Aufgabe		3.1				3		3.5		3.5.0		70

		MaMpf-Label		aufg:Vertauschbarkeit-von-Grenzwerten		Aufgabe		3.2				3		3.5		3.5.0		70

		MaMpf-Label		aufg:Riemannscher-Fortsetzungssatz		Aufgabe		3.8				3		3.5		3.5.0		71

		MaMpf-Label		aufg:Approximationssatz-von-Weierstrass		Aufgabe		3.10				3		3.5		3.5.0		72

		MaMpf-Label		chap:Lokale-Abbildungseigenschaften-holomorpher-Funktionen		Kapitel		4		Lokale Abbildungseigenschaften holomorpher Funktionen		4		4.0		4.0.0		74
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		MaMpf-Label		defn:Elementargebiet		Definition		4.1		Elementargebiet		4		4.1		4.1.0		74

		MaMpf-Label		bsp:Sterngebiete-sind-Elementargebiete		Beispiel		4.2		Sterngebiete sind Elementargebiete		4		4.1		4.1.0		74

		MaMpf-Label		prop:die-Vereinigung-von-zwei-Elementargebieten-mit-nichtleerem-zusammenhaengenden-Durchschnitt-ist-wieder-ein-Elementargebiet		Proposition		4.3		die Vereinigung von zwei Elementargebieten mit nichtleerem, zusammenhängenden Durchschnitt ist wieder ein Elementargebiet		4		4.1		4.1.0		74

		MaMpf-Label		bem:nicht-jedes-Elementargebiet-ist-ein-Sterngebiet		Bemerkung		4.4		nicht jedes Elementargebiet ist ein Sterngebiet		4		4.1		4.1.0		75

		MaMpf-Label		bem:anschauliche-Beschreibung-von-Elementargebieten		Bemerkung		4.5		anschauliche Beschreibung von Elementargebieten		4		4.1		4.1.0		75

		MaMpf-Label		lemma:Logarithmus-und-Wurzeln-holomorpher-Funktionen		Lemma		4.6		Logarithmus und Wutzeln holomorpher Funktionen		4		4.1		4.1.0		75
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		MaMpf-Label		lemma:Identitaetssatz-fuer-Potenzreihen		Lemma		4.7		Identitätssatz für Potenzreihen		4		4.2		4.2.0		76

		MaMpf-Label		satz:Identitaetssatz-fuer-holomorphe-Funktionen		Satz		4.8		Identitätssatz für holomorphe Funktionen		4		4.2		4.2.0		77
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		MaMpf-Label		bem:Identitaetssatz-fuer-holomorphe-Funktionen-gilt-nicht-auf-beliebigen-offenen-Mengen		Bemerkung		4.9		Identitätssatz für holomorphe Funktionen gilt nicht auf beliebigen offenen Mengen		4		4.2		4.2.0		78

		MaMpf-Label		coro:Nullstellenmengen-nichttrivialer-holomorpher-Funktionen-auf-Gebieten-sind-abgeschlossen-und-bestehen-nur-aus-isolierten-Punkten		Korollar		4.10		Nullstellenmengen nichttrivialer holomorpher Funktionen auf Gebieten sind abgeschlossen und bestehen nur aus isolierten Punkten		4		4.2		4.2.0		78
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		MaMpf-Label		bem:Nullstellenmengen-nichttrivialer-holomorpher-Funktionen-auf-beliebigen-offenen-Mengen-koennen-Haeufungspunkte-besitzen		Bemerkung		4.11		Nullstellenmengen nichttrivialer holomorpher Funktionen auf beliebigen offenen Mengen können Häufungspunkte besitzen		4		4.2		4.2.0		78

		MaMpf-Label		coro:Eindeutigkeit-der-holomorphen-Fortsetzung		Korollar		4.12		Eindeutigkeit der holomorphen Fortsetzung		4		4.2		4.2.0		78

		MaMpf-Label		bsp:Eindeutigkeit-der-holomorphen-Fortsetzungen-von-Exponentialfunktion-und-trigonometrischen-Funktionen		Beispiel		4.13		Eindeutigkeit der holomorphen Fortsetzungen von Exponentialfunktion und trigonometrischen Funktionen		4		4.2		4.2.0		78

		MaMpf-Label		sect:Der-Satz-von-der-Gebietstreue		Abschnitt		4.3		Der Satz von der Gebietstreue		4		4.3		4.3.0		79

		MaMpf-Label		satz:Satz-von-der-Gebietstreue		Satz		4.14		Satz von der Gebietstreue		4		4.3		4.3.0		79

		MaMpf-Link		15632

		MaMpf-Link		27497

		MaMpf-Label		coro:Offenheitssatz		Korollar		4.15		Offenheitssatz		4		4.3		4.3.0		80

		MaMpf-Link		15632

		MaMpf-Link		15632

		MaMpf-Label		defn:lokales-Betragsmaximum-bzw-minimum		Definition		4.16		lokales Betragsmaximum bzw. -minimum		4		4.3		4.3.0		81

		MaMpf-Label		coro:Maximumprinzip		Korollar		4.17		Maximumprinzip		4		4.3		4.3.0		81

		MaMpf-Label		coro:Maximumprinzip-fuer-Kompakta		Korollar		4.18		Maximumprinzip für Kompakta		4		4.3		4.3.0		81

		MaMpf-Link		17189

		MaMpf-Label		satz:Lemma-von-Schwarz		Satz		4.19		Lemma von Schwarz		4		4.3		4.3.0		82

		MaMpf-Label		coro:die-einzigen-holomorphen-Funktionen-von-der-offenen-Einheitskreisscheibe-in-die-Einheitskreisscheibe-die-den-Ursprung-festlassen-und-einen-weiteren-Punkt-auf-einen-mit-gleichem-Betrag-abbilden-sind-die-Drehungen		Korollar		4.20		die einzigen holomorphen Funktionen von der offenen Einheitskreisscheibe in die offene Einheitskreisscheibe, die den Ursprung festlassen und einen weiteren Punkt auf einen mit gleichem Betrag abbilden, sind die Drehungen		4		4.3		4.3.0		82

		MaMpf-Label		sect:Uebungsaufgaben-Lokale-Eigenschaften		Abschnitt		4.4		Übungsaufgaben		4		4.4		4.4.0		83

		MaMpf-Label		aufg:Wurzeln-holomorpher-Funktionen		Aufgabe		4.1				4		4.4		4.4.0		83

		MaMpf-Label		chap:Singularitaeten		Kapitel		5		Singularitäten		5		5.0		5.0.0		86

		MaMpf-Label		sect:Klassifikation-der-Singularitaeten		Abschnitt		5.1		Klassifikation der Singularitäten		5		5.1		5.1.0		86

		MaMpf-Label		defn:punktierte-Kreisscheibe		Definition		5.1		punktierte Kreisscheibe		5		5.1		5.1.0		86

		MaMpf-Label		defn:isolierte-Singularitaet		Definition		5.2		isolierte Singularität		5		5.1		5.1.0		86

		MaMpf-Label		bem:Existenz-nicht-isolierter-Singularitaeten		Bemerkung		5.3		Existenz nicht-isolierter Singularitäten		5		5.1		5.1.0		86

		MaMpf-Label		defn:hebbare-Singularitaet		Definition		5.4		hebbare Singularität		5		5.1		5.1.0		86

		MaMpf-Label		bem:holomorphe-Fortsetzung-in-hebbare-Singularitaet-ist-eindeutig-bestimmt		Bemerkung		5.5		holomorphe Fortsetzung in hebbare Singularität ist eindeutig bestimmt		5		5.1		5.1.0		86

		MaMpf-Label		bsp:zu-hebbaren-Singularitaeten		Beispiel		5.6		zu hebbaren Singularitäten		5		5.1		5.1.0		87

		MaMpf-Label		satz:Riemannscher-Hebbarkeitssatz		Satz		5.7		Riemann'scher Hebbarkeitssatz		5		5.1		5.1.0		87

		MaMpf-Label		bsp:zum-Riemannschen-Hebbarkeitssatz		Beispiel		5.8		zum Riemann'schen Hebbarkeitssatz		5		5.1		5.1.0		88

		MaMpf-Label		defn:Pol		Definition		5.9		Pol		5		5.1		5.1.0		89

		MaMpf-Label		bem:Polstellenordnung-ist-eindeutig-bestimmt		Bemerkung		5.10		Polstellenordnung ist eindeutig bestimmt		5		5.1		5.1.0		89

		MaMpf-Label		satz:Charakterisierung-von-Polstellen		Satz		5.11		Charakterisierung von Polstellen		5		5.1		5.1.0		89

		MaMpf-Label		defn:wesentliche-Singularitaet		Definition		5.12		wesentliche Singularität		5		5.1		5.1.0		90

		MaMpf-Label		bsp:zu-wesentlichen-Singularitaeten		Beispiel		5.13		zu wesentlichen Singularitäten		5		5.1		5.1.0		90

		MaMpf-Label		satz:Satz-von-Casorati-Weierstrass		Satz		5.14		Satz von Casorati-Weierstraß		5		5.1		5.1.0		91

		MaMpf-Label		bem:der-Satz-von-Casorati-Weierstrass-laesst-sich-mit-dem-Grossen-Satz-von-Pascal-verschaerfen		Bemerkung		5.15		der Satz von Casorati-Weierstraß lässt sich mit dem Großen Satz von Pascal verschärfen		5		5.1		5.1.0		91

		MaMpf-Label		bem:es-gilt-auch-die-Umkehrung-des-Satzes-von-Casorati-Weierstrass-die-dort-angegebene-Eigenschaft-charakterisiert-also-wesentliche-Singularitaeten		Bemerkung		5.16		es gilt auch die Umkehrung des Satzes von Casorati-Weierstraß; die dort angegebene Eigenschaft charakterisiert also wesentliche Singularitäten		5		5.1		5.1.0		91

		MaMpf-Label		sect:Laurent-Zerlegung		Abschnitt		5.2		Laurent-Zerlegung		5		5.2		5.2.0		92

		MaMpf-Label		defn:Ringgebiet		Definition		5.17		Ringgebiet		5		5.2		5.2.0		92

		MaMpf-Label		bem:ohne-Einschraenkung-betrachten-wir-zumeist-nur-Ringgebiete-um-Null		Bemerkung		5.18		ohne Einschränkung betrachten wir zumeist nur Ringgebiete um Null		5		5.2		5.2.0		92

		MaMpf-Label		satz:Satz-von-der-Laurent-Zerlegung		Satz		5.19		Satz von der Laurent-Zerlegung		5		5.2		5.2.0		92

		MaMpf-Label		Laurent-Zerlegung-1		Gleichung		5.1				5		5.2		5.2.0		92

		MaMpf-Label		lemma:die-Werte-der-Integrale-ueber-eine-in-einem-Ringgebiet-holomorphe-Funktion-laengs-aller-innerhalb-des-Ringgebiets-verlaufenden-Kreislinien-um-dessen-Mittelpunkt-stimmen-ueberein		Lemma		5.20		die Werte der Integrale über eine in einem Ringgebiet holomorphe Funktion längs aller innerhalb des Ringgebiets verlaufenden Kreislinien um dessen Mittelpunkt stimmen überein		5		5.2		5.2.0		92

		MaMpf-Label		Laurent-Zerlegung-2		Gleichung		5.2				5		5.2		5.2.0		94

		MaMpf-Label		defn:Konvergenz-von-Reihen-von-minus-unendlich-bis-plus-unendlich		Definition		5.21		(Konvergenz von) Reihen von minus unendlich bis plus unendlich		5		5.2		5.2.0		95

		MaMpf-Label		defn:Laurent-Reihe		Definition		5.22		Laurent-Reihe		5		5.2		5.2.0		95

		MaMpf-Label		satz:Satz-von-der-Laurent-Entwicklung		Satz		5.23		Satz von der Laurent-Entwicklung		5		5.2		5.2.0		96

		MaMpf-Label		bsp:zum-Satz-von-der-Laurent-Entwicklung		Beispiel		5.24		zum Satz von der Laurent-Entwicklung		5		5.2		5.2.0		97

		MaMpf-Label		satz:Charakterisierung-von-Singularitaeten-ueber-die-Koeffizienten-der-Laurent-Entwicklung		Satz		5.25		Charakterisierung von Singularitäten über die Koeffizienten der Laurent-Entwicklung		5		5.2		5.2.0		98

		MaMpf-Label		sect:Meromorphe-Funktionen		Abschnitt		5.3		Meromorphe Funktionen		5		5.3		5.3.0		99

		MaMpf-Label		defn:meromorphe-Funktion		Definition		5.26		meromorphe Funktion		5		5.3		5.3.0		99

		MaMpf-Label		bem:meromorphe-Funktionen-sind-stetig-und-lokal-ein-Quotient-von-holomorphen-Funktionen		Bemerkung		5.27		meromorphe Funktionen sind stetig und lokal ein Quotient von holomorphen Funktionen		5		5.3		5.3.0		100

		MaMpf-Label		prop:die-Menge-der-meromorphen-Funktionen-auf-einer-offenen-Menge-ist-eine-Algebra-ueber-dem-Koerper-der-komplexen-Zahlen		Proposition		5.28		die Menge der meromorphen Funktionen auf einer offenen Menge ist eine Algebra über dem Körper der komplexen Zahlen		5		5.3		5.3.0		100

		MaMpf-Label		bsp:rationale-Funktionen-und-der-Kotangens-sind-meromorph		Beispiel		5.29		rationale Funktionen und der Kotangens sind meromorph		5		5.3		5.3.0		100

		MaMpf-Label		defn:meromorphe-Funktionen-auf-Gebieten-in-den-erweiterten-komplexen-Zahlen		Definition		5.30		meromorphe Funktionen auf Gebieten in den erweiterten komplexen Zahlen		5		5.3		5.3.0		101

		MaMpf-Label		bem:Meromorphie-in-unendlich		Bemerkung		5.31		Meromorphie in unendlich		5		5.3		5.3.0		101

		MaMpf-Label		defn:Charakterisierung-von-Singularitaeten-in-unendlich		Definition		5.32		Charakterisierung von Singularitäten in unendlich		5		5.3		5.3.0		102

		MaMpf-Label		bem:die-Menge-der-meromorphen-Funktionen-auf-einer-offenen-Teilmenge-der-erweiterten-komplexen-Zahlen-ist-eine-Algebra-ueber-dem-Koerper-der-komplexen-Zahlen		Bemerkung		5.33		die Menge der meromorphen Funktionen auf einer offenen Teilmenge der erweiterten komplexen Zahlen ist eine Algebra über dem Körper der komplexen Zahlen		5		5.3		5.3.0		102

		MaMpf-Label		bsp:Singularitaeten-bei-unendlich-von-ganzen-Funktionen		Beispiel		5.34		Singularitäten bei unendlich von ganzen Funktionen		5		5.3		5.3.0		102

		MaMpf-Label		bsp:Moebius-Transformation		Beispiel		5.35		Möbius-Transformation		5		5.3		5.3.0		102

		MaMpf-Label		sect:Uebungsaufgaben-Singularitaeten		Abschnitt		5.4		Übungsaufgaben		5		5.4		5.4.0		103

		MaMpf-Label		aufg:Verknuepfen-meromorpher-Funktionen		Aufgabe		5.4				5		5.4		5.4.0		104

		MaMpf-Label		aufg:Automorphismengruppe-von-CC		Aufgabe		5.5				5		5.4		5.4.0		104

		MaMpf-Label		aufg:meromorphe-Funktionen-auf-den-erweiterten-komplexen-Zahlen		Aufgabe		5.6				5		5.4		5.4.0		104

		MaMpf-Label		chap:Der-Residuensatz		Kapitel		6		Der Residuensatz		6		6.0		6.0.0		106

		MaMpf-Label		sect:Die-Umlaufzahl		Abschnitt		6.1		Die Umlaufzahl		6		6.1		6.1.0		106

		MaMpf-Label		defn:Umlaufzahl		Definition		6.1		Umlaufzahl		6		6.1		6.1.0		106

		MaMpf-Label		bsp:Umlaufzahl-von-Kreiskurven		Beispiel		6.2		Umlaufzahl von Kreiskurven		6		6.1		6.1.0		106

		MaMpf-Link		15632

		MaMpf-Label		prop:Ganzzahligkeit-der-Umlaufzahl		Proposition		6.3		Ganzzahligkeit der Umlaufzahl		6		6.1		6.1.0		107

		MaMpf-Link		18579

		MaMpf-Label		prop:lassen-sich-zwei-Punkte-durch-eine-Kurve-verbinden-die-die-Integrationskurve-nicht-schneidet-so-stimmen-die-jeweiligen-Umlaufzahlen-ueberein		Proposition		6.4		lassen sich zwei Punkte durch eine Kurve verbinden, die die Integrationskurve nicht schneidet, so stimmen die jeweiligen Umlaufzahlen überein		6		6.1		6.1.0		108

		MaMpf-Link		15632

		MaMpf-Link		15632

		MaMpf-Label		sect:Das-Residuum		Abschnitt		6.2		Das Residuum		6		6.2		6.2.0		108

		MaMpf-Label		defn:Residuum		Definition		6.5		Residuum		6		6.2		6.2.0		108

		MaMpf-Label		bem:Berechnung-des-Residuums		Bemerkung		6.6		Berechnung des Residuums		6		6.2		6.2.0		108

		MaMpf-Label		bsp:zum-Residuum		Beispiel		6.7		zum Residuum		6		6.2		6.2.0		109

		MaMpf-Label		lemma:Formel-zur-Berechnung-des-Residuums-bei-Polstellen		Lemma		6.8		Formel zur Berechnung des Residuums bei Polstellen		6		6.2		6.2.0		109

		MaMpf-Label		bsp:zur-Berechnung-des-Residuums-bei-Polstellen		Beispiel		6.9		zur Berechnung des Residuums bei Polstellen		6		6.2		6.2.0		110

		MaMpf-Label		sect:Der-Residuensatz		Abschnitt		6.3		Der Residuensatz		6		6.3		6.3.0		110

		MaMpf-Label		satz:Residuensatz		Satz		6.10		Residuensatz		6		6.3		6.3.0		110

		MaMpf-Label		bem:in-der-Residuenformel-liefern-nur-Singularitaeten-im-Inneren-der-Integrationskurve-einen-Betrag		Bemerkung		6.11		in der Residuenformel liefern nur Singularitäten im Inneren der Integrationskurve einen Beitrag		6		6.3		6.3.0		111

		MaMpf-Label		satz:Cauchysche-Integralformel-fuer-stueckweise-glatte-geschlossene-Kurven		Satz		6.12		Cauchy'sche Integralformel für stückweise glatte, geschlossene Kurven		6		6.3		6.3.0		111

		MaMpf-Label		sect:Funktionentheoretische-Anwendungen-des-Residuensatzes		Abschnitt		6.4		Funktionentheoretische Anwendungen des Residuensatzes		6		6.4		6.4.0		112

		MaMpf-Label		defn:Null-und-Polstellenordnung		Definition		6.13		Null- und Polstellenordnung		6		6.4		6.4.0		112

		MaMpf-Label		satz:Satz-vom-Null-und-Polstellen-zaehlenden-Integral		Satz		6.14		Satz vom Null- und Polstellen zählenden Integral		6		6.4		6.4.0		112

		MaMpf-Label		coro:Argumentprinzip		Korollar		6.15		Argumentprinzip		6		6.4		6.4.0		113

		MaMpf-Label		satz:Satz-von-Rouche		Satz		6.16		Satz von Rouché		6		6.4		6.4.0		114

		MaMpf-Label		satz:Satz-von-Hurwitz		Satz		6.17		Satz von Hurwitz		6		6.4		6.4.0		114

		MaMpf-Label		coro:konvergiert-eine-Folge-injektiver-holomorpher-Funktionen-auf-einem-nichtleeren-Gebiet-gleichmaessig-gegen-eine-Grenzfunktion-so-ist-diese-entweder-konstant-oder-injektiv		Korollar		6.18		konvergiert eine Folge injektiver holomorpher Funktionen auf einem nichtleeren Gebiet gleichmäßig gegen eine Grenzfunktion, so ist diese entweder konstant oder injektiv		6		6.4		6.4.0		115

		MaMpf-Label		sect:Berechnung-reeller-Integrale-mithilfe-des-Residuensatzes		Abschnitt		6.5		Berechnung reeller Integrale mithilfe des Residuensatzes		6		6.5		6.5.0		115

		MaMpf-Label		satz:Integrale-ueber-rationale-Funktionen-laengs-der-Einheitskreislinie		Satz		6.19		Integral über rationale Funktionen längs der Einheitskreislinie		6		6.5		6.5.0		115

		MaMpf-Label		bsp:zur-Berechnung-von-Integralen-ueber-rationale-Funktionen-laengs-der-Einheitskreislinie		Beispiel		6.20		zur Berechnung von Integralen über rationale Funktionen längs der Einheitskreislinie		6		6.5		6.5.0		116

		MaMpf-Label		defn:Integrierbarkeit-ueber-die-reellen-Zahlen		Definition		6.21		Integrierbarkeit über die reellen Zahlen		6		6.5		6.5.0		117

		MaMpf-Label		satz:Integrale-ueber-rationale-Funktionen-laengs-der-reellen-Achse		Satz		6.22		Integral über rationale Funktionen längs der reellen Achse		6		6.5		6.5.0		117

		MaMpf-Label		bsp:zur-Berechnung-von-Integralen-ueber-rationale-Funktionen-laengs-der-reellen-Achse		Beispiel		6.23		zur Berechnung von Integralen über rationale Funktionen längs der reellen Achse		6		6.5		6.5.0		119

		MaMpf-Label		sect:Uebungsaufgaben-Residuensatz		Abschnitt		6.6		Übungsaufgaben		6		6.6		6.6.0		119

		MaMpf-Label		chap:Der-Kleine-Riemannsche-Abbildungssatz-und-Folgerungen		Kapitel		7		Der Kleine Riemann'sche Abbildungssatz und Folgerungen		7		7.0		7.0.0		121

		MaMpf-Label		sect:Biholomorphe-Abbildungen		Abschnitt		7.1		Biholomorphe Funktionen		7		7.1		7.1.0		121

		MaMpf-Label		defn:biholomorphe-Funktion		Definition		7.1		biholomorphe Funktion		7		7.1		7.1.0		121

		MaMpf-Label		bem:alternative-Bezeichnung-fuer-biholomorphe-Funktionen		Bemerkung		7.2		alternative Bezeichnung für biholomorphe Funktionen		7		7.1		7.1.0		121

		MaMpf-Label		bsp:Moebius-Transformationen-als-biholomorphe-Funktionen		Beispiel		7.3		Möbius-Transformationen als biholomorphe Funktionen		7		7.1		7.1.0		121

		MaMpf-Label		bsp:Exponentialfunktion-als-biholomorphe-Funktion		Beispiel		7.4		Exponentialfunktion als biholomorphe Funktion		7		7.1		7.1.0		122

		MaMpf-Label		defn:biholomorphe-Aequivalenz		Definition		7.5		biholomorphe Äquivalenz		7		7.1		7.1.0		122

		MaMpf-Label		bsp:die-offene-Einheitskreisscheibe-ist-biholomorph-aequivalent-zur-komplexen-oberen-Halbebene-aber-nicht-zur-gesamten-komplexen-Ebene		Beispiel		7.6		die offene Einheitskreisscheibe ist biholomorph äquivalent zur komplexen oberen Halbebene, aber nicht zur gesamten komplexen Ebene		7		7.1		7.1.0		122

		MaMpf-Label		lemma:Biholomorphiekriterium		Lemma		7.7		Biholomorphiekriterium		7		7.1		7.1.0		122

		MaMpf-Label		lemma:biholomorphe-Funktionen-bilden-Elementargebiete-auf-Elementargebiete-ab		Lemma		7.8		biholomorphe Funktionen bilden Elementargebiete auf Elementargebiete ab		7		7.1		7.1.0		124

		MaMpf-Label		sect:Der-Kleine-Riemannsche-Abbildungssatz		Abschnitt		7.2		Der Kleine Riemann'sche Abbildungssatz		7		7.2		7.2.0		124

		MaMpf-Label		satz:Kleiner-Riemannscher-Abbildungssatz		Satz		7.9		Kleiner Riemann'scher Abbildungssatz		7		7.2		7.2.0		124

		MaMpf-Label		bem:Kleiner-Riemannscher-Abbildungssatz-ist-Spezialfall-des-Grossen-Riemannschen-Abbildungssatzes-ueber-Riemannsche-Flaechen		Bemerkung		7.10		Kleiner Riemann'scher Abbildungssatz ist Spezialfall des Großen Riemann'schen Abbildungssatzes über Riemann'sche Flächen		7		7.2		7.2.0		124

		MaMpf-Label		subsect:1-Schritt-Vorbereitung		Unterabschnitt		7.2.1		1. Schritt: Vorbereitung		7		7.2		7.2.1		125

		MaMpf-Label		lemma:jedes-nichtleere-Elementargebiet-das-eine-echte-Teilmenge-der-komplexen-Zahlen-ist-ist-biholomorph-aequivalent-zu-einem-Elementargebiet-das-die-Null-enthaelt-und-eine-echte-Teilmenge-der-komplexen-Einheitskreisscheibe-ist		Lemma		7.11		jedes nichtleere Elementargebiet, das eine echte Teilmenge der komplexen Zahlen ist, ist biholomorph äquivalent zu einem Elementargebiet, das die Null enthält und eine echte Teilmenge der komplexen Einheitskreisscheibe ist		7		7.2		7.2.1		125

		MaMpf-Label		Antisymmetrie-des-Elementargebietes		Gleichung		7.1				7		7.2		7.2.1		125

		MaMpf-Label		subsect:2-Schritt-Rueckfuehrung-auf-ein-Extremalproblem		Unterabschnitt		7.2.2		2. Schritt: Rückführung auf ein Extremalproblem		7		7.2		7.2.2		126

		MaMpf-Label		lemma:jedes-echt-in-der-komplexen-Einheitskreisscheibe-enthaltene-Elementargebiet-das-die-Null-enthaelt-laesst-sich-so-injektiv-und-holomorph-in-die-komplexe-Einheitskreisscheibe-abbilden-dass-die-Null-auf-die-Null-abgebildet-wird-und-der-Betrag-der-Ableitung-in-der-Null-groesser-als-Eins-ist		Lemma		7.12		jedes echt in der komplexen Einheitskreisscheibe enthaltene Elementargebiet, das die Null enthält, lässt sich so injektiv und holomorph in die komplexe Einheitskreisscheibe abbilden, dass die Null auf die Null abgebildet wird und der Betrag der Ableitung in der Null größer als Eins ist		7		7.2		7.2.2		126

		MaMpf-Label		Abbildungssatz-1		Gleichung		7.2				7		7.2		7.2.2		126

		MaMpf-Label		coro:ist-unter-den-Werten-der-Ableitungen-in-Null-der-Funktionen-wie-im-Lemma-einer-maximal-so-ist-die-zugehoerige-Funktion-biholomorph		Korollar		7.13		ist unter den Werten der Ableitungen in Null der Funktionen wie im Lemma einer maximal, so ist die zugehörige Funktion biholomorph		7		7.2		7.2.2		127

		MaMpf-Label		maximal-ist-biholomorph		Gleichung		7.3				7		7.2		7.2.2		127

		MaMpf-Label		subsect:3-Schritt-Rueckfuehrung-auf-den-Satz-von-Montel		Unterabschnitt		7.2.3		3. Schritt: Rückführung auf den Satz von Montel		7		7.2		7.2.3		127

		MaMpf-Label		satz:Satz-von-Montel		Satz		7.14		Satz von Montel		7		7.2		7.2.3		127

		MaMpf-Label		subsect:4-Schritt-Beweis-des-Satzes-von-Montel		Unterabschnitt		7.2.4		4. Schritt: Beweis des Satzes von Montel		7		7.2		7.2.4		128

		MaMpf-Label		lemma:konvergiert-eine-beschraenkte-Folge-holomorpher-Funktionen-auf-einer-dichten-Teilmenge-punktweise-so-auch-gleichmaessig-auf-kompakten-Teilmengen		Lemma		7.15		konvergiert eine beschränkte Folge holomorpher Funktionen auf einer dichten Teilmenge punktweise, so auch gleichmäßig auf kompakten Teilmengen		7		7.2		7.2.4		128

		MaMpf-Label		Montel-1		Gleichung		7.4				7		7.2		7.2.4		128

		MaMpf-Label		Montel-2		Gleichung		7.5				7		7.2		7.2.4		129

		MaMpf-Link		16640

		MaMpf-Label		sect:Geometrische-Charakterisierung-von-Elementargebieten		Abschnitt		7.3		Geometrische Charakterisierung von Elementargebieten		7		7.3		7.3.0		130

		MaMpf-Label		lemma:das-Bild-einer-beliebigen-Kurve-in-einer-offenen-Menge-laesst-sich-so-durch-endlich-viele-offene-Kreisscheiben-in-der-offenen-Menge-ueberdecken-dass-die-Verbindungsstrecken-zwischen-je-zwei-benachbarten-Kreismittelpunkten-ganz-in-den-beteiligten-Kreisscheiben-enthalten-sind		Lemma		7.16		das Bild einer beliebigen Kurve in einer offenen Menge lässt sich so durch endlich viele offene Kreisscheiben in der offenen Menge überdecken, dass die Verbindungsstrecken zwischen je zwei benachbarten Kreismittelpunkten ganz in den beteiligten Kreisscheiben enthalten sind		7		7.3		7.3.0		130

		MaMpf-Label		defn:komplexes-Kurvenintegral-laengs-stetiger-Kurven		Definition		7.17		komplexes Kurvenintegral (längs stetiger Kurven)		7		7.3		7.3.0		131

		MaMpf-Label		bem:Wohldefiniertheit-des-komplexen-Kurvenintegrals-laengs-stetiger-Kurven		Bemerkung		7.18		Wohldefiniertheit des komplexen Kurvenintegrals längs stetiger Kurven		7		7.3		7.3.0		132

		MaMpf-Label		defn:relative-Homotopie-von-Kurven		Definition		7.19		(relative) Homotopie von Kurven		7		7.3		7.3.0		132

		MaMpf-Label		bsp:in-konvexen-offenen-Mengen-sind-je-zwei-geschlossene-Kurven-mit-gleichem-Anfangs-und-Endpunkt-zueinander-homotop		Beispiel		7.20		in konvexen offenen Mengen sind je zwei geschlossene Kurven mit gleichem Anfangs- und Endpunkt zueinander homotop		7		7.3		7.3.0		133

		MaMpf-Label		defn:nullhomotope-Kurve		Definition		7.21		nullhomotope Kurve		7		7.3		7.3.0		133

		MaMpf-Label		defn:einfach-zusammenhaengendes-Gebiet		Definition		7.22		einfach zusammenhängendes Gebiet		7		7.3		7.3.0		133

		MaMpf-Label		satz:Homotopieversion-des-Cauchyschen-Integralsatzes		Satz		7.23		Homotopieversion des Cauchy'schen Integralsatzes		7		7.3		7.3.0		134

		MaMpf-Label		lemma:das-Integral-einer-holomorphen-Funktion-laengs-des-stetig-deformierten-Randes-des-Einheitsquadrats-ist-Null		Lemma		7.24		das Integral einer holomorphen Funktion längs des stetig deformierten Randes des Einheitsquadrats ist Null		7		7.3		7.3.0		134

		MaMpf-Label		satz:ein-Gebiet-ist-genau-dann-ein-Elementargebiet-wenn-es-einfach-zusammenhaengend-ist		Satz		7.25		ein Gebiet ist genau dann ein Elementargebiet, wenn es einfach zusammenhängend ist		7		7.3		7.3.0		135

		MaMpf-Label		coro:je-zwei-nichtleere-einfach-zusammenhaengende-Gebiete-in-der-komplexen-Ebene-sind-homoeomorph		Korollar		7.26		je zwei nichtleere einfach zusammenhängende Gebiete in der komplexen Ebene sind homöomorph		7		7.3		7.3.0		136

		MaMpf-Label		sect:Uebungsaufgaben-Der-Kleine-Riemannsche-Abbildungssatz-und-Folgerungen		Abschnitt		7.4		Übungsaufgaben		7		7.4		7.4.0		136

		MaMpf-Label		aufg:Nullhomotopie-homoeomorph-invariant		Aufgabe		7.1				7		7.4		7.4.0		136

		MaMpf-Label		chap:Konstruktion-meromorpher-Funktionen		Kapitel		8		Konstruktion meromorpher Funktionen		8		8.0		8.0.0		137

		MaMpf-Label		sect:Mittag-Leffler-Verteilungen		Abschnitt		8.1		Mittag-Leffler-Verteilungen		8		8.1		8.1.0		137

		MaMpf-Label		defn:Mittag-Leffler-Verteilung		Definition		8.1		Mittag-Leffler-Verteilung		8		8.1		8.1.0		137

		MaMpf-Label		lemma:die-Loesung-einer-Mittag-Leffler-Verteilung-ist-bis-auf-einen-holomorphen-Summanden-eindeutig		Lemma		8.2		die Lösung einer Mittag-Leffler-Verteilung ist bis auf einen holomorphen Summanden eindeutig		8		8.1		8.1.0		137

		MaMpf-Label		lemma:Beschreibung-von-Mittag-Leffler-Verteilungen-als-Hauptteilverteilungen		Lemma		8.3		Beschreibung von Mittag-Leffler-Verteilungen als Hauptteilverteilungen		8		8.1		8.1.0		138

		MaMpf-Label		satz:Mittag-Leffler-Verteilungen-auf-den-erweiterten-komplexen-Zahlen-sind-stets-loesbar		Satz		8.4		Mittag-Leffler-Verteilungen auf den erweiterten komplexen Zahlen sind stets lösbar		8		8.1		8.1.0		138

		MaMpf-Link		15632

		MaMpf-Label		Loesung-der-Hauptteilverteilung-auf-den-erweiterten-komplexen-Zahlen		Gleichung		8.1				8		8.1		8.1.0		139

		MaMpf-Label		coro:die-meromorphen-Funktionen-auf-den-erweiterten-komplexen-Zahlen-sind-gerade-die-rationalen-Funktionen		Korollar		8.5		die meromorphen Funktionen auf den erweiterten komplexen Zahlen sind gerade die rationalen Funktionen		8		8.1		8.1.0		139

		MaMpf-Label		coro:nichtrationale-meromorphe-Funktionen-auf-den-komplexen-Zahlen-haben-in-unendlich-stets-eine-wesentliche-Singularitaet		Korollar		8.6		nichtrationale meromorphe Funktionen auf den komplexen Zahlen haben in unendlich stets eine wesentliche Singularität		8		8.1		8.1.0		140

		MaMpf-Label		coro:Partialbruchzerlegung-rationaler-Funktionen		Korollar		8.7		Partialbruchzerlegung rationaler Funktionen		8		8.1		8.1.0		140

		MaMpf-Label		satz:Satz-von-Mittag-Leffler		Satz		8.8		Satz von Mittag-Leffler		8		8.1		8.1.0		140

		MaMpf-Link		16640

		MaMpf-Label		Mittag-Leffler-1		Gleichung		8.2				8		8.1		8.1.0		141

		MaMpf-Label		coro:Partialbruchzerlegung-meromorpher-Funktionen		Korollar		8.9		Partialbruchzerlegung meromorpher Funktionen		8		8.1		8.1.0		141

		MaMpf-Label		bsp:Partialbruchentwicklung-von-Eins-durch-Sinus-Quadrat		Beispiel		8.10		Partialbruchzerlegung von $\frac {1}{\sin ^2}$		8		8.1		8.1.0		142

		MaMpf-Label		1/sin^2-1		Gleichung		8.4				8		8.1		8.1.0		144

		MaMpf-Label		bsp:Partialbruchzerlegung-des-Kotangens		Beispiel		8.11		Partialbruchzerlegung des Kotangens		8		8.1		8.1.0		145

		MaMpf-Label		cot		Gleichung		8.5				8		8.1		8.1.0		145

		MaMpf-Label		cot-2		Gleichung		8.6				8		8.1		8.1.0		145

		MaMpf-Label		sect:Cousin-Verteilungen		Abschnitt		8.2		Cousin-Verteilungen		8		8.2		8.2.0		146

		MaMpf-Label		defn:multiplikative-Gruppen-der-holomorphen-bzw-meromorphen-Funktionen-auf-offenen-Mengen-in-den-erweiterten-komplexen-Zahlen		Definition		8.12		multiplikative Gruppen der holomorphen bzw. meromorphen Funktionen auf offenen Mengen in den erweiterten komplexen Zahlen		8		8.2		8.2.0		146

		MaMpf-Label		defn:Cousin-Verteilung		Definition		8.13		Cousin-Verteilung		8		8.2		8.2.0		147

		MaMpf-Label		lemma:die-Loesung-einer-Cousin-Verteilung-ist-bis-auf-einen-invertierbaren-holomorphen-Faktor-eindeutig		Lemma		8.14		die Lösung einer Cousin-Verteilung ist bis auf einen invertierbaren holomorphen Faktor eindeutig		8		8.2		8.2.0		147

		MaMpf-Label		lemma:Beschreibung-von-Cousin-Verteilungen-als-Null-und-Polstellenverteilungen		Lemma		8.15		Beschreibung von Cousin-Verteilungen als Null- und Polstellenverteilungen		8		8.2		8.2.0		147

		MaMpf-Label		satz:Abelsches-Theorem-auf-den-erweiterten-komplexen-Zahlen		Satz		8.16		Abel'sches Theorem auf den erweiterten komplexen Zahlen		8		8.2		8.2.0		148

		MaMpf-Label		Gesamtnullstellenordnung-gleich-Gesamtpolstellenordnung		Gleichung		8.7				8		8.2		8.2.0		148

		MaMpf-Label		Loesung-der-Null-und-Polstellenverteilung-auf-den-erweiterten-komplexen-Zahlen		Gleichung		8.8				8		8.2		8.2.0		149

		MaMpf-Label		sect:Unendliche-Produkte		Abschnitt		8.3		Unendliche Produkte		8		8.3		8.3.0		149

		MaMpf-Label		defn:unendliches-Produkt-komplexer-Zahlen		Definition		8.17		unendliches Produkt komplexer Zahlen		8		8.3		8.3.0		150

		MaMpf-Label		bem:ein-konvergentes-Produkt-nimmt-genau-dann-den-Wert-Null-an-wenn-einer-seiner-Faktoren-Null-ist		Bemerkung		8.18		ein konvergentes Produkt nimmt genau dann den Wert Null an, wenn einer seiner Faktoren Null ist		8		8.3		8.3.0		150

		MaMpf-Label		bsp:zu-unendlichen-Produkten		Beispiel		8.19		zu unendlichen Produkten		8		8.3		8.3.0		150

		MaMpf-Label		lemma:Notwendige-Konvergenzbedingung-fuer-unendliche-Produkte		Lemma		8.20		Notwendige Konvergenzbedingung für unendliche Produkte		8		8.3		8.3.0		150

		MaMpf-Label		satz:Konvergenzkriterium-fuer-unendliche-Produkte		Satz		8.21		Konvergenzkriterium für unendliche Produkte		8		8.3		8.3.0		150

		MaMpf-Label		lim-varepsilon-N		Gleichung		8.9				8		8.3		8.3.0		151

		MaMpf-Label		varepsilon-N		Gleichung		8.10				8		8.3		8.3.0		151

		MaMpf-Label		Konvergenzkriterium-unendliche-Produkte		Gleichung		8.11				8		8.3		8.3.0		151

		MaMpf-Label		lemma:Konvergenzkriterium-fuer-Reihen-von-Logarithmuswerten		Lemma		8.22		Konvergenzkriterium für Reihen von Logarithmuswerten		8		8.3		8.3.0		152

		MaMpf-Link		16743

		MaMpf-Label		Abschaetzung		Gleichung		8.12				8		8.3		8.3.0		152

		MaMpf-Link		18436

		MaMpf-Label		satz:Unbedingtes-Konvergenzkriterium-fuer-unendliche-Produkte		Satz		8.23		Unbedingtes Konvergenzkriterium für unendliche Produkte		8		8.3		8.3.0		153

		MaMpf-Link		18436

		MaMpf-Label		satz:Unbedingtes-Konvergenzkriterium-fuer-Produkte-holomorpher-Funktionen		Satz		8.24		Unbedingtes Konvergenzkriterium für unendliche Produkte holomorpher Funktionen		8		8.3		8.3.0		153

		MaMpf-Label		sect:Der-Produktsatz-von-Weierstrass		Abschnitt		8.4		Der Produktsatz von Weierstraß		8		8.4		8.4.0		154

		MaMpf-Label		satz:Produktsatz-von-Weierstrass		Satz		8.25		Produktsatz von Weierstraß		8		8.4		8.4.0		154

		MaMpf-Label		Produktsatz-1		Gleichung		8.13				8		8.4		8.4.0		154

		MaMpf-Label		Produktsatz-2		Gleichung		8.14				8		8.4		8.4.0		155

		MaMpf-Label		coro:Produktdarstellung-ganzer-Funktionen		Korollar		8.26		Produktdarstellung ganzer Funktionen		8		8.4		8.4.0		156

		MaMpf-Label		coro:der-Koerper-der-auf-den-komplexen-Zahlen-meromorphen-Funktionen-ist-der-Quotientenkoerper-des-Rings-der-ganzen-Funktionen		Korollar		8.27		der Körper der auf den komplexen Zahlen meromorphen Funktionen ist der Quotientenkörper des Rings der ganzen Funktionen		8		8.4		8.4.0		156

		MaMpf-Label		bem:Praezisierung-des-Produktsatzes		Bemerkung		8.28		Präzisierung des Produktsatzes		8		8.4		8.4.0		156

		MaMpf-Label		bem:Wahl-der-konvergenzerzeugenden-Faktoren		Bemerkung		8.29		Wahl der kongruenzerzeugenden Faktoren		8		8.4		8.4.0		157

		MaMpf-Label		Sinus-1		Gleichung		8.15				8		8.4		8.4.0		158

		MaMpf-Label		Sinus-2		Gleichung		8.16				8		8.4		8.4.0		159

		MaMpf-Label		bsp:zu-Cousin-Verteilungen		Beispiel		8.30		zu Cousin-Verteilungen		8		8.4		8.4.0		159

		MaMpf-Label		sect:Uebungsaufgaben-Konstruktion-meromorpher-Funktionen		Abschnitt		8.5		Übungsaufgaben		8		8.5		8.5.0		159

		MaMpf-Label		aufg:Partialbruchzerlegung-des-Kotangens-1		Aufgabe		8.1				8		8.5		8.5.0		159

		MaMpf-Label		chap:Bildbereiche-holomorpher-Funktionen		Kapitel		9		Bildbereiche holomorpher Funktionen		9		9.0		9.0.0		161

		MaMpf-Label		sect:Der-Satz-von-Bloch		Abschnitt		9.1		Der Satz von Bloch		9		9.1		9.1.0		161

		MaMpf-Label		lemma:eine-beschraenkte-holomorphe-Funktion-auf-der-offenen-Einheitskreisscheibe-die-Null-auf-Null-abbildet-und-in-Null-Ableitung-Eins-hat-enthaelt-im-Bild-eine-offene-Kreisscheibe-deren-Groesse-nur-von-der-Schranke-abhaengt		Lemma		9.1		eine beschränkte holomorphe Funktion auf der offenen Einheitskreisscheibe, die Null auf Null abbildet und in Null Ableitung Eins hat, enthält im Bild eine offene Kreisscheibe, deren Größe nur von der Schranke abhängt		9		9.1		9.1.0		161

		MaMpf-Label		lemma:eine-beschraenkte-holomorphe-Funktion-auf-einer-offenen-Kreisscheibe-um-die-Null-die-Null-auf-Null-abbildet-und-in-Null-eine-positive-Ableitung-hat-enthaelt-im-Bild-eine-offene-Kreisscheibe-deren-Groesse-nur-von-der-Schranke-dem-Radius-der-Kreisscheibe-im-Definitionsbereich-und-dem-Wert-der-Ableitung-in-Null-abhaengt		Lemma		9.2		eine beschränkte holomorphe Funktion auf einer offenen Kreisscheibe um die Null, die Null auf Null abbildet und in Null eine positive Ableitung hat, enthält im Bild eine offene Kreisscheibe, deren Größe nur von der Schranke, dem Radius der Kreisscheibe im Definitionsbereich und dem Wert der Ableitung in Null abhängt		9		9.1		9.1.0		162

		MaMpf-Label		lemma:jede-holomorphe-Funktion-auf-einer-offenen-Kreisscheibe-deren-Ableitung-in-jedem-Punkt-der-offenen-Kreisscheibe-naeher-an-der-Ableitung-im-Mittelpunkt-ist-als-der-Betrag-der-Ableitung-im-Mittelpunkt-ist-injektiv		Lemma		9.3		jede holomorphe Funktion auf einer offenen Kreisscheibe, deren Ableitung in jedem Punkt der offenen Kreisscheibe näher an der Ableitung im Mittelpunkt ist als der Betrag der Ableitung im Mittelpunkt, ist injektiv		9		9.1		9.1.0		163

		MaMpf-Label		satz:Satz-von-Bloch		Satz		9.4		Satz von Bloch		9		9.1		9.1.0		163

		MaMpf-Label		Bloch-1		Gleichung		9.1				9		9.1		9.1.0		164

		MaMpf-Label		Bloch-2		Gleichung		9.2				9		9.1		9.1.0		164

		MaMpf-Label		coro:offene-Kreisscheiben-in-den-holomorphen-Bildern-von-offenen-Kreisscheiben-um-die-Null-mit-dem-Satz-von-Bloch		Korollar		9.5		offene Kreisscheiben in den holomorphen Bildern von offenen Kreisscheiben um die Null mit dem Satz von Bloch		9		9.1		9.1.0		166

		MaMpf-Label		bem:Blochsche-Konstante		Bemerkung		9.6		Bloch'sche Konstante		9		9.1		9.1.0		166

		MaMpf-Label		defn:Landausche-Konstante		Definition		9.7		Landau'sche Konstante		9		9.1		9.1.0		167

		MaMpf-Label		prop:fuer-jede-holomorphe-Funktion-f-auf-einem-Gebiet-das-die-abgeschlossene-Einheitskreisscheibe-umfasst-und-die-Null-auf-Null-abbildet-und-Ableitung-Eins-in-Null-besitzt-ist-im-Bild-der-offenen-Einheitskreisscheibe-eine-offene-Kreisscheibe-vom-Radius-der-Landauschen-Konstante-enthalten		Proposition		9.8		für jede holomorphe Funktion $f$ auf einem Gebiet, das die abgeschlossene Einheitskreisscheibe umfasst, und die Null auf Null abbildet und Ableitung Eins in Null besitzt, ist im Bild der offenen Einheitskreisscheibe eine offene Kreisscheibe vom Radius der Lanau'schen Konstante enthalten		9		9.1		9.1.0		167

		MaMpf-Label		coro:offene-Kreisscheiben-in-den-holomorphen-Bildern-von-offenen-Kreisscheiben-um-die-Null-mit-der-Landauschen-Konstante		Korollar		9.9		offene Kreisscheiben in den holomorphen Bildern von offenen Kreisscheiben um die Null mit der Landau'schen Konstante		9		9.1		9.1.0		168

		MaMpf-Label		sect:Der-Kleine-Satz-von-Picard		Abschnitt		9.2		Der Kleine Satz von Picard		9		9.2		9.2.0		168

		MaMpf-Label		lemma:Beschreibung-von-holomorphen-Funktionen-die-weder-Null-noch-Eins-im-Bildbereich-haben		Lemma		9.10		Beschreibung von holomorphen Funktionen auf Elementargebieten, die weder Null noch Eins im Bildbereich haben		9		9.2		9.2.0		168

		MaMpf-Label		lemma:Beschreibung-des-Bilds-von-holomorphen-Funktionen-die-weder-Null-noch-Eins-im-Bildbereich-haben		Lemma		9.11		Beschreibung des Bilds von holomorphen Funktionen, die weder Null noch Eins im Bildbereich haben		9		9.2		9.2.0		169

		MaMpf-Label		dritte-binomische-Formel		Gleichung		9.3				9		9.2		9.2.0		170

		MaMpf-Label		satz:Kleiner-Satz-von-Picard		Satz		9.12		Kleiner Satz von Picard		9		9.2		9.2.0		170

		MaMpf-Label		sect:Der-Satz-von-Schottky		Abschnitt		9.3		Der Satz von Schottky		9		9.3		9.3.0		171

		MaMpf-Label		satz:Satz-von-Schottky		Satz		9.13		Satz von Schottky		9		9.3		9.3.0		171

		MaMpf-Label		Normierung-h-und-g		Gleichung		9.4				9		9.3		9.3.0		171

		MaMpf-Label		Schottky-1		Gleichung		9.5				9		9.3		9.3.0		171

		MaMpf-Label		Schottky-2		Gleichung		9.6				9		9.3		9.3.0		172

		MaMpf-Label		Schottky-3		Gleichung		9.7				9		9.3		9.3.0		172

		MaMpf-Label		Schottky-4		Gleichung		9.8				9		9.3		9.3.0		172

		MaMpf-Label		coro:Verallgemeinerung-des-Satzes-von-Schottky-auf-zentrisch-gestreckte-Gebiete		Korollar		9.14		Verallgemeinerung des Satzes von Schottky auf zentrisch gestreckte Gebiete		9		9.3		9.3.0		173

		MaMpf-Label		sect:Der-Grosse-Satz-von-Picard		Abschnitt		9.4		Der Große Satz von Picard		9		9.4		9.4.0		174

		MaMpf-Label		defn:lokal-gleichmaessig-beschraenkte-Familie-von-Funktionen		Definition		9.15		lokal gleichmäßig beschränkte Familie von Funktionen		9		9.4		9.4.0		174

		MaMpf-Label		defn:normale-Familie-von-Funktionen		Definition		9.16		normale Familie von Funktionen		9		9.4		9.4.0		174

		MaMpf-Label		lemma:Verallgemeinerung-des-Satzes-von-Montel		Lemma		9.17		Verallgemeinerung des Satzes von Montel		9		9.4		9.4.0		174

		MaMpf-Label		satz:Satz-von-Montel-Caratheodory		Satz		9.18		Satz von Montel-Carathéodory		9		9.4		9.4.0		175

		MaMpf-Link		15632

		MaMpf-Label		satz:Grosser-Satz-von-Picard		Satz		9.19		Großer Satz von Picard		9		9.4		9.4.0		176

		MaMpf-Label		satz:Satz-von-Picard		Satz		9.21		Satz von Picard		9		9.4		9.4.0		178



