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Historische Anmerkungen



Ausgangspunkt: Kubische Gleichungen

Ausgangspunkt fur die Entwicklung der komplexen Zahlen:
kubische Gleichungen
Konkret: Betrachte reelle Gleichungen des Typs
X4+px+qg=0

Offenbar haben diese in jedem Falle mindestens eine reelle
Losung, hochstens drei.



Ein Problem mit der Cardanischen Formel

Im 16. Jahrhundert wurde eine Formel gefunden, die eine Losung
dieser Gleichung liefert, die Cardanische Formel

3 q a\2 , (P\?, 3 9 a\? , (p\?
X_\/_2+\/<2) +(3) +\/_2_ 3) +(5)
Problem: Wie verfahrt man, wenn der Ausdruck
B g 2 B 3
0=(3) +(5) -
der unter der Quadratwurzel steht, negativ ist ("casus
irreducibilis”)?




Casus irreducibilis

Beispiel: (Rafael Bombelli, 1572) Wir betrachten die Gleichung
X3 =15x + 4, also x> — 15x — 4 = 0. Die Cardanische Formel liefert

@)@ ()
N ERe)

= Y2+ v+ 2 - v
= 24T+ {2y
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Casus irreducibilis

Tatsachlich hat die Gleichung x> — 15x — 4 die drei reellen Losungen

X1 = 4
X = -2+ \/§
X3 = —2-— \@

Was hat der Ausdruck

\3/2+11ﬁ+ f/z-nﬁ

damit zu tun?



Casus irreducibilis

Bombelli rechnet:
Q+V-1)P=8+12V/-1-6—-vV-1=2+11V-1
sowie
2-vV=1)P=8-12V/-1-6+vV-1=2-11V/—1
und erhalt

\3/2+11\/—1 + \3/2—11\/—1 =24+vV=1+2—V=-1=04,

was in der Tat eine reelle Losung der gegebenen Gleichung ist.



Casus irreducibilis

Bombelli kommentiert seine Rechnung:

Ein ausschweifender Gedanke nach Meinung vieler. Ich selbst war lange Zeit der
gleichen Ansicht. Die Sache schien mir auf Sophismen mehr als auf Wahrheit zu

beruhen, aber ich suchte so lange, bis ich den Beweis fand.
Quelle: Cantor (1900)

Bombellis Rechnung legt den Grundstein fur die Entwicklung der
komplexen Zahlen.



Definition der komplexen Zahlen



Definition von C

Auf R? setzen wir
(a,b)+(c,d) := (a+c,b+d) und (a,b)-(c,d):= (ac—bd,ad+bc).

Proposition

R? mit obiger Addition und Multiplikation ist ein Kérper. Dieser
heifst Korper der komplexen Zahlen und wird mit C bezeichnet.

Die Abbildung ¢: R — C,a — (a,0) ist ein injektiver
Korperhomomorphismus. Fur (a,0) in € mit a € R schreiben wir g,
und wir setzen

i:=(0,1).



Elementare Eigenschaften von C

- Esist
P=ii=(0,1)-(0,1)=(0-0-1-1,0-14+1-0) = (-1,0) = —1.
- Jede Zahl z € C hat eine eindeutige Darstellung der Form
z=a+ bi

mita,b in RR.
a heillt der Realteil, b der Imaginarteil von z.
Notation: Re(z) bzw. Im(z).



Konjugation, Absolutbetrag




Komplexe Konjugation

Definition

Fiir eine Romplexe Zahl z = a + bi heifst
Z:=a-— bi

die zu z Romplex konjugierte Zahl .

Im(z)
b z

a Re(z)
-b z
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Eigenschaften der komplexen Konjugation

Proposition
Fiur alle z,w € C gelten die folgenden Rechenregeln der
komplexen Konjugation.

@) ZFwW=Z+W,ZW=2W,
(b) zeER<=Z=72

(c) Z=7z

(d) Re(z) = &%, Im(z) = &£



Absolutbetrag

Definition

Seiz=a-+ bi € C. Dann heifst

der Absolutbetrag von z.

31

12| := Va2 + b2

yi

o 4+31




Eigenschaften des Absolutbetrages

Proposition
Fur alle z,w € C gelten die folgenden Rechenregeln des
Absolutbetrags.

(a) Positive Definitheit: |z| > 0 und |z] = 0 <=z = Q,

(b) Multiplikativitdt: |zw| = |z| - |w

(c) Dreiecksungleichungen: |z +w
2 —w| > |lz] — wl],

(d) Zusammenhang mit der komplexen Konjugation: |z| = |z| und
Iz|? = zZ.

’

<l|z| + |w| und




Geometrische Veranschaulichung
der Multiplikation




Polarkoordinaten

Seiz € C ~ {0}. Wir schreiben

Z .
2=l = i)

wobei (x,y) € R? auf dem Einheitskreis liegt. Insbesondere gibt es
ein g € R mitx =cosp und y =sinp. Mitr := |z| gilt insgesamt

Z=r(cosp + I singp).

Auf diese Weise lassen sich von Null verschiedene komplexe
Zahlen in Polarkoordinaten darstellen.
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Hauptwert des Arguments

Definition

¢ heifit ein Argument von z. Wahlt man —n < ¢ < 7, S0 heifst
diese Wahl des Arguments Hauptwert des Arguments .
Bezeichnung: Arg z



Multiplikation komplexer Zahlen

Fur
Z=r(cosp+isinp) und w =s(cost+ I sin)

mitr,s € Rso und ¢,9 € R ist
Z-w =rs(cosp + i sing)(cost) + i sin)

= rs((cos ¢ cos ¢ — sin sin ¢) + i(sin ¢ cos ¢ + cos psin 1))
= rs(cos(p + ) + i sin(p + ).

Fazit: Komplexe Zahlen werden multipliziert, indem man ihre
Betrage multipliziert und ihre Argumente (modulo 27) addiert.
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Proposition

Sein € N unda e C~ {0}. Dann hat die Gleichung z" = a genau
n verschiedene Losungen z in C. Ist a = r(cos ¢ + I sin ¢), SO
werden diese gegeben durch

2 . 2
Z:\W(cos((p—l—kﬂ) + | sin <<p+l?7r>>
n n n n
mitk € {0,1,2,...,n—1}.

Denn: Diese n Zahlen sind paarweise verschiedene Losungen der
Gleichung, also Nullstellen des Polynoms X" — a € CJ[X]. Dieses hat
als Polynom vom Grad n mit Eintragen in einem Korper hochstens

n Nullstellen.
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n-te Einheitswurzeln

Losungen von z" = 1 heiRen n-te Einheitswurzeln .
In der Abbildung sind die dritten Einheitswurzeln dargestellt:
1, 0, 0 mitQ:—%-i-?i.
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Der Limes und elementare
topologische Begriffe




Konvergente Folgen und der Limes

Definition

Eine Folge (zn)new ROmplexer Zahlen heifst konvergent, wenn es
einz € C gibt, so dass es fur allee > 0 ein N = N(g) € IN gibt mit

|zn —z| < e furallen > N.
Dann heifst z der Limes von (z,)new; man schreibt

Z= lim z,.
n—oo
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Eigenschaften des Limes

Lemma
(a) Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig
bestimmt.

(b) Konvergente Folgen sind beschrdnkt, es existiert also ein C > 0
mit |z,] < C furalle n € IN.

(c) Istlimzy, =z und limw, = w, so folgt
lim(zh +wn) =z+w und lim(zy -wy)=2z-w

(d) Istlimz, =z # 0 und z, # 0 fiir alle n € I, so folgt lim - = 7

Z*

(e) Istlimz, = z, so folgt

limz, =2z, limRez, = Rez, lim|z,|=|z|, limImz, = Imz.
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Cauchyfolgen

Definition

Eine Folge (an)new heifst eine Cauchyfolge, wenn gilt:

Fir allee > 0 gibt es ein N = N(¢) € IN mit |a, — am| < € fur alle
m,n > N.

Lemma (Cauchysches Konvergenzkriterium)
Eine Folge (zn)new ISt genau dann konvergent, wenn sie eine
Cauchyfolge ist.
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Unendliche Reihen

Definition

Unter der unendlichen Reihe % 2 ,z, mitz, € C versteht man
die Folge (Sn)nen der Partialsummen S, := 2221 z,. Ist diese
kRonvergent, so ist die Reihe konvergent. Ist S = lim S,,, so schreibt

man
oo
S= Zzl,.
v=1
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Geometrische Reihe

Fur die geometrische Reihe >"7°  z" gilt fur |z| < 1:

ZH—H -1

Sh=14z4+22+... +2"= -

Wegen |z| < 1gilt im0 2T = 0, also folgt:

> 1
E Z"=S=lim Sp = ——.
= n—o0 1—2

23



Eigenschaften von Reihen

Fur komplexe Reihen gelten die aus der reellen Analysis bekannten
Gesetzmaliigkeiten, wie etwa

- Wenn die Reihe Y~2° ;z, konvergiert, dann ist (z,)new €ine
Nullfolge,

- Wenn die Reihe Y72 |z»| konvergiert, dann auch die Reihe
> neoZn,

- Majorantenkriterium, Wurzelkriterium, Quotientenkriterium, ...

2%



Topologie auf C

Definition
Die Standardtopologie auf C ist wie folgt gegeben.

(a) Seien zg € C und e € R~g. Dann heifst
Ue(20) ={z€C||z— 2| <€}

eine (offene) e-Umgebung von z.

(b) Sei A C C und zy € A. Genau dann heifst zy ein innerer Punkt
von A, wenn A eine e-Umgebung von zy enthalt.

(c) Eine Teilmenge A C C heifst offen, wenn jeder Punkt zo € A
innerer Punkt von A ist. Eine Teilmenge A C C heifst

abgeschlossen, falls ihr Komplement C \. A offen ist.
25



Beschranktheit, Kompaktheit

Definition

(a) Eine Teilmenge A C C heifst beschrdnkt, wenn es ein C € Rq
gibt, so dass fur alle zo € A die Abschatzung |zp| < C gilt.

(b) Eine Teilmenge A C C heifst kompakt, falls jede offene
Uberdeckung von A eine endliche Teilliberdeckung besitzt.
Nach dem Satz von HEINE-BOREL ist dies aquivalent dazu, dass
sie abgeschlossen und beschrankt ist.
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Erweiterte komplexe Zahlen

Wir setzen
C :=CU {0}

und versehen C wie folgt mit einer Topologie:
Definition

Eine Teilmenge A C C heifit offen, wenn die folgenden
Bedingungen erflllt sind.

(@) An Cist offen in C,
(b) Ist oo in A, so gibt es ein e > 0 mit

AD{zeC|lZ> ;}U{oo} . U.(o0).

27



Erweiterte komplexe Zahlen

Abbildung 1: U.(c0)

C ist (im Gegensatz zu C) kompakt. Tatsachlich ist C die
sogenannte Alexandrow- oder Einpunkt-Kompaktifizierung von C.
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Riemannsche Zahlenkugel

C ist homéomorph zur Kugeloberflache
§2={(x,y,t) R’ [ X +y’ + 2 =1} = {(z,) e Cx R | 22+ = 1}

Uber eine stereographische Projektion.

Betrachtet man $2 auf diese Weise als Modell fir C, so nennt man
C auch die Riemannsche Zahlenkugel
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