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KAPITEL 1

Die Grundbegriffe der Topologie

1.1 Topologische Raume

Definition 1.1. Ein topologischer Raum ist ein Paar T = (X, O) aus einer Menge X und einer
Teilmenge O der Potenzmenge P (X) von X mit den Eigenschaften

(19 @,x € 0.
(TZ(O)) Die Vereiniqung unendlich vieler Mengen aus O ist in O:

(Op)icr Familie von Mengen aus O (mit geeigneter Indexmenge I) = | JO; € O.
iel

(Téo)) Der Durchschnitt endlich vieler Mengen aus O ist in O:!

n
01,0,,...,0, € O (mit geeignetemn € N) = () 0O; € O.
i—1

Ist T = (X, O) ein topologischer Raum, so nennen wir O eine Topologie auf X und die Elemente von
O die offenen Mengen von T .
Im Weiteren verwenden wir auch die folgenden Sprechweisen und Notationen:

e Statt vom topologischen Raum 7 = (X, O) sprechen wir auch einfacher vom topologi-
schen Raum X.

¢ Elemente x € X nennen wir Punkte des topologischen Raums 7 bzw. X.

1Offensichtlich geniigt es zum Nachweis von (Téo)) zu zeigen, dass der Durchschnitt zweier Mengen aus O
wieder in O liegt. Letzteres ist oftmals weniger aufwéndig.
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3 Kapitel 1. Die Grundbegriffe der Topologie

e Ist U C X eine offene Menge von 7 bzw. X, so schreiben wir ,U C X offen (beztiglich
T)“oder ,, U © X“.

Beispiel 1.2. (a) Eine beliebige Menge X lisst sich mit der diskreten Topologie versehen, beziiglich
welcher alle Teilmengen von X offen sind. Wir sprechen dann vom diskreten Raum Xy 1=
(X, P(X)).

(b) Eine beliebige Menge X lisst sich mit der indiskreten Topologie versehen, beziiglich welcher @
und X die einzigen offenen Teilmengen von X sind. Wir sprechen dann vom indiskreten Raum
Xindisk := (X, {@, X}).

Definition 1.3. Sei T = (X, O) ein topologischer Raum. Genau dann heifSt eine Teilmenge U C X
eine abgeschlossene Menge von T bzw. X, wenn ihr Komplement X ~. U offen ist. Wir schreiben
,U C X abgeschlossen (beziiglich O)”oder ,U @ X*.

Eine Teilmenge U C X, die gleichermagflen offen und abgeschlossen ist, nennen wir eine abgeschloffene
Menge von T bzw. X.

Proposition 1.4. Eine Topologie lisst sich auch durch die Angabe ihrer abgeschlossenen Mengen de-
finieren: Sei X eine Menge und A C P(X) eine Teilmenge der Potenzmenge P(X) von X mit den
Eigenschaften

(T @,X € A,
(TZ(A)) Der Durchschnitt unendlich vieler Mengen aus A ist in A:
(A;)ier Familie von Mengen aus A (mit geeigneter Indexmenge I) = (] A; € A.
i€l

(TéA)) Die Vereinigung endlich vieler Mengen aus A ist in A:

n
A1, Ay, ..., Ay € A(mit geeignetemn € N) = | JA; € A
i—1

Dannist O := {X \ A | A € A} die eindeutig bestimmte Topologie auf X, so dass A die Menge der
abgeschlossenen Mengen des topologischen Raums (X, O) ist.

Beweis. Die Menge O aus der Proposition ist tatsdchlich eine Topologie auf X,

denn: Axiom (Tl(o)) folgt sofort aus (Tl(A)) und der Definition von O.

Zum Beweis von (Tz(o)) betrachten wir eine Familie (O;);c; von Mengen aus 0.2 Dann gibt es

zujedemi € [ ein A; € Amit O; = X \ A; und es gilt wie verlangt

UOi:X\(X\UOi)=X\ﬂ(X\Oi):X\ ﬂAi e 0.
iel iel iel iel
——

€A nach (T2(A>)

2Wir werden ab sofort nicht mehr eigens erwahnen, dass wir mit I eine geeignete Indexmenge bezeichnen.
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Schliefllich weisen wir Axiom (Téo)) nach und betrachten dafiir O1,0,,...,0, € O mit einem
n € IN. Wieder gibt es zu jedem i € {1,...,n} ein A; € A mit O; = X \ A; und es gilt wie
behauptet

n n n
ﬂOi:X\(X\ﬂOi):X\U(X\Oi):X\ UAZ' e 0.
i=1 icl i=1 i=1

€Anach (TS(A))

#

Da nach Konstruktion von O eine Teilmenge U C X genau dann Element von O ist, wenn
ihr Komplement X ~. U Element von A ist, ist A die Menge der abgeschlossenen Mengen des
topologischen Raums (X, O).

Es verbleibt zu zeigen, dass O mit der nachgewiesenen Eigenschaft eindeutig ist. Sei daftir O’
eine weitere Topologie auf X, die der Behauptung gentigt. Dann gilt

Ue®O =X~UcA = UcO und also O C O/,
UeO = XUcA = Uec0O und also O’ C O.

O]

Definition 1.5. Sei T = (X, O) ein topologischer Raum. Genau dann heifSt eine Teilmenge U C X
eine Umgebung eines Punktes x € X (beziiglich der Topologie O), wenn ein O € O mit x € O C U
existiert.

Der Begriff der Umgebung ermoglicht eine neue Beschreibung offener Mengen:

Proposition 1.6. Sei T = (X, O) ein topologischer Raum und sei U C X. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

i UuUeoO.

(ii)  Fiir alle x € U ist U eine Umgebung von x.

Beweis. Gelte zundchst U € O und sei x € U. Dann ist offensichtlich U bereits eine Umgebung

von x; als offene Teilmenge von U, die x enthélt, konnen wir in diesem Fall U selbst heranzie-
hen.

Gibt es umgekehrt fiir jedes x € U ein O,y € O mitx € O, C U, so gilt
u=J{xrclyocu
xel xel

und also

u=\Jo. €0

xel

nach (Tz(o)). O
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In der Analysis zieht man bekanntermafien besondere Umgebungen heran, um in endlichdi-
mensionalen R-Vektorrdumen eine Topologie zu definieren. Dies funktioniert wie folgt auch
allgemeiner in metrischen Rdumen:

Beispiel 1.7. Ein metrischer Raum X = (X, d) ldsst sich mit der metrischen Topologie versehen,
beziiglich welcher genau diejenigen Teilmengen U C X offen sind, in denen um jeden Punkt x € U
auch eine e-Umgebung U.(x) := {y € X | d(x,y) < &} mit einem geeigneten ¢ > 0 enthalten
ist.> Die Standardtopologie eines endlichdimensionalen R-Vektorraumes (wie etwa des R" mit einem
n € IN) ist die von einer beliebigen Norm, etwa dem Euklidischen Abstand, induzierte Topologie. Da
alle Normen auf endlichdimensionalen R-Vektorraumen dquivalent sind, ist diese Topologie unabhingig
von der Wahl der Norm.

Definition 1.8. Sei X eine Menge und F C P(X) eine Teilmenge der Potenzmenge P (X) von X mit
den Eigenschaften

(F) @¢ Fund X € F.

(F2) Jedes V € P(X),dasein U € F als Teilmenge enthiilt, ist selbst schon ein Element von F.

(F3) FiirU,V € Fistauch U N V wieder Element von F.

Dann heifit F ein Filter auf X.

Beispiel 1.9. Sei T = (X, O) ein topologischer Raum und x € X. Dann ist die Menge
U(x):={U C X | U ist Umgebung von x}
ein Filter, der Umgebungsfilter von x (beziiglich der Topologie O),

denn: Offensichtlich gelten @ ¢ U(x) und X € U(x) und somit Axiom (Fy). Da jede Teilmenge
U C X, die eine Umgebung von x enthilt, nach Definition 1.5 auch selbst eine Umgebung von x in X
ist, gilt auch Axiom (F,). Zum Beweis von Axiom (F3) seien U,V € U(x) gegeben. Nach Definition
1.5 gibt es dann Oy, Oy € O mit

xeOyCU und xe€OyCV.

Einerseits gilt dann Oy N Oy € O nach (Téo)), andererseits aber auch x € Oy N Oy C U N V. Es
folgt U NV € U(x) und somit (Fs).

3Eine Anmerkung zur Begriffsklarung: Uber die Definition der Metrik lasst sich leicht {iberpriifen, dass die e-
Umgebungen eines gegebenen Punktes x € X selbst offene Mengen beziiglich der metrischen Topologie sind und
daher insbesondere auch Umgebungen von x im Sinne von Definition 1.5.
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Proposition 1.10. Eine Topologie lisst sich auch durch die Angabe von Umgebungen fiir jeden einzel-
nen Punkt definieren: Sei X eine Menge und sei U’ (x) fiir jedes x € X eine Teilmenge der Potenzmenge
P (X) von X mit den Eigenschaften

(Tl(u)) Fiir alle x € X ist U'(x) ein Filter.

(Tz(u)) Fiiralle U € U'(x) ist x € U.

(Téu)) Fiiralle U € U'(x) gibtesein V € U (x) mit V C Uund V € U'(y) fiiralley € V.
Dannist O := {U C X | fiirallex € U ist U € U'(x)} die eindeutig bestimmte Topologie auf X, so
dass U'(x) fiir alle x € X mit dem Umgebungsfilter U (x) von x beziiglich O iibereinstimmt.

Beweis. Die Menge O aus der Proposition ist tatsdachlich eine Topologie auf X,

denn: Nach Konstruktion gilt @ € O. Weiter ist nach (Tl(u)) fiir alle x € X die Familie U’(x) ein
Filter und nach (F;) gilt X € U'(x) fiir alle x € X. Es folgt X € O und somit Axiom (Tl(o)).

Zum Beweis von (Tz(o)) betrachten wir eine Familie (O;);c; von Mengen aus O. Nach Kon-
struktion von O gibt es fiir jedes x € |J;c; O; ein j € I mit

x€O0jel(x).
Nach (Tl(u)) ist U'(x) ein Filter. Mit (F,) folgt daher

U O; € Z/l’(x)
i€l
und somit insgesamt (J;c; O; € O.

Schliefllich weisen wir Axiom (T3(O)) nach und betrachten dafiir O, 0" € O. Ist der Durchschnitt
O N O leer, so liegt er trivialerweise in O. Andernfalls gibt es ein x € O N O’ und nach

Konstruktion von O gilt 0,0’ € U'(x). Da U’ (x) nach (Tl(u)) ein Filter ist, folgt mit (F3) auch
indiesem FalO N O’ € O. #

Weiter gilt fiir jedes x € X die Identitét

U (x) =U(x) <: {U C X | U ist Umgebung von x beziiglich O}),

denn: Fiir gegebenes x € X sei zundchst U € U(x). Nach Definition 1.5 enthilt U eine bzgl. O
offene Umgebung O von x als Teilmenge. Nach Konstruktion von O gilt dann O € U'(x) und

mit (Tl(u)) und (F,) auch U € U'(x).
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Sei umgekehrt U € U'(x). Wir betrachten die Menge W := {y € X | U € U'(y)}. Trivialerweise

ist x € W. Nach Konstruktion von W und (Tz(u)) gilt zudem fiir jedes y € W auchy € U.
Zusammengefasst erhalten wir also
xeWCU.

Die Behauptung U € U(x) folgt nach Definition 1.5, wenn wir W € O nachweisen konnen.
Nach Konstruktion von O zeigt man dazu

Wel'(y) firalley € W.

Nach Konstruktion von W erfiillt ein beliebiges y € W die Beziehung U € U'(y) und nach
(Téu)) gibtesein V € U'(y) mit V C Uund V € U'(z) fir alle z € V. Nach (Tl(u)) ist jedes
solche U’(z) ein Filter. Mit (F,) folgt daher U € U’(z) und also z € W fiir alle z € V. Da

nach (Tl(u)) auch U’ (y) ein Filter ist, folgt mit V. C W und (F,) in gleicher Manier wie verlangt
W el (y). #

Es verbleibt zu zeigen, dass O mit der nachgewiesenen Eigenschaft eindeutig ist. Aber fiir eine
beliebige Topologie O’ auf X, deren Umgebungsfilter fiir jedes x € X durch U’ (x) gegeben
sind, gilt

UeO <% Uel(x)firallex €U,

so dass O’ durch das System der U’(x) fiir x € X bereits eindeutig festgelegt ist und somit mit
O tibereinstimmt. O

Definition 1.11. Sei T = (X, O) ein topologischer Raum und sei A die Menge aller abgeschlossenen
Teilmengen von T . Fiir eine beliebige Teilmenge U C X heif$t dann

u:= U O das Innere von U (= grifite off. Teilmenge von X, die in U enthalten ist),
0€O mit OCU
u:= ﬂ A der Abschluss von U (= kleinste abg. Teilmenge von X, die U enthiilt),
AcAmit UCA
oU:=U~U der Rand von U.

Ein Punkt x € X heifst

innerer Punkt von U — xel,
Beriihrpunkt von U — xel,
Randpunkt von U <~ x € dl,
duferer Punkt von U —xe XU

Bemerkung 1.12. Sei die Notation wie in Definition 1.11. Fiir beliebige Teilmengen U,V C X gelten
dann offensichtlich die folgenden Aussagen:

e Uc? «— U=U und u
\%

A = U=,
eVCU = VCU und u —

c
- vV Cu,



1.1. Topologische Radume 8

e X\U=X~ |J 0= () X~0)= N A= (X\U),
0€0 mit OCU 0€0 mit OCU AeAmit XNUCA

e X\U=X~ ()1 A= |J E~A)= U 0= (XU,
AeAmit UCA AcAmit UCA OO mit OCX~\U

e X=X~UMUl=X~MUulu@~U) =X~Uullual.

Bemerkung 1.13. Die in Definition 1.11 eingefiihrten Begriffe hingen vom topologischen Raum X ab,
in dem die betrachtete Menge U eingebettet ist. Dies sehen wir anhand des Beispiels U = [0,1) des
halboffenen Einheitsintervalls ein:

(@) X =R.Danngilt U= (0,1), U = [0,1], 90U = [0,1] ~ (0,1) = {0,1}.
(b) X = C.Danngilt U =@, U = [0,1],9U = [0,1]~ @ = [0,1].
Hier kommt die in Beispiel 1.7 betrachtete Standardtopologie von R = R! bzw. C = R? zum Einsatz.

Proposition 1.14. Sei T = (X, O) ein topologischer Raum und U C X eine beliebige Teilmenge.
Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) x innerer Punktvon U <= x € U — Uel(x),

(b) x Berithrpunktvon U < x €U — VWellx):VnU#Q,

(c) x Randpunkt von U < xeadl — YWeldx):VNU#D#VN(X\U),
(d) xduferer Punktvon U < x € X~ U <= X~ U €U(x).

Beweis. Zu zeigen ist jeweils nur die hintere Aquivalenz.

Zum Beweis von Behauptung (a) sei zunichst x € U © X. Wegen U C U folgt U € U (x) nach
Definition 1.5. Ist umgekehrt U € U/ (x), so gibt es nach Konstruktion ein O € O mitx € O C U.
Nach Definition 1.11 gilt dann auch x € U.

Zum Nachweis von Behauptung (b) sei zunéchst x € U. Fiir ein beliebiges V € U(x) gilt dann
Vnu #Q,

denn: Ohne Einschrankung sei V € O. Wegen x € Vund x € Uist V N U # @. Gélte nun
VNnU=®soauchlU C X~V @ X Mit Bemerkung 1.12 folgte I C X\ V = X\ V, was
nicht sein kann. #

Ist nun umgekehrt x € X \ U, so gilt einerseits insbesondere X \ U € U(x), andererseits
(X~U)NnUC(X~U)NU=a.
Somit gibt es ein V € U (x) mit V N U = @, ndmlich V = X \ U.

Wir beweisen nun Behauptung (c): Der Punkt x liegt genau dann in oU = U ~ U1, wenn x in
Uund in X \ U = X\ U liegt. Nach Aussage (b) ist das aber dquivalent dazu, dass fiir alle
V € U(x) die behauptete Bedingung VN U # @ # V N (X U) gilt.

Es verbleibt Behauptung (d) zu zeigen. Aber nach Aussage (a) liegt der Punkt x genau dann in
X~\U= (X\U),wenn X \ U € U(x) gilt. O
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Beispiel 1.15. Im topologischen Raum X = R" mit der Standardtopologie bezeichnen

B":={x e R"|||x| <1} die offene Einheitskugel,
D" :={x e R" | [|x|| <1} die abgeschlossene Einheitskugel.
Es gelten dann

B"=D"=D", B"=D"=B"
0B" = oD" = D"\ B" = {x € R" | ||x|| = 1} =: $"7}, die (n — 1)-dimensionale Einheitssphiire.

Definition 1.16. Sei T = (X, Q) ein topologischer Raum. Eine beliebige Teilmenge U C X heifdt
dicht in X, wenn die nach Proposition 1.14 dquivalenten Aussagen

U = X <= alle x € X sind Beriihrpunkte von U
<= fiirallex € XundalleV e U(x)gitUNV #Q

gelten.

Beispiel 1.17. Q ist eine dichte Teilmenge in R.

1.2 Stetige Abbildungen

Definition 1.18. Seien 7 = (X, O) und T' = (X', O') zwei topologische Riume und f : X — X'
eine Abbildung. Dann sagen wir:

fist stetig <= Firalle U € O'gilt f1(U') € O.

Beispiel 1.19. Sei X eine beliebige Menge und sei X' ein beliebiger topologischer Raum. Dann gelten
fiir die wie in Beispiel 1.2 definierten topologischen Riaume Xgisk und Xingisk offensichtlich die folgen-
denden Aussagen:

(@) Jede Abbildung Xy — X' ist stetig.
(b) Jede Abbildung X' — Xingisk ist stetig.

Als Spezialfall sind die Abbildungen id : Xgisx — Xagisk, id : Xgisk — Xindisk #nd id : Xingisk —
Xindisk stetig, die allesamt X punktweise unverindert lassen. Nicht stetig ist dagegen fiir | X| > 1 die
Abbildung id : Xingisk — Xdisks

denn: Fiir ein beliebiges x € X ist die Menge {x} offen in Xgisk aber wegen |X| > 1 nicht offen in
Xindisk- #

Proposition 1.20. Seien X, X', X" topologische Riume und f : X — X', g : X' — X stetige
Abbildungen. Dann ist auch die Verkettung g o f : X — X" stetig.
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Beweis. Fiir U" @ X" gilt ¢71(U") @ X’ wegen der Stetigkeit von g und

(go )TN U =fH(g7I(U") e X

wegen der Stetigkeit von f. O

Definition 1.21. Seien X, X' topologische Riaume und f : X — X' eine Abbildung. Dann sagen wir:
f ist ein Homdomorphismus <=  f ist stetig, f ist bijektiv und f ' ist stetig.

Die topologischen Riume X, X' heiflen homoomorph, in Zeichen: X = X', falls es einen Homoomor-
phismus zwischen ihnen gibt. Eine Eigenschaft des topologischen Raums X heifit topologisch, falls sie
unter Homoomorphismen erhalten bleibt.

Bemerkung 1.22. Es lisst sich leicht iiberpriifen, dass Homdomorphie eine Aquivalenzrelation auf der
Klasse der topologischen Riume ist.
Beispiel 1.23. Diskretheit ist eine topologische Eigenschaft,

denn: Seien X eine Menge, X' ein topologischer Raum und f : X — X' ein Homdomorphismus. Fiir
ein beliebiges U’ C X' gilt dann f~1(U') © Xg;sk wegen der Diskretheit von Xgig, und

u=f(fu)) =Hw)) ex
wegen der Homoomorphie von f. #

Definition 1.24. Seien T = (X, O) und T' = (X', O') zwei topologische Riume, f : X — X' eine
Abbildung und x € X ein Punkt. Dann sagen wir:

fist stetigin x <= Fiiralle U’ € U(f(x)) gilt f~H(U') € U(x).

Proposition 1.25. Seien T = (X, O) und T' = (X', O') zwei topologische Riume und f : X — X'
eine Abbildung. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i)  f ist stetig.
(ii)  f ist stetigin allen x € X.

(iii) Firalle U C X ist f(U) C f(U).
(iv) Fiiralle U’ ® X' gilt f~1(U') @ X.

Beweis. Zunéchst gelte Aussage (i). Zu jedem x € X und jedem U’ € U(f(x)) existiert nach
Definition 1.5 ein V' @ X’ mit f(x) € V' C U’. Dann folgt sofort x € f~1(V’) C f~}(U’) und
wegen der Stetigkeit von f gilt f~1(V’) @ X. Insgesamt erhalten wir f~1(U’) € U(x) und nach
Definition 1.24 somit Aussage (ii).
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Gelte nun Aussage (ii), sei U C X eine beliebige Teilmenge und sei x € U. Da f stetig in x
ist, gilt fiir jedes V' € U(f(x)) automatisch f~1(V’') € U(x). Wir kénnen daher Teil (b) von
Proposition 1.14 anwenden und erhalten f (V') N U # @. Nach Abbilden mit f folgt

@ #FFHV)nU) S F(FHVY) N ) S VN fU).
Wieder mit Teil (b) von Proposition 1.14 folgt f(x) € f(U) und somit insgesamt Aussage (iii).
Nun gelte Aussage (iii) und sei U’ @ X’. Dann gilt

FF@) € R T - U
Betrachten wir auf beiden Seiten die Urbilder unter f, so erhalten wir
fran e e i,
also f~1(U’') @ X und insgesamt Aussage (iv).
Gelte schlieBSlich Aussage (iv). Fiir jedes U’ @ X' gilt sofort
FUUY = X (0N U) = X (XU,
Wegen X'\ U’ @ X’ und (iv) wissen wir aber auch f~! (X’ u’ ) @ X, nach dem Obigen also

f~1(U’) @ X und insgesamt Aussage (i). O

Bemerkung 1.26. Es ist a priori unklar, wie die Stetigkeitsbegriffe aus den Definitionen 1.18 und 1.24
mit dem in der Analysis eingefiihrten Stetigkeitsbegriff fiir reelle Funktionen zusammenhingen. Wir
wollen diese Frage nun untersuchen und geben zunichst eine Definition letzteren Begriffs im etwas
allgemeineren Setting metrischer Riume wider:

Seien (X,d), (X', d") metrische Riume, f : X — X' eine Abbildung und x € X ein Punkt. Dann sagen
wir:

fist e-6-stetigin x ;<= Ve > 036 >0Vy € X:d(x,y) <6 = d'(f(x), f(y)) < e
Mithilfe der in Beispiel 1.7 eingefiihrten e-Umgebungen lisst sich dies umformulieren zu:

f ist e-0-stetigin x <= Ve > 030 >0Vy € X:y € Us(x) = f(y) € Us(f(x))
<= Ve>030>0: f(Us(x)) C Ue(f(x))
= Ve>036>0:Us(x) C fHU(f(x))).

Die letzte Formulierung ihnelt bereits der Definition des Begriffs der Stetigkeit in einem Punkt x € X.
Tatsichlich gilt

f ist e-b-stetigin x <= f ist stetig in x im Sinne von Definition 1.24,
denn: Gelte zunichst die e-5-Stetigkeit von f in einem x € X. Da nach Beispiel 1.7 die 6-Umgebung
Uy (x) fiir alle 6 > 0 eine offene Umgebung von x ist, folgt
Fiirallee > 0gilt f ' (Us(f(x))) € U(x).


https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/8101/display/?page=1
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/8101/display/?page=1
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Seinun U’ € U(f(x)) beliebig. Nach Definition der metrischen Topologie auf X' gibt es dann ein ¢ > 0
mit f(x) € Ue(f(x)) C U undalso x € f~1(Ue(f(x))) C f~1(U'). Nach (F,) ist daher f~1(U’)
im Filter U(x) enthalten und somit insgesamt f stetig in x.

Sei nun umgekehrt f stetig in einem Punkt x € X. Da nach Beispiel 1.7 die e-Umgebung U, (f(x)) fiir
allee > 0in U(f(x)) liegt, folgt mit Definition 1.24

Fiirallee > 0 gilt f ' (Us(f(x))) € U(x).
Nach Definition der metrischen Topologie in X folgt

Fiir alle e > 0 gibt es ein & > 0 mit Us(x) C f~ 1 (U:(f(x)))
und insgesamt somit die e-0-Stetigkeit von f in x. #
Nach Proposition 1.25 ist also die Abbildung f genau dann stetig, wenn sie e-6-stetig allen x € X ist.
Im Spezialfall metrischer Raiume lasst es sich mit dem Begriff der e-6-Stetigkeit oft angenehmer
arbeiten als mit den Stetigkeitsbegriffen aus den Definitionen 1.18 und 1.24. Wir betrachten
noch ein weiteres Beispiel fiir einen Homdomorphismus in diesem Kontext.
Beispiel 1.27. Fiir beliebige a,b € R mit a < bgilt (a,b) = R,

denn: Mit dem Begriff der e-0-Stetigkeit aus Bemerkung 1.26 lisst sich leicht einsehen, dass Homothetien
x = A-xmit A € Roo und Translationen x — x + xo mit xo € R Homdomorphismen von R auf sich
selbst sind. Es geniigt daher zum Beweis der Behauptung (—7%, %) = R zu zeigen.

Aus der reellen Analysis ist bekannt, dass der Tangens tan : (=7, %) — R stetig und bijektiv ist und
die stetige Umkehrfunktion arctan : R — (=7, ) hat. #
Definition 1.28. Seien T = (X, O) und T' = (X', 0') zwei topologische Riume und f : X — X'
eine Abbildung. Dann sagen wir:

f ist offen <= fiiralle U @ X gilt f(U) @ X/,

f ist abgeschlossen <= firalleU ® X gilt f(U) @ X'
Proposition 1.29. Seien T = (X, O) und T' = (X', O') zwei topologische Riume und f : X — X'
eine stetige, bijektive Abbildung. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i)  f ist ein Homdomorphismus.
(i)  f ist offen.
(iii)  f ist abgeschlossen.
Beweis. Nach Definition 1.21 ist f genau dann ein Homdomorphismus, wenn f~! stetig ist.
Weiter gilt nach Definition 1.24 und Proposition 1.25
fist stetig <= fiiralle U © X gilt f(U) © X’
< firalleU @ X gilt f(U) @ X'

Die Proposition folgt sofort mit Definition 1.28. O
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1.3 Erzeugung von Topologien

Ahnlich wie man in der Linearen Algebra Vektorraume lieber als Erzeugnis einer geeigneten
Basis darstellt als alle Elemente einzeln anzugeben, mochten wir in diesem Abschnitt geeignete
Wege zur Erzeugung von Topologien auf gegebenen Mengen finden. Bevor wir dies tun, fithren
wir aber noch eine Methode ein, Topologien auf derselben Menge miteinander zu vergleichen.

Definition 1.30. Sei (X, <) eine halbgeordnete Menge. Dann sagen wir:

(X, <) ist ein Verband <= fiirallex,y € X gilt inf{x,y},sup{x,y} € X,
(X, <) ist ein vollstindiger Verband <= fiiralle @ # U C X gilt infU,sup U € X.

Beispiel 1.31. (a) Eine totalgeordnete Menge (X, <) ist stets ein Verband, denn dann gilt
inf{x,y} = min{x,y} und sup{x,y} =max{x,y}  firallex,y € X.
Ein Beispiel hierfiir ist (R, <) mit der bekannten Totalordnung < auf R.

(b) (R, <) aus (a) ist kein vollstindiger Verband, da offensichtlich ist etwa sup R ¢ R. Erweitern wir
jedoch R um zwei Symbole Loo mit —oco < x < +-co fiir alle x € R und setzen fiir eine beliebige
Teilmenge U C R

infl = —oo, falls es fiir alle xg € R ein x € U gibt mit x < xo,
sup U = +oo, falls es fiir alle xo € R ein x € U gibt mit x > xo,

so wird (R U {zoo}, <) zu einem vollstindigen Verband.
(c) Fiir eine beliebige Menge X ist (P(X), C) ein vollstindiger Verband, denn fiir alle d C P(X) gilt

infld = (YU und supUd = | J U.
ueu ueu
Definition 1.32. Sei X eine Menge und sei
Top(X) :={O C P(X) | O Topologie auf X}
die Menge der Topologien auf X. Fiir zwei Topologien O, Q' € Top(X) sagen wir:
O ist feiner als O’ (bzw. O ist gréberals O) = O’ CO.

Satz 1.33. Fiir eine beliebige Menge X ist (Top(X), C) ein vollstindiger Verband.

Beweis. Sei {O; | i € 1} C Top(X) nichtleer. Dann ist auch ;c; O; € Top(X), da sich die

Giltigkeit der Axiome (Tl(o)), (TZ(O)) und (Téo)) von den einzelnen O; vererbt. Genau wie in
Teil (c) von Beispiel 1.31 gilt daher

inf O; = () O; € Top(X). (1.1)

il i€l
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Wir kénnen nicht die analoge Argumentation benutzen, um zu zeigen, dass auch sup,_; O; in
Top(X) enthalten ist, denn im Allgemeinen ist [J;c; O; keine Topologie auf X. Andererseits ist
offensichtlich die diskrete Topologie P(X) eine obere Schranke von {O; | i € I} in Top(X), so
dass die Menge der Topologien von X, die eine obere Schranke von {O; | i € I} sind, nichtleer
ist. Nach (1.1) liegt daher ihr Infimum in 7op(X); es gilt also

sup O; = inf{O € Top(X) | O ist obere Schranke von {O; | i € I}} € TJop(X). (1.2

iel

O]

Aus Satz 1.33 folgt sofort:

Korollar 1.34. Ist E eine Eigenschaft von Topologien auf X, die sich auf alle feineren bzw. groberen
Topologien auf X vererbt, so ist inf{ O € Top(X) | O etfiillt E} bzw. sup{O € Top(X) | O erfiillt E}
die grobste bzw. feinste Topologie auf X, die E erfiillt.

Ein Spezialfall von Korollar 1.34 hilft uns bei der Préazisierung der folgenden

Frage: Sei ndmlich X eine Menge und S C P(X) beliebig. Wie sieht dann die grobste Topologie
auf X aus, die S enthalt?

Definition 1.35. Sei X eine Menge und S C P(X) beliebig. Dann heif3t
Os :=inf{O € Top(X) | S C O},
die nach Korollar 1.34 grobste Topologie, die S enthiilt, die von S erzeugte Topologie. Umgekehrt heifst
S eine Subbasis der Topologie Og.
Bemerkung 1.36. Sei {O; | i € I} C Top(X) nichtleer. Dann gilt

sup O; 2 inf{O € Top(X) | O ist obere Schranke von {O; | i € I}}
iel
= inf{O € Top(X) | | J O; C O}
icl
= OUes 01

die Vereinigung | J;c; O; ist also eine Subbasis der Topologie sup;_; O;.

Definition 1.37. Sei T = (X, O) ein topologischer Raum und sei B C O. Wir sagen dann:

B ist eine Basis der Topologie O :<=  jedes O € O ist Vereinigung von Mengen aus B.

Beispiel 1.38. Die Menge der offenen Kugeln ist eine Basis der Standardtopologie von R".

Proposition 1.39 (Basiskriterium). Sei X eine Menge. Eine Teilmenge B C P(X) ist genau dann
eine Basis einer Topologie O von X, wenn die folgenden Axiome gelten:
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(B1) UpepB=X.
(By) Fiiralle B,C € Bist BN C eine Vereinigung von Mengen aus B.

In diesem Fall ist O eindeutig bestimmt und es gilt

O = {U C X | U ist Vereinigung von Mengen aus B}.

Beweis. Sei zundchst B die Basis einer beliebigen Topologie O auf X. Wegen X € O folgt dann

(B1) sofort aus Definition 1.37. Weiter gilt fiir B,C € B C O mit (Téo)), dass auch BN Cin O
liegt. Auch (B,) folgt nun mit Definition 1.37.

Sei umgekehrt B C P(X) eine Teilmenge, die (B1) und (B,) erfiillt, und sei
O = {U C X | U ist Vereinigung von Mengen aus 5}
wie in der Proposition angegeben. Dann ist B C O nach Konstruktion und O ist eine Topologie,

denn: Die leere Vereinigung @ ist trivialerweise in O enthalten und X nach (Bs). Es folgt, dass
O Axiom (Tl(o)) erfiillt.

Dass O auch Axiom (Tz(o)) gentigt, ist klar.

Zum Nachweis von (Téo)) betrachten wir

UVeO mitd=|JBundV =] fir B, C; € B.
iel j€]

Nach (B) sind dann alle Mengen der Form B; N C; in B enthalten. Es folgt

unv= U (BiﬂC]') €.
(i,j)eIx]

Nach Konstruktion ist B eine Basis der Topologie O.

Es verbleibt zu zeigen, dass O mit der nachgewiesenen Eigenschaft eindeutig ist. Sei also O’
eine weitere Topologie, fiir die B eine Basis ist. Ein beliebiges O € O lasst sich nach Definition

1.37 als Vereinigung von Mengen aus B C O’ schreiben. Da O’ Axiom (Tz(o)) erfiillt, folgt
O € O und somit O C O'. Die Eindeutigkeit von O folgt, da sich O’ C O komplett analog
zeigen ldsst. O

Wir konnen nun noch einen Zusammenhang zwischen Basen und Subbasen einer Topologie
herstellen:

Korollar 1.40. Sei X eine Menge, S C P(X) beliebig und
B := {U C X | U ist endlicher Durchschnitt von Mengen in S}.

Dann ist B eine Basis der von S erzeugten Topologie Os.



1.3. Erzeugung von Topologien 16

Beweis. Nach Proposition 1.39 ist B Basis einer Topologie O auf X,

denn: Nach Konstruktion ist der leere Durchschnitt X € B, so dass (By) erfiillt ist. Offensichtlich
gilt auch (By). #

Es ist hierbei O = Og,

denn: Sei 0" € Top(X) mit S C O'. Da O’ Axiom (Téo)) erfiillt, folgt dann B C O’, und da O’

Axiom (TZ(O)) erfiillt und nach Definition 1.37 auch O C O'. Esist also O die grobste Topologie
auf X, die S enthilt, also O = Og. #

O]

Bemerkung 1.41. Ist S eine Subbasis eines topologischen Raums T = (X, O), so sind die Mengen
aus O gerade die Vereinigungen endlicher Durchschnitte von Mengen von S.

Proposition 1.42. Seien T = (X, O) und T’ = (X', O") zwei topologische Riume, BB eine Basis von
O, B' eine Basis von O', S’ eine Subbasis von O" und f : X — X' eine Abbildung. Dann gelten die
folgenden Aussagen:

(a) fstetig <= firalleB € B'ist f1(B') € O <= fiiralleS € S'ist f~1(S') € O.
(b) fofftn <= fiiralleB € Bist f(B) € O

Beweis. Behauptung (a) folgt mit

f_l(U uy) = Uf_l(ul() und f_l(ﬂ uj) = ﬂf_l(ll{) fiir beliebige U] C X’

iel iel iel iel

und Behauptung (b) folgt mit

fUW) = f(u) fiir beliebige U; C X.

icl icl

Definition 1.43. Sei X eine Menge, F ein Filter auf X und B C F. Dann sagen wir:
B ist eine Basis des Filters '  :<= fiiralle F € F gibtesein B € Bmit B C F.

Eine Basis des Umgebungsfilters U (x) eines Punktes x € X nennen wir auch kurz eine Umgebungs-
basis von x.

Beispiel 1.44. Sei T = (X, O) ein topologischer Raum und x € X ein Punkt. Dann gilt:

(a) Stetsist {O € O | x € O} eine Umgebungsbasis von x.

(b) Im Spezialfall T = Xgisk ist {{x}} eine Umgebungsbasis von x.

(c) Im Spezialfall T = R (mit der Standardtopologie) ist {U.1(x) | n € IN,n > N} fiir ein beliebiges
N € NN eine Umgebungsbasis von x.
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Proposition 1.45 (Filterbasiskriterium). Sei X eine Menge. Eine Teilmenge B C P(X) ist genau
dann eine Basis eines Filters F auf X, wenn die folgenden Axiome gelten:

(FB1) B# Qund @ ¢ B.
(FBy) Fiiralle B,C € B gibtesein D € Bmit D C BN C.
In diesem Fall ist F eindeutig bestimmt und es gilt
F={UCX| esgibtein Be BmitB C U}.
Beweis. Sei zundchst B Basis eines Filters F auf X. Wir miissen zeigen, dass B den Axiomen
(FB1) und (FB;) geniigt.

Nach (F;) gilt X € F, und nach Definition 1.43 gibt es ein B € B mit B C X. Insbesondere gilt
B # @. Wieder nach (F; ) gilt @ ¢ F. Da nach Definition 1.43 aber auch B C F gilt, folgt @ ¢ B
und insgesamt (FBy).

Seien B,C € B C F. Nach (F;) folgt dann B N C € F und nach Definition 1.43 gibt es somit
ein D € Bmit D C B N C. Hiermit ist auch die Giiltigkeit von (FB;) nachgewiesen.

Sei umgekehrt B C P(X) eine Teilmenge, die (FB;) und (FB,) erfiillt, und sei
F={UCX| esgibteinB € BmitB C U}

wie in der Proposition angegeben. Dann ist B C F nach Konstruktion und F ist ein Filter auf
X,

denn: Nach (FB;) gilt @ ¢ B und B # @. Nach Definition von F folgt daher sofort auch @ ¢ F
und X € F,also (F).

Seien U € F und V C X mit U C V. Nach Definition von F gibt es dann ein B € B mit
B C U C V, so dass V nach Konstruktion in F liegt. Insgesamt folgt (F,).

Seien U, V € F. Nach Definition von F gibt es dann B,C € Bmit B C U und C C V. Zwangs-
laufig gilt dann BN C C U N V und wegen (FB;) gibteseinD € Bmit D CBNCCUNV.
Nach Konstruktion von F gilt somit U N V € F. Insgesamt haben wir (F3) gezeigt. #

Nach Konstruktion ist B eine Basis des Filters F.

Es verbleibt zu zeigen, dass F mit der nachgewiesenen Eigenschaft eindeutig ist. Sei also F' ein
weiterer Filter auf X, fiir den B eine Basis ist. Nach Definition 1.43 gilt dann einerseits B C F/,
andererseits gibt es fiir jedes beliebige F € F ein B € B C F' mit B C F. Mit (F,) folgt F € F
und somit insgesamt 7 C F'. Die Eindeutigkeit von F folgt, da sich 7' C F komplett analog
zeigen lasst. O

Proposition 1.46. Sei 7 = (X, O) ein topologischer Raum. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Ist B eine Basis von O, so ist fiir jedes x € X die Menge B(x) := {B € B | x € B} eine
Umgebungsbasis von x.



1.4. Initial- und Finaltopologie 18

(b) Ist B(x) fiir jedes x € X eine Umgebungsbasis, so ist B := |J,cx B(x) eine Basis von O.

Beweis. Zum Beweis von Behauptung (a) betrachten wir eine Basis B von O. Fiir jedes x € X
gilt dann offensichtlich
@ ¢ B(x):={BeB|xeB}

Da B Axiom (B ) erfiillt, gilt zudem B(x) # @, so dass B(x) Axiom (FB;) gentigt. Fiir beliebige
B,C € B(x) C B ist der Durchschnitt B N C nach Axiom (B;) eine Vereinigung von Mengen
in B. Wegen x € B N C muss eine dieser Mengen x enthalten und also in B(x) liegen. Es gibt
daher ein D € B(x), das in B N C als Teilmenge enthalten ist und B(x) geniigt auch Axiom
(FB,). Mit Proposition 1.45 folgt Behauptung (a).

Wir wollen nun Behauptung (b) nachweisen. Sei dafiir O € O beliebig. Dann gilt O € U (x) fiir
alle x € O und nach Definition 1.43 gibt es jeweils ein B(x) € B(x) mit x € B(x) C O. Folglich
ist O = Uyeo B(x) eine Vereinigung von Mengen aus B := |J,cx B(x). Mit Definition 1.37 folgt
Behauptung (b). O

Proposition 1.47. Seien T = (X, O) und T' = (X', Q') topologische Riiume, x € X ein Punkt und
f: X — X' eine Abbildung. Seien weiter B(x) eine Umgebungsbasis von x in X und B'(f(x)) eine
Umgebungsbasis von f(x) in X'. Dann sind die folgenden Aussagen iquivalent:

(i)  fiststetigin x.
(ii) Fiiralle B' € B'(f(x)) gilt f1(B") € U(x).
(iii) Fiiralle B" € B'(f(x)) gibt es ein B € B(x) mit f(B) C B'.

Beweis. Gelte zunichst (i), sei also f stetig. Mit B(f(x)) C U (f(x)) und Definition 1.24 folgt
dann bereits

B (f(x)) SU(x),

also Aussage (ii).

Gelte nun (ii), fiir alle B’ € B'(f(x)) gelte also f ' (B’) € U(x). Nach Definition 1.43 gibt es in
dieser Situation stets ein B € B(x) mit B C f~!(B’), also mit f(B) C B’, und es gilt Aussage
(iif).

SchlieBlich gelte (iii). Sei U’ € U(f(x)). Nach Definition 1.43 gibt es dann ein B’ € B'(f(x))
mit B’ C U’. Nach (iii) gibt es weiter ein B € B(x) mit f(B) C B’ C U’, also mit B C f~}(U’).
Mit B € B(x) C U(x) und Axiom (F,) folgt f~1(U’) € U(x) und nach Definition 1.24 somit die
Stetigkeit von f in x, also Aussage (i). O

1.4 Initial- und Finaltopologie

Definition 1.48. Sei X eine Menge und sei ((X;, Oi))i o1 ¢ine Familie topologischer Riume mit zuge-
horigen Abbildungen f; : X — X;. Dann heift die grobste Topologie, beziiglich derer alle f; stetig sind,
die Initialtopologie auf X beziiglich (f;)ic;.
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Offensichtlich gilt in der Situation von Definition 1.48

fiHO0) = {f71(0:) |0 € O;} € Top(X).
Nach Korollar 1.34 ist dann die Initialtopologie auf X beziiglich (f;);c; durch

1.35 . - -
iel !

gegeben.
Proposition 1.49 (Stetigkeitskriterium fiir die Initialtopologie). Sei X eine Menge und sei
((Xi, 0y)), o eine Familie topologischer Riume mit zugehorigen Abbildungen f; : X — X;. X trage

die Initialtopologie O beziiglich (f;)ic;. Seien weiter (X', O') ein topologischer Raum und g : X' — X
eine Abbildung. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

X 3. x

fX /i

X;
(i) g ist stetig.
(ii)  Fiirallei € I ist die Verkniipfung f; o g stetig.
Beweis. Die Abbildungen f; sind nach Konstruktion stetig. Gilt nun (i), ist also g stetig, so sind
offensichtlich auch alle Verkniipfungen f; o ¢ stetig, es gilt also (ii).

Gelte nun umgekehrt (ii). Nach der der Proposition vorangehenden Uberlegung ist durch S :=
Uier f; 1 (O;) eine Subbasis von O gegeben. Fiir ein beliebiges S € S gibt es eini € [ und ein
O; € O;mit S = f,1(0;). Es folgt

§7(5) =57 (7(00) = (fiog) ' (0) € O

und mit Teil (a) von Proposition 1.42 die Stetigkeit von g, also (i). O

Definition 1.50. Seien T = (X, O) ein topologischer Raum, X' C X eine Teilmenge und

/

X X <X,
L= I ,
X — X

die Inklusionsabbildung. Die Initialtopologie auf X' beziiglich 15, heifit die induzierte Topologie oder
Unterraumtopologie auf X' und wird mit O|x: bezeichnet. Nach (1.3) gilt

Olx = (15)71(0) ={(%)7(0) |0 € O} ={ONX'| 0 € O}.
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Wir nennen (X', O|x/) einen (topologischen) Unterraum von T . Falls nicht ausdriicklich anders
gesagt, werden wir kiinftig Teilmengen X' C X eines topologischen Raumes T = (X, O) stets als
Unterriume mit der induzierten Topologie betrachten.

Jede Teilmenge U’ C X' heifit

(relativ) offen in X' <= U €0y,
(relativ) abgeschlossen in X' = U eAlxy:={X'~"0|0e0|x},
(relativ) abgeschloffen in X’ <= U €0|xnAx.

Beispiel 1.51. Wir benutzen die Notation von Definition 1.50. Im Kontext der induzierten Topologie
gibt es die folgenden wichtigen Spezialfille:

(@) X' @ X. Dann gilt
Olx ={0nNX' |00} ={0€0|0CX},
fiir Teilmengen U' C X' ist in diesem Fall also ,,offen in X" und ,,offen in X'* dasselbe.
(b) X' @ X. Dann gilt

Ay = {X'~ (0N X')|0e 0O}
—{(X~0)nX |0€e 0}
—{ANX |Ac A
—{Ac A|ACX},

fiir Teilmengen U' C X' ist in diesem Fall also ,,abgeschlossen in X" und ,abgeschlossen in X'*
dasselbe.

Beispiel 1.52. Wir betrachten die ganzen Zahlen 7. als Teilraum in den reellen Zahlen R mit der
Standardtopologie. Dann ist offensichtlich fiir jedes x € Z.

{x}=7Zn U%(x)

relativ offen in Z und man sieht leicht ein, dass die von R induzierte Topologie auf 7. mit der diskreten
Topologie auf 7. iibereinstimmt. Wir sagen daher auch, 7. ist ein diskreter Unterraum von R.

Proposition 1.53. Seien T = (X, O) und T' = (X', O') zwei topologische Riume und f : X — X'
eine Abbildung. Seien weiter U C X und U’ C X' Teilmengen mit f(U) C U'. Dann bezeichnet

u . u —>U/,
e { Db

die Einschrinkung von f auf U mit zu U’ verkleinerter Zielmenge.* Ist nun f stetig, so auch f|¥ .

“Insbesondere stimmt f \5/ mit der tblichen Einschrankung f|; tiberein.
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Beweis. Zujedem O’ € O'|y existiert ein O’ € O’ mit O’ = O’ N U’. Wegen der Stetigkeit von
f gilt fiir dieses f~1(0’) € O. Es folgt

(FIE) 710" = (FIE)~ (O’ﬁ u’)
=f(@nu)nu
=170 ’)ﬂf Huhn
=f" 1( /) NnNu € O‘U
und somit die Stetigkeit von f|Y'. O

Bemerkung 1.54. Seien T = (X, O) und T' = (X', O') zwei topologische Riume, f : X — X' eine
Abbildung und gelte X = J;c; U; fiir geeignete Teilmengen U; C X. Ist f stetig, so offensichtlich auch
alle Einschrinkungen f|y, mit i € 1. Sind umgekehrt alle Einschrinkungen f|y, mit i € I stetig, so
muss f selbst deshalb nicht stetig sein,

denn: Wir geben ein Gegenbeispiel an. Seien X = R mit der Standardtopologie, X' = {0,1} mit der
diskreten Topologie und f : X — X' mit

_JO firx € Q,
f(x)_{l fiirx € R~ Q.

Seien schliefilich Uy = Q und U, = R ~\ Q, jeweils mit der von R induzierten Topologie. Dann sind
die Einschrinkungen

flu { =Q —» {1}, f|2.{u2 R~Q — {01},

0 =1

als konstante Funktionen trivialerweise stetig. Die Funktion f selbst ist aber nicht stetig, weil
~1({0}) = Q in R nicht offen ist. #

Proposition 1.55. Seien T = (X, O) und T' = (X', O') zwei topologische Riume, f : X — X' eine
Abbildung und gelte X = \J;c; U; mit einer der folgenden beiden Zusatzbedingungen:

(A) U; © Xfiirallei € 1,

(B) U; @ X fiirallei € I und I endlich.

Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(i)  f iststetig.

(ii)  Alle Einschrinkungen f|y, miti € I sind stetig.

Beweis. Dass (i) auch ohne die Voraussetzungen (A) bzw. (B) sofort (ii) impliziert, ist klar — das
hatten wir schon in Bemerkung 1.54 festgestellt.
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Gelten nun (ii) und (A) bzw. (B) und sei U’ C X' offen bzw. abgeschlossen. Wir haben
A=y nw) =UFly(
i€l i€l

Nach (ii) und Definition 1.18 bzw. Proposition 1.25 ist f| &l_l (U') fir jedes i € I offen bzw. abge-
schlossen in U; und nach (A) bzw. (B) und Beispiel 1.51 sogar offen bzw. abgeschlossen in X.
Es folgt, dass f~1(U’) offen bzw. abgeschlossen in X ist und somit nach Definition 1.18 bzw.
Proposition 1.25 die Stetigkeit von f, also (i). O

Definition 1.56. Sei X eine Menge und sei ((X;, O;)), o1 ¢ine Familie topologischer Riume mit zuge-
horigen Abbildungen f; : X; — X. Dann heifSt die femste Topologie, beziiglich derer alle f; stetig sind,
die Finaltopologie auf X beziiglich (f;)ic].

Offensichtlich gilt in der Situation von Definition 1.56
(f)+(0) ={U S X | fT{(U) € O} € Top(X).
Nach Korollar 1.34 ist dann die Finaltopologie auf X beztiglich (f;);c; durch

sup{O € Top(X) | O € ((f)-(0)} = inf(£).(0) = N(f)(O)) (14)

icl icl

gegeben. Insbesondere ist eine Teilmenge U C X genau dann offen beziiglich der Finaltopolo-
gie, wenn f; 1(U) € O; fiirallei € I.

Proposition 1.57 (Stetigkeitskriterium fiir die Finaltopologie). Sei X eine beliebige Menge und sei
((Xi, 0y)), o eine Familie topologischer Riume mit zugehdrigen Abbildungen f; : X; — X. X trage die
analtopologze O beziiglich (f;)icj. Seien weiter (X', O') ein topologischer Raum und g : X — X' eine
Abbildung. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

X=X
Xi

(i) g ist stetig.

(ii)  Fiirallei € I ist die Verkniipfung g o f; stetig.

Beweis. Die Abbildungen f; sind nach Konstruktion stetig. Gilt nun (i), ist also g stetig, so sind
offensichtlich auch alle Verkniipfungen g o f; stetig, es gilt also (ii).

Gelte nun umgekehrt (ii). Fiir ein beliebiges O’ € O’ gilt dann

F(g1(0") = (g0 f)"1(O)) € O; fiirallei € I,

so dass g1 (O’) nach Konstruktion fiir alle i € I in (f;).(0O;) liegt. Nach (1.4) folgt g~ *(0’) € O
und somit die Stetigkeit von g, also (i). O
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Definition 1.58. Seien T = (X, O) ein topologischer Raum, ~ eine Aquivalenzrelation auf X und

{X — X/,
| e ei={yeX|y~x}

die Projektionsabbildung. Die Finaltopologie O beziiglich p heifit die Quotiententopologie oder Iden-
tifizierungstopologie auf X /. Nach (1.4) gilt

O={UcCX/-|p (U co0}.
Wir nennen (X/ ~, Q) einen Quotientenraum von T.
Korollar 1.59 (Stetigkeitskriterium fiir die Quotiententopologie). Seien 7 = (X, O) und T' =
(X', O") zwei topologische Riume, ~ eine Aquivalenzrelation auf X und p : X — X/ .. die Projekti-

onsabbildung wie in Definition 1.58. Dann gilt: Genau dann ist eine Abbildung f : X/ — X' stetig,
wenn auch f o p stetig ist.

X—tox/.

PN

X/
Beweis. Das ist ein Spezialfall von Proposition 1.57. O

Beispiel 1.60. Sei X := R""! \ {0} und sei
x~y = ye(x)r firalex,yeX.

Dann ist ~ offensichtlich eine Aquivalenzrelation auf X und P"(R) := X/ ., versehen mit der Quoti-
ententopologie, heifit der n-dimensionale projektive Raum. Fiir '(xo, ..., x,) € R"1 < {0} schrei-
ben wir

(x0:...:x,) := [(x0,...,%,)] € P"(R).
Man kann zeigen, dass fiir jedes i € {1,...,n} die Abbildung
- R" — P*(R),
Ve, xn) = (i x T e xy)

injektiv, stetig und offen ist, so dass wir einen Homoomorphismus zwischen R" und einem offenen
Unterraum h;(R"™) von P"(R) erhalten. Wegen

n
P"(R) = [J hi(R")
i=1
besitzt P"(R) eine offene Uberdeckung durch n + 1 solcher offenen Unterriiume. Jeder der Unterriume
hi(R™) @ P"(R) ist das Komplement einer Hyperebene

Hi:={(xo:...:x,) € P"(R) | x;, =0}

und es gilt h;(R") = P"(R), so dass h;(R") nach Definition 1.16 dicht in P"(R) ist.
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Satz 1.61 (Homomorphiesatz fiir topologische Raume). Seien 7 = (X, O) und T' = (X', O’)
zwei topologische Riume und f : X — X' eine stetige Abbildung. Fiir x,y € X setzen wir

x~py = f(x) = f(y)

Offensichtlich ist dann ~ ¢ eine Aquivalenzrelation auf X und das Diagramm

x— I o x

| )

X/ —= (%)

kommutiert, wobei p die Quotientenabbildung ist, i die offensichtliche Inklusion und die Bijektion f
durch [x|~, — f(x) definiert. Weiter gelten die folgenden Aussagen:

(a) Die Abbildungen p, f und i sind alle stetig.

(b) Genau dann ist f ein Homdomorphismus, wenn
f(U) @ f(X) fiiralleU © X mit p~' (p(U)) = U°
gilt.

Beweis. Die Projektion p ist nach Konstruktion der Quotiententopologie stetig und die Inklusi-
on i nach Konstruktion der Unterraumtopologie. Es ist aber auch f stetig,

denn: Wegen der Kommutativitdt des Diagrammsist f = io f o p stetig, nach Korollar 1.59 auch
i o f und nach Proposition 1.53 auch f. #

Insgesamt folgt Behauptung (a).

Zum Beweis von Behauptung (b) nehmen wir zunéchst an, f sei ein Homéomorphismus und
nach Proposition 1.29 also offen. Fiir jedes U © X mit p~!(p(U)) = U ist das Bild p(U)
nach Konstruktion der Quotiententopologie offen in X/ . Wegen der Kommutativitat des
Diagramms folgt

fU) = (io fop)(U) = f(p(U)) @ f(X).

Umgekehrt ist fiir jedes V @ X/, wegen der Stetigkeit von p das Urbild U := p~1(V) offen in

X und eine Vereinigung von Aquivalenzklassen bzgl. ~¢, so dass nach Voraussetzung f(U) ©
f(X) gilt. Mit der Surjektivitdt von p und der Kommutativitit des Diagramms folgt

fOV)=Fp(p (V) = (fep)(p (V) = (fop)(U) = (iofop)(U) = f(U),

also f(V) @ f(X). Es folgt, dass f eine offene Abbildung und nach Proposition 1.29 somit auch
ein Homoomorphismus ist. O

5Das heifit, U ist Vereinigung von Aquivalenzklassen bzgl. ~ ,also von Fasern f “1({«x'}) mitx’ € X".
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Bemerkung 1.62. In der Situation des Homomorphiesatzes 1.61 ist die Abbildung f ohne die Zusatz-
voraussetzung im Allgemeinen kein Homoomorphismus,

denn: Ist etwa
X:=10,1,2}gsk, X :=10,1,2}ingisk, f:=id: X = X/,

so gilt offensichtlich x ~y y <= x =y fiir alle x,y € X und wir erhalten den Quotientenraum
X/~ = {0}, {1}, {2} s

Betrachten wir nun die Abbildung
7 {X /ey — X,

. {x} — X,

so ist {{1}} wegen p~' ({{1}}) = {1} @ X offen in X/, aber f({{1}}) = {1} nicht offen in X'.

Die Abbildung f ist somit nicht offen und nach Proposition 1.29 also auch kein Homoomorphismus. #

Beispiel 1.63. Ist

R — R?
X:=R, X =R, f:{ ', '
x > (cos2rmx,sin27mx),
so gilt fiir alle x,y € R
X~y <= (cos2mx = cos2my und sin27mx = sin2wy) <<= x—y€EZ.

Nach Teil (a) des Homomorphiesatzes 1.61 gibt es dann eine stetige, bijektive Abbildung

- {X/Nf =R/Z = f(X)=§,

(x|, =xmod Z ‘(cos 27rx, sin 27tx).

Nach Teil (b) des Homomorphiesatzes 1.61 ist f ein Homdomorphismus,

denn: Das Bild eines offenen Intervalls in R unter f ist ein ,offener Kreisbogen” in $', also der Durch-
schnitt einer offenen Kreisscheibe in R? mit $!, und insbesondere (beziiglich der Unterraumtopologie)
offen in $'. Da die offenen Intervalle nach Beispiel 1.38 eine Basis der Topologie in R bilden, lisst sich
nach Definition 1.37 jedes beliebige U © R als Vereinigung offener Intervalle schreiben. Das Bild f(U)
einer solchen Menge ist daher eine Vereinigung offener Mengen in S*, es gilt also f(U) @ f(X). #

Quotientenrdume kann man dazu benutzen, um in einem gegebenen topologischen Raum
Punkte miteinander zu identifizieren, also anschaulich miteinander zu verkleben. Um hier ein
wenig freier agieren zu konnen, werfen wir einen genaueren Blick auf Aquivalenzrelationen:

Definition 1.64. Sei X eine Menge und R C X x X eine Relation auf X. Die beziiglich Inklusion
kleinste Aquivalenzrelation auf X, die R als Teilrelation enthilt, nennen wir die Aquivalenzhiille

R := ({~ C X x X |~ ist Aquivalenzrelation auf X mit R C ~}

von R oder auch die von R erzeugte Aquivalenzrelation.
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Definition 1.65. Seien T = (X, O) ein topologischer Raum, R,R" C X und h : R — R’ bijektiv.
Sei weiter ~ die durch x ~ h(x) fiir alle x € R erzeugte Aquivalenzrelation. Dann nennen wir X/ .
zusammen mit der Quotiententopologie den Raum, der aus X durch Selbstverklebung lings h entsteht.

Bemerkung 1.66. Sei die Situation so wie in Definition 1.65.

(@) Sind R und R’ disjunkt, so gilt fiir x € X

{x} fiirx € X~ (RUR),
[x]~ =< {x,h(x)}  firx€eR,
{h=Y(x),x} fiirxeR.

(b) Ist (RUR') ® X, soist fiir U := X ~ (RUR’) die Einschrinkung p[’&(u) der Quotientenabbil-
dung p : X — X/~ ein Homéomorphismus,

denn: Die Einschrinkung p\ﬁ(u) ist bijektiv nach Konstruktion und stetig nach Proposition 1.53

und wegen der Stetigkeit von p. Nach Proposition 1.29 verbleibt die Offenheit von p|fl(u) ZU zeigen:
Fiir ein beliebiges V © U gilt wegen U © X und Beispiel 1.51 auch V- C X. Wegen V. C U und

der Bijektivitit von p|Z(u) folgt p~1(p(V)) = V © X und nach Konstruktion der Quotientento-
pologie somit p(V') © X/ . Nach Konstruktion der Unterraumtopologie folgt p(V) G p(U) und

somit die Offenheit von p|’£1(u) . #

Hieraus folgt, dass X/ . lokal bei den Punkten aus p(U) so aussieht wie X.

Beispiel 1.67. Sei I := [0,1] C R das abgeschlossene Einheitsintervall. Dann gilt:

X |R R’ h:R— R X/~
I | {0} {1} 01 $!

e

X X/

IxI| {0} xI {1} x1I (8) = (;) Yy € I | Zylindermantelfliche
R R ——
X XJ-

(o) — (3) Vxel
O () wel

Torus

IxI| ({0yxI) U (Ix{0}) | ({1}xI)U (Ix{1})
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-
XJ-

IxI| {0} xI {1} x1I ) — (1) Vy eI | Mibiusband

X XJ-

IXI| ({0} xI)U(Ix{0}) | ({1} xI)U (Ix{1}) Klein’sche Flasche

R R'%@H

» ternen Zusatzmaterial bekommen Sie amiisant veranschaulicht, wie die Verklebung in diesem
Fall funktioniert und dass eine Klein’sche Flasche nicht in den R? eingebettet werden kann.

1.5 Produkte und Summen

Definition 1.68. Sei ((X;, Oi))z‘ ¢ eine Familie topologischer Riume und sei X := [];c; X;. Dann
ist die Produkttopologie auf X als die Initialtopologie beziiglich der Familie (7t;)ic; der kanonischen
Projektionen rt; : X — X; definiert, also als die grobste Topologie auf X, beziiglich derer alle t; stetig
sind. Wenn nicht anders vermerkt, werden wir X kiinftig stets mit der Produkttopologie versehen und
den Produktraum der topologischen Riaume X; nennen.

Da die Situation von Definition 1.68 diejenige von Definition 1.48 spezialisiert, erhalten wir an
dieser Stelle das folgende Korollar von Proposition 1.49:

Korollar 1.69 (Stetigkeitskriterium fiir die Produkttopologie). Sei ((X;, Oi>)z‘ ¢ eine Familie to-
pologischer Riume und sei X := [];c; X; der Produktraum beziiglich der kanonischen Projektionen
i« X — X;. Seien weiter (X', O') ein topologischer Raum und g : X' — X eine Abbildung. Dann


https://www.youtube.com/watch?v=AAsICMPwGPY
https://www.youtube.com/watch?v=AAsICMPwGPY
https://www.youtube.com/watch?v=AAsICMPwGPY
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sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(i) g ist stetig.
(ii)  Fiirallei € I ist die Verkniipfung 7t; o g stetig.
Definition 1.70. Sei ((X;, Oi))i . €ine Familie topologischer Riume und sei X := [];c; X; der Pro-

duktraum beziiglich der kanonischen Projektionen 7t; : X — X;. Genau dann heifit eine Teilmenge
E C X eine Elementarmenge, wenn E = [];c; U; gilt mit

(El) Fiirallei € Igllt U; © X;.
(Ey) Fiir fast allei € I ist U; = X;.

Ist in der Situation von Definition 1.70 einer der topologischen Riume X; leer, so auch der
Produktraum X und wir sehen @ C @ als Elementarmenge an.

Proposition 1.71. Sei ((X;, Oi))i .1 ¢ine Familie topologischer Riume und sei X := [];c; X; der Pro-
duktraum beziiglich der kanonischen Projektionen 7t; : X — X;. Dann ist die Menge £ der Elementar-
mengen von X eine Basis der Produkttopologie.

Beweis. Nach Definition 1.68 und (1.3) ist U;e; 7t; 1 (O;) eine Subbasis der Produkttopologie.
Weiter gilt fiir ein beliebiges U; € O;

U, firj=1i
i (U) =TTV mitvjzz{f e
jel X; furj#i.

Die Mengen in £ sind genau die endlichen Durchschnitte solcher Mengen und die Proposition
folgt aus Korollar 1.40. O

Korollar 1.72. Sei ((Xl-, Oi))i . eine Familie topologischer Raume und sei X := [];c; X; der Produk-
traum beziiglich der kanonischen Projektionen rt; : X — X;. Dann ist fiir jedes x € X die Menge

Ex)={Uef|xelU}
eine Umgebungsbasis von x.

Beweis. Folgt sofort aus Proposition 1.46 und Proposition 1.71. O

Proposition 1.73. Sei ((X;, Oi))i . eine Familie topologischer Riume und sei X := [];c; X; der Pro-
duktraum beziiglich der kanonischen Projektionen mt; : X — X;. Dann gelten die folgenden Aussagen:
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(a) Fiirallei € I sind die kanonischen Projektionen 7; offen.

(b) Sind U; C X; fiirallei € 1, so gilt

[Tu =1t

i€l i€l
Beweis. Ohne Einschrankung gelte X; # @ fiir alle i € I; sonst ist nichts zu zeigen.

Wir zeigen nun zundchst Behauptung (a). Nach Proposition 1.71 ist die Menge £ der Element-
armengen von X eine Basis der Produkttopologie und nach Proposition 1.42 ist die Projektion
7; genau dann offen, wenn fiir eine beliebige Elementarmenge E € £ das Bild 7;(E) offen in X;
ist. Sei also E € £ gegeben. Nach Definition 1.70 gibt es dann eine endliche Teilmenge Ig, C I
und Teilmengen U; © X; fiir alle i € I, mit

E=T]V; mitV:=

{Uj fur] € Ifin,
jel

X] fur] Q Iﬁn.
Fiir ein beliebiges i € I folgt

U firi € I,
mwz{’““em c X,

Xi furi ¢ Iﬁn
und somit die Offenheit von 7;, also Behauptung (a).

Zum Beweis von Behauptung (b) setzen wir U := [ ;c; U;. Nach Korollar 1.72 und Teil (b) von
Proposition 1.14 gilt

xelU <= fiiralleE€&(x)gitENU#Q (1.5)

tiir ein beliebiges x € X. Es folgt die Behauptung

u=11u,

denn: Sei dafiir zundchst x = (x;);c; € U. Fiir ein beliebiges i € I und eine beliebige offene
Umgebung V; © X; von x; setzen wir V; := X; fiir alle j # i. Dann ist offensichtlich Hje 1 Vj eine
offene Umgebung von x und in £(x) enthalten. Mit (1.5) folgt

o# ([1v) nu=[1v;nuw)

jel jel

und insbesondere V; N U; # @. Da V; @ X; als offene Umgebung von x; beliebig gewahlt war,
konnen wir wieder Teil (b) von Proposition 1.14 anwenden und erhalten x; € U,. Insgesamt
folgt x € [T;c; U; und somit die erste Inklusion.

Sei nun umgekehrt x € [T;c; U; und sei E = [[;c; V; € E(x) beliebig. Nach Konstruktion ist V;
fiir jedes i € I eine offene Umgebung von x; € U;; nach Teil (b) von Proposition 1.14 gilt also
Vi N U; # @. Es folgt

EnU=]J(Vinl;) #

i€l
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und wegen (1.5) und der Beliebigkeit von E auch x € U, also die zweite Inklusion. #

O]

Definition 1.74 (universelle Eigenschaft des Produktraums). Sei ((X;, O;)), .1 eine Familie topo-
logischer Riume. Wir sagen, ein topologischer Raum (X', O') zusammen mit einer Familie (7])ic;
stetiger Abbildungen 7} : X' — X; erfiillt die universelle Eigenschaft des Produktraums zu
((Xi, 01)) o, wenn zu jedem topologischen Raum (X", 0") und jeder Familie (f;)ic; stetiger Ab-
bildungen f; : X" — X; genau eine stetige Abbildung f : X" — X' mit tio f = f; fiirallei € I
existiert.

Proposition 1.75. Sei ((X;, O;)). o eine Familie topologischer Riume. Dann gelten die folgenden Aus-
sagen:

(@) Der Produktraum X := [];c; X; zusammen mit den kanonischen Projektionen 7t; : X — X; erfiillt

die universelle Eigenschaft des Produktraums zu ((X;, (91'))1. cr

(b) Erfiillt ein topologischer Raum (X', O') zusammen mit einer Familie (71});c; stetiger Abbildungen
i+ X' — X; die universelle Eigenschaft des Produktraums zu ((X;, 0;))._,, so gibt es einen
eindeutig bestimmten Homdoomorphismus g : X' — X = [1;c; X; mit 1, = mjo g fiirallei € I.

X/ §oixX
/1]
) TTi
X

Beweis. Wir zeigen zundchst Behauptung (a). Sei (X”, ©") ein beliebiger topologischer Raum
und (f;)ic eine Familie stetiger Abbildungen f; : X — X;. Die Abbildung

f‘ {XH — X = HieIXi/

X (filx"))ier

erfiillt nach Konstruktion die Bedingung 77; o f = f; und ist stetig nach dem Stetigkeitskri-
terium fiir die Produkttopologie 1.69. Da andererseits aus 7r; o f = f; fiir alle i € I sofort
f(x") = (fi(x"))ier folgt, ist f die einzige derartige Abbildung, so dass wir nachgewiesen ha-
ben, dass X zusammen mit den Projektionen 7t; die universelle Eigenschaft des Produktraums
zu ((X;, Oi))iel erfullt.

Zum Beweis von Behauptung (b) betrachten wir nun einen topologischer Raum (X', O’), der
zusammen mit einer Familie (77});c; stetiger Abbildungen 7} : X’ — X; die universelle Ei-
genschaft des Produktraums zu ((X;, O;)), ., erfillt. Setzen wir X” = X in der universellen
Eigenschaft, so erhalten wir daher eine eindeutig bestimmte stetige Abbildung

h:X— X' mitnoh=m;firallei € I.



31 Kapitel 1. Die Grundbegriffe der Topologie

Umgekehrt erfiillt aber nach Teil (a) auch der Produktraum X die universelle Eigenschaft. Set-
zen wir X" = X’ in der universellen Eigenschaft, so erhalten wir eine eindeutig bestimmte
stetige Abbildung

¢: X' - X mitmog=n firallei € I.

Insgesamt ist die Verkettung g o i : X — X eine stetige Abbildung und gentigt der Bedingung
mio(goh)=(miog)oh=mloh=m,.

Nach der nach Teil (a) giiltigen universellen Eigenschaft des Produktraums X fiir X’ = X ist
g o h mit diesen Eigenschaften eindeutig; andererseits werden diese offensichtlich auch von
der Identitat idx erfiillt. Es folgt g o h = idx, analog auch ho g = idx und zusammen die
Homoomorphie von g. O

Bemerkung 1.76. Nach Proposition 1.75 ist der Produktraum bis auf eindeutige Homdomorphie ein-
deutig bestimmt. Die Philosophie dahinter ist, dass die universelle Eigenschaft selbst bereits alle topolo-
gischen Informationen enthilt. Es ist daher moglich, Siitze iiber Produktriume unter Verwendung der
universellen Eigenschaft und ohne Verwendung der expliziten Konstruktion der Produkttopologie zu
beweisen, so etwa die Homdomorphie

X]XX2><X3g(X1><X2)XngX1X(X2XX3).

Nachdem wir nun das Konzept des Produktraums studiert haben, wollen wir als nidchstes den
Summenraum einfithren und untersuchen dafiir die disjunkte Vereinigung gegebener topolo-
gischer Rdume naher.

Bemerkung 1.77. Fiir eine Familie (X;);c; von Mengen bezeichnet
L% = U (Xi x {i})
icl icl

die disjunkte Vereinigung der X;. Es gibt kanonische Inklusionen

x = (%))

L {Xj = Lier Xi,
¥

fiir jedes j € 1. Insbesondere gilt
HXZ' = |_| li(Xl').
iel iel

Hiiufig identifiziert man X; mit 1;(X;) und schreibt x € [1;c; X; statt 1;(x) € [icr Xi-

Definition 1.78. Sei ((X;, Oi))iel eine Familie topologischer Riaume und sei X := [[;c; X;. Dann
ist die Summentopologie auf X als die Finaltopologie beziiglich der Familie (1;);c; der kanonischen
Inklusionen 1; : X; — X definiert, also als die feinste Topologie auf X, beziiglich derer alle 1; stetig sind.
Wenn nicht anders vermerkt, werden wir X kiinftig stets mit der Summentopologie versehen und den
Summenraum (bzw. Koproduktraum) der topologischen Riume X; nennen.



1.5. Produkte und Summen 32

Da die Situation von Definition 1.78 diejenige von Definition 1.56 spezialisiert, erhalten wir an
dieser Stelle das folgende Korollar von Proposition 1.57:

Korollar 1.79 (Stetigkeitskriterium fiir die Summentopologie). Sei ((X;, Oi))z‘ ¢ ¢ine Familie to-
pologischer Riume und sei X = [l;c; X; der Summenraum beziiglich der kanonischen Inklusionen
1i » X; — X. Seien weiter (X', O') ein topologischer Raum und g : X — X' eine Abbildung. Dann sind

die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(i) g ist stetig.
(ii)  Fiirallei € I ist die Verkniipfung g o 1; stetig.

Bemerkung 1.80. Sei ((X;, Oi))i ¢ ; eine Familie topologischer Riume und sei X := [ [;¢; X; der Sum-
menraum beziiglich der kanonischen Inklusionen 1; : X; — X. Fiir eine beliebige Teilmenge U C X gilt
dann

UG X <— l-_l(U) € O fiirallei € 1, (1.6)

1
denn: Die linke Seite impliziert die rechte, da nach Konstruktion der Summentopologie die Inklusionen

1j fiir alle i € I stetig sind. Die rechte Seite impliziert aber auch die linke, da die Summentopologie als
die feinste Topologie mit dieser Eigenschaft definiert ist. #

Insbesondere gilt 1;(X;) © X fiir alle i € 1. Desweiteren sind die Inklusionen 1; : X; — X alle offen,

denn: Fiir ein fest gewihltes i € 1 sei U; © X; gegeben. Dann gilt

_ U, firj=i, . ,
G (W) = { Z fur i 4 € O;fiirallej € I

und somit 1;(U;) @ X nach (1.6). #

Definition 1.81 (universelle Eigenschaft des Summenraums). Sei ((X;, Oi))i o eine Familie to-
pologischer Riume. Wir sagen, ein topologischer Raum (X', O") zusammen mit einer Familie (1});c|
stetiger Abbildungen 1) : X; — X' erfiillt die universelle Eigenschaft des Summenraums zu
((Xi, 01)) o, wenn zu jedem topologischen Raum (X", 0") und jeder Familie (f;)cy stetiger Ab-
bildungen f; : X; — X" genau eine stetige Abbildung f : X' — X" mit f ol = f; fiirallei € I
existiert.
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Proposition 1.82. Sei ((X;, 0;)) i) eine Familie topologischer Riume. Dann gelten die folgenden Aus-

sagen:

(@) Der Summenraum X := | [;c; X; zusammen mit den kanonischen Inklusionen 1; : X; — X erfiillt
die universelle Eigenschaft des Summenraums zu ((X;, 0;)), I

(b) Erfiillt ein topologischer Raum (X', O") zusammen mit einer Familie (1});c1 stetiger Abbildungen
i+ X; — X' die universelle Eigenschaft des Summenraums zu ((X;, 0;)), o S0 gibt es einen
eindeutig bestimmten Homoomorphismus g : X = [I;c; X; — X' mit i) = g o fiirallei € I.

X §oin X!
/1]
L l;
X;

Beweis. Wir zeigen zunichst Behauptung (a). Sei (X”, O") ein beliebiger topologischer Raum
und (f;)ic eine Familie stetiger Abbildungen f; : X; — X”. Wegen X = | |;c; 4(X;) und der In-
jektivitit der Inklusionen 4; ist eine wohldefinierte Abbildung f : X = [;c; X; — X" gegeben,
wenn wir fiirallei € |

f(li(xi)) = fi(xi) fur x; € X;

setzen. Diese erfiillt die Bedingung f o 1; = f; nach Konstruktion und ist stetig nach Proposition
1.57. Da andererseits aus f oi; = f; fur alle i € I sofort f (Li(xi)) = fi(x;) fur alle x; € X;
und alle i € [ folgt, ist f die einzige derartige Abbildung, so dass wir nachgewiesen haben,
dass X zusammen mit den Inklusionen /; die universelle Eigenschaft des Summenraums zu

((Xi, Oi))iel erfillt.

Behauptung (b) zeigt man analog zum Beweis von Proposition 1.75. O

Proposition 1.83. Sei ((X;, Oi))i o eine Familie topologischer Riume, sei X := [l;c; X; als Menge
und sei O eine Topologie auf X. Dann sind die folgenden Aussagen idquivalent:

(i) O ist die Summentopologie auf X.

(i) Firallei € ist ;;(X;) € X offen und es gilt O; = 17 1(O).

(iti) Fiirallei € Iist ;;(X;) C X abgeschloffen und es gilt O; = 1;7(O).

(iv) Fiirallei € I ist 1; offen und es gilt O; = 1; 1(O).

Beweis. Gelte zundchst (i). Nach Bemerkung 1.80 gilt dann einerseits direkt
1i(Xi) © X

und andererseits

O={UcCX|;YU) € O;firallei € I}. (1.7)
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Aus letzterem erhalten wir durch Urbildnehmen unter den jeweiligen Inklusionen ¢;
FHO) = {1 (U) | U € Xmity;'(U) € O firallei € I} C O,

Umgekehrt gilt U := ;(U;) € X mit t]-_l(ll) = U; € O, fir ein beliebiges U; € O;. Wegen
7 HU) = @ € O fiiralle i # j folgt

—1 _
und somit (ii).

Gelte nun (ii). Fiir ein beliebiges j € I gilt

[](X]) =X\ |_| ll‘(X,‘) @ X
ieI~{j}
oX

und zusammen mit (ii) somit (iii).

Nun gelte (iii). Fiir beliebige i € I und U; € O; gibt es dann ein U € O mit U; = «; '(U). Es
folgt

li(ui) = li(Li_l(U)) =U N li(Xz') @ X
und somit die Offenheit von ¢;, zusammen mit (iii) also (iv).

Gelte schliefslich (iv). Zu zeigen gilt es (1.7). Sei dafiir zundchst U € O. Dann gilt nach (iv)
sofort zi’l(U) € O; fur alle i € I und somit die erste Inklusion. Ist umgekehrt U C X mit
;71 (U) € O firallei € 1, so gilt
U=||(UnuX)) =] ]u(;W)).
i€l i€l
Letzteres ist in O enthalten, da ll-_l (U) in O; liegt und ; nach (iv) offen ist. Es folgt die zweite
Inklusion und insgesamt (1.7), also (i). O

Definition 1.84. Seien (X, O) und (X', 0') topologische Riume, R C X ein Unterraum und h :
R — X' eine stetige Abbildung, die wir in diesem Kontext die Anheftungsabbildung nennen wollen.
Sei weiter X 11 X' der Summenraum beziiglich der kanonischen Inklusionen 1 : X — (X II X") und
/X — (X X') und sei ~ die auf X 11 X' von 1(r) ~ i'(h(r)) erzeugte Aquivalenzrelation. Dann
heifst

X'UpX:=(XOX')/~
der Raum, der aus X' durch Anheften von X via h entsteht.

Bemerkung 1.85. (a) Da in der Situation von Definition 1.84 keine zwei Punkte von X' miteinander
identifiziert werden, ist die kanonische Abbildung

X S XX — X' U, X

injektiv, so dass wir X' als Teilmenge von X' Uy, X auffassen kinnen. Vermage der Stetigkeit von
h kann man nun zeigen, dass die Unterraumtopologie von X' C X' Uy, X mit der urspriinglichen
Topologie auf X' iibereinstimmt, so dass X' auf kanonische Weise ein Unterraum von X' Uy, X ist.
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(b) Der angeheftete Raum X iiberlebt die Anheftung im Allgemeinen nicht unbeschadet: Zwar ist

()

X \ Rals Teilmenge von X' Uy, X noch vorhanden — und wenn R etwa offen oder abgeschlossen ist,
auch mit der richtigen Topologie — der topologische Raum X selbst kann aber unter der kanonischen
stetigen Abbildung

XS XOX — X Uy X

sehr verindert werden: Ist etwa X' = {x'} ein einzelner Punkt, so gilt 1(r) ~ /' (x') fiiraller € R,
so dass in X' Uy, X ganz R zu einem Punkt zusammengezogen wird.

XEO T <O

X XUpX

Ist allerdings h ein Homoomorphismus von R auf einen Teilraum R' C X', so ist natiirlich
X Up X = XUy X'

Nach der obigen Uberlequng sind in diesem Fall beide Riume X, X' als kanonische Teilriume in
X" Uy, X enthalten. Das Anheften ist in diesem Fall die Selbstverklebung des Summenraums X 11X’
lings h gemif$ Definition 1.65.

Abschlieflend zu diesem Thema betrachten wir noch ein Beispiel, das die Idee des Anheftens
schon veranschaulicht:

Beispiel 1.86 (Anheften eines Henkels an eine 2-Sphére). Seien einerseits X eine Kreiszylinder-
mantelfliche und R C X die Vereinigung der berandenden Kreise von X und andererseits X' eine
2-Sphiire, aus der zwei disjunkte Durchschnitte mit offenen 3-Biillen entfernt wurden, und R C X' die
Vereinigung der Rinder dieser Durchschnitte. Fiir einen beliebigen Homoomorphismus h : R — R’ ist
der Raum, der durch Anheften von X an X' via h entsteht, homdomorph zu einem Torus.

XupX




KAPITEL 2

Eigenschaften topologischer Raume

2.1 Zusammenhang

Definition 2.1. Ein topologischer Raum X heifit zusammenhdngend, wenn er nicht der Summen-
raum zweier disjunkter nichtleerer Teilriiume ist.

Proposition 2.2. Fiir einen topologischen Raum X sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) X ist nicht zusammenhingend.

(ii)  Es gibt nichtleere offene Teilmengen @ # O1,0, © X mit X = O U O,.

(iii) Es gibt nichtleere abgeschlossene Teilmengen @ # Ay, Ap @ X mit X = A1 Ul As.

(iv) Es gibt eine abgeschloffene Teilmenge @ # U C X.

(v)  Es gibt eine nichtkonstante stetige Abbildung f : X — {0,1}qisk.

Beweis. Gilt (i), so gibt es nach Definition 2.1 zwei Teilrdume
@;élll,llng mittUy N, =0und X =U; U, = Uy U Us.

Nach Proposition 1.83 gilt U;, U, © X und somit (ii).

Gelte nun (ii), gebe es also @ # 01,0, © X mit X = O; U O,. Setzen wir dann A; := X \ O; fur
i€{1,2},s0gilt® # Aj, Ay ® Xund X = A; U Ay, also (iii).

Gilt (iii), so gibt es @ # Aj, Ay @ X mit X = A; U Ap. Setzen wir U := Aj, so ist U abge-
schlossen und nichtleer, wegen X \ U = A; aber auch offen und ungleich ganz X. Es folgt

(@iv).

36
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Nun gelte (iv). Dann gibt es ein abgeschloffenes @ # U C X. Wir definieren eine Abbildung

X — {0,1}gisks

f: 1 firxe U,
X —
0 fluirx ¢ U.

Da nach Konstruktion U und X \ U beide offen und nichtleer sind, ist diese Abbildung stetig
und nichtkonstant, so dass (v) folgt.

Gelte schliefilich (v), so dass es eine nichtkonstante stetige Abbildung f : X — {0,1}4isk gibt.

Dann gilt
X=f1({o}) ufi({1}),

wobei beide Urbilder nach Konstruktion offen und nichtleer sind. Nach Proposition 1.83 gilt

daher
X=fr{oy) mfi({1})
und also (i). O
Beispiel 2.3. (a) In einem diskreten topologischen Raum sind die zusammenhiingenden Teilriume die
leere Menge @ sowie die einelementigen Teilriume.
(b) In einem indiskreten topologischen Raum sind alle Teilrdume (inklusive des gesamten Raumes)

zusammenhingend.

Proposition 2.4. Das Einheitsintervall [0,1] C R ist zusammenhiingend.

Beweis. Seien O1,0; @ [0,1] mit [0, 1] = O7 U O,. Nach Konstruktion gilt dann O;,0, ® [0,1] @
R und mit Teil (b) von Beispiel 1.51 folgt O1, O, @ R. Zudem gilt

O£Q = 1€0;,

denn: Nach dem Vollstandigkeitsaxiom der reellen Zahlen existiert fiir die nichtleere und be-
schrinkte Teilmenge @ # O; C [0, 1] ein Supremum x := sup O;.

Gébe es nun eine Umgebung U von x in R mit U N O; = @, so gédbe es nach Definition der
metrischen Topologie auf R ein € > 0 mit U,(x) = (x —¢,x +¢) C U und insbesondere gilte

(x—egx+e)N0O =0.

Wiére nun x — e < y fiir ein y € Oy, so gélte nach Konstruktion von x die Abschédtzung x — & <
y < x < x+eundalsoy € Ug(x). Das haben wir soeben ausgeschlossen, so dass x —¢ > y
tir alle y € O; gilt, was wegen x — e < x und x = sup O; aber ebenfalls nicht sein kann. Eine
Umgebung U wie angenommen kann es daher nicht geben und jede Umgebung von x in R
trifft die Menge O;. Nach Teil (b) von Proposition 1.14 gilt daher

xeﬁlzoli
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wobei wir O; @ R ausgenutzt haben.

Wegen O; @ [0, 1] gibt es ein O; @ R mit O; = O1 N [0,1]. Wegen x € O; und der Definition
der metrischen Topologie gibt es dann ein e > 0 mit U(x) C O;. Wére x # 1, so gilte x < 1
und ohne Einschrankung konnten wir auch x + ¢ < 1, also x + ¢ € [0, 1], erreichen. Es folgte

x+e€0;n0,1] =0
im Widerspruch zu x = sup O;. Es folgt x = 1und also 1 € O;. #

Analog zeigt man
O, #0 =— 1€0,.

Da O und O; nach Annahme disjunkt sind, kann die Zahl 1 nicht in beiden Mengen enthalten
sein. Es folgt O; = @ oder O, = @; es gibt also keine Zerlegung von [0, 1] wie in Aussage (ii)
von Proposition 2.2 und wir haben gezeigt, dass [0, 1] zusammenhéingend ist. ]

In Satz 2.18 werden wir allgemeiner sehen, dass die zusammenhéngenden Teilmengen von R
gerade die (offenen, halboffenen oder abgeschlossenen) Intervalle sind, wobei oo als Inter-
vallgrenzen zuldssig sind.

Proposition 2.5. Sei X ein zusammenhingender topologischer Raum. Dann gelten die folgenden Aus-
sagen:

(@) Seien X' ein weiterer topologischer Raum und f : X — X' eine stetige Abbildung. Dann ist auch
f(X) zusammenhiingend. Insbesondere ist Zusammenhang eine topologische Eigenschaft.

(b) Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf X. Dann ist auch X / . zusammenhiingend.

Beweis. Wir zeigen zundchst Behauptung (a). Da sonst nichts zu zeigen ist, konnen wir ohne
Einschrankung X # @ annehmen. Da das Bild konstanter Funktionen einelementig und somit
trivialerweise zusammenhangend ist, konnen wir zudem ohne Einschrankung annehmen, f
sei nicht konstant.

Nehmen wir nun an, f(X) wére nicht zusammenhingend. Nach Proposition 2.2 gidbe es dann
eine nichtkonstante stetige Abbildung g : f(X) — {0, 1}4isk- Folglich wire auch die Verkettung
gof: X — {0,1} ik nichtkonstant und stetig. Wieder mit Proposition 2.2 erhielten wir, dass
auch X nicht zusammenhéngend wire, was unserer Voraussetzung widerspricht. Es folgt, dass
f(X) zusammenhéngt, also Behauptung (a).

Behauptung (b) folgt unmittelbar aus Aussage (a), da die Projektion p : X — X/ stetig und
surjektiv ist. O

Beispiel 2.6. In Satz 2.18 werden wir zeigen, dass die reellen Zahlen R (ausgestattet mit der Standard-
topologie) ein zusammenhingender topologischer Raum sind. Die Abbildung

R — R?,
e

x = ()
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ist stetig,

denn: Nach dem Stetigkeitskriterium fiir die Produkttopologie 1.69 ist f genau dann stetig, wenn die
Verkettungen 7ty o f = idg und 7z o f : x + x? stetig sind. Ersteres ist trivial und letzteres lisst sich
mit dem Begriff der e-0-Stetigkeit aus Bemerkung 1.26 leicht einsehen. #

Nach Proposition 2.5 ist daher die Standardparabel f(R) in R? ebenfalls zusammenhingend.

Proposition 2.7. Fiir einen topologischen Raum X sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) X ist zusammenhingend.

(ii)  Fiir jeden diskreten Raum D sind alle stetigen Abbildungen f : X — D konstant.

Beweis. Sei zundchst X zusammenhédngend. Fiir einen beliebigen diskreten Raum D und eine
beliebige stetige Abbildung f : X — D ist dann f(X) zusammenhingend nach Proposition

2.5. Nach Teil (a) von Beispiel 2.3 ist dann f(X) entweder leer — dann ist auch X leer — oder
einelementig. In beiden Féllen ist f konstant.

Ist umgekehrt X nicht zusammenhéangend, so existiert nach Proposition 2.2 eine nichtkonstante
stetige Abbildung f : X — {0, 1}gisk- O
Proposition 2.8. Sei X ein topologischer Raum, X' ein zusammenhingender Unterraum und U C X
ein weiterer Unterraum mit X' C U C X'. Dann ist auch U zusammenhingend.

Ein Spezialfall dieser Aussage ist, dass der Abschluss eines zusammenhingenden Unterraums wieder

zusammenhingend ist.

Beweis. Der Abschluss von X’ in U ist gegeben durch

N A= N Anw* N (Amu):( N A)muzX'mu”%'u.
AeU A®X A®X A®X
mit X'CA mit X'C(A N U) mit X'CA mit X'CA
Wir konnen daher ohne Einschrankung den Spezialfall X = U betrachten. Dann ist
Xcu=X =X

und es gilt nachzuweisen, dass X’ zusammenhéngend ist. Da sonst nichts zu zeigen ist, kénnen
wir dabei ohne Einschrankung X’ # @ annehmen. Wir wahlen nun einen beliebigen diskreten
Raum D und eine beliebige stetige Abbildung f : X’ — D. Dann gilt

‘& Ty /xep

f(X)) C (X)) "= f(X) = {d} fireind € D,

so dass f konstant ist. Nach Proposition 2.7 ist daher X’ zusammenhéngend und die Proposi-
tion bewiesen. O
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Bemerkung 2.9. Durchschnitte und Vereinigungen zusammenhingender Teilmengen sind im Allge-
meinen nicht zusammenhiingend, siehe etwa im folgenden Anschauungsbeispiel in R?:

Die beiden abgeschlossenen Halbkreisbogen (links) bzw. Punkte (rechts) sind jeweils zusammenhingend,
ihr Durchschnitt (links) bzw. ihre Vereinigung (rechts) aber nicht.

Proposition 2.10. In einem beliebigen topologischen Raum X gelten die folgenden Aussagen:

(@) Ist (X;)ies eine Familie zusammenhiingender Teilraume von X mit (;e; Xi # @, so ist Ui Xi
zusammenhingend.

(b) Ist (X;)iew eine abzihlbare Familie zusammenhiingender Teilrdume von X mit X; N Xjpq1 # @
fiirallei € IN, so ist ;e Xi zusammenhingend.

(c) Ist (X;)!, eine endliche Familie zusammenhingender Teilriume von X mit X; N Xjyq1 # @ fiir
allei € {1,...,n— 1}, s0ist Ui X; zusammenhingend.

Beweis. Zum Beweis von Behauptung (a) betrachten wir einen beliebigen diskreten Raum D
und eine beliebige stetige Abbildung f : U;c; Xi — D. Nach Voraussetzung existiert ein
u € ey Xi- Sei zudem x € Ui X, etwa x € X; fiirein j € I. Dann gilt x, u € X;. Nach Voraus-
setzung ist X; zusammenhéngend. Da die Einschrédnkung f|x, nach Proposition 1.53 stetig ist,
ist sie daher nach Proposition 2.7 auch konstant; insbesondere gilt f(x) = f(u). Da x € U;c; Xi
beliebig gewdhlt war, ist die Abbildung f selbst auch konstant. Da diese Argumentation nicht
von der Wahl des diskreten Raums D abhéngt, folgt wieder mit Proposition 2.7, dass ;< X
zusammenhédngt, also Behauptung (a).

Wir tiberpriifen nun Behauptung (b) und zeigen dafiir, dass die Teilrdume
n
Y,:=JX; firneN
i=1
zusammenhdngend sind. Dem ist tatsdchlich so,

denn: Fiir n = 1 stimmt dies nach Voraussetzung. Fiir ein beliebiges n € IN gilt aber
Y1 = YnUXypr und Yy N Xyp1 2 X N Xy # .

Da X1 nach Voraussetzung zusammenhédngt, folgt daher aus dem Zusammenhang von Y
mit Aussage (a) derjenige von Y;, 1. #
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Nach Konstruktion gilt weiter

UXi:U und ﬂYn:_)X12X1ﬂX275@.
ielN nelN nelN

Wieder konnen wir Aussage (a) anwenden und erhalten Behauptung (b).

Schliefslich folgt Behauptung (c) sofort aus Aussage (b), wenn wir X; := X, fir allei > n
setzen. 0
Satz 2.11. Sei (X;);c; eine Familie nichtleerer topologischer Riaume. Dann sind die folgenden beiden
Aussagen dquivalent:

(i) X :=Tlie X ist zusammenhingend.

(ii)  Fiirallei € I ist X; zusammenhiingend.

Beweis. Gelte zunéchst (i), sei also X zusammenhédngend (und nichtleer). Da nach Definition
1.68 die kanonischen Projektionen 77; : X — X; fiir alle i € I stetig sind, ist somit nach Proposi-
tion 2.5 auch 7;(X) = X; zusammenhéngend und es gilt also (ii).

Nun gelte umgekehrt (ii). Seien a = (4;);c; € X ein beliebiger Punkt, (Y});c; die Familie der
zusammenhéngenden Teilrdume von X, die a enthalten, und Y := U;¢; Y;. Nach Konstruktion
gilt Nies Y; 2 {a} # @. Nach Teil (a) von Proposition 2.10 ist somit Y zusammenhéngend und

nach Proposition 2.8 dann auch Y. Weiter gilt

X=Y,

denn: Nach Proposition 1.14 gilt
X=Y <= fiirallex € XundalleU € U(x) gilt Y N U # @.

Nach Korollar 1.72 ist fiir jedes x € X durch £(x) eine Basis des Umgebungsfilters I/ (x) gege-
ben; in jedem U € U(x) ist also ein E € £(x) enthalten. Es folgt

X=Y <= fiirallexe XundalleE € E(x)giltYNE #Q
< furalleEc gt YNE # Q.

Eine beliebige Elementarmenge E € & lasst sich schreiben als E = [];c; U; mit U; © X; und
U; C X; fur i aus einer endlichen Menge {7y, ...,i,}. Fir jedes i aus dieser endlichen Menge

=

wihlen wir ein b; € U; und wir setzen

Z1(E) := {x = (xi)ie; € X | x; = b; fiir i € @, x;, € X;, beliebig, x; = a; sonst},
ZZ(E) = {X = (xi)iel e X | x; =b; furi € {il}, Xi, € Xi2 beliebig, X; = a; SOI’ISt},

Zy(E) := {x = (xi)ie; € X | x; = b fiiri € {i,...,in_1}, x;, € X;, beliebig, x; = a; sonst}.
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Offensichtlich gilt Z(E) = X; , so dass Z(E) fir k € {1,...,n} zusammenhéngend ist. Weiter
gilt Zy(E) N Zy41(E) # @ furk € {1,...,n — 1} und mit Teil (c) von Proposition 2.10 erhalten
wir, dass auch Z(E) := Uy_; Zx(E) zusammenhéngend ist. Wegen a € Z;(E) C Z(E) ist daher
Z(E) in der Familie (Y;);cj enthalten und es gilt Z(E) C Y. Wir erhalten

X=Y <= firalleEcEgiltZ(E)NE #Q.

Nach Konstruktion gilt Z,(E) N E # @, somit auch Z(E) N E # @ und insgesamt die Behaup-
tung. #

Zusammengenommen folgt, dass X zusammenhéngt, also (i) und somit der Satz. O

Bemerkung 2.12. Sei (X;);e; eine Familie nichtleerer topologischer Riume und U C T];c; X, so dass
i (U) fiir alle i € I zusammenhingend ist. Da im Allgemeinen U # [1;c; 7i(U) gilt, ist U in dieser
Situation nicht zwangslaufig auch zusammenhingend. Wir geben hierfiir ein Anschauungsbeispiel:

Sei X = [0,1] x [0, 1] mit dem Einheitsintervall [0,1] C R und sei

A::{(Z) eX|xi=x}

die Diagonale.

[0,1] X [0,1]

Die Bilder des Unterraums U := X \. A unter den kanonischen Projektionen erfiillen 1y (U) = [0, 1] =
12 (U) und sind nach Proposition 2.4 insbesondere zusammenhingend. Andererseits Qilt

U#X=1[01]x[0,1] = 1 (U) x ma(U)

und U selbst ist nicht zusammenhingend."

Beispiel 2.13. Torus, Mobiusband und Klein'sche Flasche wie in Beispiel 1.67 sind zusammenhiingend,

denn: Nach Proposition 2.4 ist das Einheitsintervall [0, 1] zusammenhingend, nach Satz 2.11 dann auch
[0,1] x [0,1] und nach Teil (b) von Proposition 2.5 auch die Quotientenriume ([0,1] x [0,1])/~ nach
den jeweiligen Aquivalenzrelationen. #

Definition 2.14. Ein Weg in einem topologischen Raum X ist eine stetige Abbildung w : [0,1] — X.
Hierbei heifst w(0) der Anfangspunkt und w(1) der Endpunkt von w und man sagt, w fiihre von w(0)
nach w(1). Der topologische Raum X heifSt wegzusammenhdngend, wenn es fiir alle x,y € X einen
Weg in X gibt, der von x nach y fiihrt.

Man kann leicht zeigen, dass die nichtleeren, disjunkten Teilmengen {(x1,x2) € X | x; < xp} C X offen sind
und sich zu U vereinigen. Dass U nicht zusammenhéngt, folgt dann mit Proposition 2.2.



43 Kapitel 2. Eigenschaften topologischer Rdume

Beispiel 2.15. Sei V ein R-Vektorraum.

(a) Eine Teilmenge X C V heifit konvex, wenn zu je zwei Punkten x,y € X auch die Verbindungs-
strecke {(1 — A)x + Ay | A € [0,1]} komplett in X enthalten ist. Ist dies der Fall, so ist fiir je zwei
Punkte x,y € X durch

" 0,1] — X,
A = (1—A)x+ Ay
ein Weg in X gegeben, der von x nach y fiihrt, und X ist wegzusammenhingend.
(b) Eine Teilmenge X C 'V heif$t sternférmig, wenn es einen Punkt x* € X gibt, so dass zu jedem

Punkt x € X auch die Verbindungsstrecke {(1 — A)x + Ax* | A € [0, 1]} komplett in X enthalten
ist. Ist dies der Fall, so ist fiir je zwei Punkte x,y € X durch

0,3 =X 3,1 =X,
w und w:
A — (1 —2A)x + 2Ax* A — (1— (2/\—1))x*+(2A—1)y

ein Weg in X gegeben, der von x nach y fiihrt, und X ist wegzusammenhingend.
Satz 2.16. Jeder wegzusammenhingende topologische Raum ist zusammenhingend.

Beweis. Ohne Einschrankung konnen wir X # @ annehmen. Ist y € X, so gibt es nach Defini-
tion 2.14 zu jedem x € X einen Weg w, von y nach x. Es gilt dann

X=J{x} € [Jw(01])CX
xeX xeX
und also auch

x= U we(0.1)).

xeX

Zudem ist nach Konstruktion N,cx wx([0,1]) 2 {y} # @. Da [0,1] nach Proposition 2.4 zu-
sammenhdngend ist, gilt dies fiir alle x € X wegen der Stetigkeit von w, und Proposition 2.5
auch fiir wy ([0, 1]) und nach Teil (a) von Proposition 2.10 auch fiir X. O

Beispiel 2.17. Nicht jeder zusammenhingende topologische Raum ist wegzusammenhingend: So ist
etwa der ,,Kamm”

X (=
K::{<O>G]R2|O<x§1}UnL_JO{<§/>e]R2|O§y§1}§IR2

K
0 .
o) o
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eine abzihlbare Vereinigung zusammenhiingender topologischer Riume,? die sich so durchnummerieren
lassen, dass wir Teil (b) von Proposition 2.10 anwenden konnen.> Insbesondere ist K zusammenhiingend.
Weiter gilt

K:Ku{CD ER*|0<y<1}

und somit trivialerweise
Kgx::K\{<g>} CK.

I X
(o) -

Nach Proposition 2.8 ist daher mit K auch X zusammenhiingend. Da es aber offensichtlich keinen Weg

von ((1)) nach ((1)) Qibt, ist X nicht wegzusammenhingend.

Satz 2.18. Sei X C R nichtleer. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) X ist zusammenhingend.

(i) X ist wegzusammenhingend.

(iii) X ist ein (offenes, halboffenes oder abgeschlossenes) Intervall, wobei oo als Intervallgrenzen

zuldissig sind.

Beweis. Dass Intervalle als konvexe Mengen wegzusammenhédngend sind, haben wir in Bei-
spiel 2.15 eingesehen, und dass wegzusammenhingende Rdume zusammenhéngend sind, ha-
ben wir in Satz 2.16 bewiesen.

Fiir den Beweis des Satzes gentigt es daher zu zeigen, dass jede nichtleere zusammenhadngende
Teilmenge X C R ein Intervall im Sinne von (iii) ist. Da sich fiir jedes x € R die Menge {x} als
Intervall [x, x] schreiben ldsst, konnen wir dabei ohne Einschrankung |X| > 2 annehmen. Sei
also X C R eine zusammenhdngende Teilmenge mit \X\ > 2. Dann gilt

yyeXmityx<y = [xy]CX, (2.1)

%Intervalle in R sind als konvexe Mengen nach Beispiel 2.15 wegzusammenhangend und somit nach Satz 2.16
auch zusammenhéngend. Die betrachteten topologischen Rdume sind als Bilder solcher Intervalle unter stetigen
Einbettungsabbildungen R — R? nach Teil (a) von Proposition 2.5 ebenfalls zusammenhangend.

3Hierzu wiahlt man immer abwechselnd die waagrechte Strecke und die jeweils nichste senkrechte Strecke,
wobei die senkrechten Strecken durch n = 0,1, 2, ... angeordnet seien.
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denn: Gélte [x,y] € X, so gdbe eseinz € R~ X mit x < z < y und wir kénnten X disjunkt
zerlegen in
X =(XN(-00,z))U (XN (z,0)).

Beide Mengen wéren nach Konstruktion offen und nichtleer, da x in der ersten Menge und y in
der zweiten Menge enthalten wire. Mit Proposition 2.2 folgte entgegen unserer Annahme, das
X nicht zusammenhinge. Es folgt [x,y] C X und somit die Behauptung. #

Sei nun z € (inf X, sup X), wobei wir —co als Infimum und +oco als Supremum zulassen. Nach
Definition von Infimum und Supremum gibt es dann x,y € X mitinfX < x <z <y < sup X.
Insbesondere gilt

2
z€ [x,y] € X furallez € (inf X, sup X)
und also
(inf X, sup X) C X.

Es folgt, dass X ein Intervall im Sinne von (iii) ist; ob X offen, halboffen oder abgeschlossen ist,
héngt dabei davon ab, ob das Infimum bzw. das Supremum von X in X enthalten sind. O

Korollar 2.19 (allgemeiner Zwischenwertsatz). Seien X ein zusammenhingender topologischer
Raum, f : X — R eine stetige Abbildung, x,y € X mit f(x) < f(y) undc € Rmit f(x) < c < f(y).
Dann existiert ein z € X mit f(z) = c.

Beweis. Da X zusammenhéngend ist, gilt dies wegen der Stetigkeit von f und Teil (a) von Pro-
position 2.5 auch fiir f(X) C R. Nach Satz 2.18 ist daher f(X) ein Intervall; insbesondere gilt

ce[f(x), f(y)] € f(X). ]

In Satz 2.16 haben wir gesehen, dass jeder wegzusammenhéngende topologische Raum auch
zusammenhdngend ist, und in Beispiel 2.17, dass umgekehrt nicht jeder zusammenhéangende
topologische Raum auch wegzusammenhingend ist. In Satz 2.18 haben wir allerdings eingese-
hen, dass im speziellen Fall nichtleerer Teilraume der reellen Zahlen eine Aquivalenz zwischen
den beiden Begriffen besteht. In Satz 2.23 werden wir zeigen, dass dies an einer besonderen
Eigenschaft von R liegt. Zuvor wollen wir diese aber erst einfiihren.

Definition 2.20. Ein topologischer Raum X heifit lokal (weg-)zusammenhdngend, wenn es zu jedem
x € X eine Umgebungsbasis aus offenen, (weg-)zusammenhingenden Umgebungen von x gibt.

Bemerkung 2.21. Nach Definition 2.20 und Satz 2.16 ist offenbar jeder lokal wegzusammenhingende
topologische Raum lokal zusammenhingend.

Beispiel 2.22. Nicht jeder wegzusammenhingende topologische Raum ist lokal wegzusammenhingend
und nicht jeder zusammenhingende topologische Raum ist lokal zusammenhiingend,


https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/4773/display/?page=1
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/media/4773/display/?page=1
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denn: Das ,,Buch”

o ¥
B:={<O> emzlogygl}uu{<2"> eR*|0<y <1}
y n=0 Yy
=:SO ::S"

ist als Vereinigung von (wegzusammenhingenden) Strecken, die den Punkt (8) gemeinsam haben, of-
fensichtlich wegzusammenhiangend und nach Satz 2.16 also auch zusammenhingend. Zum Beweis der
Behauptung geniigt es nun zu zeigen, dass B nicht lokal zusammenhiingend ist, da nach Bemerkung
2.21 dann folgt, dass B auch nicht lokal wegzusammenhiingend ist. Hierfiir geniigt es wiederum zu zei-

gen, dass es eine Umgebung U des Punktes ((1)) € B gibt, in der keine zusammenhiingende Umgebung
0

von (3) enthalten ist. Die Topologie auf B ist die von R? induzierte Teilraumtopologie, so dass jedes
U € U((9)) eine Menge der Form U, := U,((3)) N B mit einem e > 0 enthiilt, die unendlich viele
der Strecken S, mit n € INg trifft. Es folgt, dass jedes U € U (((1))) unendlich viele der Strecken S,, mit

n € Ny ti’lﬁft.

Wir betrachten nun eine fest gewihlte Menge U € U ( ((1))) Ohne Einschriinkung konnen wir annehmen,
jeder Punkt von U habe einen Mindestabstand d € (0,1) von (3) und schneiden U sonst mit B ~

72 0
Ua((D))- Es gilt dann

U= ||(UnS,) mitUNS, # O fiir unendlich viele n € N
n=0

Ist m das Minimum der n € N mit U N S, # @, so lisst sich in R> elementargeometrisch der
Abstand zwischen U N Sy, und (U N So) U LIS_,,..1(U N Sy) nach unten abschiitzen.* Wiihlen wir
eine feste untere Schranke fiir diesen Abstand, betrachten fiir beide Mengen die offenen Umgebungen,
die aus denjenigen Punkten bestehen, deren Abstand zu einem beliebigen Punkt der jeweiligen Menge
hochstens ein Drittel der gewiihlten unteren Schranke betrigt, und schneiden diese offenen Umgebungen
mit B, so erhalten wir eine disjunkte Zerlequng von U in nichtleere offene Teilmengen. Nach Proposition
2.2 ist U also nicht zusammenhiingend. #

Andererseits ist auch nicht jeder lokal wegzusammenhingende topologische Raum wegzusammenhiin-
gend und nicht jeder lokal zusammenhiingende topologische Raum zusammenhingend,

“Eine mogliche untere Schranke ist beispielsweise v/2 - d - 1/1 — cos(arctan 2" +1 — arctan 2).
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denn: Nach Konstruktion der metrischen Topologie 1.7 ist jede offene Teilmenge von R" mit n € IN
beliebig lokal wegzusammenhingend und nach Bemerkung 2.21 also auch lokal zusammenhingend. Die
Behauptung folgt, da es offene Teilmengen in R" gibt, die nicht zusammenhiingend und somit nach Satz
2.16 auch nicht wegzusammenhingend sind, so etwa geeignete disjunkte Vereinigungen zweier offener
n-Biille. #

Satz 2.23. Sei X ein lokal wegzusammenhingender topologischer Raum. Dann sind die folgenden Aus-
sagen dquivalent:

(i) X ist zusammenhingend.

(i) X ist wegzusammenhingend.

Beweis. Da wir in Satz 2.16 bereits gezeigt haben, dass wegzusammenhédngende topologische
Rdume stets zusammenhdngend sind, gentiigt es zum Beweis des Satzes zu zeigen, dass zu-
sammenhdngende und lokal wegzusammenhidngende topologische Rdume wegzusammen-
héngend sind.

Sei also X ein zusammenhidngender und lokal wegzusammenhé&ngender topologischer Raum.
Ohne Einschrankung gelte X # @. Dann gibt es ein u € X und wir setzen

U:={x € X | esgibteinen Weg von u nach x} # @.
Dann ist U offen,

denn: Da X nach Voraussetzung lokal wegzusammenhéngend ist, existiert zu jedem x € U eine
offene, wegzusammenhidngende Umgebung V, von x in X. Fiir ein beliebiges y € V, gibt es
daher einen Weg von x nach y in X. Da es nach Konstruktion von U aber auch einen Weg von u
nach x in U C X gibt, existiert in Verkettung dieser Wege einen Weg von u nach y in X. Wieder
nach Konstruktion von U folgt y € U und somit V, C U. Es folgt U € U(x) und also x € U
nach Teil (a) von Proposition 1.14. Da x € U beliebig gewéhlt war, erhalten wir U = U und
somit die Offenheit von U nach Bemerkung 1.12. #

U ist aber auch abgeschlossen,

denn: Da X nach Voraussetzung lokal wegzusammenhéngend ist, existiert zujedem x € X \ U
eine offene, wegzusammenhingende Umgebung V, von x in X. Lédge ein beliebiges y € V, in
U, so fiihrte nach Konstruktion von U ein Weg von u nach y in X und in Verkettung auch ein
Weg von u nach x in X, was im Widerspruch zu unserer Annahme x € U implizierte. Es folgt
y € W~ Ufiralley € Vi, also Vy € X ~\ U. Mit der analogen Argumentation wie im Beweis
der Offenheit von U folgt die Offenheit von X \ U und somit die Abgeschlossenheit von U. #

Insgesamt ist U eine nichtleere, abgeschloffene Teilmenge des zusammenhéngenden topologi-
schen Raums X. Nach Proposition 2.2 gilt daher U = X und X ist wegzusammenhéngend nach
Konstruktion von U. O

Definition 2.24. In einem topologischen Raum X heif$t zu einem beliebigen Punkt x € X die Menge

Kx):= [(J U
xelUCX
zusammenhingend
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die Zusammenhangskomponente von x.

Proposition 2.25. Sei X ein nichtleerer topologischer Raum. Dann gelten die folgenden Aussagen:
(a) Fiiralle x € X ist K(x) zusammenhingend und abgeschlossen.

(b) X ist die disjunkte Vereinigung seiner Zusammenhangskomponenten, es gilt also

X = |JK(x) und firallex,y € X gilt entweder K(x) = K(y) oder K(x) N K(y) = @.

xeX

(c) Hat X nur endlich viele Zusammenhangskomponenten, so ist X der Summenraum derselben.

(d) Ist U C X abgeschloffen mit x € U, so gilt K(x) C U. Ist U zusdtzlich zusammenhingend, so
Qilt K(x) = U.

Beweis. Wegen

K2 |J U und N U2{x}#0

xelUCX xelUCX
zusammenhdngend zusammenhangend

folgt mit Teil (a) von Proposition 2.10 der Zusammenhang von K(x). Nach Proposition 2.8 ist
dann auch K(x) zusammenhéngend und wegen x € K(x) folgt mit Definition 2.24 sofort

K(x) € K(x) € K(x)

und somit die Abgeschlossenheit von K(x). Insgesamt haben wir so Behauptung (a) gezeigt.

Zum Nachweis von Behauptung (b) stellen wir zundchst fest, dass X trivialerweise die Ver-
einigung seiner Zusammenhangskomponenten ist und wir nur noch die Disjunktheit zeigen
miissen. Dafiir betrachten wir x, y € X mit K(x) N K(y) # @. Da K(x) und K(y) nach Aussage
(a) zusammenhingen, ist dann nach Teil (a) von Proposition 2.10 auch K(x) U K(y) zusammen-
hiangend. Mit x € K(x) U K(y) und Definition 2.24 folgt K(x) UK(y) C K(x) und insbesondere
K(y) € K(x). Analog zeigt man K(x) € K(y) und also K(x) = K(y) und erhilt insgesamt
Behauptung (b).

Hat X nur endlich viele Zusammenhangskomponenten Kj, . . ., K, mit einem n € IN, so ist nach
Aussage (a) fiir ein beliebiges i € {1,...,n} die endliche Vereinigung

n
UK @X
j=1
j#i
abgeschlossen und also
n
K2x UK @x
j=1
j#i
offen. Behauptung (c) folgt nun mit Proposition 1.83.
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Abschlieflend zeigen wir nun Behauptung (d) und betrachten dafiir eine abgeschloffene Teil-
menge U C X mit x € U. Gilte K(x) € U, so wére

K(x) = (K(x) nU) U (K(x) N (X\U))

eine disjunkte Zerlegung von K(x) in nichtleere, offene Teilrdume von K(x), was im Wider-
spruch zum in Aussage (a) gezeigten Zusammenhang von K(x) stiinde und also nicht sein
kann. Folglich gilt K(x) C U. Ist U zusétzlich zusammenhingend, so gilt K(x) C U C K(x)
und also K(x) = U nach Definition 2.24. Insgesamt haben wir Behauptung (d) gezeigt. O

Beispiel 2.26. Im Teilraum
1
X::{E|nE]N}U{0} CR

ist fiir jedes n € IN die Menge {1} offensichtlich zusammenhiingend und abgeschloffen und somit
nach Teil (d) von Proposition 2.25 eine Zusammenhangskomponente von X. Da X nach Teil (b) von
Proposition 2.25 die disjunkte Vereinigung seiner Zusammenhangskomponenten ist, folgt, dass auch
{0} eine Zusammenhangskomponente von X ist. Die Zusammenhangskomponente {0} ist nicht offen
in X,

denn: Sonst giibe es eine offene Umgebung U von 0 in R mit U N X = {0}, was nicht sein kann, da
(1) e eine Nullfolge ist und es also fiir jedes ¢ > 0 ein Element 0 # 1 € U,(0) N X gibt. #

Insgesamt haben wir eingesehen, dass X abzihlbar unendlich viele Zusammenhangskomponenten be-
sitzt, von denen genau eine nicht offen ist.

In der folgenden Proposition 2.27 zeigen wir, dass in lokal zusammenh&ngenden topologischen
Rdumen stets alle Zusammenhangskomponenten offen sind:

Proposition 2.27. Sei X ein topologischer Raum. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) X ist lokal zusammenhingend.
(i) Fiiralle @ # U © X sind die Zusammenhangskomponenten offen.

Ist dies der Fall, so sind insbesondere die Zusammenhangskomponenten von X offen und X ist der
Summenraum seiner Zusammenhangskomponenten.

Beweis. Ohne Einschrankung sei X # @.

Nun gelte zunéchst (i), sei also X lokal zusammenhdngend. Weiter sei K eine Zusammenhangs-
komponente einer Menge @ # U © X und sei x € K. Nach (i) existiert dann eine offene, zu-
sammenhdngende Umgebung V C U von x, insbesondere gilt x € V C K C U. Wegen U © X
ist V auch in U offen, so dass K eine Umgebung von x in U ist und somit x € K nach nach Teil
(a) von Proposition 1.14. Da x € K beliebig gewihlt war, erhalten wir K = K und somit die
Offenheit von K in U nach Bemerkung 1.12. Hiermit ist (ii) gezeigt.

Nun gelte umgekehrt (ii), sei x € X beliebig und U eine offene Umgebung von x. Nach (ii) ist
die Zusammenhangskomponente von x in U offen in U und wegen U © X auch offen in X.
Es folgt, dass x eine Umgebungsbasis aus offenen, zusammenhéngenden Umgebungen besitzt.
Da x € X beliebig gewihlt war, folgt (i). O
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Abschliefiend fiir diesen Abschnitt wollen wir uns nun noch ein Werkzeug beschaffen, mit dem
wir zeigen konnen, dass bestimmte topologische Rdume nicht zueinander homdomorph sind.

Proposition 2.28. Seien X, X' topologische Riume mit X # @ und f : X — X' ein Homdomorphis-
mus. Dann induziert f eine Bijektion

. {{Zusammenhangskomponenten von X} — {Zusammenhangskomponenten von X'},

f K = f(K).

Beweis. Nach Teil (a) von Proposition 2.25 ist jede beliebige Zusammenhangskomponente K
von X zusammenhédngend. Nach Teil (a) von Proposition 2.5 ist daher auch das Bild f(K) von
K unter der stetigen Abbildung f zusammenhéngend. Fiir ein beliebiges x" € f(K) ist folglich
ganz f(K) in der Zusammenhangskomponente K’'(x’) von x’ in X’ enthalten. Da f bijektiv ist,

erhalten wir daraus
K=f"1(f(K) S fH(K))

und da f~! stetig ist, ist f ! (K'(x")) nach Teil (a) von Proposition 2.5 wieder zusammenhéan-
gend. Da K als Zusammenhangskomponente von X gew#hlt war, folgt K = f~!(K'(x’)) und
also f(K) = K'(x’). Da X und X’ nach Teil (b) von Proposition 2.25 jeweils die disjunkte Verei-
nigung ihrer Zusammenhangskomponenten sind und f bijektiv ist, folgt die Bijektivitdt auch
von f. O

Bemerkung 2.29. Nach Proposition 2.28 ist die Anzahl der Zusammenhangskomponenten eine topo-
logische Invariante. Offensichtlich eignet sie sich jedoch nicht zur Unterscheidung zusammenhingender
Riume. Ein hierbei hilfreicher Trick ist, geeignete Teilmengen zu entfernen, denn ist f : X — X' ein
Homdomorphismus, so fiir jede Teilmenge U C X auch

FINNIW . x U X ().

Beispiel 2.30. (a) Fiir n > 2 beliebig gilt R" 2 R,

denn: Einerseits ist R \. {0} als disjunkte Vereiniqung zweier nichtleerer offener Teilmengen nach
Proposition 2.2 nicht zusammenhingend, hat also mehr als eine Zusammenhangskomponente. An-
dererseits ist R" ~. {x'} fiir ein beliebiges x' € R" als offensichtlich wegzusammenhiingende Men-
ge nach Satz 2.16 auch zusammenhiingend und hat also genau eine Zusammenhangskomponente.
Giibe es einen Homdomorphismus f von R nach R", so nach Bemerkung 2.29 auch einen von
R~ {0} nach R" . {f(0) }, was wegen der unterschiedlichen Anzahl von Zusammenhangskom-
ponenten nach Proposition 2.28 aber nicht sein kann. #

(b) [0,1) (0,1),

denn: Einerseits ist [0,1) ~. {0} = (0,1) nach Satz 2.18 zusammenhiingend, hat also genau eine
Zusammenhangskomponente. Andererseits ist (0,1) ~ {x'} fiir ein beliebiges x' € (0,1) als dis-
junkte Vereinigung zweier nichtleerer offener Teilmengen nach Proposition 2.2 nicht zusammen-
hingend, hat also mehr als eine Zusammenhangskomponente. Giibe es einen Homdomorphismus f
von [0,1) nach (0,1), so nach Bemerkung 2.29 auch einen von [0,1) ~. {0} nach (0,1) ~ {f(0)},
was wegen der unterschiedlichen Anzahl von Zusammenhangskomponenten nach Proposition 2.28
aber nicht sein kann. #
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(c) Sei fiir alle n > 2 mit St,, C R? die Vereinigung von n paarweise verschiedenen Geraden durch
einen gemeinsamen Punkt x € R? bezeichnet. Dann gilt St, % Sty fiir je zwei n,m > 2 mit

n#m,

denn: Einerseits hat St, ~ {x} = (0,1) offensichtlich genau 2n Zusammenhangskomponenten.
Andererseits hat St,, ~ {x'} fiir ein beliebiges x' € St entweder genau 2m #* 2n Zusammen-
hangskomponenten — nimlich dann, wenn x' der Punkt ist, in dem sich die m paarweise verschie-
denen Geraden von Sty, treffen — oder genau 2 # 2n Zusammenhangskomponenten — nimlich
immer sonst. Gibe es einen Homdomorphismus f von St, nach St,,, so nach Bemerkung 2.29 auch
einen von St, ~ {x} nach St,, ~ {f(x)}, was wegen der unterschiedlichen Anzahl von Zusam-
menhangskomponenten nach Proposition 2.28 aber nicht sein kann. #

2.2 Konvergenz

Ein wichtiger Begriff in der Analysis ist die Konvergenz von Folgen. Fiir eine Folge (x,)en
von Punkten in einem metrischen Raum (X, 4) gilt bekanntlich:

(xn)new konvergiert gegen x € X, in Zeichen: lim x, = x

n—00
<= firallee > 0gibtesein N = N(¢) € Nmitd(x,, x) < ¢firallen > N 22)
<= fiirallee > 0 gibtesein N = N(¢) € N mit x,, € U,(x) fiir allen > N.

In der letzten Formulierung lasst sich dies auf beliebige topologische Raume tibertragen.

Definition 2.31. Fiir eine Folge (X, )nc von Punkten in einem topologischen Raum X sagen wir:
(xn)new konvergiert gegen x € X, in Zeichen: lgn Xy = X
n—o0
<= fiiralleU € U(x) gibtesein N = N(U) € N mit x, € U fiirallen > N.

Bemerkung 2.32. In allgemeinen topologischen Riumen ist der Konvergenzbegriff weniger aussage-
kriftig als in metrischen Riumen. So kann eine Folge auch gegen mehrere Punkte konvergieren,

denn: Fiir jeden Punkt x in einem nichtleeren indiskreten Raum Xingisk it U (x) = {Xindisk }, S0 dass
in Xindisk jede Folge gegen jeden Punkt konvergiert. #

Analog zum Vorgehen in der Analysis definieren wir:

Definition 2.33. Seien X, X' topologische Riume, f : X — X' eine Abbildung und x € X ein Punkt.
Dann sagen wir:

f ist folgenstetigin x <= fiir jede gegen x konvergente Folge (x)uew € X
konvergiert (f(xn))nen C X' gegen f(x).

In der Analysis zeigt man an dieser Stelle das Folgenkriterium fiir die Stetigkeit einer Abbil-
dung zwischen metrischen Rdiumen in einem Punkt. In der Sprache von Bemerkung 1.26 lautet
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dieses: Fiir metrische Rdume (X, d), (X', d’), eine Abbildung f : X — X’ und einen Punktx € X
gilt:

f ist e-b-stetiginx <= f ist folgenstetig in x.

In allgemeinen topologischen Raumen gilt das Folgenkriterium nicht:

Proposition 2.34. Seien X, X' topologische Riume, f : X — X' eine Abbildung und x € X ein Punkt.
Wir betrachten die beiden Aussagen:

(i)  fiststetigin x.
(i)  f ist folgenstetig in x.

Dann gilt: Aussage (i) impliziert Aussage (ii), aber nicht umgekehrt.

Beweis. Gelte zundchst Aussage (i), sei also f stetig in x, so dass nach Definition 1.24 fiir je-
des U’ € U(f(x)) zwangslaufig f~1(U’) € U(x) gilt. Nun betrachten wir eine Folge (x,)nen
in X mit lim, X, = x. Nach Definition 2.31 gibt es dann fiir alle U’ € U(f(x)) ein
N = N(f~Y(U')) € Nmitx, € f1(U) und also f(x,) € U fiir alle n > N. Wieder nach
Definition 2.31 folgt somit lim, .« f(x,) = f(x), also Aussage (ii).

Um zu zeigen, dass Aussage (i) nicht aus Aussage (ii) folgt, gentigt es offenbar, topologische
Réume X, X', einen Punkt x € X und eine in x folgenstetige aber nicht stetige Abbildung
f : X — X' anzugeben. Die Menge der Funktionen [0,1] — [—1,1] l4sst sich als Produktraum
[Tico,1)[—1, 1] auffassen. Wir wihlen als topologischen Raum X den Unterraum der stetigen
Funktionen darin.” Wir wollen die Konvergenz von Folgen in X verstehen. Sei dafiir allgemein
((xni)ier) e €ine Folge in einem Produktraum [];c; X; und (xi)icr € [Tie; Xi ein Punkt. Dann
gilt:

lim (x,i)icr = (xi)ier <= lim x,; — x; furallei € I,

n—oo n—oo

denn: Es gilt:

lim (x0i)ier = (xi)ier

2% firalleU € U((xi)icr) gibtesein N = N(U) € N mit (x,,;)ic; € U fiirallen > N
22 firalleE € E((xi)ier) gibtesein N = N(E) € N mit (x,,);e; € E fiirallen > N
VAN Viel, xjeU; © X; 3N = N(Uj) € N: (x)ier € nj’l(uj) furallen > N

< Vjel, UeU(x;) IN=N(Uj) € N:x,; € Ufiirallen > N

&5 lim x,; — x;j firallej € I.

n—oo

#

5Als Menge stimmt X dann mit der Einheitskugel im Banachraum C([0,1]) iiberein — die Topologie ist jedoch
eine vollig andere.
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Die Konvergenz von Folgen in unserem Raum von Funktionen X ist also nichts anderes als
die gewohnliche punktweise Konvergenz; genauer gilt fiir eine Folge (¢, )nenw € X und einen
Punkt ¢ € X:

lim ¢, = ¢ <= lim ¢,(i) = ¢(i) fur allei € [0,1].

n—00 n—oo

Als topologischen Raum X’ wihlen wir nun den Raum L?([0,1]) der quadratintegrierbaren
Funktionen auf [0,1]. Die Topologie auf X’ ist dann die durch die L>-Norm ||-||;2 induzierte
metrische Topologie und die Konvergenz von Folgen in X’ wie in (2.2) definiert. Da stetige
Funktionen auf Kompakta stets quadratintegrierbar sind, 14sst sich X kanonisch in X’ einbet-
ten. Die zugehorige Einbettungsabbildung ¢ : X — X’ ist folgenstetig in jedem ¢ € X,

denn: Sei (¢, )new eine punktweise gegen ¢ € X konvergente Folge von Funktionen in X. Das (-
Bild der Folge in X’ stimmt identisch mit der urspriinglichen Folge tiberein. Da die Funktionen
¢y fir alle n betragsmiflig durch die konstante Funktion ¢; = 1 beschrédnkt sind, konnen wir
den Satz von der majorisierten Konvergenz anwenden und erhalten

lim [|g — @[ =0

und insbesondere die Konvergenz gegen ¢ der Bildfolge in X'. Die Behauptung folgt nun mit
Definition 2.33. #

Andererseits ist ¢ in der in X enthaltenen konstanten Funktion ¢y = 0 nicht stetig,

denn: Eine Umgebungsbasis von ¢ in X ist nach Korollar 1.72 durch die Elementarmengen
in £(¢o) gegeben, eine Umgebungsbasis von ¢y im metrischen Raum X’ offensichtlich durch
{Uc(po) | € € Rsp}. Wire 1 stetig in ¢o, so gdbe es daher nach Proposition 1.47 fiir jedes
e >0ein E € E(¢po) mit E C Ue(¢o). Andererseits gibt es nach Definition 1.70 fiir jedes fest
gewahlte E € £(¢o) eine endliche Teilmenge [0, 1] = {i1,...,ix} C [0,1], auBerhalb derer die
Funktionswerte von ¢ € E frei — und insbesondere beliebig nahe an der Eins — wahlbar sind.

(i)

ol iy 2 i3 g is 171
Fiir jedes noch so kleine 6 > 0 gibt es daher in E Funktionen ¢ mit

-1
/ o(i)2di > 1 5.
0

Somit ist fiir hinreichend kleine € > 0 kein E € £(¢p) in U(¢o) enthalten, was im Widerspruch
zu unserer zuvor gezeigten Aussage steht. Es folgt, dass ¢ in ¢g nicht stetig sein kann. #

Insgesamt haben wir ein giiltiges Gegenbeispiel konstruiert und somit gezeigt, dass Aussage
(i) nicht aus Aussage (ii) folgt. O
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In Satz 2.79 werden wir nach dem Studium geeigneter Abzahlbarkeitseigenschaften Bedingun-
gen angeben, unter welchen das Folgenkriterium gilt. Indem wir genauso vorgehen wie im
Kontext der e--Stetigkeit und den Begriff der Folgenstetigkeit in die Sprache der Filter tiber-
setzen, wird es uns aber zundchst in Proposition 2.39 gelingen, in allgemeinen topologischen
Rdumen ein Analogon des Folgenkriteriums anzugeben. In Anlehnung an Definition 1.32 defi-
nieren wir dafiir zunéchst:

Definition 2.35. Sei X ein topologischer Raum. Fiir zwei Filter F, F' auf X sagen wir:

F ist feiner als F' (bzw. F' ist gréberals F) :<— F' C F.

Nun kénnen wir einen Konvergenzbegriff einfiihren.

Definition 2.36. Seien X ein topologischer Raum, F ein Filter auf X und x € X ein Punkt. Dann
sagen wir:

F konvergiert gegen x (in Zeichen: F — x) <= F ist feiner als der Umgebungsfilter U (x)
<~ U(x) CF.

Gibt es fiir einen Filter F auf X ein x € X mit F — x, so nennen wir F konvergent.
Beispiel 2.37. (a) Seien X ein beliebiger topologischer Raum und x € X ein beliebiger Punkt. Dann
konvergiert der Umgebungsfilter U (x) nach Definition 2.36 trivialerweise gegen x.

(b) Sei Xinaisk der indiskrete Raum auf einer beliebigen Menge X. Dann ist fiir einen beliebigen Punkt
x € X der Umgebungsfilter durch U (x) = { X} gegeben. Nach Teil (a) konvergiert der Filter { X}
in diesem Fall also entgegen unserer Anschauung gegen jedes beliebige x € X. In Proposition 2.92
werden wir zeigen, dass unter zusitzlicher Annahme geeigneter Trennungseigenschaften in einem
topologischen Raum jeder konvergente Filter gegen genau einen Punkt konvergiert.

(c) Sei Xingisk der indiskrete Raum auf einer beliebigen Menge X, F ein beliebiger Filter auf X und
x € Xindisk ein beliebiger Punkt. Dann konvergiert F gegen x,

denn: Nach Teil (b) gilt U(x) = {X}, so dass jeder Filter F auf Xinqisk feiner als U (x) ist. Die
Behauptung folgt nun mit Definition 2.36. #

Proposition 2.38. Seien X, X' Mengen, F ein Filter auf X und f : X — X' eine Abbildung. Dann ist
foF :i={U' C X' | esgibtein F € Fmit f(F) C U}

ein Filter auf X' mit Basis {f (F) | F € F} und heifit der Bildfilter von F unter f.

Beweis. Offensichtlich gentigt es zu zeigen, dass B := {f(F) | F € F} eine Filterbasis ist.
Tatséchlich erfiillt B Axiom (FBy),

denn: Wegen f(X) € B gilt B # @ und wegen @ ¢ F gilt @ ¢ B. #
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Zudem erfillt B Axiom (FB,),

denn: Nach Definition von B gibt es fiir beliebige B, B’ € B Filterelemente F,F’ € F mit B =
f(F) und B" = f(F'). Nach (F) gilt F N F' € F und somit einerseits f(F N F’) € B nach
Definition von B. Andererseits gilt

f(ENF)Cf(F)Nnf(F)=BnBH
und zusammen somit die Behauptung. #
Insgesamt haben wir die Proposition nachgewiesen. O
Proposition 2.39. Seien X, X' topologische Riume, x € X und f : X — X' eine Abbildung. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i)  fiststetigin x.
(ii)  Fiir jeden Filter F auf X mit F — x gilt f.F — f(x).
(i) fU(x) = f(x).

Beweis. Gelte zunédchst (i), sei also f stetig in x. Sei nun weiter F ein Filter auf X mit 7 — x,
also mit ¢ (x) C F nach Definition 2.36. Dann gilt auch

U(f(x)) € foF,

denn: Sei U € U(f(x)) beliebig. Wegen der Stetigkeit von f in x gilt dann f~1(U) € U(x) C F.
Da trivialerweise auch f(f~1(U)) C U gilt, folgt U € f.F nach Definition des Bildfilters 2.38
und insgesamt die Behauptung. #

Nach Definition 2.36 folgt f.F — f(x) und somit Aussage (ii).
Dass aus (ii) Aussage (iii) folgt, ist trivial.
Schliefslich gelte (iii). Dann folgt

UeU(f(x)) = f1(U)eU),

denn: Wegen f,U(x) — f(x) und Definition 2.36 gilt U (f(x)) C fild(x). Jedes U € U(f(x))
liegt also auch in f.U(x). Nach Definition des Bildfilters 2.38 gibt es daher ein V' € U(x) mit
f(V) C U. Nach Urbildnehmen unter f erhalten wir V C f~1(U) mit V € U(x) und also
f~H(U) € U(x) nach Axiom (E). #

Nach Definition 1.24 ist das die Stetigkeit von f in x und also Aussage (i). ]
Proposition 2.40. Sei (X;);c; eine Familie topologischer Riume und sei X := [1;c; X; der Produk-

traum beziiglich der kanonischen Projektionen m; : X — X;. Weiter sei F ein Filter auf X und
x = (x;)ie; € X ein Punkt. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
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i F—=x
(i) ()« F — xfiirallei € L.
Beweis. Gelte zunédchst (i), also / — x. Nach Konstruktion der Produktopologie sind die Pro-

jektionen ; fiir alle i € I stetig. Nach Proposition 2.39 gilt daher (7;).F — 71;(x) = x; fiir alle
i € I, also (ii).

Gelte umgekehrt (ii), also (71;)«F — x; fiir alle i € I. Es gilt ¥ — x zu zeigen, was nach
Definition 2.36 dquivalent zu U (x) C F ist. Nach Korollar 1.72 ist die Menge £(x) der Ele-
mentarmengen in X, die x enthalten, eine Umgebungsbasis von x, so dass es gentigt £(x) C F
zu zeigen. Ein beliebiges E € £(x) ist von der Form

E= Hui mit U; @ X; farallei € I und U; = X, fiir fastallei € I,

iel

so dass es eine endliche Menge I, C I gibt mit U; = X, fir allei € I \ I5,. Wegen x € E
und U; © X; ist U, fiir alle i € I eine Umgebung von x;. Nach (ii) und Definition 2.36 gilt also
U; € (m;)+F furalle i € I und nach Proposition 2.38 gibt es ein F; € F mit 77;(F;) C U; und also
auch F; C 7r; }(U;) fiir alle i € I. Es folgt

E:ﬂﬂfl(ui)gﬂﬂ > F

i€lgn i€lgn

und somit E € F nach (F). O

In der Analysis zeigt man das folgende Kriterium fiir Beriihrpunkte: Fiir einen metrischen
Raum (X, d), eine Teilmenge X’ C X und einen Punkt x € X gilt

x €X' <= esgibteine Folge (x})nen in X' mit x], — x.

In der folgenden Proposition 2.41 {ibersetzen wir diese Aussage in die Sprache der Filter und
verallgemeinern sie so auf allgemeine topologische Raume:

Proposition 2.41. Seien X ein topologischer Raum, X' C X eine Teilmenge und x € X ein Punkt.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

G xeX.

(ii)  Es gibt einen Filter auf X, der eine Basis in X' besitzt und gegen x konvergiert.

Beweis. Fiir den Beweis konnen wir offensichtlich ohne Einschrdnkung X’ # @ annehmen.
Gelte zunéchst (i), sei also x ein Berithrpunkt von X’. Dann ist
B={X'nu|UelU(x)} CPX)

eine Filterbasis,
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denn: Nach Teil (b) von Proposition 1.14 gilt X’ N U # @ fiir ein beliebiges U € U(x) und
somit @ ¢ B. Da der Umgebungsfilter /(x) nach Axiom (F;) nichtleer ist, folgt B # @, so
dass insgesamt 3 Axiom (FBy) erfiillt. Da der Umgebungsfilter /(x) nach Axiom (F3) zudem
paarweise Durchschnitte seiner Elemente enthilt, gilt

X'nU)NX'Nnv)=X'n(UNV) €B firbeliebige (X' NU), (X' NV) € B,
so dass B insbesondere Axiom (FBy) erfiillt. #
Der nach dem Filterbasiskriterium 1.45 zu B gehorige Filter ist

F={FCX| esgibteinB € BmitB C F}
={FC X | esgibtein U € U(x) mit (X' N U) C F}.

Offensichtlich gilt dann ¢/ (x) C F und nach Definition 2.36 konvergiert F gegen x. Insgesamt
haben wir Aussage (ii) hergeleitet.

Sei nun umgekehrt F ein Filter wie in (ii) und B C P(X’) eine Basis von F. Wegen F — x gilt
U(x) C F nach Definition 2.36, so dass ein beliebiges U € U (x) auch in F enthalten ist. Nach
Definition 1.43 und (FB;) gibt es daherein @ # B € B C P(X’) mit B C U. Insgesamt folgt

@#B=(BnuU)C (X'nu).

Da U € U(x) beliebig gewahlt war folgt Aussage (i) nach Teil (b) von Proposition 1.14. O

Definition 2.42. Seien X ein topologischer Raum, F ein Filter auf X und x € X ein Punkt. Dann
sagen wir:
x ist ein Beriihrpunkt von F <= x¢€ (| F.

Proposition 2.43. Seien X ein topologischer Raum, F ein Filter auf X und x € X ein Punkt. Dann
gelten die folgenden Aussagen:

(a) Konwvergiert F gegen x, so ist x ein Beriithrpunkt von F.

(b) Ist x ein Beriihrpunkt von F, so gibt es einen Filter F O Fmit F— x

Beweis. Zum Beweis von Behauptung (a) betrachten wir ein beliebiges U € U(x). Wegen F —
x und Definition 2.36 gilt dann U € U(x) C F und mit (F;) und (F3) fiir F also

O#UNFeF furalleF € F.
Da U € U(x) beliebig gewahlt war, folgt mit Teil (b) von Proposition 1.14
x€F firalleF € F

und mit Definition 2.42 somit, dass x Beriihrpunkt von F ist, also Behauptung (a).

Wir zeigen nun Behauptung (b). Sei dafiir x ein Beriihrpunkt von F. Dann ist

B:={UNF|UecU(x)und F € F}
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eine Filterbasis,

denn: Nach Definition 2.42 und Teil (b) von Proposition 1.14 gilt
UNF#® furalleU € U(x)undalle F € F.

Da U(x) und F als Filter nach (F;) beide nicht leer sind, folgt hieraus, dass B Axiom (FBj)
erfiillt. Da U/ (x) und F als Filter Axiom (F3) gentigen, erfiillt B auch (FBy). #

Der nach dem Filterbasiskriterium 1.45 zu B gehorige Filter F ist nach Konstruktion feiner als

F und feiner als ¢ (x). Behauptung (b) folgt mit Definition 2.36. O

Definition 2.44. Sei X eine Menge und F ein Filter auf X. Dann sagen wir:

Fist ein Ultrafilter auf X : <= F ist ein maximales Element in der Menge aller Filter auf X
<= fiiralle Filter G auf X mit G O F gilt G = F.

Aus Proposition 2.43 und Definition 2.44 folgt sofort:

Korollar 2.45. Seien X ein topologischer Raum, F ein Ultrafilter auf X und x € X ein Punkt. Dann
sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(i)  xist ein Beriihrpunkt von F.

i) F - x

Beispiel 2.46. Seien X eine Menge und x € X ein Punkt. Dann ist
F={UCX|xelU}
ein Ultrafilter,

denn: Man sieht leicht, dass F die Axiome (Fy)-(Fs) erfiillt und also ein Filter ist. Wire nun G ein
weiterer Filter auf X mit G 2 F, so gibe es ein U € G mit x ¢ U. Wegen {x} € F C G und der
Giiltigkeit von (F3) in G folgte dann @ = U N {x} € G, was der Giiltigkeit von (Fy) in G widerspriiche
und somit nicht sein kann. #

Proposition 2.47 (Verfeinerungskriterium). Seien X eine Menge, F ein Filter auf X und U C X
mit X \ U ¢ F. Dann gibt es einen Filter F auf X mit F O Fund U € F.

Beweis. Die Menge
B:=FU{UNF|FeF}

ist eine Filterbasis,

denn: Es gilt B # @, da F nach (F;) nichtleer ist. Und gilte @ € B, so gidbe es ein F € F
mit U N F = @ und also F C X \ U. Nach (F,) folgte dann entgegen unserer Voraussetzung
X\ U € F.Esgilt daher @ ¢ B und insgesamt erfiillt B Axiom (FB;).



59 Kapitel 2. Eigenschaften topologischer Rdume

Seien nun Vi, V, € B. Dann gilt

Vinw, fur V1, Vo € F,
inW=qvinUnk)=UnNViNnk) furVieF, Va=UNFkKmitk € F,
(UHFQ N (UHFQ) =Un (Fl ﬁPz) furviuUn F, o =UNEmitEh, K € F.

Da F Axiom (F3) erfiillt, liegt somit V4 N V; in allen drei Fillen in B, so dass B Axiom (FB;)
erfiillt. 4

Der nach dem Filterbasiskriterium 1.45 zu B gehorige Filter F ist nach Konstruktion feiner als
Fundenthalt U = U N X. O

Proposition 2.48 (Ultrafilterkriterium). Fiir eine Menge X und einen Filter F auf X sind die folgen-
den Aussagen dquivalent:

(i)  F ist ein Ultrafilter auf X.
(ii)  Fiir jedes U C X ist (entweder) U € F oder X \ U € F.

Beweis. Gelte zunéchst (i), sei F also ein Ultrafilter. Sei weiter U C X beliebig. Waren U und
X \ U beide in F enthalten, so auch @ = U N (X \ U), da F als Filter Axiom (F;) erfiillt.
Ohne Einschrankung liege also X ~\ U nicht in F. Nach dem Verfeinerungskriterium 2.47 gibt
es dann einen Filter £ mit F C Fund U € F. Da F Ultrafilter ist, folgt F = F nach Definition
2.44. Insbesondere gilt dann U € F und wir haben (ii) gezeigt.

Gelte umgekehrt (ii), sei also fiir jedes U C X entweder U oder X . U in F enthalten. Sei weiter
G ein Filter auf X mit G O F und sei U € G beliebig. Gilte U ¢ F, so wére nach Voraussetzung
X~U€eFCGundalso® = U N (X~ U) € G, was nicht sein kann, da G als Filter Axiom
(Fp) erfiillt. Daher gilt U € F und somit 7 = G. Nach Definition 2.44 ist somit F ein Ultrafilter,
es gilt also (i). O

Korollar 2.49. Seien X, X' Mengen, F ein Ultrafilter auf X und f : X — X' eine Abbildung. Dann
ist der Bildfilter f.F ein Ultrafilter auf X'.

Beweis. Sei U’ C X’ beliebig. Nach dem Ultrafilterkriterium 2.48 fiir den Filter f, F geniigt es
zu zeigen, dass entweder U’ oder X’ \ U’ in f, F liegt. Nach Voraussetzung ist F ein Ultrafilter
und mit dem Ultrafilterkriterium 2.48 fiir F liegt entweder U := f~1(U’) oder X \ U in F. Im
FallU € F gilt

fuy=fiu)) cu
und also U’ € f.F nach (F). Im Fall X \ U € F gilt
fXNU)=f(X~fFHU)) =f(FH X NU)) cx\U

und also X' \ U’ € f,F nach (F). O
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Satz 2.50. Seien X eine Menge und F ein Filter auf X. Dann gibt es einen Ultrafilter F auf X, der F
enthiilt.

Beweis. Die Menge
M-r = {GFilterauf X | G D F}

ist halbgeordnet durch ,C* und nichtleer wegen F* € M- r. Fiir eine beliebige totalgeordnete
Teilmenge M von M- r ist dann

SM):= ] ¢
GeM

eine obere Schranke in M~ £,

denn: Nach Konstruktion gilt S(M) D G D F fiir alle G € M5, so dass es geniigt zu zeigen,
dass S(F) ein Filter auf X ist.

S(M) erfiillt Axiom (F;), da S(M) eine Vereinigung von Filtern ist und diese (F;) gentigen,
also® ¢ S(M) und X € S(M) gilt.

S(M) erfiillt Axiom (F,), denn nach Konstruktion von S(M) gibt es fiir jedes S € S(M) ein
G € Mmit$§ € G.Da G Axiom (F,) geniigt, folgt U € G C S(M) fiirjedes S C U C X.

S(M) erfiillt Axiom (F3), denn fiir beliebige S1,S, € S(M) gibt es nach Konstruktion Filter
G1,G2 € M mit $; € G und Sy € Go. Da M nach Voraussetzung totalgeordnet ist, konnen wir
ohne Einschrénkung G; C G, annehmen und erhalten Sy, S, € G,. Da G als Filter Axiom (F3)
geniigt, gilt schlielich 1 N S, € G € S(M). # [w]

Insgesamt haben wir hiermit verifiziert, dass wir in unserer Situation das aus der Linearen Al-
gebra bekannte Zorn’sche Lemma anwenden diirfen und erhalten, dass M5 ein maximales

Element F enthilt; dieses ist ein Ultrafilter. O

Korollar 2.51. Seien X eine Menge und F ein Filter auf X. Dann gilt

F= N ¢
FCG Ultra-
filter auf X

Beweis. Nach Satz 2.50 ist die rechte Seite nichtleer und nach Konstruktion ist dann die linke
Seite in der rechten Seite enthalten.

Um umgekehrt zu zeigen, dass die rechte Seite in der linken Seite enthalten ist, gentigt es
offenbar zu zeigen, dass es fiir jedes U C X mit U ¢ F einen Ultrafilter G auf X mit G O F
und U ¢ G gibt. Seialso U C X mitU = X \ (X \ U) ¢ F. Nach dem Verfeinerungskriterium
2.47 gibt es dann einen Filter # O F auf X, der X \ U enthélt, und nach Satz 2.50 gibt es dann
einen Ultrafilter G O F D F auf X, der ebenfalls X . U enthilt. Da G als Filter die Axiome (Fp)
und (F3) erfiillt, folgt U ¢ G und somit die Behauptung. O
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2.3 Kompaktheit

Definition 2.52. Seien X ein topologischer Raum, U C X eine Teilmenge und (Uj;);c; eine Familie
von Teilmengen von X. Dann sagen wir:

(U;)ic1 heifit Uberdeckung von U <~— ucu.
iel

(U;) ey heifit offene Uberdeckung von U = UC U U; mit offenen Uj fiir allei € I.
i€l

(U;) e heifst endliche Uberdeckung von U <= U C U U; mit einer endlichen Menge 1.
i€l

Eine Uberdeckung (U;)ie; von U mit | C I nennen wir eine Teiliiberdeckung von (U, ).

In der Analysis zeigt man den Satz von Heine-Borel,® laut dem fiir ein beliebiges n € IN eine
Teilmenge U C R" genau dann beschrinkt und abgeschlossen ist, wenn jede offene Uber-
deckung von U eine endliche Teiliiberdeckung besitzt. In allgemeinen topologischen Riumen
ist diese Aussage nicht korrekt, inspiriert uns jedoch zu folgender Definition:

Definition 2.53. Ein topologischer Raum X heifit (iiberdeckungs-)kompakt, wenn jede offene Uber-
deckung von X eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Bemerkung 2.54. In der Literatur nennt man gelegentlich die von uns in Definition 2.53 eingefiihrte
Eigenschaft ,,quasikompakt” und fordert fiir Kompaktheit noch die zusitzliche Giiltigkeit geeigneter
Trennungseigenschaften.

Proposition 2.55. Seien X ein topologischer Raum und U C X eine Teilmenge. Dann sind die folgen-
den beiden Aussagen dquivalent:

(i) U ist kompakt.
(i)  Fiir jede offene Uberdeckung von U in X existiert eine endliche Teiliiberdeckung.

Beweis. Gelte zunidchst (i) und sei (U;);c; eine offene Uberdeckung von U in X, gelte also U C
Uier U; mit U; © X fiir allei € I. Dann gilt

u=un Ju=Ywunu).
i€l i€l
Nach (i) ist U kompakt und nach den Definitionen 2.52 und 2.53 gibt es daher eine endliche

Teilmenge I, € I mit

u={Junu)

i€lgn

®In der Analysis definiert man zumeist Kompaktheit durch Beschrénktheit und Abgeschlossenheit und weist
mit dem Satz von Heine-Borel dann die Eigenschaft nach, mit der wir in der folgenden Definition 2.53 den Kom-
paktheitsbegriff einfithren. Wir verfahren umgekehrt und zeigen den Satz von Heine-Borel nach dem Studium
geeigneter Trennungseigenschaften im weiteren Verlauf dieses Kapitels als Satz 2.95.
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und also U C Usej, Ui Da (Uj)je; als offene Uberdeckung von U beliebig gewihlt war, folgt
Aussage (ii).

Gelte umgekehrt (ii) und sei (U;);cs eine offene Uberdeckung von U (in U), gelte also U C
Uier U; mit U; © U fiir alle i € I. Nach Konstruktion der Unterraumtopologie 1.50 gibt es dann
fiir jedes i € I eine Teilmenge O; © X mit U; = O; N U. Es folgt U C |J;c; O; und nach (ii) gibt
es sogar eine endliche Teilmenge I, C [ mit U C Uy, O;. Insgesamt erhalten wir so

u=un (Jo=Jwuno)= u

i€lgn i€lgn i€lgn

und nach Definition 2.53 die Kompaktheit von U, also Aussage (i). O

Beispiel 2.56. (a) Ist X eine Menge und O eine endliche Topologie auf X, so ist (X, O) kompakt. Ins-
besondere sind Xingisx und jeder endliche Teilraum eines beliebigen topologischen Raumes kompakt.

(b) Der diskrete Raum Xgisx zu einer gegebenen Menge X ist genau dann kompakt, wenn X endlich
ist,

denn: Dass endliche topologische Riume kompakt sind, haben wir schon in Aussage (a) eingesehen.
Umgekehrt besitzt fiir Xgisk kompakt die offene Uberdeckung Xgisk = Uyex{x} eine endliche
Teiliiberdeckung, so dass X endlich sein muss. #

Proposition 2.57. Das Einheitsintervall [0,1] C R ist kompakt.

Beweis. Wir betrachten [0, 1] als Unterraum der reellen Zahlen R. Sei nun (U;);c; eine offene
Uberdeckung von [0, 1] in R und sei

X :={x €[0,1] | [0, x] lasst sich durch endlich viele U; iiberdecken} C R.
Dann ist X von der Form [0, ¢) oder [0,#] mit0 <t <1,

denn: Offensichtlich gilt 0 € X. Sind weiter x € X undy € Rmit0 <y < x, so folgt y € X nach
Konstruktion von X. Die Behauptung folgt nun wie in Satz 2.18. #

Die meisten dieser Intervalle kommen fiir X jedoch nicht infrage:

Fall 1: X = [0,¢) fiir ein 0 < t < 1. Nach Voraussetzung gébe es dann ein j € [ mit t € U; und
daher auch ein & > 0 mit [t —¢,t] C U; N [0,1]. Wegen t — & € X liefe sich [0, — ¢] durch end-
lich viele U; tiberdecken. Fiigten wir U; zu diesen endlich vielen Mengen hinzu, so erhielten
wir nach Konstruktion eine endliche Uberdeckung von [0, ], so dass entgegen unserer Annah-
me auch ¢ in X lage. Dieser Fall kann also nicht eintreten.

Fall 2: X = [0, ] fiir ein 0 < t < 1. Nach Voraussetzung gébe es dann ein j € I mit t € U,
und daher auch ein e > 0 mit [t,¢ +¢] C U; N [0,1]. Wegen t € X lieSe sich [0, t] durch endlich
viele U; tiberdecken. Fiigten wir U; zu diesen endlich vielen Mengen hinzu, so erhielten wir
nach Konstruktion eine endliche Uberdeckung von [0, t + €], so dass entgegen unserer Annah-
me auch t + ¢ in X ldge. Dieser Fall kann also ebenfalls nicht eintreten.

Es folgt X = [0, 1] und insbesondere 1 € X. Nach Konstruktion von X folgt dann die Proposi-
tion. [
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Analog zum Vorgehen in der Analysis defininieren wir einen weiteren Kompaktheitsbegriff:

Definition 2.58. Ein topologischer Raum X heif$t folgenkompakt, wenn jede Folge in X eine konver-
gente Teilfolge hat.

Ein klassisches Ergebnis der Analysis besagt, dass kompakte metrische Rdume folgenkompakt
sind — ein bekannter Spezialfall hiervon fiir kompakte Unterrdume der komplexen Zahlen C
ist der Satz von Bolzano-Weierstrafs. In allgemeinen topologischen Rdumen gibt es keinen ein-
fachen Zusammenhang zwischen Kompaktheit und Folgenkompaktheit:

Beispiel 2.59. Kompaktheit und Folgenkompaktheit implizieren sich gegenseitig nicht. Um das zu zei-
gen, geben wir jeweils ein Gegenbeispiel an:

(a) Nicht jeder kompakte topologische Raum ist folgenkompakt: Nach Teil (b) von Beispiel 2.56
ist der endliche diskrete Raum {0, 1} gisx kompakt. Nach dem Satz von Tychonow, den wir in Kiir-
ze und ohne auf dieses Beispiel Bezug zu nehmen als Satz 2.63 zeigen werden, ist dann auch die
Menge X der Funktionen [0,1] — {0,1}, die wir wie im Beweis von Proposition 2.34 mit der
Produkttopologie versehen, kompakt. Aber dieser kompakte topologische Raum X ist nicht folgen-
kompakt,

denn: Analog zu unseren Uberlegqungen im Beweis von Proposition 2.34 ist die Konvergenz von
Folgen in unserem Produktraum X nichts anderes als die gewdohnliche punktweise Konvergenz.
Zum Beweis unserer Behauptung geniigt es daher zu zeigen, dass es eine Folge in X gibt, so dass
fiir jede Teilfolge die Folge der zugehorigen Funktionswerte in einem jeweils geeigneten Punkt in
[0, 1] nicht konvergiert.

Im Dualsystem ist die Darstellung eines beliebigen x € [0, 1] eine unendliche Folge (a;(x))$>, von
Nullen und Einsen mit

x = i a;(x)27",
i—1

1

Zu jedem i € N erhalten wir so ein wohldefiniertes Element a; € X und insgesamt eine Folge
(ai)iew in X. Jeder Teilfolge (a;, )rew von (a;)ic ordnen wir nun via

1 firi=irmitk e 2lN—1,
ai(y) =40 furz =i mit k € 2IN,
0 sonst

ein y € [0,1] zu. Nach Konstruktion konvergiert dann die Folge (a; (v))rew der Funktionswerte
am Punkt y € [0, 1] nicht und wir haben die Behauptung gezeigt. #

(b) Nicht jeder folgenkompakte topologische Raum ist kompakt: Die erste iiberabzihlbare Ordi-
nalzahl w, ist definitionsgemifs die iiberabziihlbare Menge aller (hochstens) abzihlbaren Ordinal-
zahlen. Auf dieser Menge ist durch die €-Relation offensichtlich eine Wohlordnung ,, <" definiert.
Durch letztere wird auf wq eine Topologie definiert, die Ordnungstopologie beziiglich , <",
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denn: Sei ganz allgemein X eine Menge mit einer Totalordnung ,,<*. Wir betrachten zwei Symbole
Foo mit —oo < x < 400 fiir alle x € X und erweitern X zu X := X U {£oco}. Die Menge

B:={(a,b) | a,be Xmita<b}

erfiillt offensichtlich die Axiome (By) und (By) und ist nach dem Basiskriterium 1.39 also Basis
einer eindeutig bestimmten Topologie auf X. #

Ist nun (a;);c eine beliebige Folge in w1, so ist die beziiglich ,,<” kleinste Ordinalzahl u € w;
mit der Eigenschaft, dass nur endlich viele Folgenglieder grifier als y sind, ein Haufungspunkt
dieser Folge,

denn: Da abzihlbare Vereinigungen abzihlbarer Mengen wieder abzihlbar sind, gibt es eine Or-
dinalzahl aus w,, so dass nur endlich viele Glieder von (w;)ic grofier sind. Wegen der Wohl-
geordnetheit von wy beziiglich ,<” hat die Menge solcher Ordinalzahlen ein kleinstes Element
u. Wire y nun kein Hiufungspunkt, so gibe es eine Umgebung von u, in der nur endlich viele
Folgenglieder ligen. Nach Definition 1.5 konnen wir ohne Einschrinkung annehmen, diese Umge-
bung wiire offen, und nach Definition der Ordnungstopologie sogar, dass sie von der Gestalt («, B)
mit o, p € wy und &« < p < B wire. Nach Definition von u lige in («, u) kein Folgenglied, so
dass es nur endlich viele Folgenglieder grofer als « < u gibe. Das steht im Widerspruch dazu,
dass wir y als die kleinste Ordinalzahl mit dieser Eigenschaft gewiihlt hatten. Es muss also y ein
Hiiufungspunkt von (a;);c sein. #

In Konsequenz hat («;)ie eine konvergente Teilfolge und nach Definition 2.58 ist wy zusammen
mit der Ordnungstopologie ein folgenkompakter topologischer Raum.

Aber wy ausgestattet mit der Ordnungstopologie ist nicht kompakt,

denn: Die Familie der offenen Mengen (—oo, a), wobei w die (hichstens) abzihlbaren Ordinalzahlen
durchliuft, iiberdeckt wy, denn es gilt

wi = (JA{a}= | (—o0,0).

a<<wiy a<<wi

Jede beliebige endliche Teilfamilie enthilt aber nur abzihlbar viele Elemente von wi, so dass wq
nicht kompakt ist. #

In Satz 2.80 werden wir nach dem Studium geeigneter Abzéhlbarkeitseigenschaften Bedingun-
gen angeben, unter denen aus Kompaktheit Folgenkompaktheit folgt. Indem wir den Begriff
der Folgenkompaktheit in die Sprache der Filter iibersetzen, wird es uns aber zunéchst im fol-
genden Kompaktheitskriterium 2.60 gelingen, in allgemeinen topologischen Rdumen ein Ana-
logon dieser Aussage anzugeben:

Satz 2.60 (Kompaktheitskriterium). Sei X ein topologischer Raum. Dann sind die folgenden Aussa-
gen dquivalent:
(i) X ist kompakt.

(i) Ist (Aj)ies eine Familie abgeschlossener Teilmengen von X mit (\;e; A; = @, dann gibt es eine
endliche Teilmenge Ign C I mit (e, Ai = ©.
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(iii) Jeder Filter aus X hat einen Beriihrpunkt.

(iv) Jeder Ultrafilter auf X konvergiert.

Beweis. Die Aquivalenz der Aussagen (i) und (ii) ergibt sich unmittelbar daraus, dass bei Kom-
plementbildung offene in abgeschlossene Teilmengen {iiberfiithrt werden und umgekehrt.

Um aus Aussage (ii) Aussage (iii) zu folgern, nehmen wir nun an, es gilte Aussage (ii) aber
nicht Aussage (iii). Wegen letzterem gébe es dann einen Filter 7 auf X ohne Beriihrpunkt und
nach Definition 2.42 gilte

NF=o.

FeF
Nach (ii) gédbe es sogar eine endliche Teilmenge g, C F mit

N r=o

FeFin

]
I

Andererseits erfiillt 7 Axiom (F), so dass mit F € Fg, C F auch sein Abschluss F in F
enthalten ist. Da Fyy, endlich ist und F auch Axiom (F3) erfiillt, folgt Npc 7, F € F und somit
im Widerspruch zum oben Gezeigten

N E+£0

FeFiin
nach Axiom (F;). Unsere Annahme kann also nicht richtig sein, und aus Aussage (ii) folgt
Aussage (iii).

Gelte nun Aussage (iii) und sein F ein Ultrafilter auf X. Dann hat F einen Beriihrpunkt x und
nach Teil (b) von Proposition 2.43 gibt es einen Filter F DO F mit F — x. Nach Definition 2.44
folgt 7 = F und somit 7 — x, also Aussage (iv).

Gelte schlie8lich Aussage (iv). Wir nehmen an, es gébe eine Familie (A;);c; abgeschlossener
Mengen in X mit (;c; A; = @, so dass der Durchschnitt jeweils endlich vieler solcher Mengen
nichtleer ist. Die Menge

B := {endliche Durchschnitte von Mengen aus (A;);c; }
wire dann eine Filterbasis,

denn: Nach Konstruktion gilte @ ¢ B und B # @, also (FB;1). Da (FB,) offensichtlich ebenfalls
erfiillt wire, folgt die Behauptung. #

Sei F der nach dem Filterbasiskriterium 1.45 zu B gehorige Filter auf X. Nach Satz 2.50 giabe
es nun einen Ultrafilter £ auf X mit C F O F D B. Nach Konstruktion von B folgte

NFcNBSNA=N4-=2,

FcF BeB icl icl

so dass F nach Definition 2.42 keinen Beriihrpunkt hitte. Andererseits konvergiert nach (iv)
jeder Ultrafilter auf X, es gabe also ein x € X mit & — x. Nach Proposition 2.43 wire dann
x ein Bertihrpunkt von F, was nach unseren vorherigen Uberlegungen nicht sein kann. Eine
Familie wie oben angenommen kann es daher nicht geben, so dass Aussage (ii) erfiillt ist. ~ [J
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Korollar 2.61. Sei X ein kompakter topologischer Raum und sei A @ X ein abgeschlossener Teilraum.
Dann ist auch A kompakt.

Beweis. Wegen A @ X gilt fiir alle U C A nach Teil (b) von Beispiel 1.51:
USA — UEX

Nach Aussage (ii) des Kompaktheitskriteriums 2.60 vererbt sich somit die Kompaktheit von X
auf A. O

Proposition 2.62. Seien X ein kompakter topologischer Raum und f : X — X' eine stetige Abbildung
in einen weiteren topologischen Raum X'. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(@) f(X) ist kompakt.

(b) Ist X' diskret, so ist f(X) endlich.

Beweis. Wir zeigen zunichst Behauptung (a). Sei dafiir (U;);c; eine offene Uberdeckung von
f(X). Weil die Mengen f~!(U;) wegen der Stetigkeit von f offen in X sind und

X=f1(fx) cr(Juw) =UJsr
icl icl

gilt, ist (f~1(U;))ie; eine offene Uberdeckung von X. Wegen der Kompaktheit von X gibt es
eine endliche Teilmenge I, C I mit

X=J fFHu).
iEIﬁn
Es folgt
fO=f(U )= U Fiw) c U u
iEIﬁn ielﬁn iEIﬁn

so dass wir mit (U;);cy, eine endliche Teiltiberdeckung von f(X) gefunden haben. Es folgt die
Kompaktheit von f(X) und somit Behauptung (a).

Nun beweisen wir Behauptung (b). Wegen der Diskretheit von X’ ist nach Konstruktion der
Unterraumtopologie auch f(X) diskret. Wegen der Kompaktheit von X und Aussage (a) ist
f(X) zudem kompakt. Mit Teil (b) von Beispiel 2.56 folgt nun Behauptung (b). O

Satz 2.63 (Satz von Tychonow). Sei (X;)ic; eine Familie nichtleerer topologischer Raume und sei
X := [l;e1 Xi der Produktraum beziiglich der kanonischen Projektionen t; : X — X;. Dann sind die
folgenden beiden Aussagen idquivalent:

(i) X ist kompakt.
(i)  X; ist kompakt fiir allei € 1.
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Beweis. Gelte zundchst Aussage (i), sei also X kompakt. Nach Konstruktion der Produkttopo-
logie ist fiir jedes i € I die (surjektive) kanonische Projektion 7r; : X — X; stetig. Nach Teil (a)
von Proposition 2.62 ist daher X; kompakt fiir alle i € I, es gilt also Aussage (ii).

Gelte umgekehrt Aussage (ii), seien also die X; fiir alle i € I kompakt. Sei F ein beliebiger
Ultrafilter auf X. Nach Korollar 2.49 ist dann fiir jedes i € I der Bildfilter (77;).F ein Ultrafilter
auf X;. Wegen der Kompaktheit von X; und dem Kompaktheitskriterium 2.60 konvergiert so-
mit (77;).F fiir alle i € I und nach Proposition 2.40 konvergiert dann auch F. Da der Ultrafilter
F beliebig gewdhlt war, konnen wir wieder das Kompaktheitskriterium 2.60 anwenden und
erhalten die Kompaktheit von X, also Aussage (i). O

Definition 2.64. Sei X ein topologischer Raum. Dann sagen wir:

X ist lokalkompakt <= jedes x € X besitzt eine kompakte Umgebung.

Bemerkung 2.65. In der Literatur gibt es verschiedene, von Definition 2.64 abweichende Definitionen
der Lokalkompaktheit. Sie stimmen alle iiberein, wenn man noch die zusitzliche Giiltigkeit geeigneter
Trennungseigenschaften voraussetzt.

Beispiel 2.66. (a) Jeder kompakte topologische Raum X ist auch lokalkompakt,
denn: Fiir jedes x € X ist das Kompaktum X eine offene Umgebung. #
(b) Fiir n € IN beliebig ist R" lokalkompakt, jedoch nicht kompakt,

denn: Sei x = t(xl, ..., Xn) € R" beliebig. Nach Proposition 2.57 ist das Einheitsintervall [0,1] C
R kompakt. Da fiir jedes i € {1,...,n} die Translation y — y + x; — § stetig ist, ist mit Teil (a)
von Proposition 2.62 auch [x; — %, x; + %] kompakt. Nach dem Satz von Tychonow 2.63 ist dann

auch
T l::l 1 2/ 1 2

kompakt. Offensichtlich gilt x € U% (x) C U, so dass U eine kompakte Umgebung von x ist. Da x
beliebig gewihlt war, folgt die Lokalkompaktheit von R".

Um zu zeigen, dass R" nicht kompakt ist, geniigt es nach dem Kompaktheitskriterium 2.60 zu
zeigen, dass es einen Filter auf R" gibt, der keinen Beriihrpunkt hat. Tatsichlich ist

U(co) :={U C X | Ug(oo) CUfiireine € Rso} mit Ug(o0) :={x € R" | ||x] > %}

ein Filter,” der wegen

Ucl (c0) e€lR>o
keinen Berithrpunkt in R" aufweist. Wir konnen uns U(oo) als den Umgebungsfilter eines nicht
in R" enthaltenen Elements , 00 vorstellen, das den (eindeutigen) Beriihrpunkt dieses Filters dar-
stellt. Ein Ansatz zur Behebung des Problems der fehlenden Kompaktheit von R ist daher, dieses

"Das zeigt man komplett analog zum Beweis von Beispiel 1.9.
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Element hinzuzunehmen und zu hoffen, dass der derart ergiinzte topologische Raum kompakt ist.
Diese Idee werden wir im Rest dieses Abschnitts weiterverfolgen. #

Definition 2.67. Sei X ein topologischer Raum. Genau dann heifit ein topologischer Raum X eine
Kompaktifizierung von X, wenn die folgenden Axiome gelten:

(Ky) X ist kompakt.

(K2) X ist homdomorph zu einem dichten Unterraum von X.

Beispiel 2.68. Ein gegebener topologischer Raum kann durchaus unterschiedliche Kompaktifizierun-
gen aufweisen. Dies fithren wir in diesem Beispiel fiir ein geeignetes n € IN anhand des topologischen
Raums R" vor. Um uns die Arbeit leichter zu machen, mogeln wir ein wenig und nutzen dabei aus, dass
fiir alle n € W die n-Sphire S" als beschriinkte und abgeschlossene Teilmenge des R" ™! nach dem erst
spiter bewiesenen Satz von Heine-Borel 2.95 kompakt ist. Es gelten dann die folgenden Aussagen:

(a) Fiir einen beliebigen, in diesem Kontext auch als ,,Nordpol” bezeichneten Punkt N aus dem Kom-
paktum S" ist $" ~ { N} homdomorph zu R", so dass $" eine Einpunktkompaktifizierung von
R™ ist. Ein Umgebungsfilter von N ist dann durch das homdomorphe Urbild des Filters U (oo) aus
Beispiel 2.66 gegeben.

Ein in der Funktionentheorie studierter Spezialfall hiervon ist die Homdomorphie zwischen der
Riemann’schen Zahlenkugel $* C R® = C x R ohne ihren Nordpol und der komplexen Ebene
C = R2

4
N=(0,1)

(2,)

ozt) = (£25,0) &9 iy

X

Dort beweist man diesen Aussage durch explizite Konstruktion eines Homdomorphismus o : $2 —
C. Wir geben in Satz 2.70 eine allgemeine Methode zur Konstruktion einer — dann schon als solcher
verifizierten — Einpunktkompaktifizierung an.

(b) Der n-dimensionale projektive Raum P" (R) aus Beispiel 1.60 ist eine Kompaktifizierung von R",

denn: Die Abbildung

t(xl,...,an) (X1t X))

ist offensichtlich surjektiv und stetig. Wegen der Kompaktheit von $"+1 und Teil (a) von Proposi-
tion 2.62 folgt daher die Kompaktheit von P"(R) und somit Axiom (Ky). Axiom (Ky) haben wir
schon in Beispiel 1.60 nachgewiesen. #

b {Sn-‘rl N ]PH(R),
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Definition 2.69. Sei T = (X, O) ein topologischer Raum. Wir wiihlen einen Punkt oo, der nicht zu X
gehort, und setzen

Xeo := XU {00},
O :=0UH mitH:={V C X | 00 € Vund X <V kompakt und abgeschlossen in X }.

Dann heifit Teo := (Xeo, Oco) die Alexandrow-Kompaktifizierung von T .

Nun gilt es zu zeigen, dass die Alexandrow-Kompaktifizierung eines topologischen Raums
auch tatsdchlich eine Kompaktifizierung ist.

Satz 2.70 (Satz von Alexandrow). Sei X ein topologischer Raum und sei X, die Alexandrow-
Kompaktifizierung von X. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Die Alexandrow-Kompaktifizierung X von X ist ein kompakter topologischer Raum, der X als
Teilraum enthiilt.

(b) Ist X nicht kompakt, so ist X, eine Kompaktifizierung von X.

Beweis. Die nach Definition 2.69 zur Alexandrow-Kompaktifizierung X, gehorige Menge O,
ist tatsdchlich eine Topologie auf X,

denn: Wir zeigen zunédchst, dass O, Axiom (Tl(o)) erfiillt. Einerseits gilt © € O C O, anderer-
seits gilt 0 € X und X \ Xoo = © kompakt und abgeschlossen in X, so dass X« als Element

von H in Oy enthalten ist. Insgesamt haben wir somit gezeigt, dass Os Axiom (Tl(o)) erfillt.
Zum Beweis von (TZ(O)) gentigt es

W:=UU(JV; €0 firalleUe O, (V)icmit]l #@undV; € H firallei € I

i€l
zu zeigen. Wegen I # @ gilt co € W. Weiter ist

XAW=(X~UUX\V)
icl
als Durchschnitt in X abgeschlossener Mengen selbst wieder abgeschlossen in X. Schliefilich
liegt X \ W fiir ein geeignetes i € I im Kompaktum X \ V;. Da X \ W und X \ V; beide
abgeschlossen in X sind, ist X \. W nach Teil (b) von Beispiel 1.51 auch abgeschlossen in X \ V;.
Nach Korollar 2.61 ist X \. W als abgeschlossene Teilmenge eines Kompaktums selbst kompakt,

so dass wir insgesamt X \ W € H C O und somit Axiom (Tz(o)) gezeigt haben.

Zum Beweis von Axiom (TS(O)) betrachten wir zwei Mengen U,V € Oy. ImFall U,V € O gilt

UNV e O C O, da O Axiom (Téo)) erfillt. Im Fall U € O und V € H - oder natiirlich
analog genau umgekehrt — gilt nach Voraussetzung X \V @ X, also X \ (X \ V) © X und
somit

Unv=UnX)nV=Un(XNV)=UN(X~(X\V)) €0 C 0.
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Im Fall U,V € H ist schliefllich co € U N V. Nach Voraussetzung sind zudem X ~ U und
X\ V beide kompakt und abgeschlossen in X, so dass dies auch auf ihre Vereinigung

XN(UNV)=(X~\UUX\V)
zutrifft. Es ist daher U NV € H C O, so dass wir insgesamt die Giiltigkeit von Axiom (Téo))
in O nachgewiesen haben. #
Der urspriingliche topologische Raum X ist ein topologischer Unterraum von X,

denn: Nach Definition 1.50 ist die Unterraumtopologie beziiglich X, auf X gegeben durch
Oolx ={VNX|VEOL}={V~{oo} | VeEO}.

Wegen O C O gilt O C O|x. Umgekehrt gilt fiir alle V € O wie schon zuvor bemerkt
VNX=X\(X\V)e Ound somit auch die Inklusion O«|x C O. #

Schliefslich ist die Alexandrow-Kompaktifizierung X, auch kompakt,

denn: Sei (U;);c] eine beliebige offene Uberdeckung von Xe. Dann gibt es ein j € I mit oo € U;,
insbesondere gilt U; € H. Es folgt dann

X~ u]' = Xoo N u]' = (U Ui) N u]' = U(ui AN Uj) - U(Ui N {00})
i€l i€l i€l
Wegen U; \ {oo} = U; N X € Oist (U \ {o0})ic; eine offene Uberdeckung von X \ U; in X.
Wegen U; € H ist X \ U; kompakt, so dass es eine endliche Teilmenge I, C I gibt mit
X\U]§ U (UZ\{oo}) - U Ul-
i€l i€lgn

und folglich
XCcuju | u.

iEIﬁn
Wegen co € Uj und Xo = X U {0} ergibt sich hieraus
Xoo = u]‘ U U U;
ZIEIﬁn
und somit die Behauptung. #
Insgesamt haben wir nun Behauptung (a) bewiesen.

Zum Beweis von Behauptung (b) iiberlegen wir zunéichst:
{0} €006 <= {w}eH <+ X=X {co}kompakt.

Sei nun X nicht kompakt, gelte also {00} ¢ O. Dann ist X \ {00} = X nicht abgeschlossen
in X und zwangslaufig gilt X = X. Behauptung (b) folgt nun mit den Definitionen 1.16 und
2.67. O
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2.4 Die Abzahlbarkeitsaxiome

In der Topologie gibt es zwei Endlichkeitsbedingungen an die betrachteten Rdume, die als er-
stes bzw. zweites Abzihlbarkeitsaxiom bezeichnet werden. Raume, die ein Abzihlbarkeitsaxi-
om erftillen, konnen aus topologischer Sicht als , klein” gelten. Eingefiihrt wurden die Abzdhl-
barkeitseigenschaften von Felix Hausdorff in seiner Monografie Grundziige der Mengenlehre aus
dem Jahr 1914.

Definition 2.71. Sei T = (X, O) ein topologischer Raum. Gilt dann

(A1) Fiiralle x € X existiert eine (hochstens) abzihlbare Umgebungsbasis.

so sagen wir, X etfiille das erste Abzdhlbarkeitsaxiom. Gilt dagegen

(Az) Es existiert eine (hichstens) abzihlbare Basis von O.

so sagen wir, X erfiille das zweite Abzihlbarkeitsaxiom.

Bemerkung 2.72. Nach Definition 1.50 konnen wir eine Umgebungsbasis bzw. eine Basis der Topologie
in einen Unterraum herunterschneiden und erhalten wieder eine Umgebungsbasis bzw. eine Basis der

Topologie. Erfiillt daher ein gegebener topologischer Raum X Axiom (A1) bzw. Axiom (Ay), so erfiillt
auch jeder Unterraum von X Axiom (A1) bzw. Axiom (A).

Proposition 2.73. Jeder toplogische Raum, der das zweite Abzihlbarkeitsaxiom (Ay) erfiillt, geniigt
auch dem ersten Abziihlbarkeitsaxiom (A1).

Beweis. Nach Teil (a) von Proposition 1.46 bedingt die Existenz einer abzédhlbaren Basis der
Topologie eines topologischen Raumes in jedem Punkt die Existenz einer abzdhlbaren Um-
gebungsbasis. Aus dem zweiten Abzidhlbarkeitsaxiom (A;) folgt daher das erste Abzghlbar-
keitsaxiom (A1). O

Mithilfe dieser beiden Aussage erhalten wir eine Klasse von Beispielen fiir topologische Rau-
me, die beide Abzéhlbarkeitsaxiome erfiillen:

Beispiel 2.74. Jeder Unterraum X C R" mit n € IN beliebig erfiillt Axiom (A1) und Axiom (Az),

denn: Offensichtlich ist
{Ue(x) | e € Quound x € Q"}
eine abzithlbare Basis der Standardtopologie auf R", so dass R" Axiom (A) erfiillt. Nach Bemerkung

2.72 trifft das auch auf alle Unterriume X C R" zu und nach Proposition 2.73 erfiillt jedes X C R"
dann auch Axiom (A1). #

Wir wollen nun ein Beispiel eines topologischen Raums angeben, der (A;) aber nicht (A)
erfiillt und beginnen mit zwei Bemerkungen.
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Bemerkung 2.75. Jeder metrische Raum erfiillt Axiom (A1) und jeder kompakte metrische Raum auch
Axiom (Az),

denn: Sei (X, d) ein metrischer Raum. Fiir einen beliebigen Punkt x € X ist dann offensichtlich

Uy () | n e )

eine abzithlbare Umgebungsbasis von x, vgl. auch Teil (c) von Beispiel 1.44, so dass X Axiom (A1)
erfiillt.

Sei nun (X, d) zusitzlich kompakt. Wir setzen fiirn € IN
U = {U:(x) | x € X}.

Fiir jedes n € IN wird X durch die offenen Mengen aus U iiberdeckt. Aufgrund der Kompaktheit von
X existiert fiir jedes n € N eine endliche Teilmenge V1 C U1 mit

Wir setzen

==

¥

B .= U %
n=1

Die Menge B ist abzihlbar und besteht aus offenen Teilmengen von X. Sie ist auch eine Basis der
Topologie von X: Sei dazu U © X und x € X. Dann existiert ein Ny € IN mit uﬁ (x) C U. Wegen

x= U v

gibtes ein y, € X mit x € Uﬁ (yx) und Uﬁ (yx) € Vﬁ' Fiir jedes z € Uﬁ (yx) ist

11
o =

<
d(x,2) < d(x,y) +d(yx2) < o5+ o = N

Wir erhalten x € U (yx) C U (x) C U und schlieflich

Nx
u= U uﬁ (¥x)-
#
Bemerkung 2.76. Hat ein topologischer Raum X einen iiberabzihlbaren diskreten Unterraum, so er-

fiillt er nicht Axiom (A3),

denn: Nehmen wir an, X hiitte einen iiberabzihlbaren, diskreten Unterraum X' und erfiillte Axiom
(Az). Nach Bemerkung 2.72 etfiillte dann auch X' Axiom (Az). Da die diskrete Topologie auf der
iiberabzihlbaren Menge X' aber keine abzihlbare Basis haben kann, kann das nicht sein. #
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Beispiel 2.77. Der R-Vektorraum B(R) der beschriinkten stetigen Funktionen R — R ausgestattet
mit der Supremumsnorm ||- || erfiillt Axiom (A1) aber nicht Axiom (Ay),

denn: Als normierter Raum ist B(R) insbesondere ein metrischer Raum und erfiillt nach Bemerkung
2.75 somit Axiom (Ay). Um zu zeigen, dass B(R) Axiom (Ap) nicht erfiillt, gentigt es nach Bemerkung
2.76 einen iiberabzihlbaren, diskreten Unterraum von B(R) anzugeben. Ist fiir x € R die eindeutige
Dezimaldarstellung durch x = Y, a,(x) - 10" gegeben, so ordnen wir dafiir jedem x € R eine
beliebige, aber festgewiihlte Funktion f, € B(R) mit der Eigenschaft f,(n) = a,(x) zu.®

Ja(x)

EREEEIRE . A AR A e

Da sich je zwei x # y € R~o an mindestens einer Dezimalstelle unterscheiden, gilt ||x — || > 1 fiir
alle x # y € Rsg. Analog zum Beweis von Beispiel 1.52 folgt somit, dass die iiberabzihlbare Menge
{fx | x € Rxo} ein diskreter Unterraum von B(R) ist, und wir haben die Behauptung gezeigt. #

Es gibt aber auch topologische Rdume, die keines der beiden Abz&hlbarkeitsaxiome erfiillen:

Beispiel 2.78. Sei I eine iiberabzithlbare Menge und sei fiir jedes i € I ein topologischer Raum X; mit
einer zugehorigen offenen Menge @ # U; C X; gegeben. Dann erfiillt der Produktraum X = [T;c; Xi
weder Axiom (A1) noch Axiom (Aj),

denn: Zu jedem i € I withlen wir ein x; € U; und betrachten den Punkt x := (x;);c; € X. Angenom-
men, x hiitte eine abzihlbare Umgebungsbasis. Nach Definition 1.43 und Korollar 1.72 gibe es dann
auch eine abzihlbare Umgebungsbasis Ecount(x) C E(x). Fiir jedes E € & unterscheidet sich der i-te
Faktor in nur endlich vielen i € I von X;. Wegen der Abziihlbarkeit von Ecount(x) giibe es daher nur
abzihlbar viele i € I, so dass sich fiir ein E € Ecount(X) der i-te Faktor von X; unterscheidet. Wegen der
Uberabzihlbarkeit von I giibe es folglich iiberabziihlbar viele i € I, so dass fiir alle E € Ecount(x) der i-te
Faktor mit X; identisch ist. Fiir ein solches i enthielte dann die offene Umgebung rt;*(U;) von x kein
E € Ecount(x), was im Widerspruch dazu steht, dass Ecount(x) eine Umgebungsbasis von x ist. #

Wir wollen nun untersuchen, welche Auswirkungen die Abzédhlbarkeitsaxiome auf die Topo-
logie haben. Axiom (A7) hat mit der Konvergenz von Folgen zu tun, wie wir sie schon in
Abschnitt 2.2 untersucht haben. Eine wichtige Feststellung dort war Proposition 2.34, dass al-
so das Folgenkriterium fiir Stetigkeit fiir Abbildungen zwischen allgemeinen topologischen
Rdumen nicht gilt. Mit dem ersten Abzdhlbarkeitsaxiom ldsst sich dieser Missstand heilen:

8Fine mogliche Wahl ist etwa die Funktion, die wir erhalten, wenn wir die angegebenen Stiitzstellen linear ver-
binden, wobei wir die Notation so verstehen, dass fiir alle x € R~ und n < 0 der Koeffizient a, (x) verschwindet.
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Satz 2.79 (Folgenkriterium fiir Stetigkeit in einem Punkt). Seien X, X' topologische Riiume, so dass
X das erste Abzihlbarkeitsaxiom (Ay) erfiillt, f : X — X' eine Abbildung und x € X ein Punkt. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i)  fiststetigin x.
(ii)  f ist folgenstetig in x.

Beweis. Nach Proposition 2.34 geniigt es zu zeigen, dass Aussage (ii) Aussage (i) impliziert.
Seien dafiir X, X’ topologische Rdume und f : X — X’ eine Abbildung, die in einem Punkt
x € X folgenstetig ist. Weiter sei

Beount(x) = {Bi(x) | i e N} CU(x)

eine abzéhlbare Umgebungsbasis von x in X. Wir betrachten nun ein U’ € U(f(x)) und
miissen nach Definition 1.24 zeigen, dass es ein U € U(x) mit f(U) C U gibt. Neh-
men wir an, kein U € U(x) erfiillte diese Bedingung, insbesondere kein endlicher Durch-
schnitt Bi(x) N ... N By(x) von Mengen in Beount(x). Dann gébe es fiir jedes n € IN ein
Xn € B1(x) N ... N By(x) mit f(x,) ¢ U'. Die Folge (x,),en konvergierte gegen x,

denn: Da Beount (x) eine Umgebungsbasis von x in X ist, gibt es fiir jede Umgebung U € U(x)
ein i € IN mit B;(x) C U. Nach Konstruktion gélte dann x,, € U fiir alle n > i. Die Behauptung
folgte nun direkt aus Definition 2.31. #

Andererseits konvergierte die Folge (f (xn))n < — ebenfalls nach Definition 2.31 — nicht gegen
f(x), da kein Folgeglied in U’ € U(f(x)) lage. Im Widerspruch zu unserer Voraussetzung wére
somit f nicht folgenstetig in x. Es folgt, dass es ein U € U(x) mit f(U) C U’ geben muss, also
die Stetigkeit von f in x. O

Wichtiger als die Folgenstetigkeit ist der Begriff der Folgenkompaktheit, wie wir ihn in Ab-
schnitt 2.3 untersucht haben. Eine wichtige Feststellung war Beispiel 2.59, dass sich also Kom-
paktheit und Folgenkompaktheit in beliebigen topologischen Riumen gegenseitig nicht bedin-
gen. Mit (A7) lasst sich auch dieses Problem mildern:

Satz 2.80. Jeder kompakte topologische Raum X, der das erste Abzihlbarkeitsaxiom (A1) erfiillt, ist
folgenkompakt.

Beweis. Sei (x;);icn eine Folge in X. Dann muss es einen Punkt xg € X geben, so dass in jeder
Umgebung von xg in X unendlich viele Glieder von (x;);cv liegen,

denn: Ware dem nicht so, dann besifse jeder Punkt aus X eine — ohne Einschrankung offene —
Umgebung, die nur endlich viele Folgenglieder enthielte. Sei nun X = (J,cx U(x) mit U(x) €
U (x) fiir alle x € X eine Uberdeckung von X aus solchen offenen Umgebungen. Da X kompakt
ist, existiert dann eine endliche Teiliiberdeckung X = (Ji_; U(x;). Nach Annahme ligen nun in
jedem U(x;) und damit auch in X nur endlich viele Folgenglieder, was nicht sein kann. #

Da X Axiom (A1) erfiillt, hat xy eine abzdhlbare Umgebungsbasis

Bcount(xo) = {Bk(xO) ’ ke IN}
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Sei (x;, )kew eine Teilfolge mit x;, € Bi(xg) N ... N Bi(xp) fiir alle k € IN. Analog zu der Argu-
mentation im Beweis des Folgenkriteriums 2.79 folgt, dass diese Teilfolge gegen xo konvergiert
und insgesamt also die Folgenkompaktheit von X. O

Korollar 2.81. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:
(a) X ist kompakt.
(b) X ist folgenkompakt.

Beweis. Nach Bemerkung 2.75 erfiillt X Axiom (A;). Wir kénnen daher Satz 2.80 anwenden
und erhalten, dass jeder kompakte metrische Raum folgenkompakt ist.

Sei nun umgekehrt X ein folgenkompakter metrischer Raum mit einer offenen Uberdeckung
X = Ujer U;. Zujedem x € X und jedem i € I mit x € U; setzen wir

Ri(x) :=sup{r € R>o | U,(x) C U;}.

Zujedem x € X existiert dann eini(x) € I, so dass R (x) > 1 gilt oder Upr, ,, (x) (x) in keinem
U; mit i € I enthalten ist,

denn: Sei x € X fest gewdahlt. Gilt R;(x) > 1 fureini € I mitx € Uj;, so wihlen wir i(x) := i
und erhalten R;(,)(x) > 1. Fiir den Rest der Argumentation kénnen wir daher annehmen, fiir
allei € I mit x € U; gelte R;(x) < 1. Die offensichtlich nichtleere Menge

{Ri(x) ‘ i€ Imitx € ui} C R-o

ist daher nach oben beschrankt und besitzt nach dem Vollstandigkeitsaxiom der reellen Zahlen
ein Supremum. Insbesondere existiert dann ein i(x) € I mit x € Uj(,), so dass R (x) grofler
als die Hélfte dieses Supremums ist. Die offene Kugel Uy, (X)(x)(x) hat dann einen grofieren
Radius als alle (konzentrischen) offenen Kugeln Ug, () (x) miti € I und x € U; und ist deshalb
in keinem dieser U; enthalten. Die Behauptung folgt, da Uy, (r)(x) in den U; mit x ¢ U; von
vorneherein nicht enthalten sein kann. #

Nehmen wir nun an, die offene Uberdeckung X = [J;c; U; hitte keine endliche Teiliiber-
deckung. Dann kénnten wir induktiv eine Folge (x;);c; mit

Xi1 & Lli(xl) U...u ui(xl.)

wihlen. Nach Konstruktion ware dann der Abstand eines Folgenglieds x; zu jedem seiner
Nachfolger grofier als 1 oder aber so grof3, dass die offene Kugel mit dem doppelten Abstand
als Radius in keine der Uberdeckungsmengen passte. Da wir X als folgenkompakt vorausge-
setzt haben, gibe es zudem eine konvergente Teilfolge von (x;, )xc; mit einem Grenzwert x € X.
Sei 0 < r < 1 eine Zahl mit U,(x) C Uj(). Wegen der Konvergenz der Teilfolge ldgen deren
Glieder fiir k > 0 sogar in Uy (x) N Uz (x), was nach Konstruktion der Folge nicht méglich

ist. Daher muss unsere Annahme, die beliebig gewihlte offene Uberdeckung X = (J;c; U; hitte
keine endliche Teiltiberdeckung, falsch sein. Der folgenkompakte metrische Raum X ist daher
auch (iiberdeckungs-)kompakt. O
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Soviel zum ersten Abzdhlbarkeitsaxiom (A;). Welche Auswirkungen das zweite Abzédhlbar-
keitsaxiom (A;) hat, wollen wir an dieser Stelle nicht ausfiihren, und merken nur an, dass
wir es in Abschnitt 2.6 fiir die Definition des immens wichtigen Begriffs der Mannigfaltigkeit
heranziehen werden. Viele bedeutende Sitze der Differentialtopologie wiren ohne (Az) nicht
mehr richtig.

2.5 Die Trennungsaxiome

Die Trennungsaxiome sind Axiome in dem Sinn, dass man bei der Definition eines topolo-
gischen Raums einige dieser Bedingungen zusétzlich fordern kann, um einen stirker einge-
schrankten Begriff des topologischen Raums zu erhalten. Die moderne Herangehensweise be-
steht allerdings darin, die Axiome des topologischen Raums ein fiir alle Mal zu fixieren — wie
wir das in Abschnitt 1.1 getan haben — und dann von bestimmten Arten topologischer Rau-
me zu sprechen. Der Name , Trennungsaxiom” fiir diese Bedingungen hat sich aber bis heute
erhalten.

Definition 2.82. Sei X ein topologischer Raum. Fiir Teilmengen U,V C X sagen wir:

U,V sind durch offene Mengen trennbar
<= es gibt offene Teilmengen Oy, Oy © X mit U C Oy, V C Oy und Oy N Oy = @.

und

U,V sind durch eine stetige Funktion trennbar
<= es gibt eine stetige Funktion f : X — [0,1] mit f(U) = {0} und f(V) = {1}.

Definition 2.83. Mit der Nomenklatur aus Definition lassen sich in einem beliebigen topologischen
Raum X folgende Trennungsaxiome formulieren:
(T2) Je zwei verschiedene Punkte in X lassen sich durch offene Mengen trennen.

(T3) Jeder Punkt in X und jede abgeschlossene Teilmenge von X, die den Punkt nicht enthilt, lassen
sich durch offene Mengen trennen.

(T3q) Jeder Punkt in X und jede abgeschlossene Teilmenge von X, die den Punkt nicht enthiilt, lassen
sich durch eine stetige Funktion trennen.

(Ty) Je zwei disjunkte abgeschlossene Teilmengen von X lassen sich durch offene Mengen trennen.

(T4a) Je zwei disjunkte abgeschlossene Teilmengen von X lassen sich durch eine stetige Funktion tren-
nen.

Es ist klar, dass die Trennungsaxiome topologische Eigenschaften sind, dass also mit X auch alle zu X
homoomorphen topologischen Riume diese Eigenschaft aufweisen. Fiir alle n € {2,3,3a,4,4a} sagen
wir dann:

Xistein (T,)-Raum <=  Xerfiillt (T,).

Gingige Benamungen sind zudem:
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Ein topologischer Raum X mit Axiom (T,) heifit ein Hausdorff-Raum.

Ein topologischer Raum X mit den Axiomen (T,) und (T3) heifSt reguliir.

Ein topologischer Raum X mit den Axiomen (T,) und (Ts,) heifit vollstiandig reguliir.

Ein topologischer Raum X mit den Axiomen (T,) und (Ty) heifst normal.

* Ein topologischer Raum X, bei dem alle Unterriume normal sind, heifit vollstindig normal.
Weitere Trennungsaxiome wie etwa (Tp), (T;) oder (T5) sind weniger wichtig und werden
von uns daher nicht studiert. In den folgenden Unterabschnitten wollen wir kurz topologische
Rdume untersuchen, in denen bestimmte Trennungsaxiome gelten.

2.5.1 Hausdorff-Rdume

Von den genannten Trennungsaxiomen ist die Hausdorff-Eigenschaft (T,) die mit Abstand be-
deutendste. Wir werden sie in diesem Unterabschnitt ausfiihrlich studieren. Zunachst betrach-
ten wir einige Beispiele, angefangen bei den erwarteten:

Beispiel 2.84. Sei X eine beliebige Menge. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(@) Der diskrete Raum Xgjsi ist stets Hausdorff’sch,

denn: Fiir beliebige x,y € Xqisk ilt {x},{y} © X. Je zwei verschiedene Punkte x # y € Xgisk
lassen sich daher stets durch offene Mengen trennen. #

(b) Ist der indiskrete Raum Xingisk Hausdorff’sch, so gilt |X| < 2,

denn: Gilt |X| > 2, so gibt es zwei verschiedene Punkte x # y € Xinaisk- Nach Konstruktion der
indiskreten Topologie gilt aber U (x) = {Xindisk} = U(y), so dass sich x und y nicht durch offene
Mengen trennen lassen. #

Das folgende Beispiel zeigt, dass sich eine fest vorgegebene Menge sowohl mit einer Haus-
dorff’schen als auch mit einer nicht-Hausdorff’schen Topologie ausstatten lassen kann:

Beispiel 2.85. Fiir ein beliebiges n € IN betrachten wir den reellen Standardvektorraum R". Statten
wir diesen mit der Standardtopologie aus, so ist er Hausdorff'sch,

denn: Fiir beliebige x # y € R" setzen wir € := % - ||x — y||. Dann lassen sich x und y offensichtlich
durch die offenen Mengen U, (x) und U,(y) trennen. #

Andererseits lisst sich R" auch mit der in der Algebraischen Geometrie gebriuchlichen Zariski-
Topologie ausstatten,” indem wir setzen:

A C R"ist Zariski-abgeschlossen :<=> A ist gemeinsame Nullstellenmenge endlich vieler

9Es lasst sich leicht iiberpriifen, dass die Menge der Zariski-abgeschlossenen Teilmengen von R" die Axiome
(Tl(A)) - (T:,EA)) erfiillt und so tatsdchlich eine Topologie definiert.
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Polynome aus Rty ..., tn].

Die Zariski-Topologie auf R" ist nicht Hausdorff'sch,

denn: Wir fiihren den Beweis an dieser Stelle nur fiir n = 1. Die Zariski-abgeschlossenen Teilmengen
von R sind bekanntlich R selbst und alle endlichen Teilmengen von R. Sind daher U,V C R Zariski-
offen und nichtleer, so gibt es endliche Mengen E,F C R mit U = R~ Eund V = R \ F. Es folgt

UNV =R~ (EUF) #Q.
Je zwei nichtleere, Zariski-offene Teilmengen der reellen Zahlen schneiden sich also. Insbesondere lassen

sich keine zwei voneinander verschiedenen Punkte durch offene Mengen trennen. #

Aus einer leicht herzuleitenden aber wichtigen Eigenschaft von Hausdorff-Rédumen kénnen
wir Zusammenhédnge zwischen den verschiedenen Trennungseigenschaften herleiten. Diese
ist:

Bemerkung 2.86. In Hausdorff-Riaumen sind alle Punkte abgeschlossen,

denn: Seien X ein Hausdorff-Raum und x € X ein beliebiger Punkt. Dann lisst sich {x} von jeder
weiteren einelementigen Menge {y} mit y € X durch offene Mengen trennen, fiir alle y € X gibt es
also Oy,y, Oy © X mit x € Oy,y, y € Oy und Oyy N Oy = @. Insbesondere gilt x & O, fiir alle O, mit
y € X und somit
{x}=x~ U 0 ex
yeX~{x}

Aus Bemerkung 2.86 folgt unmittelbar:

Korollar 2.87. Sei X ein Hausdorff-Raum. Dann gelten die Aussagen:

(a) Ist X ein (Ty)-Raum, so auch ein (T3)-Raum. Insbesondere sind normale Riume regulir.

(b) Ist X ein (Ta,)-Raum, so auch ein (T3,)-Raum.

Nun wollen wir studieren, wie sich die Hausdorff-Eigenschaft mit den bislang eingefiihrten
Konstruktionen vertragt und welche Auswirkungen sie auf die in den letzten Abschnitten ein-
gefiihrten Eigenschaften topologischer Rdume hat:

Bemerkung 2.88. Unterriume von Hausdorff-Riumen sind Hausdorff'sch,

denn: Das folgt sofort aus den Definitionen 1.50 und 2.83 fiir die Unterraumtopologie und die
Hausdorff-Eigenschaft (T,). #
Bemerkung 2.89. Stetige Bilder von Hausdorff-Raumen sind nicht immer Hausdorff’sch,

denn: Fiir eine beliebige Menge X mit | X| > 1ist die Identitit id : Xgisk — Xindisk Stetig und surjektiv,
aber nach Beispiel 2.84 ist Xingisk im Gegensatz zu Xg;sx nicht Hausdorff’sch. #
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Proposition 2.90. Sei (X;);c eine Familie nichtleerer topologischer Riume und sei X = [];c; X; der
Produktraum beziiglich der kanonischen Projektionen rt; : X — X;. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(i) X ist Hausdorff'sch.
(ii) X ist Hausdorff'sch fiir allei € I.

Beweis. Gelte zunéchst (i), sei also X Hausdorff’sch. Seien i € I und a := (a;)jc; € X beliebig,
aber fest gewidhlt. Dann betrachten wir die Abbildung

X; =X, . X fur] =1,
fi: mit x; := o
xi > (Xj)jer a; furj#i.
Diese ist offensichtlich injektiv und aufSerdem stetig,

denn: Fiir alle j € I ist offensichtlich die Verkettung

X; —)X]‘,
i o fi: Y e X; fiir]::i’,
aj ftrj#i

stetig. Die Stetigkeit von f; folgt mit dem Stetigkeitskriterium fiir die Produktopologie 1.69. #
Durch Einschréanken auf das Bild erhalten wir die bijektive stetige Abbildung

AP X — fi(X)).
Die Umkehrabbildung derselben ist nach Konstruktion
il ox) t il Xi) = Xi

und ist offensichtlich ebenfalls stetig. Es folgt, dass X; zum Unterraum f;(X;) € X homdoo-
morph ist. Da f;(X;) als Unterraum des Hausdorff-Raums X nach Bemerkung 2.88 ebenfalls
Hausdorff’sch ist, ist demnach auch X; Hausdorff’sch. Da i € I beliebig gewéhlt war, haben
wir somit Aussage (ii) gezeigt.

Gelte nun umgekehrt (ii), seien also samtliche Rdume X; Hausdorff’sch. Seien weiter x =
(xi)ier,y = (¥i)ier € X zwei verschiedene Punkte. Dann gibt es ein j € I mit x; # y;. Da
wir den zugehdrigen Faktor X; als Hausdorff’sch vorausgesetzt haben, gibt es U;, V; © X; mit
xj € Uj, y; € Viund U; N V; = @. Wir setzen nun

U:=]]U mitl;=X;firi#j,
i€l
V:=[]Vi mitV,=X,firi#j.
i€l
Als Elementarmengen sind U und V offene Teilmengen von X und nach Konstruktion gelten
xelUyeVundUNV =®.Dax #y € X beliebig gewahlt waren, haben wir somit gezeigt,
dass X ein Hausdorff-Raum ist. Das ist Aussage (i). O
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Die Hausdorff-Eigenschaft fiihrt auch dazu, dass Teilmengen eines topologischen Raums, die
durch stetige Gleichungen mit Bild in einem Hausdorff-Raum gegeben sind, abgeschlossen
sind:

Proposition 2.91. Seien X ein beliebiger topologischer Raum, X' ein Hausdorff-Raum und f,g : X —
X' stetige Abbildungen. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(@) Die Diagonale Ay := {(x,x") € X' x X" | x" € X'} ist abgeschlossen in X' x X'.
(b) Die Menge {x € X | f(x) = g(x)} ist abgeschlossen in X.
(c) Der Graph Gy := {(x, f(x)) | x € X} von f ist abgeschlossen in X x X’

(d) Gibt es eine dichte Teilmenge U C X mit f|y = g|u, so gilt bereits f = g.
Beweis. Wir zeigen zundchst Behauptung (a). Es gilt

X" Hausdorff’sch Vi'#£y eX el eX,yeveX :UnNnV =0

Vi £y eX' I el X,y e VO X (U xV)NAy =D
Vx' £y € X' 3(x',y’) € E=U' x V' Elementarmenge des Pro-
duktraums X’ x X' mit U, V' © X’ und ENAxy = @

V(x',y') € (X' x X') N\ Ax 3(x',y’) € E Elementarmenge von
X' x X' mitEN Ay = @.

(X' xX')\NAx © X' x X'

Ay ® X' x X,

11 11

so dass wir sogar etwas mehr als behauptet bewiesen haben, aber eben insbesondere auch
Behauptung (a).

Zum Beweis von Behauptung (b) betrachten wir die Abbildung
_ {X - X' x X,
x = (f(x),8(%))-

Wegen des Stetigkeitskriteriums fiir die Produktopologie 1.69 und der Stetigkeit von 710 ¢ = f
und 71, 0 ¢ = g ist ¢ stetig. Mit Proposition 1.25 und der in Aussage (a) gezeigten Abgeschlos-
senheit von Ax folgt

{reX|f(x)=gx)} ={xeX|g(x) €Ay} =97 (Ax) €X
und somit Behauptung (b).

Zum Beweis von Behauptung (c) betrachten wir die Abbildung

_{XXX’ - X' x X,
<x1y) = (f(x),]/)
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Wegen des Stetigkeitskriteriums fiir die Produktopologie 1.69 und der Stetigkeit von 711 o ¢p =
form und o = 7y ist P stetig. Mit Proposition 1.25 und der in Aussage (a) gezeigten
Abgeschlossenheit von Ax: folgt

Gr ={(xy) € XxX'| f(x) =y} = {x € X[ p(x) € By} =y ' (Bx) € X
und somit Behauptung (c).

Schlieflich zeigen wir Behauptung (d). Dafiir betrachten wir die bereits in Teil (b) untersuchte
Menge
Vi={xe X[ flx) =g(x)},

die nach Voraussetzung U C V C X mit der gegebenen dichten Teilmenge U C X erfiillt. Es
folgt

112
1.16 =
-

xLucv@y

und somit V = X. Das zeigt Behauptung (d). O

In Hausdorff-Rdumen besagt die Konvergenz von Folgen und Filtern aus Abschnitt 2.2 endlich
das, was wir uns die ganze Zeit iiber schon vorgestellt haben:

Proposition 2.92. Sei X ein Hausdorff-Raum. Dann gelten die folgenden Aussagen:
(a) Jede konvergente Folge in X konvergiert gegen genau einen Punkt.

(b) Jeder konvergente Filter auf X konvergiert gegen genau einen Punkt.

Beweis. Wir zeigen zunéchst Behauptung (a). Sei dafiir (x,,),en eine Folge mit limy, o X, = X
und lim, . x, = y fiir zwei Punkte x,y € X. Nach Definition 2.31 gibt es daher fiir jedes
U € U(x)und jedes V € U(y) ein N = N(U,V) € Nmitx, € U N V fir allen > N;
insbesondere gilt U NV # @.Da U € U(x) und V € U(y) beliebig gewahlt waren, ergibt
sich, dass sich x und y nicht durch offene Mengen trennen lassen. Da X Hausdorff’sch ist, folgt
x = y und also Behauptung (a).

Der Beweis von Behauptung (b) ist im Prinzip derselbe wie der fiir Aussage (a); es lohnt sich
allerdings der Vergleich der Details. Sei diesmal F ein konvergenter Filter auf X mit 7 — x und
F — y fiir zwei Punkte x,y € X. Dann giltU/ (x),U(y) C F und also auch (x) Ul (y) C F.Da
JF als Filter Axiom (F3) erfiillt liegt somit fiir alle U € U (x) und alle V € U(y) der Durchschnitt
U N V ebenfalls in F. Da F zudem Axiom (F;) gentigt, folgt U NV # @.Da U € U(x) und
V € U(y) beliebig gewdhlt waren, ergibt sich, dass sich x und y nicht durch offene Mengen
trennen lassen. Da X Hausdorff’sch ist, folgt x = y und also Behauptung (b). O

Die schone Synchronitit in den Beweisen soll nicht vergessen machen, dass wir unsere Griinde

hatten, in Abschnitt 2.2 die Konvergenz von Filtern statt derjenigen von Folgen zu betrachten.
Tatsdchlich ladsst sich Proposition 2.92 nur fiir Filter umkehren:

Proposition 2.93. Sei X ein topologischer Raum. Dann gelten die folgenden Aussagen:



2.5. Die Trennungsaxiome 82

(a) Konvergiert jede konvergente Folge in X gegen genau einen Punkt, so muss X dennoch nicht Haus-
dorff’sch sein.

(b) Konvergiert jeder konvergente Filter auf X gegen genau einen Punkt, so ist X Hausdorff’sch.

Beweis. Zum Beweis von Behauptung (a) miissen wir einen topologischen Raum X angeben,
der nicht Hausdorff’sch ist und in dem dennoch jede konvergente Folge gegen genau einen
Punkt konvergiert. Wir betrachten dafiir X = R mit der coabzdihlbaren Topologie'

Ococount = {@}U{U C R | R\ U ist abzdhlbar}.

Der topologische Raum (R, Ococount) ist nicht Hausdorff’sch, da der Durchschnitt zweier belie-
biger Umgebungen beziiglich dieser Topologie iiberabzdhlbar und somit insbesondere nicht-
leer ist. Sei nun (x,),en eine konvergente Folge in X und gelte lim,,_,o X, = x fiir ein x € X.
Nach Konstruktion der coabzidhlbaren Topologie ist R \ {x, | n € Nmitx, # x} € Ococount
eine offene Umgebung von x. Nach Definition 2.31 gibt es dann ein N € N, so dass x,
fir alle n > N in dieser offenen Umgebung liegt. Es folgt, dass sich nur endlich viele Fol-
genglieder von (x,),en von x unterscheiden konnen. Eine Folge, die bis auf endlich viele
Glieder konstant den Wert x annimmt, konvergiert aber auch nur gegen x, denn fiir jedes
y € Rx{x}ist R\ {x} € Ococount €ine offene Umgebung. Da also im nicht-Hausdorff’schen
Raum (R, Ococount) jede konvergente Folge gegen genau einen Punkt konvergiert, haben wir
Behauptung (a) gezeigt.

Um Behauptung (b) zu beweisen, nehmen wir an, X sei nicht Hausdorff’sch, und zeigen, dass
es dann auf X einen konvergenten Filter gibt, der gegen mindestens zwei verschiedene Punkte
konvergiert. Sei X also nicht Hausdorff’sch. Dann gibt es Punkte x # y € X, die sich nicht
durch offene Mengen trennen lassen, und fiir alle U € U (x) und V € U(y) ist der Durchschnitt
U N V nichtleer. Nach dem Filterbasiskriterium 1.45 ist die Menge

B:={UnNV|UecU(x),Veclly}

eine Filterbasis auf X; die Giiltigkeit von (FBy) folgt dabei aus der vorherigen Uberlegung und
die Giiltigkeit von (FB,) ist offensichtlich. Ist F der zu B gehdorige Filter, so gilt F O U(x), U(y)
und somit & — x und & — y. Somit haben wir einen Filter auf X gefunden, der gegen die
verschiedenen Punkte x,y € X konvergiert, und Behauptung (b) ist bewiesen. O

Im Umfeld des Kompaktheitsbegriffs ermoglicht die Hausdorff-Eigenschaft gleich eine ganze
Reihe interessanter neuer Ergebnisse:

Proposition 2.94. Seien X ein Hausdorff-Raum und K C X eine kompakte Teilmenge. Dann gelten
die folgenden Aussagen:

(a) Fiir einen beliebigen Punkt x € X \ K lassen sich K und {x} durch offene Mengen trennen.

(b) K ist abgeschlossen in X.

10Es 14sst sich leicht iiberpriifen, dass die Menge der O € O die Axiome (Tl(o)) - (Téo)) erfiillt und so tatséchlich
eine Topologie definiert.
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Beweis. Sei x € X \ K fest gewidhlt. Da X Hausdorff’sch ist, existieren fiir jedes y € K offene
Umgebungen
yel, ©Xundx eV, X mitlU, NV, =0Q.

Nach Konstruktion ist (U, ) ek eine offene Uberdeckung von K, so dass wegen der Kompakt-
heit von K eine endliche Teilmenge Ky, C K mit

KCox:=|J U ©X
yEKﬁn

existiert. Weiter erfiillt die wegen der Endlichkeit von Kg, offene Umgebung

yeKﬁn

von x nach Konstruktion O, N Ok = @. Nach Definition 2.82 lassen sich also {x} und K durch
offene Mengen trennen, so dass wir Behauptung (a) gezeigt haben.

Zum Beweis von Behauptung (b) bemerken wir zunéchst, dass es nach Aussage (a) fiir jedes
x € X \ K offene Teilmengen

O0,,0k ©X mitx €Oy, KCOxundOyNKC O, NOxk =00

gibt. Es folgt O, C X~ Kund also x € (X {K).Daxe X~ K beliebig gewahlt war, erhalten
wir X \ K © X und also auch K @ X. Damit ist Behauptung (b) gezeigt. O

Satz 2.95 (Satz von Heine-Borel). Seien n € IN und X C R". Dann sind die folgenden beiden
Aussagen dquivalent:
(i) X ist kompakt.

(ii) X ist beschriinkt und abgeschlossen.

Beweis. Gelte zunédchst (i), sei also X C R" kompakt. Nach Beispiel 2.85 ist R"” Hausdorft’sch,
so dass mit Teil (b) von Proposition 2.94 die Abgeschlossenheit von X folgt. Das Kompaktum
X ist aber auch beschrénkt,

denn: Offensichtlich ist durch (U (0))xen eine offene Uberdeckung von R”, und somit auch von
X, gegeben. Wegen der Kompaktheit von X gibt es dann eine endliche Teilmenge INg, € IN mit

X C U Um (0) = umaxINﬁn (0)

meNg,

Insgesamt haben wir gezeigt, dass X abgeschlossen und beschrankt ist, also (ii).

Gelte nun umgekehrt (ii), sei also X C R" abgeschlossen und beschriankt. Wegen der Be-
schrianktheit von X gibt es dann ein a € R~ mit X C [—a, a]". Die Teilmenge [—a, a]" C R" ist
kompakt und abgeschlossen,
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denn: Nach Proposition 2.57 ist das Einheitsintervall [0, 1] C R kompakt. Ahnlich wie im Beweis
von Beispiel 1.27 sieht man leicht [—a, 4] = [0, 1] ein, was nach Teil (a) von Proposition 2.62 die
Kompaktheit von [—a, a] bedingt. Nach dem Satz von Tychonow 2.63 ist dann auch das Produkt
[—a,a]" C R" kompakt und nach Teil (b) von Proposition 2.94 auch abgeschlossen. #

Aus X @ R" und X C [—a,4]" ® R" folgt mit Teil (b) von Beispiel 1.51 unmittelbar X @
[—a,a]". Wegen der Kompaktheit von [—a,a]" und Korollar 2.61 ist daher X kompakt, es gilt
also Aussage (i). O

Korollar 2.96 (Satz von Maximum und Minimum). Seien X ein nichtleerer kompakter topologischer
Raum und f : X — R eine stetige Funktion. Dann existieren maxycx f(x) und minyex f(x) in f(X).

Beweis. Nach Teil (a) von Proposition 2.62 ist f(X) kompakt, nach dem Satz von Heine-Borel
2.95 somit abgeschlossen und beschriankt. Wegen der Beschrinktheit von f(X) und dem Voll-
standigkeitsaxiom der reellen Zahlen existieren sup, .y f(x) und inf,cx f(x) und wegen der
Abgeschlossenheit von X sind diese Grofen in f(X) enthalten. O

Proposition 2.97. Seien X ein kompakter topologischer Raum, X' ein Hausdorff-Raum und f : X —
X' eine stetige Abbildung. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) f ist abgeschlossen.

(b) Ist f zusitzlich bijektiv, so ist f ein Homoomorphismus.

Beweis. Zum Beweis von Behauptung (a) betrachten wir eine abgeschlossene Teilmenge A @ X.
Wegen der Kompaktheit von X und Korollar 2.61 ist dann A C X kompakt. Nach Proposition
2.62 ist dann auch f(A) C X’ kompakt. Da X’ Hausdorff’sch ist und nach Teil (b) von Propo-
sition 2.94 ist schlieSlich f(A) @ X’ abgeschlossen. Da A ® X beliebig gewidhlt war, folgt die
Abgeschlossenheit von f und somit Behauptung (a).

Behauptung (b) folgt sofort aus Aussage (a) und Proposition 1.29. O

Satz 2.98 (Homomorphiesatz fiir kompakte Raume). Seien X ein kompakter topologischer Raum,
X' ein Hausdorff-Raum und f : X — X' eine stetige Abbildung. Dann ist die im Homomorphiesatz fiir
topologische Riuem 1.61 definierte Abbildung

FeX/o, = f(X)

ein Homdomorphismus.

Beweis. Nach dem Homomorphiesatz fiir topologische Raume 1.61 ist die Abbildung f stetig
und bijektiv. Die Quotientenabbildung p : X — X/, ist nach Konstruktion der Quotienten-
topologie stetig und surjektiv, so dass X/, wegen der Kompaktheit von X und Proposition
2.62 ebenfalls kompakt ist. Da X’ Hausdorff’sch ist und nach Bemerkung 2.88 ist auch f(X)
wieder Hausdorff’sch. Insgesamt diirfen wir nun also Teil (b) von Proposition 2.97 anwenden
und erhalten die Homoomorphie von f. O
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Proposition 2.99. Die Alexandrow-Kompaktifizierung eines lokalkompakten Hausdorff-Raumes ist
selbst wieder Hausdorff'sch.

Beweis. Seien X ein lokalkompakter Hausdorff-Raum, X, seine Alexandrow-Kompaktifizie-
rung und x # y € X. Wir wollen zeigen, dass sich x und y durch (in X.) offene Mengen
trennen lassen, und unterscheiden dafiir zwei Félle der Lage von x,y € Xco:

Fall 1: x,y € X. Da X Hausdorff’sch ist, lassen sich x und y dann durch (in X) offene Mengen
trennen. Die Behauptung in diesem Fall folgt, da in X offene Mengen nach Definition 2.69 auch
in X offen sind.

Fall 2: x € X,y = oo (oder analog umgekehrt). Wegen der Lokalkompaktheit von X gibt es eine
kompakte Umgebung K C X von x. Nach Definition 1.5 enthdlt K eine in X offene Umgebung
O, von x, die nach Definition 2.69 auch in X, offen ist. Andererseits ist X Hausdorff’sch, so
dass K nach Proposition 2.94 abgeschlossen in X ist. Setzen wir daher c0 € Ou 1= Xoo N K C
Xoo, 50 ist das Komplement X \ O = K kompakt und abgeschlossen und nach Definition 2.69
ist O eine in X, offene Umgebung von co. Wegen

Oy NOx CKN(XeoNK) =@

lassen sich also x und y = oo in X durch die offenen Mengen O, und O trennen und die
Behauptung folgt auch in diesem Fall. O

In Hinsicht auf die Beziehung der verschiedenen Trennungsaxiome untereinander und insbe-
sondere als Uberleitung zu den folgenden Unterabschnitten ist abschliefsend fiir diesen Unter-
abschnitt noch der folgende Satz interessant:

Satz 2.100. Kompakte Hausdorff-Riume sind requlir und normal.

Beweis. Sei X ein kompakter Hausdorff-Raum.

Wir zeigen zunéchst die Regularitdt von X und betrachten dafiir A @ X und x € X \ A. Wegen
der Kompaktheit von X und Korollar 2.61 ist A kompakt. Nach Teil (a) von Proposition 2.94
lassen sich daher A und {x} durch offene Mengen trennen. Da A @ X und x € X \ A beliebig
gewihlt waren, haben wir somit nachgewiesen, dass X Axiom (T3) erfiillt. Da X Hausdorff’sch
ist, folgt die Regularitat.

Nun weisen wir die Normalitdt von X nach und betrachten dafiir @ # A,B ® X mit AN B =
©. Wegen der Kompaktheit von X und Korollar 2.61 sind A und B kompakt. Nach Teil (a) von
Proposition 2.94 lassen sich daher fiir jedes x € B das Kompaktum A und {x} durch offene
Mengen trennen; es gibt also O 4,0y © X mit A C Ogy, x € Ox und Ox N Oy = @. Lassen
wir x ganz B durchlaufen, erhalten wir so eine offene Uberdeckung

BC [ Os.
x€eB
Wegen der Kompaktheit von B gibt es eine endliche Teilmenge Bg,, C B mit
BCOpg:= |J O« ©X

X€Bgn
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Weiter erfiillt die wegen der Endlichkeit von B, offene Menge

AQOAZZHOA,X @X

X€Bgn

nach Konstruktion O4 N O = @. Nach Definition 2.82 lassen sich also A und B durch offene
Mengen trennen. Da @ # A,B @ X mit A N B = @ beliebig gewdahlt waren, haben wir somit
nachgewiesen, dass X Axiom (Tj) erfiillt. Da X Hausdorff’sch ist, folgt die Normalitt. ]

2.5.2 Reguldre Rdume

Proposition 2.101. Sei X ein topologischer Raum. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquiva-
lent:

(i)  Xistein (T3)-Raum.

(ii)  Fiir jedes x € X ist die Menge der abgeschlossenen Umgebungen von x in X eine Umgebungsba-
sis von Xx.

Beweis. Gelte zunichst (i), sei also X ein (T5)-Raum. Weiter seien x € X ein beliebiger Punkt
und U C X eine beliebige Umgebung von x. Zum Beweis von Aussage (ii) gilt es nun eine
abgeschlossene Umgebung von x zu finden, die in U enthalten ist. Nach Definition 1.5 gibt
eseinx € V C UmitV © X. Fiir dieses folgt x ¢ X~V und X\ V @ X. Da X nach
Voraussetzung Axiom (T3) erfiillt, gibt es somit

O4,0x v ©X mit x€ Oy, XV COx.y und O, N Ox.y = @.

Nach K%struktion ist X \ Ox.v abgeschlossen und enthilt daher mit O, auch seinen Ab-
schluss O,. Es folgt

x€0,COyCX\Ox v CXN(X\V)=VCU,

so dass Oy eine abgeschlossene Umgebung von x ist, die in U enthalten ist. Wir haben somit
Aussage (ii) hergeleitet.

Gelte nun umgekehrt (ii). Weiter seien x € X und x ¢ A ® X gegeben. Dann ist nach Kon-
struktion X \ A eine offene Umgebung von x in X und enthilt nach (ii) eine abgeschlossene
Umgebung U € U(x). Wir erhalten (T, X~ U © Xmitx € I, A = X~ (X~ A) C X~ U und
UN(X~U)=0.Daxc Xund x € A @ X beliebig gewzhlt waren, folgt, dass X Axiom (T3)
erfillt, also (i). O

Korollar 2.102. Unterriume von reguliren Riaumen sind regulir.

Beweis. Da wir mit Bemerkung 2.88 bereits wissen, dass Unterrdume von Hausdorff-Raumen
Hausdorff’sch sind, geniigt es zum Beweis des Korollars zu zeigen, dass sich die Giiltigkeit
von Axiom (T3) auf Unterrdume vererbt.
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Seien also X ein (T3)-Raum, X’ C X ein Unterraum, x’ € X’ ein Punkt und U’ C X’ eine Umge-
bung von x’ in X’. Nach Proposition 2.101 ist dann die Menge der abgeschlossenen Umgebun-
gen von x’ in X eine Umgebungsbasis von x’, insbesondere existiert eine (in X) abgeschlossene
Umgebung A’ C U’ von x’. Nach Konstruktion der Unterraumtopologie 1.50 tibersetzen sich
diese Eigenschaften nach X', so dass wegen der freien Wahl von x’ € X’ und der Umgebung
U’ C X’ von x’ und wieder nach Proposition 2.101 auch X’ Axiom (T3) erfiillt. O

Korollar 2.103. Lokalkompakte Hausdorff-Riaume sind regulir.

Beweis. Die Alexandrow-Kompaktifizierung X, von X ist nach dem Satz von Alexandrow 2.70
kompakt und nach Proposition 2.99 Hausdorff’sch. Nach Satz 2.100 ist X also regulédr. Das
Korollar folgt mit Korollar 2.102. O

Korollar 2.104. Sei X ein lokalkompakter Hausdorff-Raum. Dann ist fiir jedes x € X die Menge der
kompakten Umgebungen von x eine Umgebungsbasis von x.

Beweis. Seien X ein lokalkompakter Hausdorff-Raum und x € X ein beliebiger Punkt. Nach
Korollar 2.103 ist dann X reguldr und nach Proposition 2.101 ist die Menge der abgeschlossenen
Umgebungen von x eine Umgebungsbasis von x in X. Fiir ein beliebiges U € U(x) gibt es
demnach eine Umgebung A @ X von x, die in U enthalten ist. Da X lokalkompakt ist, besitzt
zudem x eine kompakte Umgebung K C X. Es folgt

xe(ANK)CACU,

wobei A N K als abgeschlossene Teilmenge des Kompaktums K nach Korollar 2.61 selbst kom-
pakt und als Durchschnitt zweier Umgebungen von x selbst eine solche ist. O

Als Spezialfall der reguldren Rédume wollen wir nun vollstindig reguldre Rdume genauer stu-
dieren. Die folgende Proposition legitimiert diese Idee:

Proposition 2.105. Axiom (Ts,) impliziert Axiom (T3). Insbesondere ist jeder vollstindig regqulire
topologische Raum regulir.

Beweis. Sei X ein (T3,)-Raum und seien x € X und x ¢ A @ X beliebig. Dann lassen sich {x}
und A durch eine stetige Funktion trennen, es gibt also eine stetige Funktion

f:X — 10,1 mitf(x)=0und f(A) = {1}.
Wegen [0, 3), (3,1] @ [0,1] und der Stetigkeit von f gilt f1([0, 1)), £ ((3,1]) @ X und nach
Konstruktion gilt

v e F(10,5)) A C F () und £ ([0,5)) N £ (1) =@,

Die Mengen {x} und A lassen sich also durch offene Mengen trennen. Da x € X und x ¢
A @ X beliebig gewahlt waren, erhalten wir die Giiltigkeit von Axiom (T3) in X und also die
Proposition. ]
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Proposition 2.106. Unterriume von vollstindig requliren Riumen sind vollstindig requliir.

Beweis. Da wir mit Bemerkung 2.88 bereits wissen, dass Unterrdume von Hausdorff-Raumen
Hausdorff’sch sind, geniigt es zum Beweis des Korollars zu zeigen, dass sich die Giiltigkeit
von Axiom (T3,) auf Unterrdume vererbt.

Seien also X ein (T3,)-Raum, X’ C X ein beliebiger Unterraum, A’ ® X’ eine abgeschlosse-
ne Teilmenge und ¥’ € X’ \ A’. Nach Definition der Unterraumtopologie gibt es eine abge-
schlossene Teilmenge A ® X mit A’ = A N X' und wegen x’ € X' gilt x’ € X\ A. Da X
Axiom (T3,) erfiillt, lassen sich x” und A durch eine stetige Funktion trennen, es gibt also ei-
ne stetige Funktion f : X — [0,1] mit f(x’) = 0 und f(A) = {1}. Die nach Proposition 1.53
stetige eingeschrankte Funktion f|x : X’ — [0,1] erfiillt nach Konstruktion f|x/(x") = 0 und
flx(A”) = {1}. Im Unterraum X' lassen sich also x" und A’ durch eine stetige Funktion tren-
nen. Da die abgeschlossene Teilmenge A’ ® X’ und der Punkt ¥’ € X’ \ A’ beliebig gewahlt
waren, haben wir die Giiltigkeit von Axiom (T3,) im beliebig gewéhlten Unterraum X’ C X
nachgewiesen. Die Proposition folgt. ]

Vollstandig analog zum Beweis von Korollar 2.103 folgt:
Korollar 2.107. Lokalkompakte Hausdorff-Raume sind vollstindig requlir.
Vollstiandig reguldre Raume haben eine unerwartete Charakterisierung:

Satz 2.108. Ein topologischer Raum ist genau dann vollstindig reguliir, wenn er homdomorph zu einem
Unterraum eines Wiirfels W; = [1;c;[0, 1] ist.

Fiir den Beweis des Satzes bendtigen wir das folgende Lemma:

Lemma 2.109. Sei (X, O) ein vollstindig requlirer Raum und sei (f;)ic; die Familie der stetigen
Abbildungen X — [0, 1]. Dann ist O die Initialtopologie beziiglich (f;)ic].

Beweis. Sei O’ die Initialtopologie auf X beziiglich (f;);c, also die grobste Topologie auf X,
beziiglich derer alle f; stetig sind. Nach Konstruktion von O folgt dann sofort O’ C O. Weiter
gilt W; :== f71([0,1)) € O fiir alle i € I nach Konstruktion der Initialtopologie und wegen
[0,1) @ [0,1]. Aber die Menge {W,} ;] ist eine Basis von O,

denn: Der topologische Raum X erfiillt Axiom (T3, ). Fiir ein beliebiges O € O und ein beliebi-
ges x € O lassen sich daher {x} und X \ O durch eine stetige Funktion trennen, es gibt also ein
fjx aus der Familie (f;);c; mit fj(x) = 0 und f; (X \ O) = {1}. Da somit f;, aulerhalb von
O nur den Wert 1 annimmt, folgt

x €W, = f]-,_xl([O,l)) co,
also

0= J W

xeO
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und nach Definition 1.37 insgesamt die Behauptung.

Es folgt O C O’ und insgesamt das Lemma. O
Nun konnen wir auch den Satz beweisen:

Beweis von Satz 2.108. Beliebige Unterrdume beliebiger Wiirfel Wy = [T;;[0, 1] sind vollstindig
reguldr,

denn: Nach Proposition 2.57 ist das Einheitsintervall [0, 1] kompakt und nach Beispiel 2.85 und
Bemerkung 2.88 auch Hausdorff’sch. Nach dem Satz von Tychonow 2.63 und Proposition 2.90
ist darum jeder beliebige Wiirfel W; kompakt und Hausdorff’sch. Nach Beispiel 2.66 ist jeder
kompakte topologische Raum lokalkompakt, so dass W; nach Korollar 2.107 vollstandig regu-
lar ist. Nach Proposition 2.106 trifft dies dann auch auf alle Unterraume von Wy zu. #

Sei umgekehrt X ein vollstindig reguldrer topologischer Raum und sei (f;)ie; wie in Lemma
2.109 die Familie der stetigen Abbildungen X — [0, 1]. Die induzierte Abbildung

X S W=,
f: (fl)zel'{x = (fi(%)) e

ist stetig nach dem Stetigkeitskriterium fiir die Produkttopologie 1.69. Die Abbildung f ist aber
auch injektiv,

denn: Seien x # y € X gegeben. Im Hausdorff-Raum X ist nach Bemerkung 2.86 die einpunk-
tige Menge {y} abgeschlossen. Da X ein (T3,)-Raum ist, lassen sich somit {x} und {y} durch
eine stetige Funktion trennen, es gibt also ein f; aus der Familie (f;);c; mit fi(x) = 0 und
fi(y) = 1. Nach Konstruktion von f folgt f(x) # f(y) und insgesamt die Injektivitit von f. #

Die Umkehrabbildung f~!: f(X) — X ist stetig,

denn: Der Wiirfel Wy ist der Produktraum beziiglich der kanonischen Projektionen 7r; : W; —
[0,1] fiir alle i € I. Nach Konstruktion gilt f; = 7; o f und also auch 7;|¢x) = fio f —1 fiir
alle i € I. Nach Lemma 2.109 trdgt X die Initialtopologie beziiglich (f;)ic;. Nach dem Ste-
tigkeitskriterium fiir die Initialtopologie 1.49 ist daher f~! genau dann stetig, wenn dies auf
7| ¢(x) fiir alle i € I zutrifft. Die Behauptung folgt, da nach Konstruktion der Produkttopologie
tir alle i € I die kanonischen Projektionen 7; stetig sind und nach Proposition 1.53 auch die
Einschrankungen 77; ¢(x)- #

Insgesamt haben wir gezeigt, dass f ein Homdomorphismus von X auf den Unterraum f(X) C
Wy ist. O

Korollar 2.110. Ein vollstindig requlirer topologischer Raum erfiillt genau dann das zweite Abzihl-
barkeitsaxiom (A), wenn er homdomorph zu einem Unterraum von Wy ist.

Beweis. Wegen der in Proposition 2.57 gezeigten Kompaktheit des Einheitsintervalls [0, 1] und
dem Satz von Tychonow 2.63 ist Wiy ein kompakter metrischer Raum. Nach den Bemerkungen
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2.75 und 2.72 erfillt daher Wiy und jeder seiner Unterrdume Axiom (A;). Dies zeigt die erste
Implikation des Korollars.

Fiir die andere Implikation betrachten wir nun einen vollstindig reguldren topologischen
Raum (X, O), der Axiom (A;) erfiillt, und eine abzéhlbare Basis {B, | n € IN} von O. Dann ist
in jeder weiteren Basis {C; | i € I} von O eine abzihlbare Basis enthalten,

denn: Wir betrachten die (abzdhlbare) Menge
T:= {(m,n) € N*| esgibteini € I mit B, C C; C B,},

wéhlen zu jedem (m,n) € T ein festes solches C; aus und nennen es Cy,,. Nach Definition 1.37
ist jede offene Menge in X eine Vereinigung gewisser B, mit n € IN. Um zu zeigen, dass

{Cun | (m,n) e T} C{C;i |i eI}

eine Basis von O ist, gentigt es daher nachzuweisen, dass fiir jedes n € IN die Menge B, die
Vereinigung der darin enthaltenen C,;, ist. Seinun also n € IN fest gewahlt und x € B, beliebig.
Nach Definition 1.37 ist B, eine Vereinigung gewisser C; miti € I, es gilt also

xe€C; CB, fireiniel
und analog
x € B, CC;, fureinm € IN.

Es folgt (m,n) € T, also C; = Cyy und x € By, C Cyyy € B,,. Wir haben daher gezeigt, dass es
tiir jedes x € By ein Cyy, mit x € Cy,, € By, gibt und dass B, deshalb die Vereinigung dieser
Ciun ist. #

Istnun (f;);e; die Familie der stetigen Abbildungen X — [0, 1], so ist wie im Beweis von Lemma
2.109 durch

{Wi}ier mitW;:= £71([0,1))

eine Basis von O gegeben. Nach dem soeben Gezeigten gibt es somit eine Folge (f,)nc stetiger
Funktionen f, : X — [0, 1], so dass auch

{Witnen mit W, := £,1([0,1))

eine Basis von O ist. Das Korollar folgt, da die Beweise von Lemma 2.109 und Satz 2.108 un-
verdndert auch mit dieser Basis von O richtig bleiben. O

2.5.3 Normale Raume

Im Gegensatz zur Hausdorff-Eigenschaft (vgl. Proposition 2.90) vererbt sich Normalitédt nicht
auf beliebige Produkte:
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Beispiel 2.111. Produkte von normalen topologischen Riaumen sind nicht immer normal,

denn: Als diskreter Raum ist IN s offensichtlich normal; das Argument hierfiir ist komplett analog zum
Beweis von Teil (a) von Beispiel 2.84. Wir betrachten nun das Produkt

X:= [] Xi mitX; := N fiir alle i € [0,1]
i€[0,1]
und wollen zeigen, dass X nicht normal ist. Dafiir studieren wir in X fiir N € {1,2} die Teilmengen
AN = {x = (xi)icpn € X | fiir jedes n € N\ {N} gibt es hichstens ein i € [0,1] mit x; = n}.
Wegen

X~Av= |J (m'(n)n 7r]._1(n)) © X fiirN e {1,2}

i
i#je[0,1]
nelN~{N}

qilt Ay, Ay ® X und wegen der Uberabziihlbarkeit von [0,1] auch Ay N Az = @. Zum Beweis unserer
Behauptung geniigt es zu zeigen, dass sich Ay und Ay nicht durch offene Mengen trennen lassen. Dafiir
untersuchen wir beliebige, aber fiir den Rest des Beweises fest vorgegebene O1,0, © X mit A1 C Oy
und Ay C Oy und zeigen, dass diese einen nichtleeren Durchschnitt besitzen.

Jedes Paar (Ign, x) aus einer endlichen Teilmenge g, C [0,1] und einem Punkt x = (x;)ico1] € X
definiert eine Elementarmenge

Ep, (x):= () m ' (xi) € Ex).
ie[ﬁn
Wir werden diese Schreibweise im Laufe des Beweises mehrfach benutzen.

Wir definieren zuniichst induktiv eine Folge (x(”))ne]N von Punkten x") € Ay und wihlen als Induk-
tionsanfang

(1

i

1) 1)

W= (x] V= 1fiirallei € [0,1),

L= {i,}\_; € [0,1] mit Ep, (xV)) = 7.1 (x;,) = 7 1(1) € Oy,

)ie[O,l] € A mit x

wobei es eine solche endliche Menge Iy C [0,1] gibt, da € (xV)) nach Korollar 1.72 eine Umgebungsbasis
von xV) in X ist und Korollar 1.40 gilt. Sind nun fiir ein n € W ein Punkt x") € Ay und eine endliche
Teilmenge I, = {i, }!'_; C [0, 1] gegeben, so setzen wir

i T
20 = Y o € A mit XY = {1{ firi =iy € I fiiralle i € [0,1],
sonst.
Liyr = {i,}p4 < [0, 1] mit E;, ., (x"1)) C 0,

wobei die Wahl mit dem allerselben Argument moglich ist wie im Induktionsanfang.
Wir setzen nun zusitzlich

[ v liri = iV € Un In/
y = (Yi)icpy) € A2 mit y; := { fi N

|2 somst.

HDiese Bedingung beinhaltet I,, ;1 = I, U {i, 41} 2 L.
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Da E(y) nach Korollar 1.72 eine Umgebungsbasis von y in X ist, gibt es eine endliche Menge Jg, C
[0,1] mit Ej,_(y) € Oo und also ein m € N mit Jan N Upew In = Jiin N L. Mit diesem m setzen wir

v fiiri =1y, € Iy,

Z = (Zi)ie[o,l] e X mitzj := 1 fiiri € Iyiq N Ly,
2 sonst.
Es gilt dann
Zi =Yi =V ﬁiri:ive]ﬁnﬁIm:]finm Uln/
nelN
zi =Y =2 fiiri € Jan \ Iy

und also z € Ej, (y) C O,. Andererseits gilt auch

m—+1)

Zi =X v fiiri =i, € Ly,

Zi =X =1 fiiri € Lyy1 N Iy

(
1
(m—i—l)
1
und also z € EImH(x(m*l)) C 04. Esfolgt z € O1 N Oy und also O1 N Oy # @. Da 01,0, © X mit
A1 C Oq und Ay C O beliebig gewihlt waren, folgt damit die Behauptung. #

Im Gegensatz zu den bisher untersuchten Trennungseigenschaften (vgl. Bemerkung 2.88, Ko-
rollar 2.102 und Proposition 2.106) vererbt sich Normalitdt zudem nicht auf Unterraume:

Beispiel 2.112. Unterriume von normalen topologischen Riumen sind nicht immer normal,

denn: Wie bereits im Beweis von Satz 2.108 eingesehen, ist der Wiirfel W\ 1) kompakt und Hausdorff’sch
und nach Satz 2.100 somit normal.

Der Unterraum .
X' .= {E |neIN} C[0,1]

ist offensichtlich homdomorph zu Wyjsx. Folglich ist der Unterraum [Ticioq) X' € Wig1) homdomorph
zum Raum JT;cp0,1) Naisk, von dem wir bereits in Beispiel 2.111 gezeigt haben, dass er nicht normal ist.
#

Letzteres Vererbungsproblem ist natiirlich der Grund, warum wir auch den eigenen Begriff
der vollstindigen Normalitdt eingefiihrt haben. Es gibt aber auch Eigenschaften im Kontext
der Normalitdt, die schoner sind als in der Situation der reguldren bzw. vollstindig regula-
ren Rdume. So sind etwa die Begriffe der Trennbarkeit je zweier disjunkter, abgeschlossener
Teilmengen durch offene Mengen einerseits und durch stetige Funktionen andererseits sind
dquivalent; das ist das berithmte

Satz 2.113 (Lemma von Urysohn). Die Axiome (Ty) und (Ta,) sind dquivalent.
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Beweis. Dass Axiom (Ty,) Axiom (Ty) bedingt, zeigt man komplett analog zu Proposition 2.105.

Die umgekehrte Implikation ist deutlich schwerer zu zeigen. Wir betrachten einen topologi-
schen Raum X, der Axiom (Ty) erfiillt. Dann gilt die Zwischenschiebeeigenschaft

Zujedem A @ X und jedem O © X mit A C O gibtesein U © X mit A C uUucuco,

denn: Da X Axiom (Ty) erfiillt, konnen wir die disjunkten, abgeschlossenen Teilmengen A und
X\ O durch offene Mengen trennen, es gibt also

04,0x0CX mitACOy, XNO0COx. ound O4 N Ox. o =0.
Insbesondere gilt O4 C X \ Ox. o und nach Bemerkung 1.12 somit auch
04 CX\0Ox0=X~0x0C X~ (X\0)=0.

Die Behauptung folgt, wenn wir U := Oy4 setzen.!? #

Seien ab sofort @ # A,B ® X mit A N B = @ fest vorgegeben. Wir wollen nun die obige
Zwischenschiebeeigenschaft nutzbringend einsetzen und betrachten dafiir die Menge

D:= {%|r,k€]Nomit0§r§2k}

der dyadischen Zahlen im Einheitsintervall [0, 1] C R. Offenbar ist D dicht in [0, 1] und abz&hl-
bar, wobei wir die Abzdhlung

O/]-/ I AT A7 07 0’ o’ o

~~ 2 448888

k=0 T ———
k=1 k=2 k=3

tixieren wollen. Bezeichne T, fiir alle n € IN das n-te Element dieser Aufzdhlung. Dann gibt es
O, © X fiir alle n € IN, so dass gilt:

* AC Oy O CX\B,
e fiirallea,b € {ty,..., Ty} gilta<b = 0,C 0"

denn: Wir beweisen die Behauptung induktiv. Fiir den Induktionsanfang wahlen wir vermittels
der zwei Mal angewendeten Zwischenschiebeeigenschaft Op, O © X mit

ACO)C0Oy)CX~B und Oy 0O; CO; C X~B.

12Das ist analog zur ersten Beweisrichtung von Proposition 2.101 und wird von uns nur deshalb nicht als entspre-
chende Proposition ausformuliert, weil wir keinen Begriff fiir Umgebungen abgeschlossener Mengen eingefiihrt
haben.

13Dann gilt insbesondere
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Nun gelte n > 3. Wir zeigen den Induktionsschritt und nehmen dafiir an, es seien bereits
O,...,07,, © X mit

a<b = 0,C0, furallea,be {t,..., 71}
bestimmt. Seien jetzt

ce{n,...,Ty—1} maximal mitc < T,

de{n,..., 71} minimal mit 7, < d.

Dann ist insbesondere ¢ < d und nach Voraussetzung gilt O, C O4. Nach der Zwischenschie-
beeigenschaft gibt es daher ein O;, © X mit

d c OT,, C Oir,, C Od~
Es lasst sich leicht tiberpriifen, dass diese Wahl von Oy, tatsdchlich die Bedingung
a<b = 0,C0, furallea,be {t,..., T}

erfillt. #

Es folgt

T<o = 0;CO0, furalle t,0 € D, (2.3)

denn: Schreiben wir T = 7 und ¢ = 7y mit k, ¢ € N, so gilt mit n := max{k, ¢}
a<b = 0,C0, furallea,be {t,..., T}

und insbesondere O; C O,. #

Zum Nachweis von Axiom (Ty,) definieren wir nun die Funktion

X =R,
f: . inf{itre D |x € 0;} firxe Oy,
1 fir x € Oq.

Es gelten dann f(B) = {1} wegen O; C X~ Bund f(A) = {0} wegen A C Oy. Es verbleibt
somit die Stetigkeit von f zu zeigen. Offensichtlich ist

{[0,c) |0<c<1}U{(c,1]]0<c<1)}

eine Subbasis der metrischen Topologie auf [0, 1]. Nach Teil (a) von Proposition 1.42 geniigt es
daher

(¢}

f(0,c) @X firc € [0,1), (2.4)
(1) @X fiir c € (0,1] (2.5)

GG
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nachzuweisen. Tatsachlich gilt

fH0,c)= |J Or firceo1),

TeD
0<t<c

denn: Sei zundchst x € f71([0,¢)). Wegen f(x) < 1 gilt dann x € O; und somit
0<f(x)=inf{treD|xe€O}<ec.

Da D dichtin [0, 1] liegt und wegen (2.3) gibt es dann ein ¢ € D mit
0<f(x)<oc<c und xé€O,.

Hieraus folgt offenbar die erste Inklusion der Behauptung.

Ist nun umgekehrt x € |J rep O¢,sogibtesein T € Dmit0 < T < cund x € O:. Hieraus folgt
0

<t<c
unmittelbar

f(x)=inf{tr e D|x €O} <y,
alsox € f71([0,¢)) und somit die zweite Inklusion der Behauptung. #

Hieraus folgt natiirlich sofort (2.4). Andererseits gilt auch

f_l((C,l]): U (X\0Or) firce (0,1],

TeD
c<t<1

denn: Sei zundchst x € f~1((c,1]) und also ¢ < f(x) < 1. Wir unterscheiden nun zwei Flle:

Fall 1: x ¢ O;. Weil D dicht in [0,1] ist, existiert dann ein T € D mitc < T < f(x) = 1. Nach
(2.3) folgt Or € O; und insbesondere x € X ~\ O-. Hieraus folgt offenbar die erste Inklusion
der Behauptung im ersten Fall.

Fall 2: x € O1. Weil D dicht in [0, 1] ist, existieren dann ¢, T € D mit
c<o<t<f(x)=inf{t' e D|x €0y} <1

Es folgt x ¢ O; und mit (2.3) auch x € X \ O,. Hieraus erhalten wir die erste Inklusion der

Behauptung im zweiten Fall.

Ist nun umgekehrt x € U <ep (X \@), sogibteseint € Dmitc < 7 < lund x ¢ O-.
c<t<1 . __

Fiir ein beliebiges ¢ € D mit ¢ < 7 gilt nach Konstruktion O, C O, C O C O und folglich

insbesondere x ¢ O,. Wir unterscheiden wieder zwei Fille:

Fall 1: x € Oy. Dann folgtc < T <inf{t' € D | x € Oy} = f(x) < lundalsox € f!((c,1]).
Fall 2: x ¢ O;. Dann ist direkt ¢ < f(x) = 1 und also auch hier x € f~1((c,1]).

Hieraus folgt (2.5), also die Stetigkeit von f und somit, dass X Axiom (Tj,) erfiillt. ]
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Mithilfe des Lemmas von Urysohn 2.113 lassen sich insbesondere auch solche topologische
Rdume genauer beschreiben, auf denen sich eine zur Topologie passende Metrik definieren
lasst. Dieses als Metrisierungssatz von Urysohn bekannte Ergebnis wird als Satz 2.118 diesen
Abschnitt abschlieflen. Es ist zuvor allerdings noch einiges an Vorbereitung vonnéten:

Definition 2.114. Ein topologischer Raum (X, O) heif$st metrisierbar, wenn es auf X eine Metrik gibt,
so dass O die zugehorige metrische Topologie auf X ist.

Offensichtlich gilt:
Bemerkung 2.115. Unterriume metrisierbarer topologischer Riume sind metrisierbar.

Proposition 2.116. Abzihlbare Produkte metrisierbarer topologischer Riume sind metrisierbar.

Beweis. Sei (X;)ic eine abzédhlbare Familie metrisierbarer topologischer Riume und sei X :=
[Liew Xi der zugehorige Produktraum. Nach Voraussetzung lésst sich fiir jedes i € IN auf X;
eine Metrik d; definieren. Dann ist fiir jedes i € IN durch

XixX; —R,
d/- : di( )

(X yi) = Tt
eine zu d; 4quivalente Metrik auf X; gegeben,'*

denn: Da d; diese Eigenschaften erfiillt, ist auch d; positiv definit und symmetrisch. Die Drei-
ecksungleichung fiir d; folgt aus der Giiltigkeit der Dreiecksungleichung fiir d; und dem mo-
notonen Wachstum der reellen Funktion f(f) = ﬁt fir t > 0. Zusammengenommen ist d} also
eine Metrik auf X;.

Weiter gilt offensichtlich

% ~min{1,d;(x;,y;)} < di(x;,y;) = di(xi, yi) ] <d(x;,y;) furallex;y; € X;.

1+ di(xi,y1)
Fiir alle e > 0 folgt hieraus sofort
Ue(x) = {yi € Xi | di(xi,yi) < e} C{y; € Xi | di(xi,y;) < e} = Ul(x;) fiir alle x; € X;
und fiir alle % > ¢ > 0 ebenso
Ul(x) ={y; € Xi | di(xi,y:) < e} C{y; € Xi | di(xi,y;) < 2e} = Upe(x;) fiiralle x; € X;.

Die Aquivalenz der Metriken bzw. der durch sie induzierten Topologien folgt nach Beispiel 1.7,
da es somit fiir jedes ¢ > 0 ein § > 0 gibt, so dass die beztiiglich d; definierte e-Umgebung um
einen gegebenen Punkt die beziiglich d; definierte J-Umgebung dieses Punktes liegt, und die
Umkehrung genauso richtig ist. #

4Die Metriken d; und d; definieren also dieselbe Topologie auf X;.



97 Kapitel 2. Eigenschaften topologischer Rdume

Wir erhalten durch

o]

d' ((x)iew, (Vi)iew) = Y27 - dj(x;,y;) fiir alle (x;)iew, (vi)ien € X
i=1

eine Metrik auf X und die metrische Topologie beziiglich d’ ist gerade die Produkttopologie
auf X,

denn: Die Eigenschaften der Metrik folgen unmittelbar aus den Metrikeigenschaften der d’. Mit
der Ungleichung _
d/((xi)ie]N, (yi)ie]N) 2 27t d;(xi, yz) firallei € IN

folgt die Stetigkeit aller Projektionen 77; : X — Xj, so dass die Produkttopologie nach Definition
1.68 grober ist als die von d’ erzeugte. Sei nun umgekehrt O C X offen beziiglich 4’ und sei
(xi)ie;w € O beliebig. Nach Definition der metrischen Topologie gibt es dann ein ¢ > 0 mit
(yi)iew € O fiir alle (y;)iew mit d' ((x;)ien, (yi)iew) < €. Fiirjedes j € IN mit Y 27 < S gilt

O := IL[UE(XZ-) X ﬁ Xi € &((xi)ien)

i=1 i=j+1

und fiir (y;)iew € O folgt

' it -
277+ Y 27T <o+ =g
i=j+1 22

M-

I
—

d' ((xi)ien, (Yi)ien) < 5

also (yi)iew € O. Somit enthélt jedes beziiglich d’ offene O C X zu jedem (x;)ie; € O eine
Elementarmenge von X als Umgebung, ldsst sich also als Vereinigung von Elementarmengen
schreiben und ist daher offen in der Produkttopologie. Es folgt, dass die Produkttopologie fei-
ner ist als die von d’ erzeugte Topologie und insgesamt die Behauptung. #

O]

Proposition 2.117. Metrisierbare topologische Riaume sind normal.

Beweis. Sei (X, O) ein metrisierbarer topologischer Raum. Dann gibt es eine Metrik d auf X,
so dass O die metrische Topologie beziiglich d ist. Der Beweis der Hausdorff-Eigenschaft in
Beispiel 2.85 ladsst sich leicht auf metrische Rdume verallgemeinern, so dass es im Weiteren
ausreicht nachzupriifen, dass X Axiom (Ty) erfillt.

Es gilt nun noch nachzuweisen, dass X Axiom (T4) erfiillt, dass sich also in X je zwei disjunkte,
abgeschlossene Teilmengen A, B @ X durch offene Mengen trennen lassen. Dafiir setzen wir

d(x,B) :=inf{d(x,y) | y € B} fiir x € A fest gewé&hlt (2.6)

und stellen fest, dass wegen x ¢ B und der Abgeschlossenheit von B offensichtlich d(x, B) > 0
gilt. Wir erhalten

ACOp:=|J Uawp (x) © X.

2
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Offenkundig lasst sich in gleicher Manier ein

BC Op:=|J Uuyn (y) € X
yEB :

finden. Zum Beweis der Proposition verbleibt, die Disjunktheit von O 4 und Op nachzuweisen.
Diese gilt tatsachlich,

denn: Offensichtlich geniigt es hierfiir

Uaip (x) N Uaga (y) =@ firallex € Aundalley € B

2 2

zu zeigen. Nach Konstruktion gilt aber

d(x,y) 2 d(x,B) und d(x,y) =d(y,x) 2d(y,A)

und also
d(x,B) d(y,A)
>
d(x,y) > B I
woraus sich mit der Dreiecksungleichung fiir d die Behauptung ergibt. #

Satz 2.118 (Metrisierungssatz von Urysohn). Sei X ein topologischer Raum, der das zweite Abzihl-
barkeitsaxiom (Ay) erfiillt. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(1) X ist metrisierbar.

(i) X ist vollstindig regulir.

Beweis. Sei X ein topologischer Raum, der das zweite Abzédhlbarkeitsaxiom erfiillt.

Ist X metrisierbar, so nach Proposition 2.117 normal und erfiillt daher nach dem Lemma von
Urysohn 2.113 die Axiome (T,) und (T4,). Mit Korollar 2.87 folgt schlieSlich, dass X vollstandig
reguldr ist.

Ist X umgekehrt vollstandig reguldr, so ist X nach Korollar 2.110 homdomorph zu einem Un-
terraum von Wy. Nach Bemerkung 2.115 ist das Einheitsintervall [0,1] C R metrisierbar. Nach
Proposition 2.116 trifft dies dann auch auf Wiy und wieder nach Bemerkung 2.115 somit auch
auf X zu. O
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2.5.4 Beziehungen zwischen Trennungseigenschaften

Abschlieflend fiir diesen Abschnitt fassen wir die von uns nachgewiesenen Beziehungen zwi-
schen Trennungseigenschaften in einem Diagramm zusammen:

vollstandig normal metrisierbar homdom. zu Unterraum von Wiy
N A
2117 '

normal <> (o) + (Tua) () g

.;:-"/
‘_::_'.'_.- 287 \H/2'87 ..:::._-_-_..

. . 2.105 o qe ... 2.108 .. .
+ k%nll?gakt;; reguldr <= vollstiandig reguldar &= homodom. zu Unterraum eines Wj

Hauédor £ ’SCh + lokalkompakt

2.6 Parakompaktheit und Lokaleuklidizitat

Definition 2.119. Sei X ein topologischer Raum. Eine Uberdeckung (U;);c; von X heif$t lokalendlich,
falls es zu jedem Punkt x € X eine Umgebung U € U (x) gibt, die U N U; # O fiir nur endlich viele
i € Ierfiillt.

Definition 2.120. Sei X ein topologischer Raum. Fiir zwei Uberdeckungen (U;)ic; und (V;)jey von X
sagen wir:

(Ui)iey ist feiner als (V;)iey (bzw. (V;)jej ist grober als (U;)ic; )
;<= Fiirallei € I gibteseinj € JmitU; CV,.
Definition 2.121. Sei X ein topologischer Raum. Wir sagen:

X ist parakompakt <= Zu jeder offenen Uberdeckung (V;)je; von X existiert eine
lokalendliche, offene Uberdeckung (U,);c; von X, die feiner
als (V;)jej ist.

Das offensichtliche Beispiel fiir parakompakte topologische Rdume ist:

Beispiel 2.122. Kompakte topologische Riaume sind parakompakt,

denn: In einem kompakten topologischen Raum besitzt jede offen Uberdeckung eine endliche Teiliiber-
deckung. Die Behauptung folgt, da endliche offene Uberdeckungen auch lokalendlich sind und Teiliiber-
deckungen trivialerweise feiner als die urspriingliche Uberdeckung sind. #

Tatsdchlich ist Parakompaktheit aber eine weitverbreitete Eigenschaft:

Satz 2.123 (Satz von Stone). Metrisierbare topologische Riume sind parakompakt.
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Beweis. Sei X ein metrisierbarer topologischer Raum und sei d eine Metrik auf X, die die Topo-
logie von X induziert. Weiter sei U := (U;);¢; eine offene Uberdeckung von X. Dann besitzt X
eine offene Uberdeckung V von X, die sich als (hochstens) abzdhlbare Vereinigung lokalendli-
cher Familien!® schreiben lisst und die feiner als U ist,

denn: Ohne Einschriankung sei die Indexmenge I wohlgeordnet. Unter Ausnutzung der in (2.6)
eingefiihrten Schreibweise fiir den Abstand eines Punktes zu einer Menge in einem metrischen
Raum setzen wir fiir jedes i € I und jedes n € IN

1
Api={xel;|dx, X\ U) > 27}

Da X \ U; abgeschlossen ist, gilt U; = UJ,,cy An,i- Weiter definieren wir

Bi:={x € Ayi|x¢& Ay furallej <i},

1
U,;:={xeX|d(x, B, < W)}

Nach Konstruktion ist U,,; © X offen. Weiter gilt U,,; C Uj;, da es fiir jedes x € U, einy €
Byi C Ayimitd(x,y) < 5 gibt und also

1 1 1

dix, X\ U;) >d(y, X\ U;) —d(x,y) > > T = il

gilt, also x € U;.

Fiir ein beliebiges x € X seinuni € I der kleinste Index mit x € U;. Wegen U; = J,,cy An,i gibt
esein n € IN mit x € A, ;. Nach Definition von i liegt x dann bereits in B, ; und insbesondere
in U, ;. Setzen wir V,, := (U, ;) ey, s0 ist demnach V := |J,,cy V,, eine offene Uberdeckung von
X. Die Behauptung folgt, wenn wir zeigen konnen, dass V,, fiir jedes n € IN lokalendlich ist.
Dafiir betrachten wiri < j € Iund x € B,,; sowie y € B, ;. Es gelten dann nach Konstruktion
x ¢ Appjundy € A, j, also

und d(y, X\ Uj) > 1

d(x,X\Uj) < = o

2n+1

Es folgt d(x,y) > 57 und somit auch d(B,;, B, ;) > 5. Nach Definition der Mengen U, ;
und U, ; ergibt sich d(U,;, U, ;) > 22”%’ so dass die offene Kugel mit Radius zfﬁ um einen

beliebigen Punkt x € X hochstens eine der Mengen U,,; mit i € I schneiden kann. Das zeigt
die Lokalendlichkeit von V,, fiir ein beliebiges n € IN und insgesamt somit die Behauptung. #

Tatséchlich gibt es bereits eine lokalendliche Uberdeckung V'’ von X, die feiner als U ist,
denn: Uber

X, = U U, fir allen € IN,
Un',‘EVn

15Eine Familie von Teilmengen von X heifst lokalendlich, wenn es zu jedem x € X eine Umgebung gibt, die mit
nur endlich vielen Elementen dieser Familie nichtleeren Durchschnitt hat (vgl. Definition 2.119).
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N
Yy = U X fiiralle N € IN
n=0

definieren wir induktiv eine Familie (A,,),cn mit
Ap:=Yy und A, :=Y,\Y,_qfurallen > 1.

Dann gibt es zu jedem x € X einnmitx € A, =Y, \Y,—1 C X;;, und da V,, trivialerweise X,
tiberdeckt, gibt es ein U,,; € V,, mit x € U, ;, also x € A, N U,,;. Es folgt, dass

V/ = (Aﬂ ﬂ un,i)nG]N/un,iGV”

eine Uberdeckung von X ist. Nach Konstruktion ist V' feiner als V und somit auch feiner als
U. Die Lokalendlichkeit bei einem gegebenen x € X ergibt sich wie folgt: Fiir alle n € INist V,,
lokalendlich und fiir alle N € IN ist Yy offen. Es gibt daher eine in Yy enthaltene Umgebung
Vu(x) € U(x) von x, die nur endlich viele Elemente von V,, trifft. Da die Umgebung V(x) :=
ﬂnNzo V,.(x) von x nach Konstruktion keine der Mengen A, mit n > N schneidet, folgt, dass
V(x) tiberhaupt nur endlich viele Elemente von V trifft. #

Es folgt, dass es auch eine abgeschlossene lokalendliche Uberdeckung V” von X gibt, die feiner
als U ist,

denn: Fiir alle x € X wéhlen wir ein U(x) € U mit x € U(x). Nach Proposition 2.117 ist X
als metrisierbarer Raum normal und nach Korollar 2.87 somit auch reguldr. Nach Proposition
2.101 gibt es daher fiir jedes x € X eine offene Menge W (x) mit

x € W(x) CW(x) C U(x).

Offensichtlich ist W := (W(x))yex eine offene Uberdeckung von X, die feiner ist als U. Wen-
den wir die bisherigen Uberlegungen auf W statt U an, so kénnen wir ohne Einschrankung
annehmen, dass die lokalendliche Uberdeckung V'’ von X nicht nur feiner als U ist, sondern
auch feiner als W. Offensichtlich ist dann

V= (V)vev

eine abgeschlossene Uberdeckung von X. Nach Konstruktion ist fiir alle V € V' der Abschluss
V im Abschluss W eines W € W und somit in einem U € U enthalten. Die Uberdeckung V" ist
also feiner als U. Wie wir im Beweis von Teil (b) von Proposition 1.14 eingesehen haben, schnei-
det eine offene Menge eine weitere Menge genau dann, wenn sie deren Abschluss schneidet,
so dass sich die Lokalendlichkeit von V' auf V" tibertragt. #

Schliefslich folgt die Parakompaktheit von X,

denn: Fiir jedes x € X sei W(x) eine offene Umgebung von x, die nur endlich viele V € V trifft.
Dann ist W := (W (x))cx eine offene Uberdeckung von X. Wenden wir die bisherigen Uberle-
gungen auf W statt auf U an, so erhalten wir eine abgeschlossene lokalendliche Uberdeckung
A von X, die feiner als W ist. Da jedes W(x) nur endlich viele V € V' trifft, schneidet auch
jedes A € A nur endlich viele V € V. Weil fiir jedes V € V' die Menge

{AcA|ANV =0}
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lokalendlich ist, gilt

H{AcAalanv=0}=J{AcA|AnV=0}=|J{AcA|ANV =0}

Es folgt, dass
V=X~ (J{AcA|ANV =0}

offen ist und somit V' := (V)ycy eine offene Uberdeckung von X. Wir zeigen nun, dass diese
Uberdeckung lokalendlich ist, und betrachten dazu ein beliebiges x € X. Wegen der Lokalend-
lichkeit von A gibt es dann eine Umgebung T(x) von x in X, die nur endlich viele Mengen
Aq,..., Ay € Atrifft. Da A eine Uberdeckung von X ist, folgt dann T(x) C A; U...U A,. Folg-
lich kann T(x) N V # @ nur dann gelten, wenn A, N V # @ fiir mindestens einv € {1,...,n}
gilt. Dann gilt aber auch A, NV # @. Da A feiner als W ist, trifft A, nur endlich viele V € V'.
Deshalb gilt T(x) N V # @ fiir nur endlich viele V € V’, was die Lokalendlichkeit beweist.

Wihlen wir nun zu einem beliebigen V € V' ein Uy € U mit V C Uy, soist (Uy N V)yey
eine offene, lokalendliche Uberdeckung von X, die feiner als U ist, wobei die Uberdeckungsei—
genschaft unmittelbar mit V C Uy N V folgt. Insgesamt haben wir somit die Parakompaktheit
von X hergeleitet. #

O]

Korollar 2.124. Lokalkompakte Hausdor{f-Riume, die das zweite Abzihlbarkeitsaxiom (Ajy) erfiillen,
sind parakompakt.

Beweis. Nach Korollar 2.107 sind lokalkompakte Hausdorff-Rdaume vollstandig regulédr. Nach
dem Metrisierungssatz von Urysohn 2.118 ist ein vollstandig reguldrer Raum, der das zweite
Abzihlbarkeitsaxiom (A;) erfiillt, metrisierbar. Das Korollar folgt, da metrisierbare topologi-
sche Raume nach dem Satz von Stone 2.123 parakompakt sind. O

Proposition 2.125. Parakompakte Hausdorff-Riume sind normal.

Beweis. Sei X ein parakompakter Hausdorff-Raum. Wir zeigen zundchst, dass X regulér ist.
Dies gilt tatsachlich,

denn: Seien A @ X und x € X \ A gegeben. Da X Hausdorff’sch ist, finden wir fiir jedesy € A
offene Teilmengen

Ox’y, Oy @ X mlt X € Ox,y, y € Oy und Ox,y N Oy - @

Nach Konstruktion ist dann
X=(X~A)ulJoy
yEA

eine offene Uberdeckung von X. Wegen der Parakompaktheit von X existiert eine lokalendli-
che, offene Uberdeckung, die feiner als diese offene Uberdeckung ist. Entfernen wir aus dieser
lokalendlichen, offenen Uberdeckung alle Elemente, die A nicht schneiden, so erhalten wir eine



103 Kapitel 2. Eigenschaften topologischer Rdume

lokalendliche, offene Uberdeckung (U;);c; von A, so dass fiirallei € I einy € A mit U; C Oy
existiert.

Wegen der Lokalendlichkeit der (U;);c; zugrunde liegenden offenen Uberdeckung von X gibt
es eine offene Umgebung U € U(x) von x in X und eine endliche Teilmenge

Ign €I mitUNU; =@farallei € I\ Ig,.
Wir wihlen nun fiir alle i € Ig, einy; € A mit U; C O,, und setzen
Afin = {yi | i € Iin}-
Offensichtlich sind dann

yGAﬁn iel

offene Mengen, die nach Konstruktion x € O, und A C Oy4 erfiillen. Die Disjunktheit
Ox N Oy = @ gilt ebenfalls, da U N U; # @ genau fiir i € Iy, gilt, die zugehorigen Men-
gen U; € Oy, C X \ Oy, erfiillen und wir mit den betreffenden Mengen Oy, geschnitten
haben.

Insgesamt haben wir die abgeschlossene Teilmenge A @ X und den Punkt x € X \ A durch
offene Mengen getrennt. Da diese beliebig gew&hlt waren, folgt die Giiltigkeit von Axiom (T3)
und mit der bereits vorausgesetzten Hausdorff-Eigenschaft die Regularitit von X. #

Um nun die Normalitdt von X zu zeigen, betrachten wir zwei disjunkte, abgeschlossene Teil-
mengen A, B @ X. Nach der soeben gezeigten Regularitdt von X existieren zu jedem x € A
offene Teilmengen Oy, Op » © X mit

Ox,0y ©X mitx € Oy, BC Op,und Oy N Opy = @.

Nach Konstruktion ist dann
X=(X~A)UlJ O
x€A

eine offene Uberdeckung von X. Wegen der Parakompaktheit von X existiert eine lokalendli-
che, offene Uberdeckung, die feiner als diese offene Uberdeckung ist. Entfernen wir aus dieser
lokalendlichen, offenen Uberdeckung alle Elemente, die A nicht schneiden, so erhalten wir eine
lokalendliche, offene Uberdeckung (V;);c; von A, so dass fiir alle i € I ein x € A mit V; C Oy
existiert. Nach Konstruktion ist dann

Ogu ::UVi

iel
eine offene Teilmenge von X mit A C Og4.
Fiir jedes y € B gibt es eine offene Umgebung Oy mit O, N Oy = @,

denn: Sei y € B gegeben. Wegen der Lokalendlichkeit der (V;);c; zugrunde liegenden offenen
Uberdeckung von X gibt es dann eine offene Umgebung U von y und eine endliche Teilmenge

Iin CI mitUNV, =0 fuarallei € I\ Igy.
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Wir wihlen nun fiir alle i € Ig, ein x; € A mit V; C Oy, und setzen
Agin = {xi | i € Iin}.
Dann erfiillt

Oy =Un ﬂ OB,x,-
X € Afin

die Behauptung. #

Nach Konstruktion ist

OB = U Oy
YyEB

eine offene Teilmenge von X mit B C Op und Og N O4 = @. Insgesamt haben wir die dis-
junkten, abgeschlossenen Teilmengen A, B ® X durch offene Mengen getrennt. Da diese belie-
big gewihlt waren, folgt die Giiltigkeit von Axiom (T4) und mit der bereits vorausgesetzten
Hausdorff-Eigenschaft die Normalitdt von X. O

In der Differentialtopologie spielt der Begriff der Partition der Eins eine wichtige Rolle. In Satz
2.127 werden wir einsehen, dass Parakompaktheit und die Existenz geeigneter Partionen der
Eins dquivalente Eigenschaften sind:

Definition 2.126. Eine Partition der Eins iiber einem topologischen Raum X ist eine Familie (f;)ic;
stetiger Funktionen X — [0, 1] mit

(PEy) Fiiralle x € X gibtes ein U € U(x) mit fi|y # O fiir nur endlich viele i € 1.

(PEy) Y fi(x) =1fiiralle x € X.

Ist zudem (U,);e; eine offene Uberdeckung von X und ist fiir jedes i € I der jeweilige Tréiger

supp(fi) := {x € X | fi(x) # 0}

in U; enthalten, so sagen wir, (f;)icr sei der Uberdeckung (U;);e] untergeordnet.

Satz 2.127. In einem Hausdorff-Raum X sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:
(i) X ist parakompakt.

(ii) X besitzt zu jeder offenen Uberdeckung eine untergeordnete Partition der Eins.

Beweis. Sei X ein Hausdorff-Raum.

Gelte nun zunéchst Aussage (ii) und sei (U;);c; eine beliebige offene Uberdeckung von X. Dann
gibt es tiber X eine (U;);c; untergeordnete Partition der Eins (f;);c;. Setzen wir nun

Vii={x e X| fi(x) #0} furalleiecl,
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so gelten nach Konstruktion
Vi©@X und V; Csupp(fi) C U;.

Da es nach (PE,) fiir jedes x € X mindestens eini € I mit f;(x) # 0 gibt, ist somit durch (V;);e;
eine offene Uberdeckung von X gegeben, die feiner als (U;);c; ist. Nach (PE;) ist diese offene
Uberdeckung auch lokalendlich. Da die offene Uberdeckung (Uj)ier von X beliebig gewdahlt
war, haben wir somit die Parakompaktheit von X gezeigt, also Aussage (i).

Gelte nun umgekehrt (i), sei also X parakompakt, und sei (U;);c; eine ohne Einschrankung
lokalendliche offene Uberdeckung von X. Nach Proposition 2.125 ist X als parakompakter
Hausdorff-Raum regulédr, so dass nach Proposition 2.101 fiir jedes x € X die Menge der ab-
geschlossenen Umgebungen von x in X eine Umgebungsbasis von x bildet. Wir finden daher
tiir jedes x € X eine offene Umgebung V,, deren Abschluss Ve ganz in einer der Mengen U;
enthalten ist. Dann ist (Vy),cx eine offene Uberdeckung von X und da X parakompakt ist,
existiert eine lokalendliche, offene Uberdeckung (V]/ )jej, die feiner als diese ist. Setzen wir nun

uj .= U Vj’ firallei € I,
_J€J
ViCU;

so ist (U!);c; offensichtlich wieder eine offene Uberdeckung und es gilt

Ul{ CU; farallei e,

denn: Sei x € Ul’ Nach Teil (b) von Proposition 1.14 und Konstruktion von U trifft jede Umge-
bung von x mindestens eines der V/ mit 7]/ C U;. Wegen der Lokalendlichkeit von (V) e gibt

es aber eine ausreichend kleine Umgebung von x und eine endliche Teilmenge Jg, C ], so dass
die Umgebung nur die Vj’ mit j € Jq, trifft. Wieder mit Teil (b) von Proposition 1.14 folgt

xe Jvi=UVvcu
]Elﬁn ]E]fin
Da x € U/ beliebig gewahlt war, folgt die Behauptung. #
Hieraus folgt insbesondere, dass (U] );c lokalendlich ist.

Diesen Verfeinerungsprozess kénnen wir nun noch einmal auf die offene Uberdeckung (U!);c;
anwenden und erhalten eine offene Uberdeckung (U]’ );c; mit

u’ cuj firallei€ I

Nach Proposition 2.125 ist X als parakompakter Hausdorff-Raum normal und nach dem Lem-
ma von Urysohn 2.113 lassen sich in X daher disjunkte, abgeschlossene Teilmengen durch ste-
tige Funktionen trennen. Fiir jedes i € I gibt es also eine stetige Funktion

gi: X —[0,1] mitg;(U’)={1}und gi(X\Uj) = {0}.
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Mit der Lokalendlichkeit der offenen Uberdeckung (U!);c; erhalten wir Axiom (PE;) fiir die
Familie (g;)ics. Es folgt unmittelbar, dass die Summe g := Y ;; g; in jedem x € X endlich ist,
und somit die Stetigkeit von g. Da auch (U!");c; eine offen Uberdeckung von X ist, ist g iiberall
echt positiv. Setzen wir nun

fi:=gi/g fiuralleic I,

so ist nach Konstruktion (f;);c; eine Familie stetiger Funktionen X — [0,1], die Axiom (PE;)
und Axiom (PE;) erfiillt, also eine Partition der Eins tiber X. Weiter gilt

supp(fi) CU/ C U; furallei€ I,

so dass (f;)ics der offenen Uberdeckung (Uj)ies untergeordnet ist. Da die ohne Einschrinkung
lokalendliche, offene Uberdeckung (U;);c; von X beliebig gewihlt war, folgt Aussage (ii). [

Abschliefiend fiir dieses Kapitel studieren wir mit den Mannigfaltigkeiten eine enorm wich-
tige Klasse topologischer Rdume, in denen sich viele der bisher eingefiihrten Eigenschaften
topologischer Raume wiederfinden. Allgemeiner definieren wir zunéchst:

Definition 2.128. Sei X ein topologischer Raum. Wir sagen:

X ist lokaleuklidisch <= fiirallex € X gibteseinx € U © X, einn € IN
undeinV CR"mitU=V
<= fiirallex € X gibteseinx € U C X undeinn € IN
mit U = R".

Die natiirliche Zahl n heift hierbei die lokale Dimension von X in x. Nehmen die lokalen Dimensionen
fiir alle Punkte x € X den Wert n € IN an, so nennen wir X n-lokaleuklidisch.

Bemerkung 2.129. Sei X ein zusammenhingender lokaleuklidischer topologischer Raum. Dann gibt
eseinn € N, so dass X n-lokaleuklidisch ist,

denn: Da sonst nichts zu zeigen ist, konnen wir ohne Einschrinkung annehmen, X sei nichtleer, es gebe
also ein xg € X. Nach Definition 2.128 existiert fiir jedes x € X ein U(x) @ X, ein n(x) € N und ein
V(x) ©@ R"™) mit U(x) = V(x). Betrachten wir nun die Mengen

Op:={xe X |n(x)=n(xo)},

Oy:={xeX|n(x)#nx)}= |J {xeX|n(x)=n}
nelN
n#n(xo)
Nach Konstruktion gilt dann
O1 7&@ und Oll_lOz = X.

Weiter ist fiir jedes n € IN die Menge {x € X | n(x) = n} offen, da offensichtlich mit jedem x daraus
auch die zugehorige offene Umgebung U (x) ganz darin enthalten ist. Es folgt die Offenheit von Oy und
Oy und mit dem Zusammenhang von X schliefilich X = Oy, also die Behauptung. #
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Definition 2.130. Fiir ein beliebiges n € IN ist eine n-dimensionale reelle Mannigfaltigkeit ein
n-lokaleuklidischer Hausdorff-Raum X, der das zweite Abzihlbarkeitsaxiom (Ay) erfiillt.

Beispiel 2.131. (a) Fiir jedes n € N sind alle offenen Unterriume von R" reelle Mannigfaltigkeiten,

denn: Sei n € IN und sei X C R" ein offener Unterraum. Nach Beispiel 2.74 erfiillt X dann
das zweite Abzhihlbarkeitsaxiom (Az) und nach Beispiel 2.85 und Bemerkung 2.88 ist X Haus-
dorff’sch. Die n-Lokaleuklidizitit gilt, weil nach Teil (a) von Beispiel 1.51 und wegen der Offenheit
von X in R" jede offene Umgebung eines Punktes x € X auch in R" offen ist. #

(b) Nicht jeder fiir ein n € IN n-lokaleuklidische topologische Raum ist auch eine reelle Mannigfaltig-
keit,

denn: Die als Anheftung wie in 1.84 definierte ,, Gerade mit zwei Urspriingen”

G:=RU R

idg_ {0

ist offensichtlich 1-lokaleuklidisch, aber nicht Hausdorff'sch, da sich die beiden Kopien des Ur-
sprungs nicht durch offene Mengen trennen lassen. #

In einem allgemeinen topologischen Raum alle Eigenschaften einer Mannigfaltigkeit zu tiber-
priifen, kann recht aufwandig sein. Fiir das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom gilt allerdings das

folgende Kriterium:!®

Lemma 2.132. Sei X ein lokaleuklidischer Hausdorff-Raum. Hat X eine abzihlbare Uberdeckung aus
kompakten Teilmengen, so erfiillt X das zweite Abziihlbarkeitsaxiom (Ay).

Beweis. Da X lokaleuklidisch ist, besitzt jeder Punkt x € X eine offene Umgebung U(x), die zu
einem offenen Teilraum eines R" mit n € IN homoomorph ist. Nach Beispiel 2.74 erfiillt jedes
solche U(x) das zweite Abzidhlbarkeitsaxiom (A;), seine Topologie besitzt also eine abzdhlbare

Basis Bu(x)

count*

Sei nun X = ;e K; eine abzéhlbare Uberdeckung aus kompakten Teilmengen K; C X. Fiir
jedes i € IN ist durch

Kl' g U U(x)

x€K;

eine offene Uberdeckung von K; gegeben, die wegen der Kompaktheit von K; eine endliche
Teiltiberdeckung

T
j=1

aufweist. Auf diese Weise erhalten wir eine abzihlbare offene Uberdeckung

x=UUux)

icN j=1

16Wir fordern hier in leichter Verallgemeinerung nicht, dass X fiir ein n € IN n-lokaleuklidisch ist.
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und folglich mit
Ti
U(xj)
U U Beownt
i€lN j=1
eine abzahlbare Basis der Topologie von X. O

Satz 2.133. Sei X ein zusammenhingender, lokaleuklidischer Hausdorff-Raum. Nach Bemerkung 2.129
ist X dann n-lokaleuklidisch mit einem geeigneten n € IN. Weiter sind die folgenden Aussagen dquiva-
lent:

(i)  Xerfiillt Axiom (Ay), ist also eine n-dimensionale reelle Mannigfaltigkeit.
(ii) X ist parakompakt.

Beweis. Gelte zunéchst (i), sei X also eine n-dimensionale reelle Mannigfaltigkeit. Aufgrund
der Lokaleuklidizitat ist X dann offenbar lokalkompakt und als Hausdorff-Raum daher nach
Korollar 2.107 vollstindig reguldr. Zudem erfiillt X Axiom (Az) und ist nach dem Metrisie-
rungssatz von Urysohn 2.118 somit metrisierbar. Mit dem Satz von Stone 2.123 folgt die Para-
kompaktheit von X, also Aussage (ii).

Gelte nun umgekehrt (ii), sei also X parakompakt. Wegen der n-Lokaleuklidizitit von X gibt
es eine offene Uberdeckung (V})jc; von X mit V; = R” fiir alle j € J. Fiir alle j € ] wiahlen wir
nun einen Homéomorphismus f; : V; — R" fest aus. Dann ist die Menge aller Urbilder

{fj’l(ug(v)) |v e R"und ¢ € R}

ebenfalls eine offene Uberdeckung von X. Alle Elemente dieser Uberdeckung haben einen
kompakten Abschluss in X,

denn: Fur alle U (v) mitv € R" und ¢ € R~ ist der Abschluss U, (v) beschréankt und nach dem
Satz von Heine-Borel 2.95 somit kompakt. Mit der Homdomorphie der f; und Proposition 1.25

iibertrigt sich diese Eigenschaft auf die Elemente der Uberdeckung. #

Wegen der Parakompaktheit von X gibt es eine lokalendliche Uberdeckung U := (U;);c; von
X, die feiner als diese Uberdeckung ist. Dabei ist fiir jedes i € I der Abschluss U; kompakt,

denn: Da U feiner als die zuvor betrachtete Uberdeckung ist, ist jedes U; in einer offenen Menge
V enthalten, deren Abschluss V kompakt ist. Mit Bemerkung 1.12 und Teil (b) von Beispiel 1.51
folgt U; ® V und mit Korollar 2.61 die Behauptung. #

Sei nun U;, € U beliebig. Fiir jedes weitere Element U € U gibt es eine natiirliche Zahl r und
U; ..,Ui,:UEUmit

27 °

U, nu #Q furallege {1,...,r—1},

lot1

denn: Als lokaleuklidischer topologischer Raum ist X lokal wegzusammenhéngend. Nach Satz
2.23 ist X als zusammenhdngender topologischer Raum somit auch wegzusammenhéngend.
Fiir beliebige x;, € U;, und x € U gibt es daher einen Weg w : [0,1] — X von x;, nach x. Wegen
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der Stetigkeit von w und nach Teil (a) von Proposition 2.62 ist mit [0, 1] auch w ([0, 1]) kompakt,
so dass die offene Uberdeckung U von w([0,1]) eine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Diese
erfiillt die geforderten Eigenschaften. #

Indem wir jedem U € U die minimale solche natiirliche Zahl r zuweisen, erhalten wir eine
Abbildung U — IN. Die Fasern dieser Abbildung sind endlich,

denn: Sei fiir jedes r € IN mit U<, das Urbild der Menge {1, ...,r} C Z bezeichnet. Die Behaup-
tung folgt, wenn wir zeigen konnen, dass fiir jedes r € IN die Menge U<, nur endlich viele
Elemente hat. Offensichtlich gilt U>; = {Uj, }, insbesondere ist U>; endlich. Nehmen wir nun
an, fiir ein festes r € IN habe U, nur endlich viele Elemente. Dann ist y;cy._, U als Vereinigung
endlich vieler Kompakta kompakt und .

als abgeschlossene Teilmenge eines Kompaktums nach Korollar 2.61 ebenso. Wegen der Loka-
lendlichkeit von U gibt es fiir jedes x € K, eine offene Umgebung U(x), die nur endlich viele
Elemente von U schneidet. Die Menge dieser offenen Umgebungen U (x) mit x € K, bildet eine
offene Uberdeckung von K;, die wegen der Kompaktheit von K, eine endliche Teiliiberdeckung
aufweist. Es folgt, dass auch K, nur endlich viele Elemente von U schneidet. Da simtliche Ele-
mente von U<, 1 nach Konstruktion nichtleeren Durchschnitt mit K, haben, erhalten wir so die
Endlichkeit von U<, 1. #

Nach Konstruktion kann X als die Vereinigung der kompakten Mengen U; mit U; € U ge-
schrieben werden. Nach der obigen Uberlegung ist U und somit die Anzahl dieser kompakten
Mengen abzihlbar. Nach Lemma 2.132 erfiillt X somit Axiom (A;), also Aussage (i). O

Aus den Satzen 2.127 und 2.133 folgt sofort:

Korollar 2.134. Sei X fiir ein n € IN eine n-dimensionale reelle Mannigfaltigkeit. Dann besitzt X zu
jeder offenen Uberdeckung eine untergeordnete Partition der Eins.



KAPITEL 3

Homotopietheorie

3.1 Homotopie

Definition 3.1. Seien X, X' topologische Riume und seien f,g : X — X' stetige Abbildungen. Eine
Homotopie zwischen f und g ist eine stetige Abbildung

H:Xx[0,1] = X' mit H(x,0) = f(x) und H(x,1) = g(x) fiir alle x € X.
Wir sagen:

f, g sind homotop (in Zeichen: f ~ g) :<=> es gibt eine Homotopie zwischen f und g.

Proposition 3.2. Fiir je zwei topologische Riume X, X' ist Homotopie eine Aquivalenzrelation auf der
Menge der stetigen Abbildungen

C(X,X"):={f: X — X"| fstetig}.
Beweis. Fiir ein beliebiges f € C(X, X’) ist offensichtlich

X x0,1] =X,
(ot = f(x)
eine Homotopie zwischen f und sich selbst. Es folgt die Reflexivitdat von ,~".
Fir f,g € C(X, X') sei eine Homotopie H zwischen f und g gegeben, es gelte also f ~ ¢. Dann

ist

H,:{Xx 0,1 — X,
(x,t) — H(x,1—t)

110
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offensichtlich stetig und erfiillt
H'(x,0) = H(x,1) = g(x) und H'(x,1) = H(x,0) = f(x) fiirallex € X.
Es folgt ¢ ~ f und also die Symmetrie von ,~".

Fir f,g,h € C(X, X') seien Homotopien H zwischen f und g und H’ zwischen g und & gege-
ben, es gelten also f ~ g und ¢ ~ h. Dann ist
Xx[0,1 — X,
H": H(x,2t fiir ¢ :
wy [ el
H'(x,2t —1) furt e [3,1]

wohldefiniert wegen H(x,1) = g(x) = H'(x,0) und nach Proposition 1.55 auch stetig wegen
X x[0,1],X x [3,1] ® X x [0,1]. Zudem gilt

H"(x,0) = H(x,0) = f(x) und H"(x,1) =H'(x,1) =h(x) firallex € X.
Es folgt f ~ h und also die Transitivitit von ,,~". ]

Proposition 3.3. Seien X, X', X" topologische Riume sowie f,g : X — X' und f',¢' : X' — X"
stetige Abbildungen mit f ~ g und ' ~ ¢'. Dann gilt auch f' o f ~ ¢’ 0 g.

Beweis. Sei H eine Homotopie zwischen f und g und H' eine Homotopie zwischen f’ und ¢’
Dann ist

(x,t) — H'(H(x,t),t)
offensichtlich stetig und erfiillt fiir alle x € X
H"(x,0) = H'(H(x,0),0) = H'(f(x),0) = f'(f(x)),
H'(x,1) = H'(H(x,1),1) = H'((x), 1) = g'(g(x))-
Es folgt f' o f ~ ¢’ o g, also die Proposition. O

- {X x [0,1] — X",

Definition 3.4. Seien X, X' topologische Riume und f : X — X' eine stetige Abbildung. Dann sagen
wir:

f ist nullhomotop <= es gibtein x' € X', so dass f homotop zur konstanten Abbildung

X=X, .
Cyl & , 1st.
X=X

Beispiel 3.5. Seien n € IN und X C R" sternformig. Dann ist idx nullhomotop,

denn: Fiir einen Sternmittelpunkt x* € X ist offensichtlich

. {Xx 0,1 — X,
(x,t) = tx* 4 (1 —f)x.

eine Homotopie zwischen idx und c-. #
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Definition 3.6. Seien X, X' topologische Riume und f : X — X' eine stetige Abbildung. Dann sagen
wir:
f ist eine Homotopieiquivalenz zwischen X und X'
i< es Qibt eine stetige Abbildung ¢ : X' — X mit go f ~idx und f o g ~idy:.

In dieser Situation heifst ¢ homotopieinvers zu f. Die topologischen Riume X, X' heiflen homotopie-
dquivalent (in Zeichen: X ~ X'), wenn es eine Homotopieiquivalenz zwischen ihnen gibt.

Bemerkung 3.7. (a) Homotopieinverse sind bis auf Homotopie eindeutig bestimmt,
denn: Sind g, ¢’ : X' — X homotopieinvers zu f, so gilt

g=goidy = go(fog) =(gof)og ~idxog' =g

(b) Homotopieiiquivalenz ist eine Aquivalenzrelation auf der Klasse der topologischen Riume,

denn: Reflexivitit und Symmetrie sind offensichtlich; Transitivitit folgt leicht mit Proposition 3.3.
#

Bemerkung 3.8. Seien X, X’ zwei topologische Riume. Dann gilt

X=X = X~X,
X=X += X=X,

denn: Dass Homdomorphie Homotopiedquivalenz impliziert, ist offensichtlich. Zum Beweis der zweiten
Aussage geben wir ein Gegenbeispiel an: Seien n € N und X = R"™ \ {0} und X' = $". Dann gilt
einerseits X % X', da X nach dem Satz von Heine-Borel 2.95 nicht kompakt ist, X' aber schon. Um zu
zeigen, dass andererseits X ~ X' qilt, betrachten wir die stetigen Abbildungen

. {S“ — R {0}, {]R”“ {0} — s,
i: und r: .
X X x —
]
Fiir diese gilt zuniichst
(roi)(x) =r(x) =x fiirallex € §",

und wir erhalten r o i = idg». Die stetige Abbildung

. (R {0}) x [0,1] — R"1< {0},
] (x,t) — (H4 =hx

]

erfiillt

H(x,0) = sz” = (ior)(x) und H(x,1) = x = idgm1_oy (%),

und wir erhalten ior =~ idgwn oy Es folgt, dass i und r homotopieinvers sind, und insgesamt die
Homotopieidquivalenz X ~ X'. #
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Definition 3.9. Sei X ein topologischer Raum. Dann sagen wir:

X ist kontrahierbar <= X ist homotopieiquivalent zu einem einpunktigen Raum.

Proposition 3.10. Sei X ein topologischer Raum. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(1) X ist kontrahierbar.
(ii)  idx ist nullhomotop.

Beweis. Gelte zunichst (i), sei also X kontrahierbar. Sei weiter X’ = {x'} ein einpunktiger Raum
mit X ~ X’. Nach Definition gibt es dann stetige Abbildungen

f: X=X undg: X — Xmitgo f~idx und fog ~idy .
Wegen der Einpunktigkeit von X’ gilt aber auch

(0 F)(x) = g(f(x)) = gx') firallex € X.

Zusammen ergibt sich idx ~ c,(,/) und somit die Nullhomotopie von idx, also Aussage (ii).

§(x')
Gelte nun umgekehrt (ii), sei also idx nullhomotop. Dann gibt es ein x’ € X mitidx ~ c,. Wir
setzen nun X’ := {x’} und betrachten die stetigen Abbildungen

! !
f:{X - X, g:{x y's

x —x x' =X

Dann gelten f o ¢ = idy und go f = cy =~ idx. Es folgt die Homotopiedquivalenz X ~ X' =
{x'} und somit die Kontrahierbarkeit von X, also Aussage (i). O
Beispiel 3.11. Seien n € IN und X C R" sternformig. Dann ist X kontrahierbar,

denn: Nach Beispiel 3.5 ist idx nullhomotop und nach Proposition 3.10 somit X kontrahierbar. #

Definition 3.12. Seien X, X' topologische Riume, A C X ein Unterraum und f,g : X — X' stetige
Abbildungen. Wir sagen dann:

f ist relativ zu A homotop zu g (in Zeichen: f ~ g rel A)
<> es gibt eine Homotopie H : X x [0,1] — X' zwischen f und ¢
mit H(a,t) = H(a,0) fiirallea € A,t € [0,1].

Bemerkung 3.13. Seien X, X', X" topologische Riume, A C X ein Unterraum und f,g € C(X, X')
sowie f',g" € C(X', X") stetige Abbildungen. Dann gelten die folgenden Aussagen:
(@) f ~ g rel A impliziert f|o = g|a,

denn: Nach Konstruktion gilt f(a) = H(a,0) = H(a,1) = g(a) fiirallea € A. #
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(b) Ist speziell X' C R" konvex fiir ein n € IN, so impliziert f| 4 = g|a auch umgekehrt f ~ g rel A,

()

(d) f~grelAund f' ~ g rel f(A) @ g(A) implizieren (f' o f) ~ (g’ 0 g) rel A,

denn: Wegen der Konvexitit von X' ist die offensichtlich stetige Abbildung

. {Xx 0,1 — X/,
(&) = (1=t)f(x) +tg(x)

wohldefiniert. Nach Konstruktion gelten H(x,0) = f(x) und H(x,1) = g(x) und wegen f|s =

Q| a auferdem

H(a,t) = (1 —t)f(a)+tg(a) = f(a) = H(a,0) fiirallea € A,t € [0,1].

Es folgt die behauptete relative Homotopie.
== rel A ist eine Aquivalenzrelation auf C(X, X’),

denn: analog zum Beweis von Proposition 3.2

denn: analog zum Beweis von Proposition 3.3

Beispiel 3.14. Seien X ein topologischer Raum und w,w’ : [0,1] — X zwei Wege in X mit demselben
Anfangspunkt. Dann gilt w ~ w' rel{0},

denn: Nach Teil (b) von Bemerkung 3.13 erfiillt die stetige Abbildung

t — 0

{[0,1] —[0,1],
Co -

die relative Homotopie

Co =~ id[o,l] rel{O}.

Mit Teil (d) von Bemerkung 3.13 folgt

w = (woidpy) =~ (woco) rel{0}.

Es ist

01 =X
(woco): {t — w(0) = @ (0)

und somit (w o cy) = (w' o cp). Es folgt

w = (w ocy) = (w' oidyy)) = w' rel{0}.
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Bemerkung 3.15. Seien X ein topologischer Raum, w,w’ : [0,1] — X Wege in X mit w'(0) = w(1)
und x € X ein Punkt. Dann schreiben wir

0,1 — X,
wxw' : w(2t) fiirt € [0, 3],
oo {w’(Zt— 1) firte (b1

fiir die Verkniipfung von w und w', wobei wir sicherheitshalber darauf hinweisen wollen, dass bei dieser

Verkniipfung erst w und dann w' durchlaufen wird, die Reihenfolge also anders notiert wird als etwa

bei der Hintereinanderausfiihrung von Funktionen. Fiir einen weiteren topologischen Raum X' und eine
stetige Funktion f : X — X' gilt dann

fo(wxuw') = (fow)*(fouw).

Weiter notieren wir wie schon zuvor

. '{[0,1] =X,

t — X

fiir den konstanten Weg mit Wert x € X und

- {[0,1] —~ X,

t — w(l—t)

fiir den inversen Weg zu w, wobei wir diese Namensgebung erst in den Propositionen 3.17 und 3.20
motivieren werden.

Proposition 3.16. Seien X ein topologischer Raum, v,v',w,w’ : [0,1] — X Wege in X mit v'(0) =
v(1), v ~ w rel{0,1} und v' ~ w' rel{0,1}. Dann gilt

(vxv) = (wxw') rel{0,1}.

Beweis. Sei H eine Homotopie relativ {0,1} zwischen v und w und H’ eine Homotopie relativ
{0,1} zwischen v' und w'. Dann ist die stetige Abbildung

[0,1] x [0,1] — X,

H* - 6.0 R {H(Zs,t) fiirs € [0, 1],
’ 1].

H'(2s—1,t) fiirs € [3,1]
wohldefiniert wegen

H(1,t) = H(1,0) = v(1) = ¢/(0) = H'(0,0) = H'(0,¢) fiirallet € [0,1].
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Weiter gilt fiir alle s € [0, 1]
H(2 fii : H(2s,1 fi :
H*(5,0) — (2s,0) {ir s € [(1),2], H*(5,1) = (2s,1) iirs € [(l), 51
H'(2s—1,0) fiirs e [5,1] H'(2s—-1,1) firs € [5,1]
_ Jo(2s) fiirs € [0, 1], _Jw(2s) fiirs € [0, 1],
-~ |o'(2s—1) fars € [1,1] | w'(2s-1) fars e [1,1]
= (vxv')(s), = (wxw')(s)
und somit (v xv') ~ (wxw') via H. Wegen
H*(0,t) = H(0,t) = H(0,0) = v(0),
H*(1,t) = H'(1,t) = H'(1,0) = /(1)
folgt somit wie behauptet
(vxv") = (w*w') rel{0,1}.
O

Proposition 3.17. Seien X ein topologischer Raum, w,w’,w" : [0,1] — X Wege in X mit w'(0) =

w(1) und w”(0) = w'(1). Dann gelten die folgenden Aussagen:
@ ((wxw)xw’) = (wx (@ x")) rel{0,1}.

(b) (cw(o) *w) = w = (W cyy(r)) 1el{0, 1}

(€ (wxw™) = ¢y rel{0,1} und (w™ * w) =~ ¢y rel{0, 1}.

Beweis. Zum Beweis von Behauptung (a) betrachten wir die offenkundig stetige und wohlde-

finierte Abbildung
0,3] =X,
I3 w(s) furs € [0,1],
s —w(s—1) firse[1,2],

w”’(s—2) firs € [2,3]

und fiir beliebige 2,b € R die stetige Abbildung

. 0,1] — R,
s —=sb+ (1—s)a

mit £, ,(0) = a und ¢,;(1) = b. Mithilfe dieser Abbildungen schreiben wir
w=foly, w=foli, und w’' = folys
und erhalten einerseits

(wxw')xw" = ((folog)*(folip))*(folas)
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= (f o (60,1 *£112)) * (f o Ez/g)
2 Fo (Lo xl1p) % b23)
sowie andererseits ganz analog
w x (w/ * w”) = f o (E(),l * (£1,2 * 62/3)) .

Nach Teil (d) von Bemerkung 3.13 geniigt es zum Beweis von Behauptung (a) somit die relative
Homotopie
(Lo * 1) * lr3) =~ (Lo * (L1 % Lr3)) rel{0,1}

von Wegen in der konvexen Teilmenge [0,3] C R zu zeigen. Da aber beide Wege von 0 nach 3
verlaufen, folgt dies direkt aus Teil (b) von Bemerkung 3.13.

Zum Beweis von Behauptung (b) bestimmen wir zundchst
. 3.15 :
wo (co*idjgq]) = (woco)* (woidjgq]) = cyp(o) * W,
w o id[O,l] = w.

Offensichtlich sind co x id[o ;) und id|y ;) beides Wege in der konvexen Teilmenge [0, 1] C R mit
Anfangspunkt 0 und Endpunkt 1. Nach Teil (b) von Bemerkung 3.13 folgt somit

(coxidjgq)) = id|gq) rel{0, 1}
und nach Teil (d) von Bemerkung 3.13 auch
(wo (coxidyyy))) =~ (woidpy)) rel{0,1}.
Mit unseren Voriiberlegungen erhalten wir hieraus sofort
(Cw(o) *w) ~ w rel{0,1},
die andere Teilbehauptung zeigt man ganz analog.

Es verbleibt Behauptung (c) nachzuweisen. In der Notation von Teil (a) gilt w™ = w o {1 und
somit

(w* ZUi) = ((w e} on) * (w o 51,0)) 3é5 (w (e} (£0,1 *gl,O))/
Cw(0) = (w © CO)‘

Offensichtlich sind {1 * 1 und ¢y beides Wege in der konvexen Teilmenge [0,1] C R mit
Anfangs- und Endpunkt 0. Nach Teil (b) von Bemerkung 3.13 folgt somit

(Lo * l19) ~ co rel{0,1}
und nach Teil (c) von Bemerkung 3.13 auch
(wo (Lo1xtrp)) = (woco) rel{0,1}.
Mit unseren Voriiberlegungen erhalten wir hieraus sofort
(Wxw™) = cy(g) rel{0, 1},

die andere Teilbehauptung zeigt man ganz analog. O
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3.2 Die Fundamentalgruppe

Definition 3.18. Ein topologischer Raum mit Basispunkt ist ein Paar (X, x() aus einem topologi-
schen Raum X und einem Punkt xo € X. Eine Abbildung f : X — X' zwischen zwei topologischen
Riumen mit Basispunkt (X, xo) und (X', x) heifit basispunkterhaltend, wenn sie f (xo) = x{, erfiillt.
Wir schreiben in diesem Fall f : (X, xo) — (X', x().

Definition 3.19. Sei (X, xo) ein topologischer Raum mit Basispunkt. Ein Weg w : [0,1] — X in X
mit w(0) = w(1) = xq heifit eine Schleife (bzw. ein geschlossener Weg) bei x. Ist w eine Schleife bei
Xo, dann bezeichne

[w] = [w]x

die Aquivalenzklasse von w beziiglich der Homotopie relativ zu {0,1}.

Proposition 3.20. Sei (X, xo) ein topologischer Raum mit Basispunkt. Dann ist auf der Menge
(X, x0) := {[w]x, | wist Schleife bei x¢}

durch
[w]x, - [w']x, == [w* ']y,

eine Verkniipfung erklirt, die 111(X, xo) zu einer Gruppe mit neutralem Element [cy,]y, macht. Diese
Gruppe heift die Fundamentalgruppe von X mit Basispunkt x.

Beweis. Den Beweis fiir diese Proposition haben wir klammheimlich schon in Abschnitt 3.1
erbracht: Die Verkniipfung ,-“ ist wohldefiniert nach Proposition 3.16 und assoziativ nach Teil
(a) von Proposition 3.17. Nach Teil (b) derselben Proposition ist [cy,]x, das neutrale Element
beziiglich ,,-“ und nach Teil (c) ist [w ™|y, das zu [w]y, inverse Element beziiglich ,,-“. O

Proposition 3.21. Seien (X, xo), (X', x;) topologische Riume mit Basispunkt und f : (X, xp) —
(X', x{)) stetig. Dann ist die induzierte Abbildung

S m(Xox) — m(X,x),
) {[wao - [fouly

ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Zunéchst einmal ist 711 (f) wohldefiniert,

denn: Fiir jede Schleife w : [0,1] — X bei xj ist f o w eine Schleife bei x{, da f basispunk-
terhaltend ist. Zudem tibersetzt sich fiir zwei Schleifen w, w’ bei x( die relative Homotopie
w ~ w' rel{0,1} mit Bemerkung 3.15 zu (f ow) ~ (f o w’) rel{0,1}. #

Dass 711 (f) ein Gruppenhomomorphismus ist, rechnen wir leicht nach. Tatsichlich gilt fiir je
zwei Schleifen w, w’ bei x:

() ([l - [@']x) = (f)([wxw']x) = [f o (wrw)]y
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L [(fow)* (fow )]y = [fouwly - [fouly
= 711 (f) ([w]xy) - 771 () (['],)-
]

Proposition 3.22. Seien (X, x), (X', xp), (X", x() topologische Riume mit Basispunkt und f,g :
(X, x0) = (X!, x}y) sowie f': (X', x3) — (X", x{)) stetig. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(@) f ~ g rel{xo} impliziert 11 (f) = m1(g).

(b) 1 (id(x,xy)) = idr, (x,x0)-

© m(ffef)=m(f)em(f).

Beweis. Behauptung (a) ist korrekt, da fiir ein beliebiges [w]y, € 711(X, xo) nach Voraussetzung

1 (f) ([wlxy) = [f owly “E [ 0wl = m1(F)([w])
gﬂt.
Behauptung (b) folgt mit
ys| <id(X,x0))([w]xo) = [id(X,xo) ow]xo = [w]xo fiir alle [w]xo € 7T1(X, xO)'

Behauptung (c) ergibt sich, da fiir alle [w]y, € 71 (X, x0)

i (f' o f)([wlxy) = [(f' o f) owly [f o (fow)ly
i (f)(f owly) = m(f) (7 (f)([W]xo))

= (m(f") o mi(f))([w]x,)

gilt. O

317 (a)

Proposition 3.23. Seien (X, xp), (X', x{;) topologische Riume mit Basispunkt und
f:(X,x0) = (X, x5) sowie g: (X', xp) — (X, x0)
stetig mit
gof~idixy, rel{xo} und fogidx ) rel{xg}.

Dann ist 7t1(f) = (X, x0) — m1 (X', x{,) ein Isomorphismus.

Beweis. Aus der Voraussetzung g o f =~ id x y,) rel{xo} folgt

3.22 (c)
m(g) o m(f) “ 2 m(gof) 711 (id (xx,))
Aus der Voraussetzung f o ¢ ~ idx/,.) rel{xy } ergibt sich analog

22 (a) 3.22(b) ,

ldnl (X,X[)) :

mi(f) o mi(g) = idp (xr,x) -
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Wir wollen uns nun mit der Frage beschéftigen, wie genau die Fundamentalgruppe eines to-
pologischen Raumes vom gewé&hlten Basispunkt abhéangt.

Proposition 3.24. Seien X ein topologischer Raum, xo, x1 € X zwei Punkte und p ein Weg in X von
xo nach xy. Weiter sei die Abbildung

b {nl(X,xl) — m(X, xp),
P [l = [prwxply
gegeben. Dann gelten die folgenden Aussagen:
(@) hp ist ein Gruppenhomomorphismus.
(b) Fiir jeden Weg p' in X mit p’ ~ p rel{0,1} gilt h, = h,y.
(C) thO = i(17'['1 (X,XO) .
(d) Fiir jeden Weg p'" in X mit p'(0) = xq gilt hyupr = hp o hy.

Beweis. Wir zeigen zundchst Behauptung (a). Die Abbildung , ist wohldefiniert, da nach Pro-
position 3.16 fiir je zwei Schleifen w, w’ bei x; mit w ~ w’ rel{0,1} die relative Homotopie

prxwxp- ~prxwxp rel{0,1}
folgt. Die Homomorphie erhalten wir, da fiir je zwei Schleifen w, w’ bei x;

By ([W], - [w0']x,) = hp([wxw']y) = [prw*w' xp~ |y
[prwxpxpxw *p~ly = [prwxp Ty [prw' xp7 ]y
= hp(w) - hy(w')

gilt.

Zum Beweis von Behauptung (b) betrachten wir einen Weg p’ in X mit p’ ~ p rel{0,1}. Fiir
diesen gilt dann auch (p’)~ ~ p~ rel{0,1} und somit nach Proposition 3.16 fiir alle Schleifen
w bei x1

hp([w]xl) = [P * W * p_]xo = [Pl * W x (p/)_]xo = hp’([w]xl )

Behauptung (c) erhalten wir, da fiir alle Schleifen w bei x

3.17 (b) 3.17 (b)

hcxo([w]xo) = [Cxo*w*C;o]xo [w*C;o]xo = [w*cxo]xo [w]xo
gilt.

Schlieflich zeigen wir Behauptung (d) und betrachten dafiir p’ einen Weg mit p’(0) = x;. Dann
gilt fiir alle Schleifen w bei p’(1)

Bpspr ([W] (1)) = [pxp' xwx (pxp') lag = [pxp' * w0k (p)” % p 7 Iz = hp(hy ([W]p)))-
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Um weiter fortzufahren erinnern wir an eine Definition aus der Algebra:

Definition 3.25. Seien G eine Gruppe und g € G ein fest gewiihltes Element. Dann ist die Abbildung

. G —¢G,

int, : 1

h > ghg

offensichtlich ein Automorphismus von G. Ein Automorphismus o € Aut(G) heifSt ein innerer Auto-
morphismus, wenn es ein § € G mit 0 = intg gibt.
Proposition 3.26. Seien X ein topologischer Raum, xo, x1 € X zwei Punkte und p ein Weg in X von
xo nach x1. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(@) Der Gruppenhomomorphismus hy : 71(X, x1) — m1(X, Xo) aus Proposition 3.24 ist ein Isomor-
phismus.

(b) Ist g ein weiterer Weg in X von xo nach x1, so ist v := q* p~ eine Schleife bei xo und es gilt
hy([wly,) = [0]x - hp([w]y,) - [z;];ol = (int[v]xO ohy) ([wlx,) fiiralle [w]y, € m1(X,x1),

die Gruppenisomorphismen hy, und hg unterscheiden sich also nur um einen inneren Automorphis-
mus von 111(X, X0).

Beweis. Behauptung (a) erhalten wir aus
24(d
3241 (d) h
3.24 (d)

3.24 (b) 324(c) .
prp = ey =i (xx)s

3.24 (b) 324 (c) .
h}?_*p = thl = ldnl (X,x1) .

hpohp

hp_ o hp

Behauptung (b) folgt, denn fiir alle [w],, gilt:

O]

Proposition 3.27. Seien X, X' topologische Riume und xo € X ein Punkt. Seien weiter f,g €
C(X,X') zueinander homotop vermittels der Homotopie H : X x [0,1] — X'. Betrachten wir nun
den Weg

). {[0,1] =X,

t — H(XO, t)

und setzen

xy:= p(0) = H(x0,0) = f(xg) sowie x7j:=p(1)= H(xo,1)= g(xo),
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so gilt
i (f) = hpom(g),
es kommutiert also das Diagramm von Gruppenhomomorphismen
m (X', x7)
()
(X, x0) = hy
m(f)
m (X', xp).
Ist insbesondere eine der Abbildungen t1(f), 11(g) ein Isomorphismus, dann auch die andere.
Beweis. Wir betrachten die Wege
; [0,1] —[0,1] x [0,1], o 0,1 —[0,1] x [0,1],
s — (0,s), s — (s, 1)
. [0,1] —[0,1] x [0,1], y 0,1] —[0,1] x [0,1],
s — (1,1 —5), s — (s,0)
0
[ r
u
im Kompaktum [0,1] x [0,1] € R2. Nach Teil (b) von Bemerkung 3.13 erfiillen diese
Ixoxr~urel{0,1}. (3.1)

Fiir eine beliebige Schleife w in X bei xp und alle s € [0, 1] gelten

(Ho (wxidyy)ol)(s) = (Ho (wxidpyy))(0,5) = H((w(0),s)) = H(xo,5) = p(s),
(Ho (wxidpq)oo)(s) = (Ho (wxidpy))(s,1) = H((w(s), 1)) = g(w(s)),
(Ho (w x id,q)) o r)(s) = (Ho (w x id[()l]))(l,l —s5) =H((w(1),1—5s)) =p (s),
(Ho (w x idjg ) © u)(s) = (Ho (w x id 1) ))(s,0) = H((w(s),0)) = f(w(s))

und also

Ho (w xidjgq) ol =p,
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Ho (w xidpy)) o0 = gow,
Ho (w xidgq)or=p~,

Ho (w xidpgy)) ou = fow.
Hieraus folgt direkt

fow =Ho(wxidgy))ou

e (Ho (wxidygy))) o (Ixoxr) rel{0,1}
L (Ho (wxidjy)ol) * (Ho (wxidy) 00) * (Ho (wxidjy)or)  rel{0,1}
=px(gow)*xp.

Wir erhalten fiir eine beliebige Schleife w in X bei xq

T (f)([wlx) = [f ewly = [po(gow)oply =hy([gowly) = hy(m(g)([wlx))

und somit die Proposition. O

Proposition 3.28. Seien X, X' topologische Riume, f : X — X' eine Homotopieiquivalenz und xo €
X ein Punkt. Dann ist die induzierte Abbildung

mi(f) s m(X, x0) = m(X', f(x0))

ein Isomorphismus.

Beweis. Sei g : X' — X ein Homotopieinverses zu f. Wir betrachten die Verkettung

7_[(5{[)) )

- (8(f(xp)))
71 (X, x0) Ly (X, F(x0)) “L 7y (X, 9(F(x0)) !

7T

m (X', f(8(f(x0)))),

wobei wir die erste und die dritte Abbildung zur Unterscheidung mit dem jeweils zutreffenden
Basispunkt kennzeichnen. Hierbei ist

3.22(c)
mi(g) o i (f) =

ein Isomorphismus,

mi(go f): m(X,x0) = m(X,8(f(x0)))

denn: Wegen g o f ~ idx kommutiert nach Proposition 3.27 das in der dortigen Notation ge-
schriebene Diagramm

m (X, 8(f(x0)))
m1(gof)

1%
=
=

m1(X, xo)

7T1(idx)
sl (X, xg).
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Die Behauptung folgt nun mit der Isomorphie von

3.22 (b) .
:( )ldnl(X,xO) : 7'(1(X,X0) — 7T1(X,x0).

701 (ld X)
Analog folgert man aus der Homotopie f o ¢ ~ idx die Isomorphie

ASUC (f) o 1(g) VE mi(fog) s m(X!, f(x0)) = m (X!, F(8(f(x0))).

Aus der ersten Isomorphie folgt sofort die Surjektivitit von 71(g), aus der zweiten die Injek-

tivitat. Aus der Isomorphie von 711 (g o f) und 711(g) folgt diejenige von n%xo) (f) und also die
Proposition. O

Korollar 3.29. Fiir einen kontrahierbaren topologischer Raum mit Basispunkt (X, xo) gilt

ﬂl(X/ xO) = {[CX(]]X()}/

die Fundamentalgruppe ist also trivial.

Beweis. Da X kontrahierbar ist, gibt es einen einpunktigen topologischen Raum X’ = {x{} mit
X ~ X’. Nach Proposition 3.28 folgt

7‘[1(X, xO) = 7‘(1(X/, xé) = {[Cx’]x’}

0-70

und also das Korollar. O

Beispiel 3.30. Seien n € W beliebig, X C R" sternformig und xo € X. Dann ist 111(X, x¢) trivial.
Speziell ist somit insbesondere 7t1(R",0) trivial.

Diese Resultate werfen die Frage nach Beispielen fiir nichttriviale Fundamentalgruppen auf, die
wir im kommenden Abschnitt mit Satz 3.40 positiv beantworten werden.

3.3 Uberlagerungen

Definition 3.31. Seien X, X topologische Riume und p : X — X stetig und surjektiv. Dann sagen
wir:

U C X ist gleichmiif$ig iiberlagert durch p
<= es gibt eine Familie (V;);c; offener Teilmengen von X mit
i p_l(u) = |_|je] Vi,
o fiirallej € | ist p\%}] : Vi — U ein Homdomorphismus.
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Man nennt die Teilmengen Vi C X die Bliitter iiber U. Diese sind nur dann eindeutig bestimmt, wenn
U zusammenhingend ist, und sind dann die Zusammenhangskomponenten von p~*(U).
p ist eine Uberlagerung
<= fiir jedes x € X gibt es eine offene Umgebung U, die gleichmiiflig durch p iiberlagert ist
<= s gibt eine offene Uberdeckung (U;);c; von X, so dass jedes U; gleichmiiflig durch p
iiberlagert ist.

Ist p : X — X eine Uberlagerung und ist X zusammenhingend, so haben alle Fasern die gleiche
Miichtigkeit. Haben die Fasern die Miichtigkeit n € IN, so nennt man p eine n-blittrige Uberlagerung.

Bemerkung 3.32. In der Literatur existieren unterschiedliche Definitionen fiir den Begriff der Uber-
lagerung. So fordern manche Autoren keine Surjektivitit, andere verlangen dagegen noch zusitzliche
Eigenschaften der Riume X, X.

In der Funktionentheorie begegnet man natiirlich der Situation, dass eine gegebene holomorphe Funktion
an einer Nullstelle lokal mehrere holomorphe Wurzeln aufweist, so etwa die Funktion

JC —=C,

PPl =
an der Stelle z = 0. Die betreffenden Punkte im Bild nennt man Verzweigungspunkte. Verzweigte
Funktionen sind keine Uberlagerungen im Sinne von Definition 3.31, da Verzweigungspunkte offen-
sichtlich keine gleichmiifig durch p iiberlagerte, offene Umgebung besitzen. Um verzweigte Abbildun-

gen dennoch als Uberlagerungen betrachten zu kinnen, weitet man den Begriff der Uberlagerung in der
Theorie der Riemann’schen Fliichen etwas auf und studiert sogenannte ,verzweigte” Uberlagerungen.

Beispiel 3.33. (a) Sei X ein topologischer Raum und I eine beliebige Indexmenge. Dann ist die offen-
sichtlich stetige und surjektive Abbildung

. XXIdisk — X,
P (x,1) — X
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(b)

eine Uberlagerung,

denn: Einerseits gilt
P (X) = (X x {i}),
iel ~—
:Vl
andererseits ist p|y, : V; — X ein Homdéomorphismus. #
Ist speziell 1 endlich, so ist p eine |I|-bliittrige Uberlagerung.

Die offensichtlich stetige und surjektive Abbildung
R — 8§,
: cos 271t
- <sin 27rt>
ist eine Uberlagerung,

cos 27t

1 .
sinant) € S setzen wir

denn: Fiir ein beliebiges x = (

Cos 27ts 1 1 1 1
u:= {<sin27rs> |se(r— YA ZL)} =p((r— 1’r+1))'

Da die Topologie auf S! von der metrischen Topologie auf R? induziert wird, ist U eine offene
Umgebung von x. Weiter gilt

1 1
pHU) = | | (r— = +ir+—-+i).
i€Z 4 4

Nach Konstruktion und wegen der 27t-Periodizitit von Sinus und Kosinus ist dann fiir alle i € Z.
die Einschrinkung

ein Homoomorphismus. #

Definition 3.34. Seien X, X, X' topologische Riume, p : X — X eine Uberlagerung, f € C(X',X)
und f € C(X’, X). Dann sagen wir:

f ist eine Hochhebungvon f <= pof=f.

%
a

X —=X
f
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Satz 3.35 (Homotopiehochhebungseigenschaft). Seien X, X, X’ topologische Riume, p : X— X
eine Uberlagerung, H : X' x [0,1] — X stetig, f : H(-,0) : X’ — X und f : X' — X eine
Hochhebung von f. Dann gibt es genau eine Hochhebung

H:X x[0,1] = Xvon H mit H(-,0) = f.

Beweis. Sei fiir diesen Beweis (U;);c] eine Uberdeckung von X durch gleichmaflig tiberlagerte
Teilmengen.

Sei x;, € X' gegeben. Dann gibt es eine Umgebung U’ von x{, und eine Hochhebung

A:U x[0,1] — Xvon Hy. oy : (U' x [0,1]) = X mit H(,0)=flu, (32

denn: Seit € [0,1]. Wegen

X'x[0,1] = H'(X) = H ' (Jw) = JH (W)

iel i€l
gibt es dann ein i € I mit
(xp,t) € HY(U;) @ X' x [0,1].
Daher gibt es auch eine offene Umgebung U] von x{, und 4;, by € R mit
(x0,t) € Uf x (ay, by) 1) € H (W),

wobei (a, bt )jo,1) := (at,bt) N [0,1] und somit auch H(Uj x [ay, bt]jo,1)) € U; gelte. Es folgt

{xo} <01 = U {00} € U (Ui x (ar,b)oq)-

te[0,1] t€[0,1]

Nach Proposition 2.57 ist ({xg} x [0,1]) = [0, 1] kompakt, und es gibt eine endliche Teilmenge
[0/ 1]fin g [01 1] mit

{xo}x[0,1]C U (Ufx(asbi)py)-
te[0,1])¢in

Zusammengefasst erhalten wir fiir den Durchschnitt U’ := el uj:
e U ist eine offene Umgebung von x{.
o ({xo} x[0,1]) € Usejo,a)s, (U’ x (at,bt)0,1) = U’ X Usefo1)s (a8 01 0,1
* Fiirjedes t € [0, 1]q, existiert ein i € I mit H(U' x (at, bt)(o1)) C Ui

Insbesondere (!) gibt es daher ein m € IN und reelle Zahlen

O<ty<h<...<ty=1 sowie iy,...,iu_1 €1
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m—1

({x0} < [0,1]) € (U (U x [ty tusa]),
u=0
H(U' X [ty ty41]) € Uy, fiiralle p € {0,...,m —1}.

Zum induktiven Beweis der Behauptung nehmen wir nun an, fiir ein y € {0,...,m — 1} sei
eine Hochhebung H von H |u’x[o,ty] mit H(-,0) = f|ir bereits konstruiert und beginnen diese

Induktion mit H auf U’ x {0} via H(x,0) := f(x') fiir alle x’ € U’. Es gilt dann

(poH)(xo,ty) = H(xg, t,) € U;, undalso H(xg,t,) € p ' (Uj,).

ZH
~ ~ o U, . .. . .
Daher gibt es ein H(xg, t,) € U;, @ X, so dass p, := p|" ein Homdomorphismus ist.
in

Das Problem ist nun, dass im Allgemeinen H (U’ x {t,}) nicht in fliy enthalten ist. Wir erset-
zen daher ohne Einschrankung U’ x {t,} durch |} (t) (U5;,) und erhalten eine verkleinerte

i
offene Umgebung U’ von x{, mit H(U' x {t,}) C Cliy.
Nun definieren wir

u’ x [Or t}/l+1] — X,
H: (1) H(x',t) fiir t € [0,,,
’ p.t(H(X ) fiurt € [ty t4a].

Diese Abbildung H ist wohldefiniert, da mit H(U’ X [t,, t,41]) € U, und

H(x', ty) = p(I:I(x/, ty)) = p;,(I:I(x’, ty))

IS Ui;, nach Vortiberlegung

auch p, ' (H(x', t,)) = H(x', ;) gilt, und stetig nach Proposition 1.55.

Nach m < oo Schritten erhalten wir so eine Umgebung U’ von x{ und eine Hochhebung H wie
behauptet. #

Im Spezialfall X’ = {x{} der Einelementigkeit von X' ist die Hochhebung aus (3.2) eindeutig,

denn: Betrachten wir zwei Hochhebungen
H A : ({x(} x[0,1]) = Xvon H: ({x0} x [0,1]) — X mit H(x),0) = f(x{) = H'(x},0).
Wie im Beweis von (3.2) gibt es ein m € IN und reelle Zahlen

O<ty<th<...<ty=1 sowie iy,...,iu_1 €1

H({xo} x [ty tys1]) C U;, furalle p € {0,...,m —1}.
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Zum induktiven Beweis der Behauptung nehmen wir
H (yx o) = H g <o

an und beginnen diese Induktion mit der konstruktionsgeméflen Identitdt H(x{,0) = H’(x{,0).
Nach Satz 2.18 ist {x(} x [t, ty41] = [t,, ty41] zusammenhdngend und nach Teil (a) von Pro-
position 2.5 trifft dies auch auf die stetigen Bilder H({x{} X [ty, ty41]) und H'({x{} X [ty, ty41])
zu. Nach Konstruktion gilt zudem

(po H)({x0} x [t tya]) = (po H) ({x0} x [t tya]) = H{x0} X [ty yaa]) € Ui

und also
H({x0} x [ty tura]), B ({x0} % [t tysa]) € p~(U,)-

Insgesamt liegen H({x{} x [t,, t,41]) und H'({x{} X [t,, ty11]) jeweils komplett in genau einem
Blatt tiber U;,. Wegen H(xg, t,) = H'(x, t,) stimmen diese Blétter {iberein, nennen wir dieses

Uj,. Aus

(po H)({x0} x [ty tya]) = (po H')({x0} x [tu, tys1])

und der Injektivitat der Einschrankung p| G, folgt

& _ iy
Hl gyttt = H gyttt

und somit insgesamt

& T/
Hl o) = H gy <o)
Nach m < oo Schritten erhalten wir die behauptete Eindeutigkeit. #

Die Einschrankungen der auf Mengen der Form U’ x [0, 1] konstruierten Hochhebungen aus
(3.2) auf Mengen der Form {x(} x [0, 1] sind nach dem soeben Gezeigten eindeutig, insbeson-
dere stimmen die jeweiligen Hochhebungen auf den Durchschnitten der betroffenen Mengen
vom Typ U’ x [0, 1] iiberein. Insgesamt erhalten wir so eine wohldefinierte Hochhebung

H:X x[0,1] - XvonH mit H(-0)=f.
Nach Proposition 1.55 ist diese stetig, da die Einschrankungen auf Mengen der Form U’ x [0,

0,1]
stetig sind. Sie ist auch eindeutig, da die Einschrankungen auf Mengen der Form {x{} x [0,1]
eindeutig bestimmt sind. O

Korollar 3.36 (Weghochhebungseigenschaft). Seien X, X topologische Riume, p : X — X eine
Uberlagerung, w ein Weg in X, xo = w(0) und %y € p~'({x0}). Dann gibt es genau eine Hochhebung

w:[0,1] = Xvonw mit w(0) = Z.
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Beweis. Wir zeigen das Korollar als direkte Anwendung von Satz 3.35 auf einen Einpunktraum
= {x{}. Dafiir setzen wir:

. {{xg} x[0,1] — X,

(%0 1) = w(t)

{xp} —X
x4 — w(0) = xo.

und f:= H(-,0): {
Wegen p(%o) = xp ist dann
2 {{xa} =X
HE — %o
eine Hochhebung von f. Nach Satz 3.35 existiert daher eine Hochhebung
H:{x(} x[0,1] = Xvon H mit H(x},0) = f(xp)-

Setzen wir

so gilt
(po@)(t) = p(H(xo,t)) = H(xp, t) = w(t).
Es folgt, dass @ eine Hochhebung von w mit
@(0) = H(x0,0) = f(x) = %o

ist. Ist @’ eine weitere Hochhebung von w mit @' (0) = X, so erfiillt die Abbildung

o [ <01 5

(x4, ) - @ (t)
die Eigenschaft
(po H')(xh,t) = (po@)(t) = w(t) = H(xh, ),
ist also eine Hochhebung von H mit
H'(x0,0) = @'(0) = %o = f(xo).
Nach der Eindeutigkeitsaussage von Satz 3.35 folgt nun H' = H und also auch @' = @. O
Korollar 3.37 (Monodromielemma). Seien X, X topologische Riume, p : X — X eine Uberlage-
rung, v, w Wege in X mit v ~ w rel{0, 1} und 0, ® Hochhebungen von v, w mit 5(0) = @(0). Dann
qilt
7 ~ w rel{0,1}

und insbesondere (1) = @(1).
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Beweis. Sei H : [0,1] x [0,1] — X eine Homotopie relativ zu {0,1} zwischen v und w. Nach
Satz 3.35 gibt es dann eine Hochhebung H : [0,1] x [0,1] — X mit H(-,0) = @. Folglich ist

_ o1 =X
§\¢ — H(0,t)

0,1 —X,

eine Hochhebung von :
gvon & {t — H(0,t).

Der Weg g ist konstant, da H eine Homotopie relativ zu {0, 1} ist. Nach der Eindeutigkeitsaus-
sage von Korollar 3.36 ist dann auch der Weg ¢ konstant. Es folgt

H(0,t) = H(0,0) = 3(0) firalle t € [0,1],

und analog

H(1,t) = H(1,0) = 3(1) firallet € [0,1].

Insbesondere ist H eine Homotopie relativ zu {0, 1}.

Setzen wir nun noch

so erhalten wir
(poh)(s)=p(H(s,1)) = H(s,1) = w(s) firalles € [0,1].
Es sind also /1 und @ beides Hochhebungen von w, und es gilt
h(0) = H(0,1) = (0) = w(0).

MiIt der Eindeutigkeitsaussage von Korollar 3.36 folgt /i = @ und somit

H(s,1) = h(s) = w(s) firr alle s € [0,1].
Nach Konstruktion von H gilt aber auch

H(s,0) = 9(s) furalles € [0,1],

so dass H eine Homotopie relativ zu {0,1} zwischen ¢ und @ ist. O

Definition 3.38. Ist ein topologischer Raum X wegzusammenhiingend und ist 7r1 (X, x) fiir alle x € X
trivial, so nennen wir X einfach zusammenhdingend.

Korollar 3.39. Seien X, X topologische Riume und p : X — X eine Uberlagerung. Ist X einfach
zusammenhingend, so nennen wir p eine universelle Uberlagerung. In diesem Fall besitzt X im fol-
genden Sinne keine echten Uberlagerungen: Fiir jeden wegzusammenhiingenden topologischen Raum
X' und jede Uberlagerung q : X' — X ist q ein Homdomorphismus.
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Beweis. Nach Definition 3.31 ist g stetig, surjektiv und lokal homdomorph. Zum Beweis des
Korollars geniigt es daher, die Injektivitdt von g4 nachzuweisen. Angenommen, g wére nicht in-
jektiv. Dann gibe es Punkte x’ # y' in X' mit q(x’) = g(y’). Wire dann w’ ein Weg von x’ nach
y', so wire g o w' eine Schleife in (X, g(x")), also homotop relativ {0,1} zum konstanten Weg
C4(x)- Das Monodromielemma 3.37 besagte in diesem Fall, dass die Endpunkte der Hochhe-
bungen w’ und ¢, iibereinstimmten. Im Widerspruch zu unserer Annahme gélte also iy’ = x’.
Es folgt die Injektivitdt und somit auch das Korollar. O

Satz 3.40. (S, (p)) & Z.

Beweis. Wir zeigen, dass die Abbildung

1
Z — m(S, Q) , 01 =8,
D mit u,, : ; . <cos 27'cnt>

n —lu
[ n](fl)) sin27tnt

ein Gruppenhomomorphismus ist. Tatsdchlich ist ® wohldefiniert,

denn: Wegen cos 0 = 1, sin0 = 0 und der 27t-Periodizitdt von Kosinus und Sinus ist u,, fiir jedes
n € Z eine Schleife bei ((1)) #

Nach Teil (b) von Beispiel 3.33 ist
R — 8,
: cos 27tt
' Lo <sin 27’[t>
eine Uberlagerung. Weiter ist offensichtlich

{[0,1] SR,
(O
t — nt

ein Weg in R mit Anfangspunkt 0 und Endpunkt n. Wegen u,, = p o v, ist v, eine Hochhebung
von uy,.

® ist ein Homomorphismus,
denn: Seien m,n € Z. Fiir den Weg

{[0,1] SR,
w
S — m -+ ns

gilt dann

cos 27t(m + ns Cos 27tns .
(pow)(s) = (sinZTt((m 4 ns))> = (sinZﬂns) =u,(s) furalles e [0,1].
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Es ist daher w eine Hochhebung von u,, mit Anfangspunkt m und Endpunkt m + n. Wir erhalten
so mit v, * w und vy, zwei Wege in R mit Anfangspunkt 0 und Endpunkt m + n. Da R ein
konvexer Unterraum von sich selbst ist, erhalten wir mit Teil (b) von Bemerkung 3.13

U *W >~ Uy rel{0,1}.

Es folgt
Q(m+n) = [”m+n]((1)) =[po Um+n](é) = [po (vm~* w)](é)
3.15
= [(povm)x(po w)](é) = [um * ”n](é) = [”rn](é) : [”n](é)
=®(m) - D(n).
#
d ist injektiv,

denn: Seien m,n € Z mit ®(m) = ®(n), also mit u,, ~ u, rel{0,1}. Nach Konstruktion ist v,,
bzw. v, eine Hochhebung von u,, bzw. u,, und es gilt v,,(0) = 0 = v,(0). Mit dem Monodro-
mielemma 3.37 folgt daher

® ist surjektiv,
denn: Sei [w] ) € m1(SY, () gegeben. Wegen 0 € p~'((;)) = Z und der Weghochhebungsei-
genschaft 3.36 gibt es eine Hochhebung @ von w nach R mit @(0) = 0 = v,(0) fiir alle n € IN.
Aufgrund von

(pow)(1) = () = (g

gibteseinn € Zmitw(1) = n = v,(1). Da R ein konvexer Unterraum von sich selbst ist, folgt
daher mit Teil (b) von Bemerkung 3.13

w~v, rel{0,1}.
Es folgt

Korollar 3.41. 11 (R2~ {())}, (5)) = Z.

Beweis. In Bemerkung 3.8 haben wir eingesehen, dass

. {RZ ~{Qr — s,
X Hﬁ.

eine Homotopiedquivalenz ist. Das Korollar folgt mit Proposition 3.28 und Satz 3.40. O
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Korollar 3.42. Es gibt keine stetige Abbildung r : D*> — S' mit r|q = idg.

Beweis. Fiir den Beweis betrachten wir eine stetige Abbildung

r 2 (o)) = 6 o))
i (s, <(1)>) < (D?, @)

Wir erhalten eine Sequenz von induzierten Abbildungen

und die kanonische Inklusion

(8, () " (02, () 2 (81, ().

Aufgrund der Konvexitit und Beispiel 3.30 ist 7r; (D?, ((1))) trivial und somit

nl(roi)([zU](é)) - m (r)(m(j)([w](é))) = [C(é)](}]) fiir alle [w](é) € m (", <(1)>)

~——

=@y
Da 711 (8, (5)) nach Satz 3.40 nichttrivial ist, folgt hieraus

. . 3.22 (b) .
s| (1’ o l) 7& ldﬂl (Sl,(é)) = M (ld(Sl (1)) )

/A0

und mit Teil (a) von Proposition 3.22 auch

roigid ) el (é) L.

Offensichtlich gilt dann insbesondere

T‘Sl # idgl

und somit das Korollar. O

Korollar 3.43 (Brouwer scher Fixpunktsatz in Dimension 2). Jede stetige Abbildung f : D> — D?
hat einen Fixpunkt.

Beweis. Nehmen wir an, es gibe eine stetige Abbildung f : D?> — D? mit f(x) # x fiir alle
x € D?. Dann wire die Abbildung

|
T=xl) - f () fiar x|
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wohldefiniert,
denn: Wegen
x x
1= el - FE) = (1= JxlD) - 1 ()| < 1
1= 1lx[1) - £ IXH)H (1 —1lx[) ”f(||xy|)“
gilte g(D?) C D? und wegen
X 1 . 1
(1=l - f () = 5 ) fir ] = 5
wiren die Funktionswerte von g eindeutig gegeben. #

Weiter wire g offensichtlich stetig und zusétzlich fixpunktfrei,

denn: Wire x € D? ein Fixpunkt von g mit || x| < 3, so gdlte 1 - f(2x) = x und also f(2x) = 2x,
was wegen 2x € D? und der Fixpunktfreiheit von f nicht moglich wire.

Wire x € D? ein Fixpunkt von g mit ||x|| > 1, so glte

x 1 X 1
T—xlD- F-SV <= (-5 < =
A=) < 5 A < 5
und also ||g(x)|| < ||x||, was wegen der Fixpunkteigenschaft von x nicht moglich wire. #

Nach Konstruktion gilte zudem g(x) = 0 fiir alle x € $!. Die offensichtlich stetige Abbildung

D? — 8,
Yy o =)
lx—g(x)||

wire dann im Widerspruch zu Korollar 3.42 eingeschrankt auf die Einssphére die Identitat.
Unsere Annahme, es konne eine fixpunktfreie, stetige Abbildung f : D?> — D? geben, kann
also nicht stimmen und wir haben das Korollar bewiesen. ]

3.4 Der Abbildungsgrad

In diesem Abschnitt seien fest

1
e = <0) € Rz

und

1
Z — m(sh(y)), . 01 =8,
D mit u, : ; . (cos 27'mt>

n —lu
[ n](é) sin 27tnt

der Gruppenisomorphismus aus Satz 3.40.
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Proposition 3.44. Fiir ein gegebenes f € C(S', $1) gibt es genau eine ganze Zahl k € Z, fiir die das
Diagramm

hyp
(Y er) L 7ty (81, Fer)) 2m i (SY, e1)

of lo

7 k 7

kommutiert, wobei w ein beliebiger Weg in S von ey nach f(ey) sei und hy, die Abbildung aus Propositi-
on 3.24. Die Zahl k ist dabei unabhiingig von der Wahl von w und heifst der Abbildungsgrad mdeg(f)
von f.

Beweis. Da @ ein Isomorphismus ist und 711 (f) sowie h,, Homomorphismen sind, ist
m:=® lohyom(f)o®:% — 7

ein Gruppenhomomorphismus. Da Z zyklisch ist, gibt es somit genau ein k € Z, so dass m die
Multiplikationsabbildung mit k ist, ndmlich k := m(1).

Ist w' ein weiterer Weg in $! von e; nach f(e1), so unterscheiden sich hy, und ks nach Teil
(b) von Proposition 3.26 um einen inneren Automorphismus von 711($!,e;), es gibt also ein
ES 7T1(S1,€1) mit

hy (&) = 9 - hy(a) -y 1 farallea € 711 (S, f(er)).

Da 711($!,Z) nach Satz 3.40 isomorph zu Z und insbesondere abelsch ist, folgt hi,y = hy. Es
folgt, dass die Zahl k nicht von der Wahl des Weges w abhangt. ]

Proposition 3.45. Fiir f,g € C($!,$') mit f ~ g gilt mdeg(f) = mdeg(g).

Beweis. Seien v ein Weg in $' von f(e;) nach g(e;) und w ein Weg in $! von e; nach f(e;). Im
Diagramm

(8 er) & 7y (5, g er))

\L m
hy
m1(f)

m($ fler)) 5—m(S e1)
kommutiert das linke Dreieck nach Proposition 3.27 und das rechte Dreieck nach Teil (d) von
Proposition 3.24. Aus der resultierenden Kommutativitit des Gesamtdiagramms folgt die be-
hauptete Gleichheit der Abbildungsgrade mdeg(f) = mdeg(g). O

Um noch eine zusétzliche multiplikative Struktur zu haben, identifizieren wir fiir den Rest
dieses Abschnittes R? mit den komplexen Zahlen C, die Einssphére $' mit dem Einheitskreis
{z € C | |z| = 1} und e; mit der Zahl 1. Topologisch entsteht hierbei offensichtlich kein
Unterschied.
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Proposition 3.46. Die offensichtlich stetige Abbildung
$t —¢§!
: " mitk € Z
f {z > Zk

erfiillt mdeg(f) = k.

Beweis. Wegen f(1) = 1 kann w in der Konstruktion des Abbildungsgrads in Proposition 3.44
als konstanter Weg gewihlt werden. Nach Teil () von Proposition 3.24 gilt dann f;, = id (g1 ,1).-
In Entartung des Diagramms aus Proposition 3.44 erhalten wir

(st 1) YL st 1)
¢T /17 Td)
z Z,

wobei die Abbildung unten die Multiplikation mit einer noch nicht bekannten ganzen Zahl ist.
Diese Zahl gilt es nun zu bestimmen. Fiir ein beliebiges n € Z gilt

m(P@(0) = m() ([ual) = [Fouls mitu, {EO’” T
Mit
(f o un)(t) = (ezm'nt)k )
folgt
T (f)(@(n)) = [unclr = P(nk)
und somit mdeg(f) = k. O

Korollar 3.47. Die offensichtlich stetige Abbildung
1 1
g:{S _>$;< mita € $' undk € Z
z  rraz

erfiillt mdeg(f) = k.

Beweis. Ist f wieder die stetige Abbildung aus Proposition 3.46, so gilt g ~ f via
Cfstx[o,1] — st
| (zt) — w(t)zk’

wobei w ein Weg in $! von a nach 1 sei. Mit Proposition 3.45 folgt

mdeg(f) = mdeg(g) =" k.
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Korollar 3.48 (Fundamentalsatz der Algebra). Sei p € C[X] nichtkonstant. Dann besitzt p eine
Nullstelle in C.

Beweis. Sei n eine nichtnegative ganze Zahl und

n
p(X) =Y a,X"€C[X] mita, #0
v=0

ein Polynom ohne Nullstelle in C. Da fiir 4y = 0 offensichtlich p(0) = 0 gilt, konnen wir fiir
den Rest des Beweises ohne Einschrankung zusatzlich a9 # 0 annehmen. Wegen der angenom-
menen Nullstellenfreiheit von p in C und a, # 0 sind die offensichtlich stetigen Abbildungen

p(tz)
(1) = ()

{31 x[0,1] — 8,
.

und
gl x 0,1 — st

) 'p(3) o
H, : (2,) R ‘tnp,g%)‘ furt # 0,
‘Z:;‘ firt =0

wohldefiniert. Es definiert

Hy eine Homotopie zwischen fy(z) := 20 und f(z):=

|ao

a,z"

H, eine Homotopie zwischen f,(z) := und f(z),

|anz"|

wobei offensichtlich fy, f, f, € C($!,$!) gilt. Es folgt fo ~ f,, also

0% mdeg(fo) ** mdeg(f) *Y n

und somit die Konstanz von p. ]

Proposition 3.49. Ist f € C(S',S!) ungerade, erfiillt also f(—z) = —f(z) fiir alle z € $*, so ist auch
mdeg(f) ungerade.

Beweis. Wir konnen ohne Einschrankung f(1) = 1 annehmen und f sonst durch die zu f ho-
motope Abbildung % ersetzen. Wie im Beweis von Proposition 3.46 erhalten wir dann wieder
das kommutierende Diagramm

(st 1) 2L st 1)

<I>T /17 ch
Z Z.

_
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Es gilt
— 81
— eZm‘t'

n(F)(@(1) = m(F) () = [foul mitu; - {EO'”

Setzen wir nun w := f o uy, so erhalten wir vermoge der Ungeradheit von f
w(t + %) = f(ezm””i) = f(—ezmt) = —f(ezmt) = —w(t) firallet € [O,%].

Nach der Weghochhebungseigenschaft 3.36 gibt es eine Hochhebung @ : [0,1] — R von w :
[0,1] — S! beziiglich der Uberlagerung

JrR =S
p- t — p2tit
mit (po@)(0) = w(0) = 1. Es folgt
(pow)(t+ %) =w(t+ %) = —w(t) = —(pow)(t) fiir alle t € [0,%].

Diese Erkenntnis konnen wir wie folgt umformulieren:

Fiirjedes t € [0, %] gibt es ein ungerades k(t) € Z mit @(t + %) =w(t)+ k(2t)

Tatséchlich hingt k(t) nicht von t ab,

denn: Die Funktion
‘. 0,3] — 2z,
¢ — k(t) =2w(t + 1) — 20(t)
ist offensichtlich stetig. Nach Teil (a) von Proposition 2.5 ist daher das Bild der nach Satz 2.18
zusammenhingenden Menge [0, %] unter k wieder zusammenhingend. Da Z mit der diskreten

Topologie ausgestattet ist und die zusammenhdngenden Unterrdaume von Z nach Teil (a) von
Beispiel 2.3 somit samtlich null- oder einelementig sind, folgt die Konstanz von k. #

Wir erhalten also stiarker:

Es gibt ein ungerades k € Z mit w(t + %) =w(t)+ 12{ furalle t € [0, %]

Die Proposition folgt, wenn wir mdeg(f) = k zeigen konnen. Dafiir stellen wir zunéchst

Weg

- |01 =g,
I — @(0) + kt.
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Dieser erfiillt offenbar 7(0) = @(0) und 9(1) = @(0) 4+ k = @(1), nach Teil (b) von Bemerkung
3.13 und der Konvexitit von R auch ¥ ~ @ rel{0,1} und nach Teil (d) von Bemerkung 3.13
schlieBlich (p o @) ~ (pow) = w rel{0,1}. Es folgt

i (f)(P(1)) = [four]s = [w]y = [po 0y
Mit
(pod)(t) = @Ok — 2kt — (1) fiiralle t € I

erhalten wir so

und somit mdeg(f) = k. O
Proposition 3.50. Sei f € C(S!,$!). Gibt es ein r € C(D?,S') mit r|gn = f, so gilt mdeg(f) = 0.

Beweis. Die offensichtlich stetige Abbildung

‘ {81 x[0,1] — S,
" (zt) — r(tz)

erfiillt H(-,0) = ¢, und H(+,1) = f und ist so eine Homotopie zwischen f und c,(g). Es folgt

mdeg(f) = mdeg(c(q)) = 0.

O
Bemerkung 3.51. Proposition 3.50 liefert einen neuen Beweis fiir Korollar 3.42,
denn: Giibe es ein v € C(D?,S8') mit r|q = idgu, so giilte im Widerspruch zu Proposition 3.50:
mdeg(r|q1) = mdeg(idg) = 1.
Eine solche Abbildung r kann es also nicht geben, so dass wir Korollar 3.42 nachgewiesen haben. #

Satz 3.52 (Satz vom Igel). Jedes ungerade f € C($?,R?) hat eine Nullstelle.!

Beweis. Nehmen wir an, es gébe ein nullstellenfreies, ungerades f € C($% R?). Offensichtlich
waére dann auch die Funktion

{SZ gl
8 f(x)
X

IDer Name dieses Satzes bedarf einer Erklarung; Er ist ein ohne den Begriff des Vektorfeldes formulierter Spe-
zialfall der Tatsache, dass es fiir auf der n-Sphére $" mit n € IN genau dann ein tangentiales, stetiges, nirgends
verschwindendes Vektorfeld gibt, wenn n ungerade ist. Der Fall n = 2 lasst sich anschaulich in dem von Hilbert
eingefiihrten Merksatz

Jeder stetig gekdmmte Igel hat mindestens einen Glatzpunkt.

zusammenfassen.
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stetig, nullstellenfrei und ungerade. Wegen der Stetigkeit von

- {]D2 — %2,

x e (/1= x]?)

wire damit auch die Verkniipfung (g o i) : D? — $! stetig und die Einschrankung (g o h)|g
hitte nach Proposition 3.50 Abbildungsgrad 0. Andererseits gilte fiir x € $' auch
§(h(—x))

( §((=x, /1= [=x[1?))
8((=x,0))
g(—(x /1= [[x]?) = 8(=h(x))

= —g(h(x)) = —(goh)(x),
so dass der Abbildungsgrad von (g o )|g nach Proposition 3.49 ungerade — und insbesondere

ungleich 0 — ware. Unsere Annahme, es gébe ein solches f, kann also nicht stimmen, so dass
wir den Satz bewiesen haben. O

(goh)(=x)

Korollar 3.53 (Satz von Borsuk-Ulam). Fiir jedes f € C($?,R?) gilt f(x) = f(—x) fiir ein x € $°.

Beweis. Die offensichtlich stetige Abbildung
' {Sz — R?,
x o f(x) — f(=x)

erfillt
g(—x) = f(—x) — f(x) = —g(x) fiirallex € $%.
Nach dem Satz vom Igel 3.52 gibt es also ein x € $? mit g(x) = 0, also mit f(x) = f(—x). O

Korollar 3.54. Es gibt keine Teilmenge A C R? mit A = §2.
Beweis. Gabe es ein A C R? und einen Homdomorphismus $2 — A, so wire dessen Verkniip-

fung mit der Inklusion A < RR? eine injektive Abbildung in C($?, R?). Eine solche kann es aber
nach dem Satz von Borsuk-Ulam 3.53 nicht geben. O

Korollar 3.55. Sei 82 = A U Ay U Az mit Ay, Ay, A3 @ $2. Dann gibt es ein i € {1,2,3}, so dass
A; ein Paar von antipodalen Punkten {x, —x} mit x € $? enthiilt.

Beweis. Wir setzen

2
d;: S B’ fiurallei € {1,2,3},
x = infyeq,|lx —yl.

fl $2 — R?,
e @),
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Da f stetig ist (!), gibt es dann nach dem Satz von Borsuk-Ulam 3.53 ein x € $? mit d;(x) =
di(—x) und dp(x) = da(—x). Wir unterscheiden nun drei Fille:

Fall 1: d; (x) = 0. Dann liegen nach Definition von d; sowohl x als auch —x in A;.
Fall 2: d>(x) = 0. Dann liegen nach Definition von d, sowohl x als auch —x in Aj.

Fall 3: d1(x) # 0 # da(x). Dann gilt liegen x und —x beide weder in A; noch in A, und wegen
$2 = A1 U Ay U Az also in As. O
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		MaMpf-Label		prop:Topologie-ueber-Umgebungen		Proposition		1.10		Definition einer Topologie über Umgebungen		1		1.1		1.1.0		6

		MaMpf-Label		defn:Inneres-Abschluss-Rand		Definition		1.11		Inneres, Abschluss und Rand		1		1.1		1.1.0		7

		MaMpf-Label		bem:Rechenregeln-fuer-Inneres-und-Abschluss		Bemerkung		1.12		Rechenregeln für Inneres und Abschluss		1		1.1		1.1.0		7

		MaMpf-Label		bem:Abhaengigkeit-von-Innerem-Abschluss-Rand-von-topologischem-Raum		Bemerkung		1.13		Inneres, Abschluss und Rand hängen vom topologischen Raum ab, in dem die betrachtete Menge eingebettet ist		1		1.1		1.1.0		8

		MaMpf-Label		prop:Beschreibung-von-Punkten-bzgl-ihrer-Lage-zu-gegebener-Menge		Proposition		1.14		Beschreibung der Punkte eines topologischen Raums anhand ihrer Lage bezüglich einer gegebenen Menge		1		1.1		1.1.0		8

		MaMpf-Label		bsp:Beschreibung-von-Punkten-bzgl-Einheitskugel		Beispiel		1.15		Beschreibung der Punkte in reellen Standardvektorräumen anhand ihrer Lage bezüglich der Einheitskugel		1		1.1		1.1.0		9

		MaMpf-Label		defn:dichte-Teilmenge		Definition		1.16		dichte Teilmenge		1		1.1		1.1.0		9

		MaMpf-Label		bsp:dicht		Beispiel		1.17		Q ist dicht in R		1		1.1		1.1.0		9

		MaMpf-Label		sect:Stetige-Abbildungen		Abschnitt		1.2		Stetige Abbildungen		1		1.2		1.2.0		9

		MaMpf-Label		defn:stetige-Abbildung		Definition		1.18		stetige Abbildung		1		1.2		1.2.0		9

		MaMpf-Label		bsp:stetige-Abbildung		Beispiel		1.19		stetige Abbildung		1		1.2		1.2.0		9

		MaMpf-Label		prop:Verkettungen-stetiger-Abbildungen-sind-stetig		Proposition		1.20		Verkettungen stetiger Abbildungen sind stetig		1		1.2		1.2.0		9

		MaMpf-Label		defn:Homoeomorphismus		Definition		1.21		Homöomorphismus		1		1.2		1.2.0		10

		MaMpf-Label		bem:Homoeomorphie-ist-Aequivalenzrelation		Bemerkung		1.22		Homöomorphie ist Äquivalenzrelation auf Klasse der topologischen Räume		1		1.2		1.2.0		10

		MaMpf-Label		bsp:Diskretheit-topologisch		Beispiel		1.23		Diskretheit ist topologisch		1		1.2		1.2.0		10

		MaMpf-Label		defn:Stetigkeit-in-einem-Punkt		Definition		1.24		Stetigkeit in einem Punkt		1		1.2		1.2.0		10

		MaMpf-Label		prop:Kriterien-fuer-Stetigkeit		Proposition		1.25		Kriterien für Stetigkeit		1		1.2		1.2.0		10

		MaMpf-Label		bem:Vergleich-mit-Stetigkeitsbegriff-aus-der-Analysis		Bemerkung		1.26		Vergleich mit dem Stetigkeitsbegriff aus der Analysis		1		1.2		1.2.0		11

		MaMpf-Link		8101

		MaMpf-Label		bsp:Homoeomorphismus		Beispiel		1.27		Homöomorphismus		1		1.2		1.2.0		12

		MaMpf-Label		defn:offene-abgeschlossene-Abbildung		Definition		1.28		offene und abgeschlossene Abbildungen		1		1.2		1.2.0		12

		MaMpf-Label		prop:Kriterien-fuer-Homoeomorphie		Proposition		1.29		Kriterien für Homöomorphie		1		1.2		1.2.0		12

		MaMpf-Label		sect:Erzeugung-von-Topologien		Abschnitt		1.3		Erzeugung von Topologien		1		1.3		1.3.0		13

		MaMpf-Label		defn:Verband		Definition		1.30		Verband		1		1.3		1.3.0		13

		MaMpf-Link		85

		MaMpf-Label		bsp:Verband		Beispiel		1.31		Verband		1		1.3		1.3.0		13

		MaMpf-Label		defn:feinere-Topologie		Definition		1.32		feinere Topologie		1		1.3		1.3.0		13

		MaMpf-Label		satz:Topologien-bilden-vollstaendigen-Verband		Satz		1.33		Die Menge der Topologien auf einer gegebenen Menge bildet einen vollständigen Verband		1		1.3		1.3.0		13

		MaMpf-Label		Infimum-von-Familie-von-Topologien		Gleichung		1.1				1		1.3		1.3.0		13

		MaMpf-Label		Supremum-von-Familie-von-Topologien		Gleichung		1.2				1		1.3		1.3.0		14

		MaMpf-Label		coro:Vererbung-von-Eigenschaften-von-Topologien		Korollar		1.34		Vererbung von Eigenschaften von Topologien		1		1.3		1.3.0		14

		MaMpf-Label		defn:Subbasis-einer-Topologie		Definition		1.35		Subbasis einer Topologie		1		1.3		1.3.0		14

		MaMpf-Label		bem:Beschreibung-Supremum-einer-Familie-von-Topologien		Bemerkung		1.36		Beschreibung des Supremums einer Familie von Topologien		1		1.3		1.3.0		14

		MaMpf-Label		defn:Basis-einer-Topologie		Definition		1.37		Basis einer Topologie		1		1.3		1.3.0		14

		MaMpf-Label		bsp:offene-Kugeln-bilden-Basis-der-Standardtopologie-von-Rn		Beispiel		1.38		die offenen Kugeln bilden eine Basis der Standardtopologie in reellen Standardvektorräumen		1		1.3		1.3.0		14

		MaMpf-Label		prop:Basiskriterium		Proposition		1.39		Basiskriterium		1		1.3		1.3.0		14

		MaMpf-Label		coro:Basis-zu-Subbasis-einer-Topologie		Korollar		1.40		Konstruktion einer Basis zu einer durch eine Subbasis gegebenen Topologie		1		1.3		1.3.0		15

		MaMpf-Label		bem:Beschreibung-Subbasis		Bemerkung		1.41		Beschreibung einer Topologie durch eine Subbasis		1		1.3		1.3.0		16

		MaMpf-Label		prop:Definition-von-Stetigkeit-ueber-Basen-bzw-Subbasen		Proposition		1.42		Definition von Stetigkeit über Basen bzw. Subbasen		1		1.3		1.3.0		16

		MaMpf-Label		defn:Filterbasis		Definition		1.43		Filterbasis		1		1.3		1.3.0		16

		MaMpf-Label		bsp:Umgebungsbasis		Beispiel		1.44		Umgebungsbasis		1		1.3		1.3.0		16

		MaMpf-Label		prop:Filterbasiskriterium		Proposition		1.45		Filterbasiskriterium		1		1.3		1.3.0		17

		MaMpf-Label		prop:Zusammenhang-zwischen-Basen-einer-Topologie-und-Umgebungsbasen		Proposition		1.46		Zusammenhang zwischen den Basen einer Topologie und den Umgebungsbasen dort		1		1.3		1.3.0		17

		MaMpf-Label		prop:Beschreibung-von-Stetigkeit-in-einem-Punkt-ueber-Umgebungsbasen		Proposition		1.47		Beschreibung von Stetigkeit in einem Punkt über Umgebungsbasen		1		1.3		1.3.0		18

		MaMpf-Label		sect:Initial-und-Finaltopologie		Abschnitt		1.4		Initial- und Finaltopologie		1		1.4		1.4.0		18

		MaMpf-Label		defn:Initialtopologie		Definition		1.48		Initialtopologie		1		1.4		1.4.0		18

		MaMpf-Label		Initialtopologie		Gleichung		1.3				1		1.4		1.4.0		19

		MaMpf-Label		prop:Stetigkeitskriterium-fuer-Initialtopologie		Proposition		1.49		Stetigkeitskriterium für Initialtopologie		1		1.4		1.4.0		19

		MaMpf-Label		defn:induzierte-Topologie		Definition		1.50		induzierte Topologie		1		1.4		1.4.0		19

		MaMpf-Label		bsp:wichtige-Spezialfaelle-der-induzierten-Topologie		Beispiel		1.51		wichtige Spezialfälle der induzierten Topologie		1		1.4		1.4.0		20

		MaMpf-Label		bsp:Z-ist-diskreter-Unterraum-von-R		Beispiel		1.52		Z ist diskreter Unterraum von R		1		1.4		1.4.0		20

		MaMpf-Label		prop:Einschraenkungen-stetiger-Abbildungen-sind-stetig		Proposition		1.53		Einschränkung stetiger Abbildungen (in Definitionsbereich und Zielmenge) sind stetig		1		1.4		1.4.0		20

		MaMpf-Label		bem:Unstetigkeit-einer-Funktion-bei-Stetigkeit-ihrer-Einschraenkungen		Bemerkung		1.54		eine Abbildung zwischen topologischen Räumen muss nicht stetig sein, auch wenn alle ihre Einschränkungen auf die Mengen einer Überdeckung ihres Startraums es sind		1		1.4		1.4.0		21

		MaMpf-Label		prop:Charakterisierung-der-Stetigkeit-bei-Ueberdeckungen		Proposition		1.55		Charakterisierung der Stetigkeit bei Überdeckungen		1		1.4		1.4.0		21

		MaMpf-Label		defn:Finaltopologie		Definition		1.56		Finaltopologie		1		1.4		1.4.0		22

		MaMpf-Label		Finaltopologie		Gleichung		1.4				1		1.4		1.4.0		22

		MaMpf-Label		prop:Stetigkeitskriterium-fuer-Finaltopologie		Proposition		1.57		Stetigkeitskriterium für Finaltopologie		1		1.4		1.4.0		22

		MaMpf-Label		defn:Quotiententopologie		Definition		1.58		Quotiententopologie		1		1.4		1.4.0		23

		MaMpf-Label		coro:Stetigkeitskriterium-Quotiententopologie		Korollar		1.59		Stetigkeitskriterium Quotiententopologie		1		1.4		1.4.0		23

		MaMpf-Label		bsp:projektiver-Raum		Beispiel		1.60		projektiver Raum		1		1.4		1.4.0		23

		MaMpf-Label		satz:Homomorphiesatz-fuer-topologische-Raeume		Satz		1.61		Homomorphiesatz für topologische Räume		1		1.4		1.4.0		24

		MaMpf-Label		bem:Voraussetzungen-fuer-Homoeomorphie-im-Homomorphiesatz-notwendig		Bemerkung		1.62		Voraussetzungen für Homöomorphie im Homomorphiesatz sind notwendig		1		1.4		1.4.0		25

		MaMpf-Label		bsp:R/Z-homoeomorph-zur-1-dim-Einheitssphaere		Beispiel		1.63		R/Z homöomorph zur 1-dimensionalen Einheitssphäre		1		1.4		1.4.0		25

		MaMpf-Label		defn:Aequivalenzhuelle		Definition		1.64		Äquivalenzhülle		1		1.4		1.4.0		25

		MaMpf-Label		defn:Selbstverklebung		Definition		1.65		Selbstverklebung topologischer Räume		1		1.4		1.4.0		26

		MaMpf-Label		bem:Anschauung-zur-Selbstverklebung		Bemerkung		1.66		Anschauung zur Selbstverklebung		1		1.4		1.4.0		26

		MaMpf-Label		bsp:Konstruktion-von-S1-Zylindermantel-Torus-Moebiusband-Kleinsche-Flasche-durch-Selbstverklebung		Beispiel		1.67		Konstruktion von 1-dimensionaler Einheitssphäre, Zylindermantel, Torus, Möbiusband und Klein'scher Flasche durch Selbstverklebung		1		1.4		1.4.0		26

		MaMpf-Label		sect:Produkte-und-Summen		Abschnitt		1.5		Produkte und Summen		1		1.5		1.5.0		27

		MaMpf-Label		defn:Produkttopologie		Definition		1.68		Produkttopologie		1		1.5		1.5.0		27

		MaMpf-Label		coro:Stetigkeitskriterium-fuer-Produkttopologie		Korollar		1.69		Stetigkeitskriterium für Produkttopologie		1		1.5		1.5.0		27

		MaMpf-Label		defn:Elementarmenge		Definition		1.70		Elementarmenge		1		1.5		1.5.0		28

		MaMpf-Label		prop:Menge-der-Elementarmengen-ist-Basis-der-Produkttopologie		Proposition		1.71		die Menge der Elementarmengen ist Basis der Produkttopologie		1		1.5		1.5.0		28

		MaMpf-Label		coro:Menge-der-Elementarmengen-um-Punkt-ist-Basis-des-Umgebungsfilters		Korollar		1.72		die Menge der Elementarmengen um einen gegebenen Punkt ist Basis des Umgebungsfilters dieses Punktes bezüglich der Produkttopologie		1		1.5		1.5.0		28

		MaMpf-Label		prop:Offenheit-der-kanonischen-Projektionen		Proposition		1.73		Offenheit der kanonischen Projektionen des Produktraums		1		1.5		1.5.0		28

		MaMpf-Label		liegt-im-Abschluss-von-U		Gleichung		1.5				1		1.5		1.5.0		29

		MaMpf-Label		defn:Universelle-Eigenschaft-des-Produktraums		Definition		1.74		universelle Eigenschaft des Produktraums		1		1.5		1.5.0		30

		MaMpf-Label		prop:Eindeutigkeit-des-Produktraums-mit-seiner-UE		Proposition		1.75		der Produktraum ist bis auf eindeutige Homöomorphie der einzige topologische Raum, der die universelle Eigenschaft des Produktraumes erfüllt		1		1.5		1.5.0		30

		MaMpf-Label		bem:Philosophie-der-universellen-Eigenschaft-des-Produktraums		Bemerkung		1.76		zur Philosophie der universellen Eigenschaft des Produktraums		1		1.5		1.5.0		31

		MaMpf-Label		bem:disjunkte-Vereinigung		Bemerkung		1.77		disjunkte Vereinigung		1		1.5		1.5.0		31

		MaMpf-Label		defn:Summentopologie		Definition		1.78		Summentopologie		1		1.5		1.5.0		31

		MaMpf-Label		coro:Stetigkeitskriterium-fuer-Summentopologie		Korollar		1.79		Stetigkeitskriterium für Summentopologie		1		1.5		1.5.0		32

		MaMpf-Label		bem:Offenheit-der-kanonischen-Inklusionen-in-den-Summenraum		Bemerkung		1.80		Offenheit der kanonischen Inklusionen in den Summenraum		1		1.5		1.5.0		32

		MaMpf-Label		offen-im-Summenraum		Gleichung		1.6				1		1.5		1.5.0		32

		MaMpf-Label		defn:Universelle-Eigenschaft-des-Summenraums		Definition		1.81		universelle Eigenschaft des Summenraums		1		1.5		1.5.0		32

		MaMpf-Label		prop:Eindeutigkeit-des-Summenraums-mit-seiner-UE		Proposition		1.82		der Summenraum ist bis auf eindeutige Homöomorphie der einzige topologische Raum, der die universelle Eigenschaft des Summenraumes erfüllt		1		1.5		1.5.0		33

		MaMpf-Label		prop:Charakterisierung-der-Summentopologie		Proposition		1.83		Charakterisierung der Summentopologie		1		1.5		1.5.0		33

		MaMpf-Label		Summentopologie		Gleichung		1.7				1		1.5		1.5.0		33

		MaMpf-Label		defn:Anheften		Definition		1.84		Anheftung topologischer Räume		1		1.5		1.5.0		34

		MaMpf-Label		bem:die-Rolle-der-urspruenglichen-topologischen-Raeume-beim-Anheften		Bemerkung		1.85		die Rolle der ursprünglichen topologischen Räume beim Anheften		1		1.5		1.5.0		35

		MaMpf-Label		bsp:Anheften-eines-Henkels-an-eine-2-Sphaere		Beispiel		1.86		Anheften eines Henkels an eine 2-Sphäre		1		1.5		1.5.0		35

		MaMpf-Label		chap:Eigenschaften-topologischer-Raeume		Kapitel		2		Eigenschaften topologischer Räume		2		2.0		2.0.0		36

		MaMpf-Label		sect:Zusammenhang		Abschnitt		2.1		Zusammenhang		2		2.1		2.1.0		36

		MaMpf-Label		defn:Zusammenhang		Definition		2.1		zusammenhängender topologischer Raum		2		2.1		2.1.0		36

		MaMpf-Label		prop:Charakterisierung-zusammenhaengender-topologischer-Raeume		Proposition		2.2		Charakterisierung zusammenhängender topologischer Räume		2		2.1		2.1.0		36

		MaMpf-Label		bsp:zusammenhaengende-Teilraeume-in-diskreten-und-indiskreten-Raeumen		Beispiel		2.3		zusammenhängende Teilräume in diskreten und indiskreten Räumen		2		2.1		2.1.0		37

		MaMpf-Label		prop:Einheitsintervall-in-R-ist-zusammenhaengend		Proposition		2.4		Einheitsintervall in den reellen Zahlen ist zusammenhängend		2		2.1		2.1.0		37
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		MaMpf-Label		prop:Zusammenhang-ist-topologische-Eigenschaft		Proposition		2.5		Zusammenhang ist topologische Eigenschaft		2		2.1		2.1.0		38

		MaMpf-Label		bsp:Standardparabel-in-R2-ist-zusammenhaengend		Beispiel		2.6		Standardparabel in R² ist zusammenhängend		2		2.1		2.1.0		38

		MaMpf-Label		prop:stetige-Abbildungen-von-zusammenhaengenden-Raum-in-diskrete-Raeume-sind-konstant		Proposition		2.7		stetige Abbildungen von einem zusammenhängenden topologischen Raum in diskrete Räume sind stets konstant		2		2.1		2.1.0		39

		MaMpf-Label		prop:Abschluss-eines-zusammenhaengenden-topologischen-Unterraums-ist-zusammenhaengend		Proposition		2.8		Abschluss eines zusammenhängenden topologischen Unterraums ist zusammenhängend		2		2.1		2.1.0		39

		MaMpf-Label		bem:Durchschnitte-und-Vereinigungen-zusammenhaengender-Teilmengen-sind-im-Allgemeinen-nicht-zusammenhaengend		Bemerkung		2.9		Durchschnitte und Vereinigungen zusammenhängender Teilmengen sind im Allgemeinen nicht zusammenhängend		2		2.1		2.1.0		40

		MaMpf-Label		prop:unter-geeigneten-Zusatzbedingungen-ist-die-Vereinigung-zusammenhaengender-Teilraeume-wieder-zusammenhaengend		Proposition		2.10		unter geeigneten Zusatzbedingungen ist die Vereinigung zusammenhängender Teilräume wieder zusammenhängend		2		2.1		2.1.0		40

		MaMpf-Label		satz:nichtleerer-Produktraum-ist-genau-dann-zusammenhaengend-wenn-alle-Faktoren-zusammenhaengen		Satz		2.11		nichtleerer Produktraum ist genau dann zusammenhängend, wenn alle Faktoren zusammenhängen		2		2.1		2.1.0		41

		MaMpf-Label		bem:Teilraeume-des-Produktraums-muessen-auch-dann-nicht-zusammenhaengen-wenn-ihre-Bilder-unter-den-kanonischen-Projektionen-alle-zusammenhaengend-sind		Bemerkung		2.12		Teilräume des Produktraums müssen auch dann nicht zusammenhängen, wenn ihre Bilder unter den kanonischen Projektionen alle zusammenhängend sind		2		2.1		2.1.0		42

		MaMpf-Label		bsp:Torus-Moebiusband-Kleinsche-Flasche-zusammenhaengend		Beispiel		2.13		Torus, Möbiusband und Klein'sche Flasche sind zusammenhängend		2		2.1		2.1.0		42

		MaMpf-Label		defn:wegzusammenhaengender-topologischer-Raum		Definition		2.14		wegzusammenhängender topologischer Raum		2		2.1		2.1.0		42

		MaMpf-Label		bsp:konvexe-bzw-sternfoermige-Teilmengen-reeller-Vektorraeume-sind-wegzusammenhaengend		Beispiel		2.15		konvexe bzw. sternförmige Teilmengen reeller Vektorräume sind wegzusammenhängend		2		2.1		2.1.0		43

		MaMpf-Label		satz:wegzusammenhaengende-Raeume-sind-zusammenhaengend		Satz		2.16		wegzusammenhängende Räume sind zusammenhängend		2		2.1		2.1.0		43

		MaMpf-Label		bsp:nicht-jeder-zusammenhaengende-topologische-Raum-ist-wegzusammenhaengend		Beispiel		2.17		nicht jeder zusammenhängende topologische Raum ist wegzusammenhängend		2		2.1		2.1.0		43

		MaMpf-Label		satz:die-zusammenhaengenden-bzw-wegzusammenhaengenden-nichtleeren-Teilmengen-der-reellen-Zahlen-sind-die-Intervalle		Satz		2.18		die zusammenhängenden bzw. wegzusammenhängenden nichtleeren Teilmengen der reellen Zahlen sind die Intervalle		2		2.1		2.1.0		44

		MaMpf-Label		wenn-zwei-Punkte-drin-sind-dann-auch-das-Intervall-dazwischen		Gleichung		2.1				2		2.1		2.1.0		44
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		MaMpf-Label		coro:allgemeiner-Zwischenwertsatz		Korollar		2.19		allgemeiner Zwischenwertsatz		2		2.1		2.1.0		45

		MaMpf-Label		defn:lokal-zusammenhaengender-und-lokal-wegzusammenhaengender-topologischer-Raum		Definition		2.20		lokal zusammenhängender topologischer Raum und lokal wegzusammenhängender topologischer Raum		2		2.1		2.1.0		45

		MaMpf-Label		bem:lokal-wegzusammenhaengende-topologische-Raeume-sind-lokal-zusammenhaengend		Bemerkung		2.21		lokal wegzusammenhängende topologische Räume sind lokal zusammenhängend		2		2.1		2.1.0		45

		MaMpf-Label		bsp:nicht-jeder-lokal-weg-zusammenhaengende-topologische-Raum-ist-weg-zusammenhaengend-und-umgekehrt		Beispiel		2.22		nicht jeder lokal (weg-)zusammenhängende topologische Raum ist (weg-)zusammenhängend und umgekehrt		2		2.1		2.1.0		45

		MaMpf-Label		satz:lokal-wegzusammenhaengende-topologische-Raeume-sind-genau-dann-wegzusammenhaengend-wenn-sie-zusammenhaengend-sind		Satz		2.23		lokal wegzusammenhängende topologische Räume sind genau dann wegzusammenhängend, wenn sie zusammenhängend sind		2		2.1		2.1.0		47

		MaMpf-Label		defn:Zusammenhangskomponente		Definition		2.24		Zusammenhangskomponente		2		2.1		2.1.0		47

		MaMpf-Label		prop:Eigenschaften-von-Zusammenhangskomponenten		Proposition		2.25		Eigenschaften von Zusammenhangskomponenten		2		2.1		2.1.0		48

		MaMpf-Label		bsp:Zusammenhangskomponente		Beispiel		2.26		Zusammenhangskomponente		2		2.1		2.1.0		49

		MaMpf-Label		prop:Charakterisierung-lokal-zusammenhaengender-Raeume		Proposition		2.27		Charakterisierung lokal zusammenhängender Räume		2		2.1		2.1.0		49

		MaMpf-Label		prop:Homoeomorphismen-induzieren-Bijektionen-zwischen-Mengen-von-Zusammenhangskomponenten		Proposition		2.28		Homöomorphismen induzieren Bijektionen zwischen den jeweiligen Mengen von Zusammenhangskomponenten		2		2.1		2.1.0		50

		MaMpf-Label		bem:Anzahl-der-Zusammenhangskomponenten-ist-topologische-Invariante		Bemerkung		2.29		Anzahl der Zusammenhangskomponenten ist topologische Invariante		2		2.1		2.1.0		50

		MaMpf-Label		bsp:Anzahl-der-Zusammenhangskomponenten-als-topologische-Invariante		Beispiel		2.30		Anzahl der Zusammenhangskomponenten als topologische Invariante		2		2.1		2.1.0		51

		MaMpf-Label		sect:Konvergenz		Abschnitt		2.2		Konvergenz		2		2.2		2.2.0		51

		MaMpf-Label		defn:Konvergenz-einer-Folge		Definition		2.31		Konvergenz einer Folge		2		2.2		2.2.0		51

		MaMpf-Label		bem:in-allgemeinen-topologischen-Raeumen-ist-der-Grenzwert-einer-Folge-nicht-immer-eindeutig		Bemerkung		2.32		in allgemeinen topologischen Räumen ist der Grenzwert einer Folge nicht immer eindeutig		2		2.2		2.2.0		51

		MaMpf-Label		defn:Folgenstetigkeit-in-einem-Punkt		Definition		2.33		Folgenstetigkeit in einem Punkt		2		2.2		2.2.0		51
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		MaMpf-Label		prop:Stetigkeit-in-einem-Punkt-impliziert-Folgenstetigkeit-dort		Proposition		2.34		Stetigkeit in einem Punkt impliziert Folgenstetigkeit dort		2		2.2		2.2.0		52

		MaMpf-Label		defn:feinerer-Filter		Definition		2.35		feinerer Filter		2		2.2		2.2.0		54

		MaMpf-Label		defn:konvergenter-Filter		Definition		2.36		konvergenter Filter		2		2.2		2.2.0		54

		MaMpf-Label		bsp:Umgebungsfilter-und-beliebige-Filter-in-indiskreten-Raeumen-sind-konvergent		Beispiel		2.37		Umgebungsfilter und beliebige Filter in indiskreten Räumen sind konvergent		2		2.2		2.2.0		54

		MaMpf-Label		prop:Bildfilter		Proposition		2.38		Bildfilter		2		2.2		2.2.0		54

		MaMpf-Label		prop:genau-dann-ist-eine-Abbildung-zwischen-topologischen-Raeumen-in-einem-Punkt-stetig-wenn-fuer-jeden-gegen-diesen-Punkt-konvergierenden-Filter-der-Bildfilter-gegen-den-Bildpunkt-konvergiert		Proposition		2.39		genau dann ist eine Abbildung zwischen topologischen Räumen in einem Punkt stetig, wenn für jeden gegen diesen Punkt konvergierenden Filter der Bildfilter gegen den Bildpunkt konvergiert		2		2.2		2.2.0		55

		MaMpf-Label		prop:Konvergenz-von-Filtern-und-Produktraeume		Proposition		2.40		Konvergenz von Filtern und Produkträume		2		2.2		2.2.0		55

		MaMpf-Label		prop:Charakterisierung-von-Beruehrpunkten-ueber-Filter		Proposition		2.41		Charakterisierung von Berührpunkten über Filter		2		2.2		2.2.0		56

		MaMpf-Label		defn:Beruehrpunkt-eines-Filters		Definition		2.42		Berührpunkt eines Filters		2		2.2		2.2.0		57

		MaMpf-Label		prop:Eigenschaften-von-Beruehrpunkten-von-Filtern		Proposition		2.43		Eigenschaften von Berührpunkten von Filtern		2		2.2		2.2.0		57

		MaMpf-Label		defn:Ultrafilter		Definition		2.44		Ultrafilter		2		2.2		2.2.0		58

		MaMpf-Label		coro:Eigenschaften-von-Beruehrpunkten-von-Ultrafiltern		Korollar		2.45		Eigenschaften von Berührpunkten von Ultrafiltern		2		2.2		2.2.0		58

		MaMpf-Label		bsp:Menge-aller-Teilmengen-die-einen-festen-Punkt-umfassen-ist-Ultrafilter		Beispiel		2.46		die Menge aller Teilmengen einer gegebenen Menge, die einen gegebenen Punkt umfassen, ist ein Ultrafilter		2		2.2		2.2.0		58

		MaMpf-Label		prop:Verfeinerungskriterium		Proposition		2.47		Verfeinerungskriterium		2		2.2		2.2.0		58

		MaMpf-Label		prop:Ultrafilterkriterium		Proposition		2.48		Ultrafilterkriterium		2		2.2		2.2.0		59

		MaMpf-Label		coro:Bildfilter-eines-Ultrafilters-ist-Ultrafilter		Korollar		2.49		Bildfilter eines Ultrafilters ist Ultrafilter		2		2.2		2.2.0		59

		MaMpf-Label		satz:zu-jedem-Filter-gibt-es-einen-Ultrafilter-der-diesen-enthaelt		Satz		2.50		zu jedem Filter gibt es einen Ultrafilter, der diesen enthält		2		2.2		2.2.0		60
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		MaMpf-Label		coro:jeder-Filter-ist-der-Durchschnitt-aller-Ultrafilter-die-ihn-enthalten		Korollar		2.51		jeder Filter ist der Durchschnitt aller Ultrafilter, die ihn enthalten		2		2.2		2.2.0		60

		MaMpf-Label		sect:Kompaktheit		Abschnitt		2.3		Kompaktheit		2		2.3		2.3.0		61

		MaMpf-Label		defn:offene-endliche-Ueberdeckung-Teilueberdeckung		Definition		2.52		(offene / endliche) Überdeckung, Teilüberdeckung		2		2.3		2.3.0		61

		MaMpf-Label		defn:kompakter-topologischer-Raum		Definition		2.53		kompakter topologischer Raum		2		2.3		2.3.0		61

		MaMpf-Label		bem:abweichende-Kompaktheitsdefinitionen-in-der-Litaratur		Bemerkung		2.54		abweichende Kompaktheitsdefinitionen in der Literatur		2		2.3		2.3.0		61

		MaMpf-Label		prop:Kompaktheit-von-Unterraeumen		Proposition		2.55		Kompaktheit von Unterräumen		2		2.3		2.3.0		61

		MaMpf-Label		bsp:topologische-Raeume-mit-endlicher-Topologie-sind-kompakt		Beispiel		2.56		topologische Räume mit endlicher Topologie sind kompakt		2		2.3		2.3.0		62

		MaMpf-Label		prop:Einheitsintervall-in-den-reellen-Zahlen-ist-kompakt		Proposition		2.57		Einheitsintervall in den reellen Zahlen ist kompakt		2		2.3		2.3.0		62

		MaMpf-Label		defn:folgenkompakter-topologischer-Raum		Definition		2.58		folgenkompakter topologischer Raum		2		2.3		2.3.0		63

		MaMpf-Label		bsp:Kompaktheit-und-Folgenkompaktheit-implizieren-sich-gegenseitig-nicht		Beispiel		2.59		Kompaktheit und Folgenkompaktheit implizieren sich gegenseitig nicht		2		2.3		2.3.0		63

		MaMpf-Label		satz:Kompaktheitskriterium		Satz		2.60		Kompaktheitskriterium		2		2.3		2.3.0		64

		MaMpf-Label		coro:abgeschlossene-Teilmengen-kompakter-topologischer-Raeume-sind-kompakt		Korollar		2.61		abgeschlossene Teilmengen kompakter topologischer Räume sind kompakt		2		2.3		2.3.0		66

		MaMpf-Label		prop:stetige-Bilder-kompakter-Mengen-sind-kompakt		Proposition		2.62		stetige Bilder kompakter Mengen sind kompakt		2		2.3		2.3.0		66

		MaMpf-Label		satz:Satz-von-Tychonow		Satz		2.63		Satz von Tychonow		2		2.3		2.3.0		66

		MaMpf-Label		defn:lokalkompakter-topologischer-Raum		Definition		2.64		lokalkompakter topologischer Raum		2		2.3		2.3.0		67

		MaMpf-Label		bem:abweichende-Lokalkompaktheitsdefinitionen-in-der-Litaratur		Bemerkung		2.65		abweichende Lokalkompaktheitsdefinitionen in der Literatur		2		2.3		2.3.0		67

		MaMpf-Label		bsp:lokalkompakt-vs-kompakt		Beispiel		2.66		kompakter topologische Räume sind lokalkompakt aber im Allgemeinen nicht umgekehrt		2		2.3		2.3.0		68

		MaMpf-Label		defn:Kompaktifizierung-eines-topologischen-Raumes		Definition		2.67		Kompaktifizierung eines topologischen Raumes		2		2.3		2.3.0		68

		MaMpf-Label		bsp:Kompaktifizierungen-von-Rn		Beispiel		2.68		Kompaktifizierungen von reellen Standardvektorräumen		2		2.3		2.3.0		68
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		MaMpf-Label		defn:Alexandrow-Kompaktifizierung		Definition		2.69		Alexandrow-Kompaktifizierung		2		2.3		2.3.0		69

		MaMpf-Label		satz:Satz-von-Alexandrow		Satz		2.70		Satz von Alexandrow		2		2.3		2.3.0		69

		MaMpf-Label		sect:Die-Abzaehlbarkeitsaxiome		Abschnitt		2.4		Die Abzählbarkeitsaxiome		2		2.4		2.4.0		71

		MaMpf-Label		defn:Abzaehlbarkeitsaxiome		Definition		2.71		Abzählbarkeitsaxiome		2		2.4		2.4.0		71

		MaMpf-Label		bem:erfuellt-ein-topologischer-Raum-ein-Abzaehlbarkeitsaxiom-so-auch-jeder-Unterraum		Bemerkung		2.72		erfüllt ein topologischer Raum ein Abzählbarkeitsaxiom, so auch jeder Unterraum		2		2.4		2.4.0		71

		MaMpf-Label		prop:das-zweite-Abzaehlbarkeitsaxiom-impliziert-das-erste		Proposition		2.73		das zweite Abzählbarkeitsaxiom impliziert das erste		2		2.4		2.4.0		71

		MaMpf-Label		bsp:Unterraeume-reeller-Standardvektorraeume-erfuellen-beide-Abzaehlbarkeitsaxiome		Beispiel		2.74		beliebige Unterräume reeller Standardvektorräume erfüllen beide Abzählbarkeitsaxiome		2		2.4		2.4.0		71

		MaMpf-Label		bem:metrische-Raeume-und-die-Abzaehlbarkeitsaxiome		Bemerkung		2.75		metrische Räume und die Abzählbarkeitsaxiome		2		2.4		2.4.0		72

		MaMpf-Label		bem:topologische-Raeume-mit-ueberabzaehlbaren-diskreten-Unterraeumen-erfuellen-das-zweite-Abzaehlbarkeitsaxiom-nicht		Bemerkung		2.76		topologische Räume mit einem überabzählbaren diskreten Unterraum erfüllen das zweite Abzählbarkeitsaxiom nicht		2		2.4		2.4.0		72

		MaMpf-Label		bsp:der-Banachraum-der-beschraenkten-stetigen-reellen-Funktionen-zusammen-mit-der-Supremumsnorm-erfuellt-das-erste-aber-nicht-das-zweite-Abzaehlbarkeitsaxiom		Beispiel		2.77		der Banachraum der beschränkten, stetigen, reellen Funktionen zusammen mit der Supremumsnorm erfüllt das erste aber nicht das zweite Abzählbarkeitsaxiom		2		2.4		2.4.0		73

		MaMpf-Label		bsp:der-Produktraum-von-ueberabzaehlbar-vielen-topologischen-Raeumen-mit-nichttrivialer-Topologie-erfuellt-kein-Abzaehlbarkeitsaxiom		Beispiel		2.78		der Produktraum von überabzählbar vielen topologischen Räumen mit nichttrivialer Topologie erfüllt keines der Abzählbarkeitsaxiome		2		2.4		2.4.0		73

		MaMpf-Label		satz:Folgenkriterium-fuer-Stetigkeit-in-einem-Punkt		Satz		2.79		Folgenkriterium für Stetigkeit in einem Punkt		2		2.4		2.4.0		74

		MaMpf-Label		satz:kompakte-topologische-Raeume-mit-erstem-Abzaehlbarkeitsaxiom-sind-folgenkompakt		Satz		2.80		kompakte topologische Räume, die das erste Abzählbarkeitsaxiom erfüllen, sind folgenkompakt		2		2.4		2.4.0		74

		MaMpf-Label		coro:in-metrischen-Raeumen-sind-Kompaktheit-und-Folgenkompaktheit-aequivalent		Korollar		2.81		in metrischen Räumen sind Kompaktheit und Folgenkompaktheit äquivalent		2		2.4		2.4.0		75
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		MaMpf-Label		sect:Die-Trennungsaxiome		Abschnitt		2.5		Die Trennungsaxiome		2		2.5		2.5.0		76

		MaMpf-Label		defn:Trennbarkeit-von-Teilmengen-durch-offene-Mengen-bzw-Funktionen		Definition		2.82		Trennbarkeit von Teilmengen eines topologischen Raumes durch offene Teilmengen bzw. durch stetige Funktionen		2		2.5		2.5.0		76

		MaMpf-Label		defn:Trennungsaxiome-fuer-topologische-Raeume		Definition		2.83		Trennungsaxiome für topologische Räume		2		2.5		2.5.0		76

		MaMpf-Label		subsect:Hausdorff-Raeume		Unterabschnitt		2.5.1		Hausdorff-Räume		2		2.5		2.5.1		77

		MaMpf-Label		bsp:diskrete-Raeume-sind-Hausdorffsch-indiskrete-Raeume-nicht		Beispiel		2.84		diskrete Räume sind Hausdorff'sch, indiskrete Räume nicht		2		2.5		2.5.1		77

		MaMpf-Label		bsp:Rn-ist-mit-Standardtopologie-Hausdorffsch-mit-Zariski-Topologie-nicht		Beispiel		2.85		reelle Standardvektorräume sind mit der Standardtopologie Hausdorff'sch, mit der Zariski-Topologie jedoch nicht		2		2.5		2.5.1		77

		MaMpf-Label		bem:in-Hausdorff-Raeumen-sind-alle-Punkte-abgeschlossen		Bemerkung		2.86		in Hausdorff-Räumen sind alle Punkte abgeschlossen		2		2.5		2.5.1		78

		MaMpf-Label		coro:normale-Raeume-sind-regulaer		Korollar		2.87		normale Räume sind regulär		2		2.5		2.5.1		78

		MaMpf-Label		bem:Unterraeume-von-Hausdorff-Raeumen-sind-Hausdorffsch		Bemerkung		2.88		Unterräume von Hausdorff-Räumen sind Hausdorff'sch		2		2.5		2.5.1		78

		MaMpf-Label		bem:stetige-Bilder-von-Hausdorff-Raeumen-sind-nicht-immer-Hausdorffsch		Bemerkung		2.89		stetige Bilder von Hausdorff-Räumen sind nicht immer Hausdorff'sch		2		2.5		2.5.1		78

		MaMpf-Label		prop:Produkte-Hausdorffscher-topologischer-Raeume-sind-Hausdorffsch		Proposition		2.90		Produkte Hausdorff'scher topologischer Räume sind Hausdorff'sch und umgekehrt		2		2.5		2.5.1		79

		MaMpf-Label		prop:Eigenschaften-von-Abbildungen-in-einen-Hausdorff-Raum		Proposition		2.91		Eigenschaften von Abbildungen in einen Hausdorff-Raum		2		2.5		2.5.1		80

		MaMpf-Label		prop:Folgen-und-Filter-in-Hausdorffraeumen-konvergieren-eindeutig		Proposition		2.92		konvergente Folgen und Filter in Hausdorff-Räumen konvergieren gegen genau einen Punkt		2		2.5		2.5.1		81

		MaMpf-Label		prop:Konvergiert-jeder-konvergente-Filter-gegen-genau-einen-Punkt-so-ist-der-zugrunde-liegende-Raum-Hausdorffsch		Proposition		2.93		Konvergiert jeder konvergente Filter gegen genau einen Punkt, so ist der zugrunde liegende topologische Raum Hausdorff'sch. Die entsprechende Aussage für Folgen ist falsch.		2		2.5		2.5.1		81

		MaMpf-Label		prop:kompakte-Teilmengen-von-Hausdorff-Raeumen-sind-abgeschlossen		Proposition		2.94		kompakte Teilmengen von Hausdorff-Räumen sind abgeschlossen		2		2.5		2.5.1		82

		MaMpf-Label		satz:Satz-von-Heine-Borel		Satz		2.95		Satz von Heine-Borel		2		2.5		2.5.1		83

		MaMpf-Label		satz:Satz-von-Maximum-und-Minimum		Satz		2.96		Satz von Maximum und Minimum		2		2.5		2.5.1		84
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		MaMpf-Label		prop:stetige-Abbildungen-von-einem-Kompaktum-in-einen-Hausdorff-Raum-sind-abgeschlossen		Proposition		2.97		stetige Abbildungen von einem kompakten topologischen Raum in einen Hausdorff-Raum sind abgeschlossen		2		2.5		2.5.1		84

		MaMpf-Label		satz:Homomorphiesatz-fuer-kompakte-Raeume		Satz		2.98		Homomorphiesatz für kompakte Räume		2		2.5		2.5.1		84

		MaMpf-Label		prop:Alexandrow-Kompaktifizierung-von-lokalkompaktem-Hausdorff-Raum-ist-Hausdorffsch		Proposition		2.99		die Alexandrow-Kompaktifizierung eines lokalkompakten Hausdorff-Raums ist wieder Hausdorff'sch		2		2.5		2.5.1		85

		MaMpf-Label		satz:kompakte-Hausdorff-Raeume-sind-regulaer-und-normal		Satz		2.100		kompakte Hausdorff-Räume sind regulär und normal		2		2.5		2.5.1		85

		MaMpf-Label		subsect:Regulaere-Raeume		Unterabschnitt		2.5.2		Reguläre Räume		2		2.5		2.5.2		86

		MaMpf-Label		prop:T3-ist-aequivalent-dazu-dass-fuer-jeden-Punkt-die-abgeschlossenen-Umgebungen-eine-Umgebungsbasis-bilden		Proposition		2.101		Axiom (T3) ist äquivalent dazu, dass für jeden Punkt die abgeschlossenen Umgebungen eine Umgebungsbasis bilden		2		2.5		2.5.2		86

		MaMpf-Label		coro:Unterraeume-von-regulaeren-Raeumen-sind-regulaer		Korollar		2.102		Unterräume von regulären Räumen sind regulär		2		2.5		2.5.2		86

		MaMpf-Label		coro:lokalkompakte-Hausdorff-Raeume-sind-regulaer		Korollar		2.103		lokalkompakte Hausdorff-Räume sind regulär		2		2.5		2.5.2		87

		MaMpf-Label		coro:in-lokalkompakten-Hausdorff-Raeumen-bilden-fuer-jeden-Punkt-die-kompakten-Umgebungen-eine-Umgebungsbasis		Korollar		2.104		in lokalkompakten Hausdorff-Räumen bilden für jeden Punkt die kompakten Umgebungen eine Umgebungsbasis		2		2.5		2.5.2		87

		MaMpf-Label		prop:vollstaendig-regulaere-topologische-Raeume-sind-regulaer		Proposition		2.105		vollständig reguläre topologische Räume sind regulär		2		2.5		2.5.2		87

		MaMpf-Label		prop:Unterraeume-von-vollstaendig-regulaeren-Raeumen-sind-vollstaendig-regulaer		Proposition		2.106		Unterräume von vollständig regulären Räumen sind vollständig regulär		2		2.5		2.5.2		88

		MaMpf-Label		coro:lokalkompakte-Hausdorff-Raeume-sind-vollstaendig-regulaer		Korollar		2.107		lokalkompakte Hausdorff-Räume sind vollständig regulär		2		2.5		2.5.2		88

		MaMpf-Label		satz:Charakterisierung-vollstaendig-regulaerer-Raeume		Satz		2.108		Charakterisierung vollständig regulärer Räume		2		2.5		2.5.2		88

		MaMpf-Label		lemma:die-Topologie-auf-einem-vollstaendig-regulaeren-Raum-ist-die-Initialtopologie-bzgl-der-Familie-aller-stetigen-Abbildungen-von-diesem-Raum-in-das-reelle-Einheitsintervall		Lemma		2.109		die Topologie auf einem vollständig regulären Raum ist die Initialtopologie bezüglich der Familie aller stetigen Abbildungen von diesem Raum in das reelle Einheitsintervall		2		2.5		2.5.2		88
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